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Goursatの補題については，[2]が詳しい．群の単位元をeと書く．一般に，群準同型f : A → Bに
対して，部分群S ⊂ Bに対してf−1(S) = {a ∈ A|f(a) ⊂ S}は群であることに注意する．（f(aa′) =
f(a)f(a′) ∈ Sよりa, a′ ∈ f−1(S)ならaa′ ∈ f−1(S).）� �

Lemma 0.1 (Goursat). A,Bを群とする．部分群C ⊂ A×Bと５つ組Q = (Ā,NA, B̄, NB , θ)の間に

１対１対応がある．ここで，NAC Ā ⊂ A, NB C B̄ ⊂ Bであり，θは同型写像θ : Ā/NA
∼=−→ B̄/NBで

ある．� �
（証明[2]） Cを部分群C ⊂ A×Bとする．

Ā = {a ∈ A|(a, b) ∈ C}, NA = {a ∈ A|(a, e) ∈ C}, (0.1)

B̄ = {b ∈ B|(a, b) ∈ C}, NB = {b ∈ B|(e, b) ∈ C}, (0.2)

とする． Cは群であるから，Ā, B̄も群．任意のa′ ∈ NA, a ∈ Āに対してあるb ∈ Bが存在して

(a, b)(a′, e)(a, b)−1 = (aa′a−1, e) (0.3)

であるからaNAa
−1 = NAより，NA C Ā. NB C B̄も同様． θは

θ(aNA) := bNB , where (a, b) ∈ C, (0.4)

と定義する．右辺がwell-definedであることは，(a, b), (a, b′) ∈ Cとすると(a, b)−1(a, b′) = (1, b−1b′) ∈ C
よりb−1b′ ∈ NB，すなわち b ∈ b′NBより．同様に，(a, b), (a′, b) ∈ Cとするとa ∈ a′NAより左辺もwell-
defined. 群準同型性は，(a, b), (a′, b′) ∈ CとするとC 3 (a, b)(a′, b′) = (aa′, bb′)より． θ(a) = NBとす
ると(a, b) ∈ Cかつ(e, b) ∈ C．このとき(a, e) = (a, b)(e, b)−1 ∈ Cよりa ∈ NAであるからθは単射．任意
のb ∈ B̄に対して(a, b) ∈ Cなるaが存在するからθは全射．これで５つ組f(C) := (Ā,NA, B̄, NB , θ)が構
成された．

逆に，５つ組Q = (Ā,NA, B̄, NB , θ)が与えられると， θより部分集合

Gθ := {(aNA, θ(aNA))|aNA ∈ Ā/NA} ⊂ Ā/NA × B̄/NB (0.5)

が定義される． θの群準同型性より，Gθは群である．自然な全射

p : Ā× B̄ → Ā/NA × B̄/NB (0.6)

の逆像を取り，部分群

g(Q) := p−1(Gθ) ⊂ Ā× B̄ ⊂ A×B (0.7)

が定まる．

最後に，この対応 f と g が互いに逆であることを示す．
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g ◦ f = idを示す．C ⊂ A×B を部分群とし，f(C) = (Ā,NA, B̄, NB , θ) を上で定めたとおりに取る．
このとき

g(f(C)) = { (a, b) ∈ A×B | (aNA, bNB) ∈ Gθ } (0.8)

であるが，Gθ の定義より

(aNA, bNB) ∈ Gθ ⇐⇒ (a, b) ∈ C (0.9)

よってg(f(C)) = C.

f ◦ g = idを示す． Q = (Ā,NA, B̄, NB , θ) を与え，C
′ := g(Q) = p−1(Gθ) ⊂ Ā× B̄ とおく． C ′ に対

して f(C ′) = (Ā′, N ′A, B̄
′, N ′B , θ

′) を構成する．まず，

Ā′ = { a ∈ A | (a, b) ∈ C ′ } = { a ∈ A | a ∈ Ā } = Ā, (0.10)

B̄′ = { b ∈ B | (a, b) ∈ C ′ } = { b ∈ B | bNB ∈ θ(Ā/NA) = B̄/NB } = { b ∈ B | b ∈ B̄ } = B̄, (0.11)

N ′A = { a ∈ A | (a, e) ∈ C ′ } = { a ∈ A | θ(aNA) = NB } = { a ∈ A | a ∈ NA } = NA, (0.12)

N ′B = { b ∈ B | (e, b) ∈ C ′ } = { b ∈ B | bNB = θ(NA) = NB } = { a ∈ B | b ∈ NB } = NB (0.13)

に注意． θ′ = θ を示す．

θ′(aNA) = bNB , where (a, b) ∈ C ′ (0.14)

であるが，(a, b) ∈ C ′はa ∈ ĀかつbNB = θ(aNA)と同値であるからθ′ = θ.
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