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Abstract

高次Berry曲率が有限値を取る，[1]の格子模型についてのメモ．

0次元

球面S2上の族のハミルトニアンであって，基底状態のChern数が1である模型は，n ∈ R3,n2 = 1を単
位ベクトルとして，

H0D(n) = n · σ. (1)

ここで，σ = (σx, σy, σz)はPauli行列．

１次元

サイトj ∈ Zにスピン１/2の自由度を２つ，σL
j ,σ

R
j をスピン演算子とする．

(n, n4) ∈ S3, n2 + n2
4 = 1 (2)

をS3の座標として，

H1D(n, n4) =
∑
j∈Z

n · (−σL
j + σR

j ) + |n4|
∑
j∈Z

{
σL

j · σR
j (n4 ≤ 0)

σR
j · σL

j+1 (n4 ≥ 0)
(3)

この模型はBerry曲率の積分値が1である：

ν =
1

2π

∑
∆3∈S3

F (3)(∆3) = 1. (4)

• (3)において，第１項目は第２項目の反強磁性相互作用と両立するように異符号で取る必要があ
る．実際，

H1D(n, n4) =
∑
j∈Z

n · (σL
j + σR

j ) + |n4|
∑
j∈Z

{
σL

j · σR
j (n4 ≤ 0)

σR
j · σL

j+1 (n4 ≥ 0)
(5)

はS3上においてどこかでギャップが閉じる．

• スピン1/2に限る必要はなく，一般のスピンSに対しても(3)と同じ模型はトポロジカル数ν =
2Sを与える模型となる．

2次元

2次元模型も同様．各サイトに４つのスピン1/2からなる自由度を考え，それぞれPauli行列をσ1
j ,σ

2
j ,σ

3
j ,σ

4
j ,

j ∈ Z2とする．

(n, n4, n5) ∈ S4, n2 + n2
4 + n2

5 = 1 (6)
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Figure 1: 2次元模型

をS4の座標として，

H2D(n, n4, n5) =
∑
j∈Z2

n · (−σ1
j + σ2

j + σ3
j − σ4

j ) (7)

+ |n4|
∑
j∈Z2

{
σ1

j · σ2
j + σ3

j · σ4
j (n4 ≤ 0)

σ2
j · σ1

j+x̂ + σ4
j · σ3

j+x̂ (n4 ≥ 0)
(8)

+ |n5|
∑
j∈Z2

{
σ1

j · σ3
j + σ2

j · σ4
j (n5 ≤ 0)

σ3
j · σ1

j+ŷ + σ4
j · σ2

j+ŷ (n5 ≥ 0)
(9)

第２項については，図2を見よ． この模型は任意のパラメータ点(n, n4, n5)において４つの1/2スピン
の問題であるから容易に解くことができる．とくに，基底状態は一意で有限のエネルギーギャップが
ある．また，Berry曲率の積分値は1である：

ν =
∑

∆4∈S4

F (4)(∆4) = 1. (10)

一般の空間次元

空間3次元以上への一般化も容易であろう．たとえば空間3次元においては，各サイトにおいて23 =
8個のスピン1/2自由度を取り，ハミルトニアンを

HdD(n, n4, n5, n6) =
∑
j∈Z3

n · (−σ1
j + σ2

j + σ3
j − σ4

j + σ5
j − σ6

j − σ7
j + σ8

j ) (11)

+ |n4|
∑
j∈Z3

{
σ1

j · σ2
j + σ3

j · σ4
j + σ5

j · σ6
j + σ7

j · σ8
j (n4 ≤ 0)

σ2
j · σ1

j+x̂ + σ4
j · σ3

j+x̂ + σ6
j · σ5

j+x̂ + σ8
j · σ7

j+x̂ (n4 ≥ 0)
(12)

+ |n5|
∑
j∈Z3

{
σ1

j · σ3
j + σ2

j · σ4
j + σ5

j · σ7
j + σ6

j · σ8
j (n5 ≤ 0)

σ3
j · σ1

j+ŷ + σ4
j · σ2

j+ŷ + σ7
j · σ5

j+ŷ + σ8
j · σ6

j+ŷ (n5 ≥ 0)
(13)

+ |n6|
∑
j∈Z3

{
σ1

j · σ5
j + σ2

j · σ6
j + σ3

j · σ7
j + σ4

j · σ8
j (n6 ≤ 0)

σ5
j · σ1

j+ẑ + σ6
j · σ2

j+ẑ + σ7
j · σ3

j+ẑ + σ8
j · σ4

j+ẑ (n6 ≥ 0)
(14)

とする．
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