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[1]に従って，ハミルトニアンH(k)に実線ギャップが開いているときに，実線ギャップを閉じずに
連続的にエルミート化できること[2]を確認する．以下は[1]のApp. Dのほぼ写しである．

まずは対称性を気にせずに，実線ギャップを有するハミルトニアンH(k)は平坦化できることを示
す．実線ギャップ条件より，H(k)の固有値εn(k)は|Re εn(k)| > 0を満たす． 1 このとき，ハミルトニ
アンの連続変形

Hk(λ) := (1− λ)H(k) + λ
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を導入する．ここで，C+(C−)は，Re εn(k) > 0(< 0)なる固有値を囲む経路．
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はP±(k)
2 = P±(k)が成立するため，

2射影である． Hλ(k)の固有値は

(1− λ)εn(k) + λRe εn(k) (4)

で与えられるため，λ ∈ [0, 1]について実線ギャップが保たれることがわかる．

H1(k) = P+(k)− P−(k) (5)

の固有値は±1である．換言すると，H1(k)
2 = 1である．続いて，エルミート化する． H1(k)を実部と

虚部に分解する．

H1(k) = h1(k) + ih2(k), (6)
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H1(k) +H1(k)

†

2
, h2(k) =

H1(k)−H1(k)
†

2i
. (7)

1 = H1(k)
2 = h1(k)

2 − h2(k)2 + i{h1(k), h2(k)}より，

h1(k)
2 − h2(k)2 = 1, {h1(k), h2(k)} = 0 (8)

に注意する．連続変形

H̃λ(k) = (1− λ)H1(k) + λh1(k) = h1(k) + i(1− λ)h2(k) (9)

を導入する．

H̃λ(k)
2 = h1(k)

2 − (1− λ)2h2(k)2 = 1 + (1− (1− λ)2)h2(k)2 (10)

1λが行列Aの固有値であるとは，Au = λuなるu 6= 0が存在することと定義される．λ−Aが特異であることと同値．
2例えば，[3]を見よ．レゾルベント方程式

(A− w)−1 − (A− z)−1 = (z − w)(A− z)−1(A− w)−1 (3)

と積分経路の変形を用いる．
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であるが，h2(k)のエルミート性より H̃λ(k)
2 ≥ 1，つまり，H̃λ(k)の固有値は実であり，かつ絶対値

は0より真に大きい．よってλ ∈ [0, 1]においてH̃λ(k)は実線ギャップを保つ． H̃1(k)はエルミートなの
で，これでエルミート化ができた．（さらにH̃1(k)を平坦化すると，平坦かつエルミートに変形でき
る．）

次に，上記の変形が対称性と両立するかを考える．考える対称性としては，以下の形のものを考え
る．

Ug(k)


H(k)
H(k)∗

H(k)T

H(k)†

Ug(k)
† = cgH(gk). (11)

cg ∈ {±1}である． Ug(k)はユニタリー行列とする．両辺のエルミート共役を取ると，H(k)†も同一の

対称性を満たすことがわかる．よって，H̃λ(k)は（H1(k)が対称性を満たすなら）同一の対称性を満た
す．Hλ(k)も同一の対称性を満たすことも示される．まず，転置は積分経路に影響しない． cg = −1の
場合は， (∮
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であるが，変数変換z 7→ −zよりC± = −C∓となることに注意すると，

= cg
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を得る．複素共役を含む場合は (∮
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)
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において，変数変換z 7→ z∗よりC± = −C±となることに注意すると，

=
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を得る．

結局，対称性(11)のもとで，実線ギャップを持つハミルトニアンは平坦かつエルミート化できるこ
とが示された．

H(k)が純虚線ギャップを持つ場合は，H ′(k) := iH(k)は実線ギャップを持つので，上記議論によ
りH ′(k)は平坦かつエルミート化できる．（変換H ′(k) = iH(k)に加えて，複素共役を含む対称性につ
いてはcg 7→ −cgと変換されることに注意．）
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