
誘導表現と既約分解について

塩崎　謙

June 23, 2021

Gを有限群， φ : G → {1,−1}によって群元g ∈ Gのユニタリー，反ユニタリー性を指定する．ユニ
タリーな部分群を下付き添字を用いてG0 = {g ∈ G|φg = 1}と書く．省略記号

xφg =

{
x (φg = 1)
x∗ (φg = −1)

, x−φg =

{
x∗ (φg = 1)
x (φg = −1)

(1)

を導入する．

表現，既約表現をα, β, . . . ,と書き，表現行列をDα
g，指標をχ

α
g などと書く．表現の等価性をα ∼ βな

どと書き，α ∼ βはχαg = χβgと等価である．

乗数系をzg,h ∈ U(1), ĝĥ = zg,hĝh, g, h ∈ Gと書く． 2コサイクル条件

z
φg

h,kz
−1
gh,kzg,hkz

−1
g,h = 1 (2)

に従う．

• 表現のマップ．

H ⊂ Gとする． H0の表現αに対して，表現基底を{i}i=1,...,dimαとする．

ĝ |j〉 =
dimα∑
i=1

|i〉 [Dα
g ]ij , g ∈ H0. (3)

h ∈ Gに対して，hによってマップされたhH0h
−1上の表現hαの表現基底を形式的に{ĥ |i〉}i=1,...,dimαと

する．表現行列は

ĝĥ |j〉 = zg,h
zh,h−1gh

ĥĥ−1gh |j〉 = zg,h
zh,h−1gh

ĥ

dimα∑
i=1

|i〉 [Dα
h−1gh]ij , g ∈ hH0h

−1, (4)

より，

Dhα
g∈hH0h−1 =

zg,h
zh,h−1gh

[Dα
h−1gh]

φh . (5)

特に，マップされた指標の表式

χhαg∈hH0h−1 =
zg,h

zh,h−1gh
[χαh−1gh]

φh , (6)

あるいは等価な表式

χhαhgh−1 =
zhgh−1,h

zh,g
[χαg ]

φh , g ∈ H0, (7)
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を得る．

特に，k ∈ H0によってH0の表現αをマップすると，kαはαと等価だから，
1

χkαg =
zg,k

zk,k−1gk
χαk−1gk = χαg , g, k ∈ H0 (8)

が成立する．

• 表現のマップは群構造を保つこと．

αをH0の表現とする．次が成立する．

h(kα) = (hk)α, h, k ∈ G. (9)

実際，

χh(kα)g = zg,hz
−1
h,h−1gh(χ

kα
h−1gh)

φh = zg,hz
−1
h,h−1gh(zh−1gh,kz

−1
k,k−1h−1ghk(χ

α
k−1h−1ghk)

φk)φh (10)

= zg,hz
−1
h,h−1ghz

φh

h−1gh,kz
−φh

k,(hk)−1ghk(χ
α
(hk)−1ghk)

φhk . (11)

ここで，2コサイクル条件

zφh

h−1gh,kz
−1
gh,kzh,h−1ghkz

−1
h,h−1gh = 1 (12)

より

χh(kα)g = zgh,kz
−1
h,h−1ghkzg,hz

−φh

k,(hk)−1ghk(χ
α
(hk)−1ghk)

φhk . (13)

さらに２コサイクル条件

zφh

k,(hk)−1ghkz
−1
hk,(hk)−1ghkzh,h−1ghkz

−1
h,k = 1 (14)

より，

χh(kα)g = z−1hk,(hk)−1ghkz
−1
h,kzgh,kzg,h(χ

α
(hk)−1ghk)

φhk . (15)

最後に，φg = 1に注意して，２コサイクル条件

zh,kz
−1
gh,kzg,hkz

−1
g,h = 1 (16)

より，

χh(kα)g = z−1hk,(hk)−1ghkzg,hk(χ
α
(hk)−1ghk)

φhk = χ(hk)α
g (17)

を得る．

特に，hの選び方はh 7→ hk, k ∈ H0の任意性があるが， k ∈ H0に対してkα ∼ αに注意すると，マ
ップされた指標はh ∈ Gの選び方に依存しない．つまり，

hkα = hα, k ∈ H0 (18)

が成立する．

• 表現のマップと内積．

H0の表現α, βの内積を

(α, β) :=
1

|H0|
∑
g∈H0

(χαg )
∗χβg ∈ Z≥0. (19)

1Dα
g∈G0

Dα
k =

zg,k
z
k,k−1gk

Dα
kD

α
k−1gk

より直ちに示される．
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と定義する． h ∈ Gによる表現のマップと内積は可換である．

(hα, hβ) = (α, β). (20)

実際，

(hα, hβ) =
1

|H0|
∑

g∈hH0h−1

(χhαg )∗χhβg (21)

=
1

|H0|
∑

g∈hH0h−1

(
zg,h

zh,h−1gh
(χαh−1gh)

φh)∗
zg,h

zh,h−1gh
(χβh−1gh)

φh . = (α, β)φh = (α, β). (22)

• 表現の制限．

G0の表現αに対して，H0 ⊂ G0への制限をα|H0
と書く．

• 表現の制限と表現のマップの可換性．

表現の制限と表現なマップは可換である：

h(α|H0
) = (hα)|hH0h−1 . (23)

実際，hαの指標は

χhαg∈hH0h−1 =
zg,h

zh,h−1gh
(χαh−1gh∈H0

)φh (24)

であるが，右辺は制限α|H0
のh ∈ Gによるマップに他ならない．

• 誘導表現．

H0 ⊂ Gの左コセット分解を

G =

|G/H0|∐
a=1

haH0 (25)

と書く．h1 = eと選ぶことができる． H0の表現αに対して，Gへの誘導表現を形式的に

Indα =

|G/H0|⊕
a=1

haα (26)

と書く． haは反ユニタリーな群元を含み得ることに注意． H0の表現αの表現基底を{i}dimα
i=1 と

すると，誘導表現の表現基底は形式的に{ĥa |i〉}i=1,...,dimα,a=1,...,|G/H0|で与えられる．このとき，

g ∈ G0に対して，

ĝĥa |i〉 = zg,ha
ĝha |i〉 (27)

である．gha = hbg
′, g′ ∈ H0と書くと，

ĝĥa |j〉 = zg,ha ĥbg
′ |j〉 = zg,ha

zhb,g′
ĥbĝ
′ |j〉 = zg,ha

zhb,g′
(ĥb |i〉)[Dα

g′ ]
φhb
ij =

zg,ha

zhb,h
−1
b gha

(ĥb |i〉)[Dα
h−1
b gha

]
φhb
ij .

(28)

誘導表現の指標へはha = hb，つまりgha ∈ haH0のみ寄与する．

χIndα
g∈G0

=

|G/H0|∑
a=1

δg∈haH0h
−1
a
χhaα
g . (29)
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G0の表現βとの内積を計算する．表現haαからの寄与は

1

|G0|
∑
g∈G0

(χβg )
∗δg∈haH0h

−1
a
χhaα
g =

1

|G0|
∑

g∈haH0h
−1
a

(χβg )
∗χhaα

g =
|H0|
|G0|

(β|haH0h
−1
a
, haα) (30)

となり，βのH0への制限との内積で書くことができる．従って，誘導表現とG0の表現の内積は，

(β, Indα) =
|H0|
|G0|

|G/H0|∑
a=1

(β|haH0h
−1
a
, haα), (31)

つまり，各aに対してβを部分群haH0h
−1
a に制限してhaαとの内積を取ったものの和，で与えられ

る．従って，誘導表現の既約分解は，G0の既約表現βの，haH0h
−1
a の既約表現haαに対する分解

行列が与えられていると，計算できる．

さらに，内積と表現のマップの可換性に注意すると，

(β, Indα) =
|H0|
|G0|

|G/H0|∑
a=1

((h−1a β)|H0 , α) (32)

と書くことができる． haがユニタリーの場合はhaβ ∼ βより， ((h−1a β)|H0
, α) = (β|H0

, α)とな
りa依存性が消える．一方でhaは反ユニタリーな場合は一般にはhaβとβが非等価な表現である場
合もあるが，反ユニタリーな代表元T ∈ G,φT = −1にのみ依存する．G = G0

∐
TG0と書くと，

(β, Indα) =
|H0|
|G0|

(
∑
ha∈G0

+
∑

ha∈TG0

)((h−1a β)|H0 , α) (33)

= (β|H0
, α) + ((T−1β)|H0

, α), (34)

あるいは，T−1 = TT−2, T−2 ∈ G0に注意すると，

(β, Indα) = ((β ⊕ Tβ)|H0
, α) (35)

を得る．また，

(β, Indα) = (β|H0 , α) + (β|TH0T−1 , Tα) (36)

と書くこともできる．（Frobenius相反律として知られる関係式である．）
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