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Abstract

KaneとMeleによるZ2不変量の定義 [1]と，[2]によるそのゲージ不変な表式についてのメモ．

1 Kane=Mele Z2不変量

k = (kx, ky)と書く．２次元の波数空間T 2上のギャップのある2N×2N ハミルトニアンHk, H
†
k = Hkが，

UTを反対称なユニタリ行列として，対称性

UTH
∗
kU
†
T = H−k, U>T = −UT , (1)

を満たす状況を考える． Hkのエネルギー負の固有状態uj,kを並べた行列をΦk = (u1,k, . . . , u2n,k)とす
る． Φkはゲージ不定性

Φk 7→ ΦkWk, Wk ∈ U(2n), (2)

を有するものとする．
任意の2N × 2m行列Ψに対して，行列

Ψ†UTΨ∗ (3)

は反対称行列であるから，Pfaffian

Pf [Ψ†UTΨ∗] ∈ C (4)

が定義できることに注意する．
Hkから決まる反対称行列

Mk = Φ†kUTΦ∗k (5)

のPfaffian

Pk = Pf [Mk] (6)

を考える． PkのPfaffianはゲージ不変ではなく，

Pk 7→ Pk detW ∗k (7)

と変化する．絶対値|Pk|はゲージ不変であることに注意．特に，|Pk| = 0なる点はゲージに依存せず決
まる． [1]においては，Pkの渦度の偶奇としてZ2不変量を

I =
1

2πi

∮
∂τ

d logPk mod 2 (8)

として導入している．ここで，τは波数空間の1/2の領域である．図1 (a)を見よ．ゲージ変換から
来るdetW ∗kの巻き付き数は一般には奇数を取るため，素朴にはIは mod 1でのみwell-definedであり，
Z2数が定義されていないように思われる．例えば，任意の点k0の周りでdetW ∗kの巻き付きが非ゼロで
あるようなゲージ変換を考えると，渦度Iに寄与する．同時に，k = k0においてΦkは不連続となる．
Pkのゼロ点と渦度を１対１対応させるには，Φkが連続（任意の方向からの極限がその点における値
に等しい）に与えられていれば良い． S1方向への障害は存在しないため（変換関数はU(2n)に値を取
る），τ上の連続なゲージが存在する．（さらに，Chern数が存在しないためT 2全体で連続なΦkを取る
ことができる．）さらに，Iがwell-definedであるためには，境界∂τ上で|Pk| > 0である必要がある．
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Figure 1

• τ上でΦkが連続でかつ∂τ上で|Pk| > 0であるとき，Iは整数値としてゲージ不変である．

実際，

I =
1

2πi

[∮ π

−π
dky logP0,ky −

∮ π

−π
dky logPπ,ky

]
(9)

であるが，ゲージ変換で

I 7→ I +
1

2πi

[∮ π

−π
dky logW ∗0,ky −

∮ π

−π
dky logWπ,ky

]
(10)

と変化するが，Φkの連続性よりkx = 0, πにおけるWkx,kyの位相の巻き付き数は等しいため，Iはゲー

ジ不変．

• Hkのギャップを保った連続変化により∂τの境界で|Pk| = 0となることがあるが，Iの偶奇は不変
に保たれる．

対称性よりΦ−k = UTΦ∗kVkとおくことができる．よってP−k = P ∗k detV ∗kである． k = k∗における渦
度iのPkのゼロ点が存在するとき，detV ∗kの巻き付きが存在すればΦkの連続性に反するから，detV ∗kの
巻き付きはゼロであり，k = −k∗において渦度−iのPkのゼロ点が存在する．時間反転対称点において
は|Pk| = 1であり，渦は存在しないから，τ内部の渦度の偶奇は保存される．図1 (b)を見よ．

2 ゲージ不変な表式

Z2不変量Iの表式(8)はτ全体で連続なΦkを仮定しているため，計算には適さない． [2]ではゲージ固定
不要な表式が紹介されているので，ここでメモする．以下のC値のゲージ不変量を導入する．

g(ky) = det

[
π−δkx∏
kx=0

Φkx+δkxkyΦkx,ky

]
×

Pf [Φ†0,kyUTΦ∗0,ky ]

Pf [Φ†π,kyUTΦπ,ky ]
∈ C. (11)

この量はゲージ不変であり，∂τにおいて|Pk| > 0である限りg(ky) 6= 0であり，位相がwell-defined.
“Parallel transport gauge”を取るとWilson線からの寄与が消えるため，

g(ky) = P0,ky/Pπ,ky (12)

となり，

I =
1

2πi

∮
d log g(ky) (13)

が示される．
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3 コメント

[1]でもコメントされているが，対称性が存在する場合はPkが実数となり，そのためPk = 0なる領域が
閉曲線で出現する場合があり，境界∂τにおいてPkのゼロ点が避けられない場合がある． [1]ではIの定
義を

I =
1

2πi

∮
∂τ

d log[Pk + iδ] (14)

として， “In this case we find that Eq. (4) also determines the Z2 index (given by 1/2 the number of
sign changes along the path C), provided we include the convergence factor δ. Note that though the sign
of I depends on the sign of δ, I mod 2 does not.” と書かれている． Z2不変量がPkの符号変化の回数
の1/2で与えられる，という点は正しいが，δが定数である場合は巻き付き数は恒等的にゼロであるた
め，上の処方によりPkが実数である場合にもIの表式が拡張されるとの主張は誤りだろう．
一般的な状況においてwell-definedなZ2不変量の表式は[3]で与えられている．
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