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Abstract

Knabeの方法[1]として知られる，nサイトの有限系のOBCにおけるスペクトルギャップから，
N > 2nサイトのPBCにおけるスペクトルギャップに制限をつける方法についての証明のメモ．

まず次を示す．

• ハミルトニアンHの第１励起状態のエネルギーε1がε1 ≥ εなることは，H2 ≥ εHと同値．

(証明) Hのスペクトル分解を

H =
∑
εi>0

εiPi (0.1)

とすると，

H2 − εH =
∑
εi>0

εi(εi − ε)Pi (0.2)

より．

1 1D

2-localの frustration-free (FF) ハミルトニアンを考える．

H =

N∑
i=1

Pi,i+1. (1.1)

境界条件はPBCとする． Pi,i+1は射影演算子であり，FF条件は，Hの基底状態への射影をP0とする
と，

(1− P0)Pi,i+1P0 = 0, i = 1, . . . , N, (1.2)

が成立すること． Pi,i+1 ≥ 0であるから，FF条件はHの基底状態エネルギーが0, つまり，

HP0 = 0 (1.3)

が成立することと等価．

H2を考える．

H2 =

N∑
i,j=1

Pi,i+1Pj,j+1 (1.4)

=

N∑
i=1

Pi,i+1 +

N∑
i=1

(Pi,i+1Pi+1,i+2 + Pi+1,i+2Pi,i+1) +
∑

2≤|i−j|N≤bN/2c

2Pi,i+1Pj,j+1. (1.5)
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第１，第３項は半正定値であるが，第２項は半正定値とは限らない．ここで記号

|i− j|N := min
k∈Z
|i− j + kN | (1.6)

を導入した．

2 ≤ n ≤ bN/2cなるnに対して，円周鎖のある部分区間 [i, i + n] に注目し，その区間におけるOBC
ハミルトニアンを

hn,i :=

i+n−1∑
j=i

Pj,j+1 (1.7)

と書く．Pj+N,j+1+N = Pj,j+1に注意．このOBC ハミルトニアンの２乗は

h2n,i =

i+n−1∑
j=i

Pj,j+1 +

i+n−2∑
j=i

(Pj,j+1Pj+1,j+2 + Pj+1,j+2Pj,j+1) +
∑

2≤|j−k|N ,i≤j,k≤i+n−1

2Pj,j+1Pk,k+1.

(1.8)

すると，

•
∑N
i=1 h

2
n,iには，(1.5)の第１項はn回出現する．

•
∑N
i=1 h

2
n,iには，(1.5)の第２項はn− 1回出現する．

•
∑N
i=1 h

2
n,iには，(1.5)の第３項型は，l = 2, . . . , n−1なるlに対して，距離|i−j|N = lなる項がn−l回

出現する．

よって，

H2 − 1

n− 1

N∑
i=1

h2n,i =

N∑
i=1

Pi,i+1 −
n

n− 1

N∑
i=1

Pi,i+1 (1.9)

+
∑

2≤|i−j|N≤bN/2c

2Pi,i+1Pj,j+1 −
1

n− 1

n−1∑
l=2

(n− l)
∑

|i−j|N=l

2Pi,i+1Pj,j+1 (1.10)

= − 1

n− 1
H +

n−1∑
l=2

l − 1

n− 1

∑
|i−j|N=l

2Pi,i+1Pj,j+1 +

bN/2c∑
l=n

∑
|i−j|N=l

2Pi,i+1Pj,j+1. (1.11)

最終行の第２，３項は半正定値であるから，

H2 ≥ 1

n− 1

N∑
i=1

h2n,i −
1

n− 1
H (1.12)

が成立する．

以下の仮定を置く．

• OBC ハミルトニアン hn,i(2 ≤ n ≤ bN/2c)はiに依存しないスペクトルギャップεn > 0を持つ．つ
まり，

h2n,i ≥ εnhn,i. (1.13)

が成立する．
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この仮定のもとで以下が成立する．

H2 ≥ 1

n− 1

N∑
i=1

εnhn,i −
1

n− 1
H =

n

n− 1
εnH −

1

n− 1
H =

n

n− 1
(εn −

1

n
)H. (1.14)

よって，以下が示された．

• あるn ∈ {2, . . . , bN/2c}が存在して，OBCハミルトニアン hn,iがiに依存せず一様なスペクトルギ
ャップ

εn >
1

n
(1.15)

を持つならば，Hはスペクトルギャップ

n

n− 1
(εn −

1

n
) (1.16)

を持つ．

• 特に，並進不変なハミルトニアンであれば，あるn ≥ 2が存在して，サイト数n+ 1のOBCハミル
トニアン hnがスペクトルギャップ

εn >
1

n
(1.17)

を持つならば，任意のN > 2nに対して，サイト数NのPBCハミルトニアン H はスペクトルギャ
ップ

n

n− 1
(εn −

1

n
) (1.18)

を持つ．

したがって，frustration free かつ並進対称性が存在する場合は，数値計算によってサイト数n+1に
おけるOBCハミルトニアンがスペクトルギャップεn > 1/nを持つことが確定できれば，N → ∞にお
けるPBCのスペクトルのギャップが証明される．
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