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Abstract

[?]の命題D.1のメモ．

ハミルトニアン

H =
∑
j

Hj (1)

が局所的とは，

||[Hj ,Oi]|| ≤ u(|j − i|) (2)

が成立すること．ここで，uは任意のべきより早く減衰する関数．（指数関数的減衰は要請せず，べき
よりも早く減衰すると仮定．）� �
H =

∑
j Hjをギャップのある局所ハミルトニアンとする．基底状態|Ψ〉のエネルギー固有値はゼ

ロとする． ∆ > 0をギャップとする．このとき，|Ψ〉をある局所項Hjのゼロエネルギー固有状

態H̃j |Ψ〉 = 0として表現できる．� �
これを示す．

H̃j =

∫ ∞
−∞

eiHtHje
−iHtw(t)dt (3)

とする．すると， ∑
j

H̃j = H ×
∫ ∞
−∞

w(t)dt. (4)

よって， ∫ ∞
−∞

w(t)dt = 1 (5)

なるようにw(t)を取る．つまり，フーリエ変換

ŵ(ε) =

∫ ∞
−∞

dtw(t)eiεt (6)

に対して，

ŵ(0) = 1 (7)

とする．また，H̃jにエルミート性を要求すると，

w(t)∗ = w(−t)⇔ ŵ(ε)∗ = ŵ(−ε). (8)
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任意の励起状態|n〉に対して，〈
n
∣∣∣ H̃j

∣∣∣Ψ〉 =

∫ ∞
−∞

eiEnt 〈n|Hj |Ψ〉w(t)dt = ŵ(En) 〈n|Hj |Ψ〉 (9)

であるので，ŵ(ε)を

ŵ(|ε| > ∆) = 0 (10)

が成立するように取ると，基底状態への射影をPとして，

(1− P )H̃jP = 0 (11)

という望みの性質が得られる． ŵ(ε)を

ŵ(ε = 0) = 0, ŵ(|ε| > ∆) = 0 (12)

を満たす滑らかな（C∞級）関数とする．よって，w(t)は任意のべきより早く減衰する．
残りはH̃jが局所的であるように構成できるかどうか．サイトi近傍に台を持つ任意の局所演算

子Oiに対して，

||[H̃j , Oi]|| ≤
∫ ∞
−∞
||[Hj(t), Oi]|||w(t)|dt. (13)

Lieb=Robinson境界より，大雑把に，

||[Hj(t), Oi]|| ≤ c||Hj ||||Oi|| ×max{e−a(l−v|t|), 1}, l ∼ |i− j|. (14)

として良いだろう．

||[H̃j , Oi]|| ≤ c||Hj ||||Oi|| × 2×

[∫ l/v

0

e−a(l−vt)|w(t)|dt+

∫ ∞
l/v

|w(t)|dt

]
(15)

と見積もることができる．これが，lに関して任意のべきより早く減衰することを示したい．
以下の証明は下村氏によるもの 1．
w(t)は任意のべきより早く減衰するため，任意のn ∈ Z≥0に対して

|w(t)|tn t→∞−−−→ 0 (16)

が成立する． w(t)は有界なので，任意のn ∈ Z≥0に対してある定数Mnが存在して，

|w(t)| ≤Mnt
−n for t > 0, (17)

として良い．すると，∫ ∞
l/v

|w(t)|dt ≤
∫ ∞
l/v

Mn+1t
−n−1dt = Mn+1(−n)−1(−(l/v)−n) = O(l−n), (18)

∫ l/v

0

e−a(l−vt)|w(t)|dt ≤
∫ l/(2v)

0

e−a(l−vt)M0dt+

∫ l/v

l/(2v)

e−a(l−vt)Mn+1t
−n−1dt (19)

= M0
e−al/2 − e−al

av
+Mn+1(l/v)−n

∫ 1

1/2

e−a(l−ls)s−n−1ds (20)

≤M0
e−al/2 − e−al

av
+Mn+1(l/v)−n

∫ 1

1/2

s−n−1ds (21)

= M0
e−al/2 − e−al

av
+Mn+1(l/v)−n

2n − 1

n
(22)

= O(l−n). (23)

よって示された．

メモ：

• [?]のLemma 2でも，Hが時間依存するより一般的な状況でH̃jが局所的だとの主張があるが，証
明が書かれていない．

1Kenji Shimomura, private communication.
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