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Abstract

本ノートの目的は，行列積状態の基本定理と呼ばれる，並進対称性な行列積状態のゲージ自由度
に関する定理の証明である．関連して，行列積状態と近似の精度に関する事実の証明も追う．
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はじめに

本ノートは，行列積状態（詭詡詴該詩詸 詰該詯詤詵詣詴 詳詴詡詴詥 訨詍詐詓））の基本定理 詛訲詝と呼ばれるある種のゲージ不
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定性の証明に関して文献詛訲訬 訷詝から関連する部分の行間を埋めたノートである 1．

詍詐詓の一般論については，レビュー文献詛訳訬 訴詝が参考になる．行列解析については講義ノート 詛訵詝も
有用である．また，詍詐詓に関わる多くの重要な結果は 詛許詝で得られていることに注意する．一方で詛許詝は
無限系における数学的に厳密な枠組みに基づいており，技術的に敷居が高い． 詛訲詝は詛許詝の有限サイト数
への拡張であり，本ノートは詛訲詝の詍詐詓の基本定理に関連する証明を追う．

行列積状態とは波動関数のテンソルネットワーク表示の一種であり，特に空間１次元において

ψi1...iN 訽 A
[1]
i1
A

[2]
i2
· · ·A[N ]

iN
訨訰訮許訩

のように行列A
[m]
im
の積で表示する方法を指す．有限のNサイト系においては，与えられた波動関

数ψi1...iNに対して情報を落とすことない上記右辺の行列の集合{{A
[m]
im
}im}mが存在するが，重要な点

はあるクラス，例えば局所項からなるハミルトニアンの基底状態に対しては，興味のある物理量に依
存して，行列A

[m]
im
のある有限ランク近似によって効率良く（系のサイズNと誤差の逆数の代数的関数

程度で）近似できる，という点である．したがって，本質的に無限次元系である空間１次元系の量子
状態の性質を，有限サイズの行列によって調べることができる．例として，詍詐詓の基本定理より，対
称体によって保護されたトポロジカル（詳詹詭詭詥詴該詹 詰該詯詴詥詣詴詥詤 詴詯詰詯詬詯詧詩詣詡詬（詓詐詔））相を特徴づける不変
量が定義できることを最終節で見る．

1 波動関数の近似

1.1 Schmidt分解

特異値分解から始める．� �
Theorem 1.1 訨特異値分解訩. 行列A ∈ 詍詡詴m,n訨C訩に対して，以下の分解がある．

A 訽 U訆V †, U ∈ 詍詡詴m,r訨C訩, V ∈ 詍詡詴n,r訨C訩, 訆 訽 詤詩詡詧訨σ1, . . . , σr訩, 訨許訮許訩

U†U 訽 許r, V †V 訽 許r, σ1 ≥ · · · ≥ σr. 訨許訮訲訩

ここで，r 訽 該詡詮詫訨A訩，{σa}ra=1は一意的，U, Vは縮退する� �
（証明）行列A†Aはエルミートかつ半正定値であることに注意する． A†Aを対角化して，

A†A 訽

r∑
a=1

σ2
avav

†
a, σ1 ≥ · · · ≥ σr > 訰, v†avb 訽 δab, 訨許訮訳訩

とおける． V 訽 訨v1, . . . , vr訩と置く． ua 訽 Ava/σa, a 訽 許, . . . , rとおくと，u†aub 訽 v†aA
†Avb/訨σaσb訩 訽

δabであり，

r∑
a=1

σauav
†
a 訽 A

r∑
a=1

vav
†
a 訽 A−A訨許n −

r∑
a=1

vav
†
a訩 訽 A. 訨許訮訴訩

ここで，Av 訽 訰 ⇒ A†Av 訽 訰，及び，A†Av 訽 訰 ⇒ ‖Av‖ 訽 訰 ⇒ Av 訽 訰より，詫詥該A 訽 詫詥該A†Aを用い
た． {σa}ra=1の一意性は構成から明らか．特異ベクトルvaの不定性は，σa1 訽 · · · 訽 σapを縮退する特異

値としたとき，W ∈ U訨p訩をユニタリ行列として，

訨va1 , . . . , vap訩 7→ 訨va1 , . . . , vap訩W 訨許訮訵訩

1本本ノートの内容は東京大学において2024年7月29日(月) - 2024年7月30日(火)に行われた集中講義「行列積状態のゲージ
自由度とその応用について」に基づく．本ノートの作成にあたり，下村顕士氏，北村侃氏，法橋顕広氏には数々の疑問点につい
てご教示いただき，また，誤りの指摘を頂き，大変お世話になりました．

訲



で与えられる．対応して，

訨ua1 , . . . , uap訩 7→ 訨ua1 , . . . , uap訩W 訨許訮訶訩

である．

詓詣詨詭詩詤詴分解に移る．一般の有限次元の詈詩詬詢詥該詴空間Hにおける量子状態|ψ〉を考える．

|ψ〉 訽
∑
i

ψi |i〉 . 訨許訮訷訩

ここで，|i〉は詈詩詬詢詥該詴空間Hの基底． 詈詩詬詢詥該詴空間Hを任意の方法で２つの量子系L,Rに分割する．

H 訽 HL ⊗HR. 訨許訮訸訩

対応して，基底も|i〉 訽 |iL, iR〉 訽 |iL〉 ⊗ |iR〉と書く．

|ψ〉 訽
∑
iL,iR

ψiL,iR |iL, iR〉 . 訨許訮訹訩

波動関数ψiL,iRに特異値分解を適用することにより，以下の分解の存在が示される．� �
Corollary 1.2 訨詓詣詨詭詩詤詴分解訩. 任意の状態|ψ〉 ∈ HL ⊗HRに対して，以下の分解がある．

|ψ〉 訽
r∑
a=1

λ
1
2
a |La〉 ⊗ |Ra〉 . 訨許訮許訰訩

ここで， {|La〉}a, {|Ra〉}aはそれぞれ〈La|Lb〉 訽 δab, 〈Ra|Rb〉 訽 δabを満たす正規直交集合，
{λa}ra=1はλ1 ≥ · · · ≥ λr > 訰を満たす正の実数である． r ∈ N，及び{λa}ra=1は一意的であり，
正規直交集合{La}ra=1, {Ra}ra=1は縮退するSchmidt係数λaのブロック内におけるユニタリ変換を除
いて一意的．つまり，λa1 訽 · · ·λapなるブロックにおいて，不定性は，U ∈ U訨p訩をユニタリ行列

として，

訨La1 , . . . , Lai訩 7→ 訨La1 , . . . , Lai訩U, 訨Ra1 , . . . , Rai訩 7→ 訨Ra1 , . . . , Rai訩U
∗. 訨許訮許許訩

また，|ψ〉が規格化条件〈ψ|ψ〉 訽 許を満たすときは，
∑r
a=1 λa 訽 許．� �

• rを詓詣詨詭詩詤詴ランクと呼ぶ．

• L系を消去した縮約密度行列は，

ρR 訽 詴該 L |ψ〉 〈ψ| 訽
r∑
a=1

λa |Ra〉 〈Ra| 訨許訮許訲訩

で与えられる．同様に，

ρL 訽 詴該R |ψ〉 〈ψ| 訽
r∑
a=1

λa |La〉 〈La| . 訨許訮許訳訩

• 特に，エンタングルメント・エントロピーは

S訨ρR訩 訽 −詴該 ρR 詬詯詧 ρR 訽 −
r∑
a=1

λa 詬詯詧 λa 訨許訮許訴訩

によって与えられる．
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• 例．|↑↑〉 訽 |↑〉 ⊗ |↑〉はr 訽 許, λ 訽 許なる詓詣詨詭詩詤詴分解．

• 例．詂詥詬詬対

|↑↓〉 − |↓↑〉√
訲

訽
許√
訲
|↑〉 ⊗ |↓〉訫 許√

訲
訨− |↓〉訩⊗ |↑〉 訨許訮許訵訩

はr 訽 訲, λ1 訽 λ2 訽 許/
√
訲なる詓詣詨詭詩詤詴分解．

1.2 低ランク近似

詓詣詨詭詩詤詴分解は以下の意味で状態|ψ〉の最良の近似を与える．

状態|ψ〉の詓詣詨詭詩詤詴分解

|ψ〉 訽
r∑
a=1

λ
1
2
a |La〉 ⊗ |Ra〉 訨許訮許訶訩

に対して，ランクD近似を

|ψD〉 診訽
D∑
a=1

λ
1
2
a |La〉 ⊗ |Ra〉 訨許訮許訷訩

によって導入する． 〈ψD|ψD〉 ≤ 許に注意．� �
Theorem 1.3. 任意のSchmidtランクがDなる状態|φD〉に対して，

‖ |ψ〉 − |φD〉 ‖ ≥ ‖ |ψ〉 − |ψD〉 ‖ 訽
√∑
a>D

λa. 訨許訮許訸訩

また，|φD〉が規格化されているときは以下が成立．

| 〈ψ|φD〉 | ≤ | 〈ψ|ψD〉 | 訽
D∑
a=1

λa. 訨許訮許訹訩

� �
訨許訮許訹訩は訨許訮許訸訩から直ちに従う： ‖ |ψ〉 − |φD〉 ‖2 ≥ ‖ |ψ〉 − |ψD〉 ‖2より

訲− 訲< 〈ψ|φD〉 ≥ 許 訫 〈ψD|ψD〉 − 訲< 〈ψ|ψD〉 ≥ 訲− 訲< 〈ψ|ψD〉 訨許訮訲訰訩

より，

< 〈ψ|φD〉 ≤ < 〈ψ|ψD〉 訽
D∑
a=1

λa. 訨許訮訲許訩

|φD〉の位相は任意である．特に，〈ψ|φD〉 ≥ 訰なるように位相を選ぶと，訨許訮許訸訩を得る．

特異値分解において対応する定理は，詅詣詫詡該詴訽詙詯詵詮詧訽詍詩該詳詫詹の定理として知られる．これを証明
する．準備として，詭詩詮設詭詡詸定理と詗詥詹詬の不等式を示す．

訴



� �
Theorem 1.4 訨詍詩詮設詭詡詸定理訩. Aをn× nエルミート行列とする． Aの固有値を

λ1 ≥ · · · ≥ λn 訨許訮訲訲訩

と並べる．

λk 訽 詭詡詸
dimV=k

詭詩詮
v∈V,‖v‖=1

〈v|A|v〉 訨許訮訲訳訩

訽 詭詩詮
dimV=n−k+1

詭詡詸
v∈V,‖v‖=1

〈v|A|v〉 . 訨許訮訲訴訩� �
明らかに

λ1 訽 詭詡詸
v,‖v‖=1

〈v|A|v〉 , 訨許訮訲訵訩

λn 訽 詭詩詮
v,‖v‖=1

〈v|A|v〉 , 訨許訮訲訶訩

が成立．他の固有値についてもこのような変分的な特徴づけを与えるのが詭詩詮設詭詡詸定理．

（証明）固有値λaの縮退度をdaとする． Xの固有値を重複を含めず，

λ1 > · · · > λp 訨許訮訲訷訩

と並べる．λ 訽 λaなる固有空間をVaと書く．（
∑p
a=1 詤詩詭Va 訽 nに注意．）部分空間V ⊂ Cnに対して，

以下が成立する：

V ∩ 訨Va ⊕ · · · ⊕ Vp訩 6訽 {訰} ⇒ 詭詩詮
v∈V,‖v‖=1

〈v|A|v〉 ≤ λa, 訨許訮訲訸訩

V ⊂ 訨Va ⊕ · · · ⊕ Vp訩⊥ ⇒ 詭詩詮
v∈V,‖v‖=1

〈v|A|v〉 > λa. 訨許訮訲訹訩

後者は詤詩詭V >
∑a−1
b=1 詤詩詭Vbであれば不成立．また

∑a−1
b=1 詤詩詭Vb < 詤詩詭V ≤

∑a
b=1 詤詩詭VbであればV 訽

V1⊕· · ·⊕Va−1⊕V ′, {訰} ( V ′ ⊂ Vaの場合に後者の等号が成立する．よって訨許訮訲訳訩を得る． 訨許訮訲訴訩は−Aに
対して訨許訮訲訳訩を適用することにより得られる．

特異値についても同様の変分公式を導出することができる．行列A ∈ 詍詡詴n,m訨C訩の特異値を大きい
ものから順に

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σmin(m,n) 訨許訮訳訰訩

と並べる．Aの特異値の自乗はエルミート行列A†Aの固有値に他ならない．自明な不等式√
〈v|A†A|v〉 ≥

√
〈v′|A†A|v′〉 ⇔ 〈v|A†A|v〉 ≥ 〈v′|A†A|v′〉 訨許訮訳許訩

に注意すると表示

σk 訽 詭詡詸
dimV=k

詭詩詮
v∈V,‖v‖=1

√
〈v|A†A|v〉 訽 詭詡詸

dimV=k
詭詩詮

v∈V,‖v‖=1
‖Av‖. 訨許訮訳訲訩

を得る．� �
Corollary 1.5 訨特異値に関する詍詩詮設詭詡詸定理訩. n×m行列Aの特異値を

σ1 ≥ · · · ≥ σmin(m,n) 訨許訮訳訳訩

と並べる．このとき，

σk 訽 詭詡詸
dimV=k

詭詩詮
v∈V,‖v‖=1

‖Av‖ 訨許訮訳訴訩

訽 詭詩詮
dimV=n−k+1

詭詡詸
v∈V,‖v‖=1

‖Av‖. 訨許訮訳訵訩� �
訵



後で用いるので，以下を示しておく．� �
Corollary 1.6.

σk訨AB訩 ≤ σ1訨A訩σk訨B訩. 訨許訮訳訶訩� �
（証明）

σk訨AB訩 訽 詭詡詸
dimV=k

詭詩詮
v∈V,‖v‖=1

‖ABv‖ ≤ ‖A‖ 詭詡詸
dimV=k

詭詩詮
v∈V,‖v‖=1

‖Bv‖ 訽 σ1訨A訩σk訨B訩. 訨許訮訳訷訩

次に，詗詥詹詬の不等式を証明する． Aをn× nエルミート行列とする． Aの固有値を大きいものから
並べる．

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn. 訨許訮訳訸訩

エルミート行列A,Bに対して，固有値の集合{λi訨A 訫 B訩}iと{λi訨A訩}i, {λi訨B訩}iの間に成立する不等式
が知りたい．例えば最大固有値については何が言えるだろうか．行列Aのλ 訽 λi訨A訩なる固有値の規格
化された固有状態をvAi と書く．すると，

λ1訨A訫B訩 訽 訨vA+B
1 , 訨A訫B訩vA+B

1 訩 訽 訨vA+B
1 , AvA+B

1 訩 訫 訨vA+B
1 , BvA+B

1 訩 訨許訮訳訹訩

≤ 訨vA1 , Av
A
1 訩 訫 訨vB1 , Bv

B
1 訩 訽 λ1訨A訩 訫 λ1訨B訩 訨許訮訴訰訩

なる関係式が成立する．

より一般には，以下が成立する．� �
Theorem 1.7 訨詗詥詹詬の不等式訩.

λi+j−1訨A訫B訩 ≤ λi訨A訩 訫 λj訨B訩 ≤ λi+j−n訨A訫B訩 訨許訮訴許訩� �
（証明 2） 詍詩詮設詭詡詸定理より，

λi+j−1訨A訫B訩 訽 詭詡詸
V,dimV=i+j−1

詭詩詮
x∈V,‖x‖=1

訨x, 訨A訫B訩x訩, 訨許訮訴訲訩

λi訨A訩 訽 詭詩詮
V,dimV=n−i+1

詭詡詸
x∈V,‖x‖=1

訨x,Ax訩, 訨許訮訴訳訩

λj訨B訩 訽 詭詩詮
V,dimV=n−j+1

詭詡詸
x∈V,‖x‖=1

訨x,Bx訩. 訨許訮訴訴訩

よって，ある部分空間VA+B , VA, VBが存在して

λi+j−1訨A訫B訩 訽 詭詩詮
x∈VA+B ,‖x‖=1

訨x, 訨A訫B訩x訩, 詤詩詭VA+B 訽 i訫 j − 許, 訨許訮訴訵訩

λi訨A訩 訽 詭詡詸
x∈VA,‖x‖=1

訨x,Ax訩, 詤詩詭VA 訽 n− i訫 許, 訨許訮訴訶訩

λj訨B訩 訽 詭詡詸
x∈VB ,‖x‖=1

訨x,Bx訩, 詤詩詭VB 訽 n− j 訫 許. 訨許訮訴訷訩

このとき，

詤詩詭訨VA ∩ VB訩 訽 詤詩詭VA 訫 詤詩詭VB − 詤詩詭訨VA ∪ VB訩 ≥ 詤詩詭VA 訫 詤詩詭VB − n 訽 n− i− j 訫 訲, 訨許訮訴訸訩

詤詩詭訨VA+B ∩ 訨VA ∩ VB訩訩 訽 詤詩詭VA+B 訫 詤詩詭訨VA ∩ VB訩− 詤詩詭訨VA+B ∪ 訨VA ∩ VB訩訩 訨許訮訴訹訩

≥ 訨i訫 j − 許訩 訫 訨n− i− j 訫 訲訩− n 訽 許 訨許訮訵訰訩

2Wikipedia, Weyl’s inequality, url.

訶
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より，非ゼロのベクトル

x0 ∈ VA+B ∩ VA ∩ VB 訨許訮訵許訩

を取ることができる．すると，

λi+j−1訨A訫B訩 ≤ 訨x0, 訨A訫B訩x0訩 訽 訨x0, Ax0訩 訫 訨x0, Bx0訩 ≤ λi訨A訩 訫 λj訨B訩 訨許訮訵訲訩

より左側の不等式を得る．主張の右側の不等式は，左側の不等式の訨−許訩倍で得られる．

系として，以下を得る．� �
Corollary 1.8 訨特異値に関する詗詥詹詬の不等式訩.

σi+j−1訨A訫B訩 ≤ σi訨A訩 訫 σj訨B訩 訨許訮訵訳訩� �
（証明） Aの特異値はエルミート行列

詾A 訽

(
A

A†

)
訨許訮訵訴訩

の非負固有値である．

λi 訽 σi i 訽 許, . . . , n, λn+1 訽 −σn−i+1 i 訽 許, . . . , n, 訨許訮訵訵訩

と定義すると，詗詥詹詬の不等式

λi+j−1訨 詾A訫 詾B訩 ≤ λi訨 詾A訩 訫 λj訨 詾B訩 ≤ λi+j−2n訨 詾A訫 詾B訩 訨許訮訵訶訩

が成立． i訫 j − 許 ≤ nに制限する．

次に，詅詣詫詡該詴訽詙詯詵詮詧訽詍詩該詳詫詹の定理を証明する． m× n行列A ∈ 詍詡詴m,n訨C訩に対して，Aの特異値
分解を

A 訽 U訆V † 訽

rank(A)∑
i=1

σiuiv
†
i , σ1 ≥ σ2 ≥ . . . 訨許訮訵訷訩

とする． 詆該詯詢詥詮詩詵詳ノルム（訽 詈詩詬詢詥該詴訽詓詣詨詭詩詤詴内積によって定義されるノルム）の定義は

‖A‖F 診訽
√
訨A,A訩HS 訽

√
詴該 詛A†A詝 訽

√√√√rank(A)∑
i=1

σ2
i . 訨許訮訵訸訩

２ノルム（訽 演算子ノルム）の定義は，

‖A‖ 診訽 詳詵詰
x∈Cn,‖x‖=1

‖Ax‖ 訽 σ1訨A訩. 訨許訮訵訹訩

さて，行列Aのランクk近似を

Ak 診訽

k∑
i=1

σiuiv
†
i 訨許訮訶訰訩

と書く．主張は以下．

訷



� �
Theorem 1.9 訨詅詣詫詡該詴訽詙詯詵詮詧訽詍詩該詳詫詹訩. 2ノルム, 及びFrobeniusノルムの意味で，Aのランクkな
る行列による最良の近似はAkで与えられる．つまり，任意のランクkの行列Bkに対して，

‖A−Bk‖F ≥ ‖A−Ak‖F , 訨許訮訶許訩

‖A−Bk‖2 ≥ ‖A−Ak‖2, 訨許訮訶訲訩

が成立する．� �
（証明 3） 詗詥詹詬の不等式より，任意のi, jに対して，

σi+j−1訨X 訫 Y 訩 ≤ σi訨X訩 訫 σj訨Y 訩 訨許訮訶訳訩

が成立． Bのランクをkとする．このときσi>k訨B訩 訽 訰に注意． j 訽 k 訫 許, X 訽 A−B, Y 訽 Bとして，

σi+k訨A訩 ≤ σi訨A−B訩 訫 σk+1訨B訩 訽 σi訨A−B訩. 訨許訮訶訴訩

すると，

‖A−B‖2 訽 σ1訨A−B訩 ≥ σk+1訨A訩 訽 σ1訨A−Ak訩. 訨許訮訶訵訩

‖A−B‖2F 訽
∑
i

σ2
i 訨A−B訩 ≥

∑
i

σ2
i+k訨A訩 訽 ‖A−Ak‖2F . 訨許訮訶訶訩

波動関数ψiL,iRを行列とみなしたときの詆該詯詢詥詮詩詵詳ノルムは状態|ψ〉のノルムに他ならないことに注
意する．

‖ψ‖2F 訽 詴該ψ†ψ 訽
∑
iL,iR

ψ∗iL,iRψiL,iR 訽
∑
iL,iR

|ψiL,iR |2 訽 ‖ |ψ〉 ‖2. 訨許訮訶訷訩

したがって詆該詯詢詥詮詩詵詳ノルムに関する詅詣詫詡該詴訽詙詯詵詮詧訽詍詩該詳詫詹の定理は訨許訮許訸訩に他ならない．

1.3 誤差評価

詓詣詨詭詩詤詴分解のランクD近似|ψD〉はどの程度良い近似だろうか？ 詒詥詮詹詩エントロピーを用いて，誤差を
上から評価できることを見る 詛訶詝．以下，該詡詮詫訨ρ訩は十分大きいものとする．

一般の密度行列ρに対して，詒詥詮詹詩エントロピーは以下で定義される．

Sα訨ρ訩 訽
許

許− α
詬詯詧 詴該 ρα, α > 訰. 訨許訮訶訸訩

α→ 許は詶詯詮 詎詥詵詭詡詮詮エントロピーを与える．

Sα→1訨ρ訩 訽 SvN訨ρ訩 訽 −詴該 ρ 詬詯詧 ρ. 訨許訮訶訹訩

スペクトル分解を

ρ 訽
∑
a

λa |a〉 〈a| , λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ,
∑
a

λa 訽 許, 訨許訮訷訰訩

とすると，

Sα訨ρ訩 訽
許

許− α
詬詯詧
∑
a

λαa . 訨許訮訷許訩

3Physics Stack Exchange, Proof of Eckart-Young-Mirsky theorem, url.
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関数f訨{λa}a訩 訽
∑
a λ

α
aは，訰 < α < 許であればは上に凸，α > 許に対して下に凸であることに注意．誤

差を

ε訨D訩 診訽
∑
a>D

λa 訨許訮訷訲訩

と定義し，ε訨D訩を評価する． 訨許訮許訸訩より，ε訨D訩は状態|ψ〉の詓詣詨詭詩詤詴分解によるランクD近似の自乗誤
差‖ |ψ〉 − |ψD〉 ‖2に他ならない．� �

Theorem 1.10 訨詌詥詭詭詡 訲 詩詮 詛訶詝訩.

詬詯詧
ε訨D訩

α
≤ 許− α

α

(
Sα訨ρ訩− 詬詯詧

D

許− α

)
, 訰 < α < 許. 訨許訮訷訳訩� �

同じことだが，

ε訨D訩 ≤ α×
(
許− α
D

) 1−α
α

× 詥詸詰

[
許− α
α

Sα訨ρ訩

]
, 訰 < α < 許, 訨許訮訷訴訩

が成立する 4訮 詒詥詮詹詩エントロピーは密度行列ρのみで決まる量であることに注意．誤差ε訨D訩はDに対し
てべき減衰で上から抑えられる．

（証明 5） 訰 < α < 許とする． ε訨D訩を固定しつつ，Sα訨ρ訩を下から評価する． 詬詯詧は単調増加であるか
ら
∑
a λ

α
aを下から評価すれば良い．関数{

{pa}Na ∈ 詛訰, 許詝×N |
N∑
a=1

pa 訽 許

}
→

N∑
a=1

pαa 訨許訮訷訶訩

は変数について対称かつ上に凸であるから，詓詣詨詵該設詣詯詮詣詡詶詥訮 つまり，{λa}aを詭詡詪詯該詩詺詥する分布{pa}aに
よって下から抑えられる 6：

{pa}a � {λa}a ⇒
∑
a

pαa ≤
∑
a

λαa . 訨許訮訷訷訩

分布{pa}aとしては，任意の分布内で考えると，p1 訽 許, pa>1 訽 訰なる分布は任意の分布を詍詡詪詯該詩詺詥する
が，自明な評価許 ≤

∑
a λ

α
aしか得られない．そこで詴詡詩詬を∑

a>D

pa 訽 ε訨D訩 訨許訮訷訸訩

と固定しつつ，{λa}aを詭詡詪詯該詩詺詥するできるだけ偏った分布を見つける．

訰 < h ≤ 訨許− ε訨D訩訩/Dをパラメータとして，以下の分布{qa}aを考える．

q1 訽 許− ε訨D訩− 訨D − 許訩h, 訨許訮訷訹訩

q2 訽 q3 訽 · · · 訽 qD 訽 qD+1 訽 · · · qD+bε(D)/hc 訽 h, 訨許訮訸訰訩

qD+bε(D)/hc+1 訽 ε訨D訩− bε訨D訩

h
ch, 訨許訮訸許訩

qa>D+bε(D)/hc+1 訽 訰, 訨許訮訸訲訩∑
a>D

qa 訽 bε訨D訩

h
ch訫 ε訨D訩− bε訨D訩

h
ch 訽 ε訨D訩. 訨許訮訸訳訩

4[6]だと，

log ε(D) ≤
1− α
α

(
Sα(ρ)− log

D

1− α

)
, 0 < α < 1. (1.75)

であるが，typoだろうか．
5[6]の証明についての下村顕士氏との議論に基づく．
6{pa}aを大きいものから順に並べた分布をp↓1 ≥ p

↓
2 ≥ · · ·として，{pa}a � {qa}aの定義は，任意のkに対して，

∑k
a=1 p

↓
a ≥∑k

a=1 q
↓
aなること．

訹
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詆詩詧詵該詥 許

a ≤ Dとa > Dの総和 ∑
a≤D

qa 訽 許− ε訨D訩,
∑
a>D

qa 訽 ε訨D訩 訨許訮訸訴訩

を一定に保ちつつ，中間部分の高さqD 訽 hを可変にしている．

まず，この分布に対して，和
∑
a q

α
aを評価する．∑

a

qαa 訽 訨許− ε訨D訩− 訨D − 許訩h訩α 訫 訨D − 許 訫 bε訨D訩/hc訩hα 訫 訨ε訨D訩− bε訨D訩

h
ch訩α. 訨許訮訸訵訩

簡単のため，h 訽 ε訨D訩/r, r ∈ Z>0の場合のみ考えると，

訨許− ε訨D訩− 訨D − 許訩h訩α 訫 訨D − 許 訫 ε訨D訩/h訩hα −Dhα − ε訨D訩hα−1 訨許訮訸訶訩

訽 訨許− ε訨D訩− 訨D − 許訩h訩α − hα 訨許訮訸訷訩

訽 訨許− ε訨D訩−Dh訩訨· · · 訩 ≥ 訰 訨許訮訸訸訩

に注意して，∑
a

qαa 訽 訨許− ε訨D訩− 訨D − 許訩h訩α 訫 訨D − 許 訫 ε訨D訩/h訩hα ≥ Dhα 訫 ε訨D訩hα−1. 訨許訮訸訹訩

訰 < α < 許であるので，hに依存しない下限が存在する．

h 訽 h∗ 訽
訨許− α訩ε訨D訩

αD
訨許訮訹訰訩

で達成される．

Dhα 訫 ε訨D訩hα−1 ≥ 訨Dhα 訫 ε訨D訩hα−1訩|
h=

(1−α)ε(D)
αD

訽
D訨 ε(D)(1−α)

Dα 訩α

許− α
訽

D1−αε訨D訩α

訨許− α訩1−ααα
. 訨許訮訹許訩

したがって，訰 < h ≤ 訨許− ε訨D訩訩/Dを満たすhが存在して，{qa}a � {λa}aであれば，
∑
a λ

α
aが上式によ

って下から抑えられる．問題は，このようなhが常に見つかるかどうか．

h 訽 λDのとき，{qa}a � {λa}aが成立する．実際，a 訽 許, . . . , Dまでの面積

D∑
a=1

qa 訽

D∑
a=1

λa 訽 許− ε訨D訩 訨許訮訹訲訩

が固定されているため，q1に全て寄与を押し付けた分布{qa}aは，
k∑
a=1

qa 訽 許− ε訨D訩− 訨D − 許訩h訫 訨k − 許訩h 訽

D∑
a=1

λa − 訨D − k訩λD 訨許訮訹訳訩

訽

k∑
a=1

λa 訫

D∑
a=k+1

訨λa − λD訩 ≥
k∑
a=1

λa, k 訽 許, . . . , D, 訨許訮訹訴訩

許訰



が成立する．図 許を見よ．さらにk > Dについても，λaの詴詡詩詬の部分を太らせているから， D < k ≤
D 訫 bε訨D訩/hcに対して，

k∑
a=1

λa 訽 許− ε訨D訩 訫 訨k −D訩λD 訽

D∑
a=1

λa 訫

k∑
a=D+1

λD ≥
D∑
a=1

λa 訫

k∑
a=D+1

λa, 訨許訮訹訵訩

また，k > D 訫 bε訨D訩/hcのときは，

k∑
a=1

λa 訽 許 ≥
k∑
a=1

λa. 訨許訮訹訶訩

よって，

{qa}a
∣∣
h=λD

� {λa}a. 訨許訮訹訷訩

以上より，

D1−αε訨D訩α

訨許− α訩1−ααα
≤
∑
a

λαa . 訨許訮訹訸訩

となり，D, ε訨D訩だけで決まる下からの評価が得られた． 詒詥詮詹詩エントロピーを取って，

許

許− α
詬詯詧

D1−αε訨D訩α

訨許− α訩1−ααα
≤ Sα訨ρ訩 訨許訮訹訹訩

つまり，

詬詯詧
D

許− α
訫

α

許− α
詬詯詧

ε訨D訩

α
≤ Sα訨ρ訩 訨許訮許訰訰訩

これから，

詬詯詧
ε訨D訩

α
≤ 許− α

α

[
Sα訨ρ訩− 詬詯詧

D

許− α

]
, 訨許訮許訰許訩

つまり，

ε訨D訩 ≤ α 詥詸詰

(
許− α
α

[
Sα訨ρ訩− 詬詯詧

D

許− α

])
訨許訮許訰訲訩

が得られた．

臨界系では区間詛許, L詝における詒詥詮詹詩エントロピーは

Sα訨ρL訩 訽
c訫 訖c

許訲
訨許 訫

許

α
訩 詬詯詧L 訨許訮許訰訳訩

と振る舞うことが知られている．したがって，臨界系であったとしても
∑N−1
k=1 εk訨D訩はNのべきで抑え

られることに注意．この点は次節で詳しく検討する．

2 OBC-MPS

本節では，開放端条件（詯詰詥詮 詢詯詵詮詤詡該詹 詣詯詮詤詩詴詩詯詮訬 詏詂詃）における行列積状態（詭詡詴該詩詸 詰該詯詤詵詣詴 詳詴詡詴詥訬
詍詐詓）を導入する．重要な注意として，状態が周期境界条件を満たすかどうかにかかわらず，常
に詏詂詃設詍詐詓が定義される．

詍詐詓は記号で表示すると可読性が増すが，本ノートでは行わない．

許許



2.1 MPSの導出

１次元のNサイトからなるスピン系を考える．局所詈詩詬詢詥該詴空間の次元をdとして，詈詩詬詢詥該詴空間は局
所詈詩詬詢詥該詴空間のテンソル積で与えられる．

H 訽

N⊗
x=1

Hx, Hx ∼訽 Cd. 訨訲訮許訩

Hxの基底を{|ix〉}dix=1と書き，

|i1 . . . iN 〉 訽 |i1〉 ⊗ · · · ⊗ |iN 〉 訨訲訮訲訩

と略記する． Hの状態は

|ψ〉 訽
∑

i1,...,iN

ψi1...iN |i1 . . . iN 〉 訨訲訮訳訩

と書かれる．規格化

〈ψ|ψ〉 訽 許 訨訲訮訴訩

を仮定する．� �
Definition 2.1. 以下の波動関数ψi1...iNの表示を詏詂詃設詍詐詓と呼ぶ．

ψi1...iN 訽 A
[1]
i1
A

[2]
i2
· · ·A[N−1]

iN−1
A

[N ]
iN
. 訨訲訮訵訩

ここで，A
[x]
ix
はDx−1 ×Dx行列であり，D0 訽 DN+1 訽 許．� �

常に詏詂詃設詍詐詓は存在する．存在も含めて，以下の標準的詏詂詃設詍詐詓の存在を示す．� �
Theorem 2.2 訨詛訲詝訮 詏詂詃設詍詐詓の標準形訩. 以下を満たすOBC-MPSが存在する．∑

i

A
[m]
i A

[m]†
i 訽 許rm , 許 ≤ m ≤ N, 訨訲訮訶訩∑

i

A
[m]†
i 訃[m−1]A

[m]
i 訽 訃[m], 許 ≤ m ≤ N. 訨訲訮訷訩

ここで，訃[m]は正の実数を要素として持つ対角行列

訃[m] 訽 詤詩詡詧訨λ
[m]
1 , . . . , λ[m]

rm 訩 訨訲訮訸訩

であり，以下を満たす．

訃[0] 訽 訃[N ] 訽 許, 訨訲訮訹訩

λ
[m]
1 ≥ · · · ≥ λ[m]

rm > 訰, 訨訲訮許訰訩

詴該 訃[m] 訽

rm∑
a=1

λa 訽 許. 訨訲訮許許訩

また，rmは分割詛許 · · ·m詝, 詛m訫 許 · · ·N 詝に関するSchmidtランク．� �
導出は右から特異値分解を実行するだけであるので，略証のみつける．

許訲



（略証）まずψi1...iN−1,iNに対して詓詖詄を実行して，

ψi1...iN−1,iN 訽
∑
aN−1

λ
[N−1] 12
aN−1 ψ′i1···iN−1aN−1

詛A
[N ]
iN

詝aN−1
. 訨訲訮許訲訩

続いて

詾ψ′i1···iN−2,iN−1aN−1
訽 λ

[N−1] 12
aN−1 ψ′i1···iN−1aN−1

訨訲訮許訳訩

に対して特異値分解を実行して，

詾ψ′i1···iN−2,iN−1aN−1
訽
∑
aN−2

λ
[N−2] 12
a ψ′′i1···iN−2aN−2

A[N−2]
aN−2aN−1

. 訨訲訮許訴訩

以下同様．特異値分解A 訽 U訆V †の性質U†U 訽 許, V †V 訽 許を用いると，条件訨訲訮訶訩訬 訨訲訮訷訩が導かれる．

標準的詏詂詃設詍詐詓を用いると，縮約密度行列が直ちに得られることに注意する．

ρ[m+1,N ] 訽 詴該 [1,m] |ψ〉 〈ψ| 訽
rm∑

am=1

訃[m]
am |Ram〉 〈Ram | . 訨訲訮許訵訩

ここで，

|Ram〉 訽
∑

im+1···iN

∑
am+1···aN−1

詛A
[m+1]
im+1

詝amam+1
· · · 詛A[N ]

iN
詝aN−1

|im+1 · · · iN 〉 . 訨訲訮許訶訩

� �
Proposition 2.3. 標準的OBC-MPSは特異ベクトルの不定性を除き，一意的．� �
これは構成より明らか．

標準的詏詂詃設詍詐詓の一意性は，詐詂詃設詍詐詓のゲージ不定性の証明において重要な役割を果たす．

2.2 標準的OBC-MPSへの変形

量子状態|ψ〉に対して，必ずしも標準的詏詂詃設詍詐詓にない詏詂詃設詍詐詓

ψi1···iN 訽 B
[1]
i1
· · ·B[N ]

iN
訨訲訮許訷訩

を標準的詏詂詃設詍詐詓に変形する手続きを考える．� �
Theorem 2.4 訨詛訲詝訩. OBC-MPS 訨訲訮許訷訩に対して，次を満たすYm, Zmが存在する．

A
[m]
i は標準的OBC-MPS, 訨訲訮許訸訩

YmZm 訽 許, 許 < m < N, 訨訲訮許訹訩

A
[1]
i 訽 B

[1]
i Z1, A

[N ]
i 訽 YN−1B

[N ]
i , 訨訲訮訲訰訩

A
[m]
i 訽 Ym−1B

[m]
i Zm, 許 < m < N. 訨訲訮訲許訩� �

導出はやり右から特異値分解を実行するだけであるので，略証のみつける．
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（略証）まず，詛B
[N ]
iN

詝bN−1
に対して特異値分解を実行して，

詛B
[N ]
iN

詝bn−1 訽
∑
an−1

U
[N−1]
bN−1aN−1

訁[N−1]
an−1

A
[N ]
iN
. 訨訲訮訲訲訩

ZN−1 訽 U [N−1]訁[N−1], YN−1 訽 訨訁[N−1]訩−1U [N−1]† 訨訲訮訲訳訩

と置くと，YN−1B
[N ]
i 訽 A

[N ]
i , YN−1ZN−1 訽 許が成立する．次に行列

∑
bN−1

詛B
[N−2]
iN−1

詝bN−2bN−1
詛ZN−1詝bN−1aN−1

の

足の分割bN−2iN , aN−1に対して特異値分解を実行して，∑
bN−1

詛B
[N−2]
iN−1

詝bN−2bN−1
詛ZN−1詝bN−1aN−1

訽
∑
aN−2

U
[N−2]
bN−2aN−2

訁[N−2]
aN−2

詛A
[N−1]
iN−1

詝aN−2aN−1
. 訨訲訮訲訴訩

ZN−2 訽 U [N−2]訁[N−2], YN−2 訽 訨訁[N−2]訩−1U [N−2]† 訨訲訮訲訵訩

とおくとYN−2B
[N−1]
i ZN−1 訽 A

[N−1]
i , YN−2ZN−2 訽 許が成立する．これをm 訽 許まで実行すると，表示

B
[1]
i1
· · ·B[N ]

iN
訽 A

[1]
i1
· · ·A[N ]

iN
訨訲訮訲訶訩

が得られ，A
[m]
i は左カノニカル条件以外を満たす．

左カノニカル条件を満たすようにさらに変形するには，まずm 訽 許から∑
i

A
[1]†
i A

[1]
i 訽 V1訃

[1]V †1 訨訲訮訲訷訩

と対角化すると，A
′[1]
i 訽 A

[1]
i V1は左カノニカル条件

∑
iA
′[1]†
i A

′[1]
i 訽 訃[1]を満たす． 訃[0] 訽 許に注意．

A
′[2]
i 訽 V †1 A

[2]
i と再定義して， ∑

i

A
′[2]†
i 訃[1]A

′[2]
i 訽 V2訃

[2]V †2 訨訲訮訲訸訩

と対角化すると， ∑
i

訨A
′[2]
i V2訩

†訃[1]A
′[2]
i V2 訽 訃[2] 訨訲訮訲訹訩

となり，A
′′[2]
i 訽 A

′[2]
i V2は左カノニカル条件を満たす．以上の変形をまとめると，

A
′[1]
i 訽 A[1]V1 訽 B[1]Z1V1, 訨訲訮訳訰訩

A
′′[m]
i 訽 V †m−1A

[m]
i Vm 訽 V †m−1Ym−1B

[m]
i ZmVm, m > 許, 訨訲訮訳許訩

より

Zm 7→ ZmVm, Ym 7→ V †mYm 訨訲訮訳訲訩

なる再定義を意味するが，YmZm 訽 許は保たれる．

2.3 誤差評価

標準的詏詂詃設詍詐詓のボンド次元を一様にDで切って得られる詏詂詃設詍詐詓がどの程度もとの状態を近似す
るかを見積もる．

ψi1···iN 訽 A
[1]
i1
· · ·A[N ]

iN
訨訲訮訳訳訩

許訴



を標準的詏詂詃設詍詐詓とする． D ∈ Nをひとつ選び， a > D以降を落とした詏詂詃設詍詐詓を定義する．

ψDi1···iN 診訽

D∑
a1,...,aN−1=1

詛A
[1]
i1
詝a1 詛A

[2]
i2
詝a1a2 · · · 詛A

[N−1]
iN−1

詝aN−2aN−1
詛A

[N ]
iN

詝aN−1
. 訨訲訮訳訴訩

これは，ボンド自由度am ≤ Dまでの自由度への射影行列

P 訽

(
許D

O

)
訨訲訮訳訵訩

を導入して，

ψDi1···iN 訽 A
[1]
i1
PA

[2]
i2
P · · ·PA[N−1]

iN−1
PA

[N ]
iN

訨訲訮訳訶訩

と書くこともできる． im設im+1サイトにおける詜誤差訢を

εm訨D訩 訽

rm∑
am=1

λ[m]
a 訨訲訮訳訷訩

として導入する．� �
Proposition 2.5 訨詌詥詭詭詡 許 詩詮 詛訶詝訩.

‖ |ψ〉 − |ψD〉 ‖2 ≤ 訲

N−1∑
m=1

εm訨D訩. 訨訲訮訳訸訩

� �
証明には，正写像に対するトレースノルムの縮小性（定理 訳訮訲訳）が必要となる．定理 訳訮訲訳の証明

は次節に先送りする．

（証明） | 〈ψD|ψ〉 |を評価すれば良い．

〈ψD|ψ〉 訽 詔該 詛SN 訨PSN−1訨PSN−2訨· · ·PS3訨PS2訨P訃
[1]訩訩 · · · 訩訩訩詝 訨訲訮訳訹訩

である．ここでSmは転送行列

Sm訨X訩 診訽
∑
i

A
[m]†
i XA

[m]
i , Sm+1訨訃

[m]訩 訽 訃[m+1], 訨訲訮訴訰訩

であり，正の線形写像でかつトレース保存 詴該 詛Sm訨X訩詝 訽 詴該 詛X詝訮 よって，トレースノルムの縮小性（定
理 訳訮訲訳）より，

‖Sm訨X訩‖tr ≤ ‖X‖tr 訨訲訮訴許訩

が成立．記号

Y [1] 訽 訃[1], Y [k+1] 訽 Sk+1訨PY
[k]訩 訽

∑
i

A
[m]†
i PY [k]A

[m]
i , 訨訲訮訴訲訩

を導入すると，

〈ψD|ψ〉 訽 SN 訨PSN−1訨PSN−2訨· · ·PS3訨PS2訨P訃
[1]訩訩 · · · 訩訩訩 訽 Y [N ]. 訨訲訮訴訳訩

また，

Sm訨訃[m−1]訩 訽 訃[m] 訨訲訮訴訴訩

に注意．
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さて，

‖ |ψ〉 − |ψD〉 ‖2 訽 許 訫 〈ψD|ψD〉 − 訲< 〈ψD|ψ〉 ≤ 訲訨許−<Y [N ]訩 ≤ 訲|許− Y [N ]| 訨訲訮訴訵訩

であるが，トレースノルムの縮小性より，

|許− Y [N ]| 訽 |訃[N ] − Y [N ]| 訽 ‖訃[N ] − Y [N ]‖tr 訽 ‖SN 訨訃[N−1] − PY [N−1]訩‖tr 訨訲訮訴訶訩

≤ ‖訃[N−1] − PY [N−1]‖tr 訽 ‖訃[N−1] − P訃[N−1] 訫 P訃[N−1] − PY [N−1]‖tr 訨訲訮訴訷訩

≤ ‖訃[N−1] − P訃[N−1]‖tr 訫 ‖P 訨訃[N−1] − Y [N−1]訩‖tr. 訨訲訮訴訸訩

ここで，‖AB‖tr ≤ ‖A‖‖B‖trを用いると 7，

|許− Y [N ]| ≤ ‖訃[N−1] − P訃[N−1]‖tr 訫 ‖訃[N−1] − Y [N−1]‖tr. 訨訲訮訴訹訩

以下同様にして，‖訃[N−1] − Y [N−1]‖trを評価する．結局，

|許− Y [N ]| ≤
N−1∑
m=1

‖訃[m] − P訃[m]‖tr 訽
N−1∑
m=1

∑
a>D

λ[m]
a 訨訲訮訵訰訩

を得る．

したがって，真の状態|ψ〉と標準的詏詂詃設詍詐詓から構成したボンド次元D近似|ψD〉との誤差は，全て
のボンドにおける誤差の総和で上から評価できる． 訨許訮訷訳訩と合わせると，

‖ |ψ〉 − |ψD〉 ‖2 ≤ 訲

N−1∑
m=1

εm訨D訩 ≤ 訲

N−1∑
m=1

α×
(
許− α
D

) 1−α
α

× 詥詸詰

[
許− α
α

Sα訨ρ1,m訩

]
. 訨訲訮訵許訩

さて|ψ〉が詃詆詔の基底状態のときは，許 << ` << Nのとき，

Sα訨ρ1,`訩 ∼
c

訶
訨許 訫

許

α
訩 詬詯詧 ` 訨訲訮訵訲訩

と振る舞う．よって，

‖ |ψ〉 − |ψD〉 ‖2 ≤ 訨詣詯詮詳詴.訩×D−
1−α
α N

c
6 (1+

1
α )+1. 訨訲訮訵訳訩

これから，

‖ |ψ〉 − |ψD〉 ‖ ≤ ε0
N

訨訲訮訵訴訩

が達成されるためのボンド次元DNのN依存性は（物理量の誤差がNに対して増大しない条件として，
許/Nを考えている．），

ε0
N
≤ 訨詣詯詮詳詴.訩×D−

1−α
α NN

c
6 (1+

1
α ) 訨訲訮訵訵訩

より

DN ∼
(
N2

ε0

) α
1−α

×N
c
6

1+α
1−α 訨訲訮訵訶訩

となり，系のサイズNに対して多項式関数で与えられる．

3 正写像とPerron=Frobeniusの定理

本節では，正写像に関する必要事項をまとめる． 詛訹詝はコンパクトで読みやすい．有限次元の正写像に
対する詐詥該該詯詮訽詆該詯詢詥詮詩詵詳型の定理は，詛訷詝の内容である．

7補題1.6より， ‖AB‖tr =
∑
i σi(AB) ≤

∑
i σ1(A)σi(B) = ‖A‖‖B‖tr.
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3.1 正写像の諸性質

� �
Definition 3.1. X ∈ 詍詡詴n訨C訩が半正定値X ≥ 訰とは，任意のv ∈ Cnに対して訨v,Xv訩 ≥ 訰なるこ
と．また，X ∈ 詍詡詴n訨C訩が正定値X > 訰とは，任意のv ∈ Cn, v 6訽 訰に対して訨v,Xv訩 > 訰なること．� �
特に，Xが半正定値であればXはエルミートである：� �

Proposition 3.2. X ∈ 詍詡詴n訨C訩に対して，任意のv ∈ Cに対して訨v,Xv訩 ∈ RであればXはエルミ
ート．� �

（証明）恒等式（偏極恒等式の一種）

訨x,Ay訩 訽
許

訴

3∑
k=0

i−k訨x訫 iky,A訨x訫 iky訩訩 訨訳訮許訩

に注意． 訨v,Xv訩 訽 訨X†v, v訩であるが，実である仮定より訨X†v, v訩 訽 訨X†v, v訩∗ 訽 訨v,X†v訩訮 よって，
任意のv ∈ Cnに対して訨v, 訨X − X†訩v訩 訽 訰訮 すると，上記の恒等式より，任意のx, y ∈ Cnに対して，
訨x, 訨X −X†訩y訩 訽 訰訮

以下，写像

T 診 詍詡詴m訨C訩→ 詍詡詴n訨C訩 訨訳訮訲訩

は常に線形とする．つまり，

T 訨αX 訫 βY 訩 訽 αT 訨X訩 訫 βT 訨Y 訩 訨訳訮訳訩

が成立する．� �
Proposition 3.3. X ≥ 訰のとき，任意の行列Aに対して，A†XA ≥ 訰.� �

（証明）

〈v|A†XA|v〉 訽 {Av|X|Av} ≥ 訰. 訨訳訮訴訩

� �
Definition 3.4. T 診 詍詡詴m訨C訩 → 詍詡詴n訨C訩が正（詰詯詳詩詴詩詶詥）とは，半正定値性を保つこと．つま
り，

X ≥ 訰⇒ T 訨X訩 ≥ 訰 訨訳訮訵訩

が成立すること．� �
例えば，行列の集合{Ai}di=1, Ai ∈ 詍詡詴m,n訨C訩に対して，

T 訨X訩 訽

d∑
i=1

A†iXAi 訨訳訮訶訩

は正．
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� �
Definition 3.5. T 診 詍詡詴m訨C訩 → 詍詡詴n訨C訩に対して，双対写像T ∗ 診 詍詡詴n訨C訩 → 詍詡詴m訨C訩を以下で
定義する．

詴該 訨Y T 訨X訩訩 訽 詴該 訨T ∗訨Y 訩X訩, X ∈ 詍詡詴m訨C訩, Y ∈ 詍詡詴n訨C訩. 訨訳訮訷訩� �
注意として，双対写像T ∗は詈詩詬詢詥該詴訽詓詣詨詭詩詤詴内積訨X,Y 訩HS 訽 詴該 詛X†Y 詝に関するエルミート共役T †で

はない． X,Yをエルミート行列に限ればT ∗とT †は一致する．� �
Proposition 3.6.

Tが正 ⇔ T ∗が正.� �
（証明） Tが正とする． X 訽

∑
i λi |i〉 〈i|とスペクトル分解すると，

〈v|T ∗訨X訩|v〉 訽 詴該 詛T ∗訨X訩 |v〉 〈v|詝 訽 詴該 詛X詴該 詛|v〉 〈v|詝詝 訽
∑
i

λi 〈i|T 訨|i〉 〈i|訩|i〉 ≥ 訰 訨訳訮訸訩

より．逆も同様．� �
Definition 3.7. T 診 詍詡詴m訨C訩→ 詍詡詴n訨C訩がトレース保存とは，

詴該 詛T 訨X訩詝 訽 詴該 詛X詝 訨訳訮訹訩

なること． T 診 詍詡詴m訨C訩→ 詍詡詴n訨C訩が詵詮詩詴詡詬（単位的）とは

T 訨許訩 訽 許 訨訳訮許訰訩

なること．� �� �
Proposition 3.8.

Tがトレース保存 ⇔ T ∗がunital.� �
（証明）詴該 詛T ∗訨許訩X詝 訽 詴該 詛T 訨X訩詝より．

任意のエルミート行列Xは半正定値行列の差で表現される．� �
Definition 3.9. エルミート行列X ∈ 詍詡詴n訨C訩訬 X† 訽 Xに対して，スペクトル分解をX 訽∑
i λi |i〉 〈i|とする．

X+ 診訽
∑
i,λi>0

λi |i〉 〈i| , X− 診訽
∑
i,λi<0

訨−λi訩 |i〉 〈i| , 訨訳訮許許訩

と定義する．� �
特に，

X 訽 X+ −X−, |X| 訽
√
X†X 訽 X+ 訫X−, 訨訳訮許訲訩

である．特に，

許訸



� �
Proposition 3.10. 任意の行列A ∈ 詍詡詴n訨C訩は半正定値行列の線形和で表現される．� �

（証明） A 訽 訨A訫A†訩/訲 訫 i訨A−A†訩/訨訲i訩 訽 X 訫 iYとすると，

A 訽 X+ −X− 訫 iY+ − iY−. 訨訳訮許訳訩

� �
Proposition 3.11. T 診 詍詡詴n訨C訩→ 詍詡詴n訨C訩がエルミート性を保つ，つまり，

X† 訽 X ⇒ T 訨X訩† 訽 T 訨X訩 訨訳訮許訴訩

が成立するとき，

(i) A ∈ 詍詡詴n訨C訩に対して，T 訨A訩† 訽 T 訨A†訩.

(ii) Tの固有値はλ ∈ Rか，あるいは複素共役の対訨λ, λ∗訩で出現する．

(iii) Tの実固有値の固有ベクトルはエルミートに取ることができる．� �
（証明） 訨詩訩 A 訽 X 訫 iY,X† 訽 X,Y † 訽 Yとエルミート行列に分解すると，

T 訨A訩† 訽 T 訨X訩† − iT 訨Y 訩† 訽 T 訨X訩− iT 訨Y 訩 訽 T 訨A†訩. 訨訳訮許訵訩

訨詩詩訩 T 訨A訩 訽 λAならばT 訨A†訩 訽 T 訨A訩† 訽 λ∗A†より． 訨詩詩詩訩 T 訨A訫A†訩 訽 λ訨A訫A†訩より．� �
Proposition 3.12. T 診 詍詡詴n訨C訩→ 詍詡詴n訨C訩が正であれば，Tはエルミート性を保つ．� �

（証明）X 訽 X+−X−と半正定値行列に分解すると，T 訨X訩 訽 T 訨X+訩−T 訨X−訩であるが，T 訨X+訩, T 訨X−訩は
半正定値でありよってエルミート．

よって，正写像Tの固有値は実か，あるいは複素共役の対として出現する．

次に，行列ノルム，演算子ノルムを導入する．� �
Definition 3.13. v ∈ Cn, A ∈ 詍詡詴n訨C訩, T 診 詍詡詴m訨C訩→ 詍詡詴n, 訨C訩に対して，

‖v‖ 診訽

√√√√ n∑
i=1

|vi|2, 訨訳訮許訶訩

‖A‖ 診訽 詳詵詰
v∈Cn,‖v‖=1

‖Av‖, 訨訳訮許訷訩

‖T‖ 診訽 詳詵詰
A∈Matm(C),‖A‖=1

‖T 訨A訩‖. 訨訳訮許訸訩

� �� �
Proposition 3.14. 行列Aのノルムは最大特異値で与えられる：

‖A‖ 訽 σmax訨A訩. 訨訳訮許訹訩� �
（証明） A 訽 U訆V †と特異値分解すると‖Av‖ 訽 ‖訆v′‖, v′ 訽 V †vより．
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� �
Proposition 3.15.

‖Av‖ ≤ ‖A‖‖v‖, 訨訳訮訲訰訩

‖T 訨A訩‖ ≤ ‖T‖‖A‖. 訨訳訮訲許訩� �
（証明）

‖A‖ 訽 詳詵詰
v∈Cn,v 6=0

‖Av‖
‖v‖

≥ ‖Av‖
‖v‖

訨訳訮訲訲訩

より．‖T‖も同様．� �
Proposition 3.16.

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖, 訨訳訮訲訳訩

‖T1T2‖ ≤ ‖T1‖‖T2‖. 訨訳訮訲訴訩� �
（証明）任意のv ∈ Cnに対して，

‖ABv‖ ≤ ‖A‖‖Bv‖ ≤ ‖A‖‖B‖‖v‖ 訨訳訮訲訵訩

より．‖T1T2‖も同様．� �
Lemma 3.17.

‖A‖ ≤ 許 ⇔
(

許 A
A† 許

)
≥ 訰. 訨訳訮訲訶訩� �

（証明） A 訽 U訆V †, σ1 ≥ · · · ≥ σnを特異値分解とする．(
許 A
A† 許

)
訽

(
U

V

)⊕
i

(
許 σi
σi 許

)(
U†

V †

)
. 訨訳訮訲訷訩

よって固有値の集合は{許 訫 σi, 許− σi}i訮 よって，
(

許 A
A† 許

)
≥ 訰⇔ σ1 ≤ 許⇔ ‖A‖ ≤ 許訮

� �
Theorem 3.18 訨詒詵詳詳詯訽詄詹詥訩. T 診 詍詡詴n訨C訩→ 詍詡詴n訨C訩を正かつunitalとする．

‖T‖ 訽 許. 訨訳訮訲訸訩� �
（証明）一般のユニタリ行列U ∈ U訨n訩に対して，

U 訽
∑
i

eiφiPi, P †i 訽 Pi, P 2
i 訽 Pi, 訨訳訮訲訹訩

をスペクトル分解とする．すると，(
許 T 訨U訩

T 訨U訩† 許

)
訽
∑
i

(
T 訨Pi訩 eiφiT 訨Pi訩

e−iφiT 訨Pi訩 T 訨Pi訩

)
訽
∑
i

(
許 eiφi

e−iφi 許

)
⊗ T 訨Pi訩. 訨訳訮訳訰訩

最終式の各項は半正定値であるため 8，

(
許 T 訨U訩

T 訨U訩† 許

)
≥ 訰である．よって前補題より，‖T 訨U訩‖ ≤

許である．

8A,B ≥ 0のとき，A⊗Bの固有値はλi(A)λj(B) ≥ 0であるため，A⊗Bも半正定値．
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さて一般に，‖A‖ 訽 許なるA ∈ 詍詡詴n訨C訩に対して，A 訽 U訆V †訬 許 訽 σ1 ≥ σ2 ≥ · · · 訬 を特異値分解と
すると，

σi 訽 詣詯詳 θi 訽
eiθi 訫 e−iθi

訲
訨訳訮訳許訩

より，

A 訽
許

訲
U詤詩詡詧訨eiθ1 , . . . , eiθn訩V † 訫

許

訲
U詤詩詡詧訨e−iθ1 , . . . , e−iθn訩V † 訽診

許

訲
U1 訫

許

訲
U2 訨訳訮訳訲訩

と２つのユニタリ行列に分解できる．すると，

‖T 訨A訩‖ ≤ 許

訲
訨‖T 訨U1訩‖訫 ‖T 訨U2訩‖訩 ≤ 許. 訨訳訮訳訳訩

一方，

‖T‖ ≥ ‖T 訨許訩‖ 訽 ‖許‖ 訽 許 訨訳訮訳訴訩

であるので，‖T‖ 訽 許訮� �
Corollary 3.19 訨詒詵詳詳詯訽詄詹詥訩. T 診 詍詡詴n訨C訩→ 詍詡詴n訨C訩を正とする．

‖T‖ 訽 ‖T 訨許訩‖. 訨訳訮訳訵訩� �
（証明） P 診訽 T 訨許訩 ≥ 訰である． P > 訰のときはT ′訨A訩 訽 P−1/2T 訨A訩P−1/2は詵詮詩詴詡詬 T ′訨許訩 訽 許訮 よって，

‖T 訨A訩‖ 訽 ‖P 1/2T ′訨A訩P 1/2‖ ≤ ‖P‖‖T ′訨A訩‖ ≤ ‖P‖‖T ′‖‖A‖ 訽 ‖P‖‖A‖. 訨訳訮訳訶訩

よって，‖T‖ ≤ ‖P‖．一方で，‖T 訨許訩‖ 訽 ‖P‖であるから，‖T‖ 訽 ‖P‖ 訽 ‖T 訨許訩‖訮

Pが訰固有値を含む場合は，ε > 訰を小さい実数として，Tε訨A訩 訽 A訫 ε許に対してTε訨許訩 訽 P 訫 ε許 > 訰．
よって，‖Tε‖ 訽 ‖Tε訨許訩‖である． ε→ 訰として，望みの関係式を得る．� �

Definition 3.20 訨トレースノルム訩. A ∈ 詍詡詴n訨C訩に対して，

‖A‖tr 訽 詴該 |A| 訨訳訮訳訷訩

をトレースノルムと呼ぶ．� �
{σa}aをAの特異値とすると，

‖A‖tr 訽
n∑
a=1

σa. 訨訳訮訳訸訩

また，任意のU, V ∈ U訨n訩に対して，

‖UAV †‖tr 訽 ‖A‖tr 訨訳訮訳訹訩

に注意．

以下，トレースノルムの正写像に対する縮小性を証明する．準備として，まず，以下の補題を示
す．
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� �
Lemma 3.21. A,B ∈ 詍詡詴n訨C訩に対して，

|詴該 訨AB訩| ≤ ‖A‖tr‖B‖. 訨訳訮訴訰訩

等号成立はA 訽 U |A|を極分解として，B 訽 U†のとき．� �
（証明） A 訽 U |A|と極分解する 9．線形写像

φ|A| 診 詍詡詴n訨C訩→ 詍詡詴n訨C訩, φ|A|訨B訩 診訽 詴該 訨|A|B訩× 許n 訽 詴該 訨
√
|A|B

√
|A|訩× 許n 訨訳訮訴許訩

は詰詯詳詩詴詩詶詥であるから，詒詵詳詳詯訽詄詹詥より，任意のB ∈ 詍詡詴n訨C訩に対して，

|詴該 訨|A|B訩| 訽 ‖φ|A|訨B訩‖ ≤ ‖φ|A|‖ · ‖B‖ ≤ ‖φ|A|訨許訩‖ · ‖B‖ 訽 詴該 |A| · ‖B‖ 訽 ‖A‖tr · ‖B‖. 訨訳訮訴訲訩

よって，

|詴該 訨AB訩| 訽 |詴該 訨|A|BU訩| ≤ ‖A‖tr · ‖BU‖ 訽 ‖A‖tr · ‖B‖. 訨訳訮訴訳訩

等号成立はBU 訽 許nのとき．

これからトレースノルムの変分表示を得る：� �
Corollary 3.22.

‖A‖tr 訽 詳詵詰
B,‖B‖=1

|詴該 訨AB訩|. 訨訳訮訴訴訩

� �
以下を示す．� �

Theorem 3.23 訨トレースノルムの縮小性訩. T 診 詍詡詴m訨C訩 → 詍詡詴n訨C訩を正とする． A ∈
詍詡詴m訨C訩に対して，

‖T 訨A訩‖tr ≤ ‖T ∗訨許訩‖ · ‖A‖tr. 訨訳訮訴訵訩

特に，Tがトレースを保存するとき，

‖T 訨A訩‖tr ≤ ‖A‖tr. 訨訳訮訴訶訩� �
（証明）

‖T 訨A訩‖tr 訽 詳詵詰
B,‖B‖=1

|詴該 訨T 訨A訩B訩| 訽 詳詵詰
B,‖B‖=1

|詴該 訨AT ∗訨B訩訩| 訨訳訮訴訷訩

ここで，

|詴該 訨AT ∗訨B訩訩| ≤ ‖A‖tr · ‖T ∗訨B訩‖ ≤ ‖A‖tr · ‖T ∗‖ · ‖B‖ 訽 ‖A‖tr · ‖T ∗訨許訩‖ · ‖B‖ 訨訳訮訴訸訩

より，

‖T 訨A訩‖tr ≤ ‖A‖tr · ‖T ∗訨許訩‖ 訨訳訮訴訹訩

を得る．

9A = UΣV †を特異値分解として，A = (UV †)V ΣV †が極分解．
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3.2 Perron=Frobeniusの定理

有限次元正線形写像に対する詐詥該該詯詮訽詆該詯詢詥詮詩詵詳の定理を，詛訷詝に従って証明する．無限次元の詂詡詮詡詣詨空
間における詐詥該該詯詮訽詆該詯詢詥詮詩詵詳の定理の拡張である，詋該詥詩詮訽詒詵詴詭詡詮の定理の，有限次元版である．� �

Definition 3.24. T 診 詍詡詴n訨C訩→ 詍詡詴n訨C訩に対して，

• 詓詰訨T 訩 診訽 {λ ∈ C|λ− Tが非可逆} をTのスペクトル集合と呼ぶ．

• ρT 訽 詭詡詸λ∈Sp(T ) |λ|をTのスペクトル半径と呼ぶ．� �
証明したい主張は次．正線形写像T 診 詍詡詴n訨C訩→ 詍詡詴n訨C訩に対して，

• ρT ∈ 詓詰訨T 訩訮

• ∃X ≥ 訰 詳訮詴訮 T 訨X訩 訽 ρTX訮

つまり，正写像であればスペクトル半径は固有値のひとつであり，さらにその固有ベクトルは正に取
ることができる．

証明はやや長いので，先に流れを書く．

• Tが詜既約訢という良い条件を満たす場合に，より強い主張を示す．

• 詈詥該詥詤詩詴詡該詹という性質を導入する．

• Tが既約であれば訨許 訫 T 訩n−1 > 訰を示す．

• Tが既約であればT 訨X訩 訽 ρTX,X > 訰なる固有値，固有ベクトルが存在して一意であることを示
す．

• 一般の正写像を，既約な正写像の極限と見る．

本節では，特定のnを指す場合を除き，M 訽 詍詡詴n訨C訩と略し，線形写像T 診<→ Mは常に正とする．ま
た，半正定値行列全体の集合を

M+ 診訽 {X ∈M |X ≥ 訰} 訨訳訮訵訰訩

と書く．� �
Definition 3.25. 部分代数M ′ ⊂Mが詨詥該詥詤詩詴詡該詹とは，M ′が以下の性質を持つときと定義する．

訰 ≤ X ≤ Y かつ y ∈M ′ ならば X ∈M ′. 訨訳訮訵許訩� �� �
Proposition 3.26. p ∈Mを直交射影とする．部分代数pMpはhereditary.� �
証明に入る前に，例を見る． M 訽 詍詡詴2訨C訩とする．このとき，半正定値行列全体の集合は，

M+ 訽 {x0 訫 x · σ|x0 ≥ |x|} 訨訳訮訵訲訩

で与えられる，円錐内部とその境界である．すると，条件訰 ≤ X ≤ YはXは原点を頂点とする円錐
内に，YはXを中心とする円錐内にいることを意味する．図 訲 詛詡詝を見よ．さて直交射影の例として，

訲訳
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許許成分への射影p 訽

(
許 訰
訰 訰

)
を考えよう．このとき，

訨pMp訩+ 訽 {x0 訫 x3σ3|x0 訽 x3} 訨訳訮訵訳訩

であるので，Y ∈ 訨pMp訩+は円錐M+の詜縁訢上に存在する．よってY ≥ Xが満たされるためには，
XもM+の詜縁訢に存在する必要があり，X ∈ 訨pMp訩+が示される．図 訲 詛詢詝を見よ．

（証明．詛許訰詝） 訰 ≤ X ≤ pY pかつY ∈Mとする．すると，

訰 ≤ 訨許− p訩X訨許− p訩 ≤ 訨許− p訩pY p訨許− p訩 訽 訰 訨訳訮訵訴訩

より，訨許− p訩
√
X 訽

√
X訨許− p訩 訽 訰．よって，訨許− p訩X 訽 X訨許− p訩 訽 訰より，X ∈ pMp訮

正線形写像Tが既約であることを以下のように定義する．� �
Definition 3.27. Tが既約とは，以下を満たす非自明な，つまりp 訽 訰でもp 訽 許でもない直交射影
が存在しないこと．

T 訨pMp訩 ⊂ pMp. 訨訳訮訵訵訩� �
群Gの表現ρ 診 G → V（Vは表現ベクトル空間）が既約で既約であるとは，ρgがブロック対角化さ

れない，つまり，非自明な射影pが存在してρg訨pV 訩 ⊂ pVとはならないことだったことを思い出そう．
詐詥該該詯詮訽詆該詯詢詥詮詩詵詳の定理における既約性の，正線形写像に対する一般化である．

条件T 訨pMp訩 ⊂ pMpはより具体的にpに関する性質として言い換えることができる．� �
Lemma 3.28. p ∈Mを直交射影とする．

T 訨pMp訩 ⊂ pMp ⇔ ∃λ > 訰 詳.詴. T 訨p訩 ≤ λp. 訨訳訮訵訶訩� �
（証明 10）基底を適当に選んでp 訽

(
許r

訰

)
として良い． X ∈ pMpとする．つまり，

X 訽

(
X ′ O
O O

)
, X ′ ∈ 詍詡詴r訨C訩, 訨訳訮訵訷訩

なる表式． Tの線形性と任意の行列は半正定値行列の線形和で表現できることより，X ≥ 訰として良
い． Xのスペクトル分解を

X 訽

q∑
a=1

λapa, λ1 ≥ · · · ≥ λq > 訰, q ≤ r 訨訳訮訵訸訩

10北村侃さんに教えて頂きました．ありがとうございます．
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とする．

p 訽

r∑
a=1

pa 訨訳訮訵訹訩

に注意．すると，

訰 ≤ λqp ≤ X ≤ λ1p 訨訳訮訶訰訩

が成立．

（⇐）任意のX ≥ 訰, X 6訽 訰に対して，あるλ1が存在して， 訰 ≤ T 訨X訩 ≤ λ1T 訨p訩 ≤ λ1λp ∈ 訨pMp訩+．
よって詨詥該詥詤詩詴詡該詹よりT 訨X訩 ∈ pMp訮

（⇐）あるX ≥ 訰, X 6訽 訰に対して， 訰 ≤ λqT 訨p訩 ≤ T 訨X訩 ∈ 訨pMp訩+が成立．よって詨詥該詥詤詩詴詡該詹よ
りλqT 訨p訩 ∈ 訨pMp訩+訬 つまり，T 訨p訩 ∈ 訨pMp訩+訮 T 訨p訩 ≥ 訰かつT 訨p訩 ∈ pMpであるから再びスペクトル分
解を

T 訨p訩 訽

s∑
a=1

ξsp
′
a, ξ1 ≥ · · · ≥ ξs > 訰, s ≤ r, 訨訳訮訶許訩

とすると，T 訨p訩 ≤ ξ1p訮

以下が示される．� �
Proposition 3.29. Tを既約とする．

(i) T 訨許訩 > 訰.

(ii) X > 訰ならばT 訨X訩 > 訰.� �
（証明） 訨詩訩 T 訨許訩がゼロ固有値を含むと仮定する． 詩詭T 訨許訩への直交射影をpとすると，T 訨p訩 ≤ T 訨許訩 ∈
pMpより，あるλ > 訰が存在してT 訨許訩 ≤ λp訮 これはTの既約性に反する．

訨詩詩訩 X > 訰ならばあるε > 訰が存在してX > ε許n訮 よって，T 訨X訩 > εT 訨許訩 > 訰訮

さらにTの既約性を言い換える．� �
Definition 3.30. Tが真に正（詳詴該詩詣詴詬詹 詩該該詥詤詵詣詩詢詬詥）T > 訰とは，任意のX ≥ 訰, X 6訽 訰に対し
てT 訨X訩 > 訰なることと定義する．� �
詈詩詬詢詥該詴訽詓詣詨詭詩詤詴内積を，

訨A,B訩HS 診訽 詴該 詛A†B詝, A,B ∈ 詍詡詴n訨X訩, 訨訳訮訶訲訩

と定義する．� �
Proposition 3.31.

• X,Y ≥ 訰ならば訨X,Y 訩HS ≥ 訰.

• X > 訰, Y ≥ 訰（X ≥ 訰, Y > 訰）ならば訨X,Y 訩HS > 訰.

• T > 訰と任意のX,Y ≥ 訰, X, Y 6訽 訰に対して訨Y, T 訨X訩訩HS > 訰は等価．� �
訲訵



（証明）１訬２番目は詴該 詛XY 詝 訽 詴該 詛
√
Y X
√
Y 詝 ≥ 訰より．３番目の（⇒）は詴該 詛Y T 訨X訩詝 訽 詴該 詛

√
T 訨X訩Y

√
T 訨X訩詝よ

りT > 訰, X 6訽 訰であればT 訨X訩 > 訰は正定値であるので，Y 6訽 訰であれば詴該 詛
√
T 訨X訩Y

√
T 訨X訩詝 > 訰訮 （⇐）

は，任意のv ∈ Cnに対して，Y 訽 |v〉 〈v|とすると，〈v|T 訨X訩|v〉 > 訰より，T 訨X訩 > 訰訮� �
Lemma 3.32.

Tが既約 ⇔ 訨許 訫 T 訩n−1 > 訰. 訨訳訮訶訳訩� �
（証明）（⇒） Y ≥ 訰, Y 6訽 訰に対して，訨許 訫 T 訩n−1訨Y 訩を計算する． Y > 訰であれば訨許 訫 T 訩訨Y 訩 > 訰であ
るのでYは訰固有値を含むと仮定する． v ∈ Cnに対して，訨許訫T 訩訨Y 訩v 訽 訰ならば〈v|訨許 訫 T 訩訨Y 訩|v〉 訽 訰よ
り，〈v|Y |v〉 訽 訰からY v 訽 訰．よって，詫詥該訨許 訫 T 訩訨Y 訩 ⊂ 詫詥該Yは常に成立．

詫詥該訨許訫T 訩訨Y 訩 訽 詫詥該Y，つまり，詫詥該Y ⊂ 詫詥該訨許訫T 訩訨Y 訩を仮定しよう． Y v 訽 訰ならば訨許訫T 訩訨Y 訩v 訽
T 訨Y 訩vであるので，詫詥該Y ⊂ 詫詥該T 訨Y 訩訮 これは，詩詭T 訨Y 訩 ⊂ 詩詭Yと同値． pを詩詭Yへの直交射影，つま
り，Y 訽

∑r
a=1 λapa, r < nをスペクトル分解とすると，p 訽

∑r
a=1 pa訮 T 訨p訩 ∈ 詩詭Y 訽 詩詭 pより，T 訨p訩の

最大固有値をξ1とするとT 訨p訩 ≤ ξ1p訮 よって補題 訳訮訲訸よりT 訨pMp訩 ⊂ pMp訮 Tは既約かつY 6訽 訰であ
るので，p 訽 許．よってYは非可逆となり矛盾する．したがって，詫詥該訨許 訫 T 訩訨Y 訩 訽 詫詥該Yは成立せず，
詫詥該訨許 訫 T 訩訨Y 訩 ( 詫詥該Y，つまり訨許 訫 T 訩訨Y 訩のランクはYのランクより真に大きい．したがって，非可
逆行列Yに対して少なくともn − 許回訨許 訫 T 訩を作用させると，訨許 訫 T 訩n−1訨Y 訩はフルランク，つまり，
訨許 訫 T 訩n−1訨Y 訩 > 訰である．

（⇐）背理法． Tが可約と仮定すると，ある直交射影p 6訽 訰, 許とあるλ > 訰が存在してT 訨p訩 ≤ λpで
あるが，このとき

訰 < 訨許 訫 T 訩n−1訨p訩 ≤ 訨許 訫 λ訩n−1p 訨訳訮訶訴訩

となり最右辺はフルランクでないから矛盾．

既約な正写像の例をひとつ与える．

• 例．

T 訨A訩 診訽
許

n
詴該 詛A詝許n 訨訳訮訶訵訩

は既約．なぜなら，T 2 訽 Tより，訨許 訫 T 訩n−1 訽 許 訫 訨詣詯詮詳詴.訩T > 訰より．

既約性のさらに別の表現方法を導入する．� �
Lemma 3.33. Tが既約であることと以下は同値．

• 任意の訨Y,X訩HS 訽 訰なる非ゼロの半正定値行列X,Y ≥ 訰, X, Y 6訽 訰に対して，あるk ∈ Nが存
在して訨Y, T k訨X訩訩HS > 訰.� �

詐詥該該詯詮訽詆該詯詢詥詮詩詵詳の定理における既約性の定義，つまり，任意の足の対訨i, j訩に対して，行列の非ゼ
ロ成分の経路ii1 → i1i2 → · · · ikjが存在する，という性質に対応する．

（証明）（⇒） Tの既約性よりX,Y ≥ 訰, X, Y 6訽 訰に対して，訨Y, 訨許 訫 T 訩n−1訨X訩訩HS > 訰．展開して，
訨Y,X訩HS 訽 訰より，(

Y,

{
訨n− 許訩T 訫

許

訲
訨n− 許訩訨n− 訲訩T 2 訫 · · ·訫 Tn−1

}
訨X訩

)
HS

> 訰 訨訳訮訶訶訩

である．全ての項は非負なので，少なくともひとつのk ∈ {許, . . . , n− 許}に対してT k訨X訩 > 訰．

（⇐）対偶を示す．ある直交射影p, p 6訽 訰, 許が存在してT 訨pMp訩 ⊂ pMpとする．すると，任意
のk > 訰に対してT k訨p訩 ⊂ pMpよりT k訨p訩p 訽 T k訨p訩訮 したがって，任意のk > 訰に対して，訰 訽 詴該 詛訨許 −

訲訶



p訩T k訨p訩詝 訽 訨許− p, T k訨p訩訩HS．すると，X 訽 p, Y 訽 許− pなる訨Y,X訩HS 訽 訰なる非ゼロの半正定値行列の
対に対して任意のk ∈ Nに対して訨Y, T k訨X訩訩HS 訽 訰．

双対写像T ∗は，エルミート行列に限ると詈詩詬詢詥該詴訽詓詣詨詭詩詤詴内積から定義されたエルミート共
役と等価であった． X,Yがエルミートのとき， 訨X,T k訨Y 訩訩HS 訽 詴該 詛XT k訨Y 訩詝 訽 詴該 詛T ∗k訨X訩Y 詝 訽
詴該 詛Y T ∗k訨X訩詝 訽 訨Y, T ∗k訨X訩訩HSより以下を得る．� �

Corollary 3.34.

Tが既約 ⇔ T ∗が既約. 訨訳訮訶訷訩� �
X ∈M+において定義される以下の実関数を導入する．

r 診M+ → R, r訨X訩 診訽 詳詵詰{λ ∈ R|T 訨X訩 ≥ λX}. 訨訳訮訶訸訩

さらにこの上限を

r 診訽 詳詵詰
X∈M+

r訨X訩. 訨訳訮訶訹訩

と書く． 詐詥該該詯詮訽詆該詯詢詥詮詩詵詳の定理は以下の補題より従う．� �
Lemma 3.35 訨詛訷詝訩. Tを既約とする．

(i) 上限rを実現するX 訽 Zは正定値Z > 訰.

(ii) T 訨Z訩 訽 rZ.

(iii) λ 訽 rなる固有空間は１次元.

(iv) r 訽 ρT (スペクトル半径).� �
（証明） 訨詩訩 まず上限値を実現するX ∈M+の存在を示す． r訨aX訩 訽 a× r訨X訩, a > 訰より，詴該 詛X詝 訽 許と
仮定してよい．詜球面訢

S 訽 {X ∈M+|詴該 詛X詝 訽 許} 訨訳訮訷訰訩

はコンパクト．したがって，Sに制限した関数r|Sが連続であればS内で最大値を取る．しかし，Sにお
いてrは連続とは限らない．

関数r訨X訩であるが，X > 訰であればT 訨X訩 > 訰より（命題 訳訮訲訹）

r訨X訩 訽 ‖T 訨X訩−
1
2XT 訨X訩−

1
2 ‖−1 訨訳訮訷許訩

と関数系が決まるので，正定値行列全体の集合{X ∈ M+|X > 訰}においては連続．上限rはX > 訰で達
成されるかを見るために，

N 診訽 訨許 訫 T 訩n−1S 訽 {訨許 訫 T 訩n−1訨X訩 > 訰|詴該 詛X詝 訽 許} 訨訳訮訷訲訩

を導入する． Nはコンパクトかつ正定値行列X > 訰のみで構成される．よってNへの制限r|NはN内の
ある点Z > 訰で最大値を取る．ではZはM+全体における上限値か？

X ∈ S, Y 訽 訨許 訫 T 訩n−1訨X訩 ∈ Nとする． r訨X訩の定義よりT 訨X訩− r訨X訩X ≥ 訰であるから，

訨T − r訨X訩訩訨Y 訩 訽 訨T − r訨X訩訩訨許 訫 T 訩n−1訨X訩 訽 訨許 訫 T 訩n−1 訨T 訨X訩− r訨X訩X訩 ≥ 訰. 訨訳訮訷訳訩

T 訨Y 訩 ≥ r訨X訩Yであるので，

r訨Y 訩 ≥ r訨X訩 試詯該 詡詬詬 X ∈ S. 訨訳訮訷訴訩

訲訷



したがって，

r ≥ 詭詡詸
X∈N

r訨X訩 ≥ 詳詵詰
X∈S

r訨X訩 訽 詳詵詰
X∈M+

訽 r 訨訳訮訷訵訩

より，

r 訽 詭詡詸X ∈ Nr訨X訩 訨訳訮訷訶訩

を得る．よって，ある正定値行列Z > 訰で上限値rが達成される．

訨詩詩訩 背理法． T 訨Z訩− rZ 6訽 訰を仮定する． W 訽 訨許 訫 T 訩n−1訨Z訩とすると，

T 訨W 訩− rW 訽 訨許 訫 T 訩n−1訨T 訨Z訩− rZ訩 > 訰 訨訳訮訷訷訩

となるが，これはr訨W 訩 > rを意味するので，rの最大性に反する．

訨詩詩詩訩 Zに比例しない別の固有ベクトルZ ′が存在してT 訨Z ′訩 訽 rZ ′と仮定する． rは実固有値であるの

で，Z ′はエルミート行列として良い（命題 訳訮許許）．すると，Z−
1
2Z ′Z−

1
2のスペクトル分解を

Z−
1
2Z ′Z−

1
2 訽

n∑
a=1

λapa, λ1 ≥ · · ·λn 訨訳訮訷訸訩

とすると

λ1 − Z−
1
2Z ′Z−

1
2 訽

n∑
a=2

訨λ1 − λa訩pa ≥ 訰 訨訳訮訷訹訩

はフルランクでない．よってλ1Z − Z ′もフルランクでないが，

訰 < 訨許 訫 T 訩n−1訨λ1Z − Z ′訩 訽 訨許 訫 r訩n−1訨λ1Z − Z ′訩 訨訳訮訸訰訩

より矛盾．

訨詩詶訩

詾T 訨A訩 診訽
許

r
Z−

1
2T 訨Z

1
2AZ

1
2 訩Z−

1
2 訨訳訮訸許訩

は 詾T 訨許訩 訽 許より詵詮詩詴詡詬．よって‖ 詾T‖ 訽 許（定理 訳訮許訸）．T 訨A訩 訽 αAとすると，詾T 訨Z−
1
2AZ−

1
2 訩 訽 訨α/r訩Z−

1
2AZ−

1
2 訮

よって，

許 訽 ‖T‖ ≥
∣∣∣α
r

∣∣∣ . 訨訳訮訸訲訩

さらに，λ 6訽 rなる固有値の固有ベクトルは半正定値行列でない．� �
Lemma 3.36 訨詛訷詝訩. Tを既約とする． Y ≥ 訰, Y 6訽 訰がTの固有値αなる固有ベクトルであるなら
ば，α 訽 r.� �

（証明）双対T ∗を使う． T ∗も既約． Tと同様に，

r∗ 診訽 詳詵詰
X∈M+

詳詵詰{λ ∈ R|T ∗訨X訩 ≥ λX} 訨訳訮訸訳訩

とすると，あるZ∗ > 訰が存在してT ∗訨Z∗訩 訽 r∗Z∗訮 すると，

r訨Z∗, Z訩HS 訽 訨Z∗, T 訨Z訩訩HS 訽 訨T ∗訨Z∗訩, Z訩HS 訽 r∗訨Z∗, Z訩HS > 訰 訨訳訮訸訴訩

訲訸



詆詩詧詵該詥 訳

よってr 訽 r∗訮 T 訨Y 訩 訽 αY, Y ≥ 訰, Y 6訽 訰とすると，

α訨Z∗, Y 訩HS 訽 訨Z∗, T 訨Y 訩訩HS 訽 訨T ∗訨Z∗訩, Y 訩HS 訽 r訨Z∗, Y 訩HS 訨訳訮訸訵訩

であるが，Z∗ > 訰であるので訨Z∗, Y 訩HS > 訰（命題 訳訮訳許）．よってα 訽 r訮

結局，以下が示された．� �
Theorem 3.37 訨詛訷詝．（有限次元詋該詥詩詮訽詒詵詴詭詡詮の定理）訩. T 診 詍詡詴n訨C訩 → 詍詡詴n訨C訩を既約な正線
形写像とする．

(i) ρT ∈ 詓詰訨T 訩.

(ii) λ 訽 ρTなる固有空間は非縮退かつ固有ベクトルは正定値：

T 訨Z訩 訽 ρTZ, Z > 訰. 訨訳訮訸訶訩

(iii) 固有値λ 6訽 ρTなる固有ベクトルは半正定値でない．� �
既約な正線形写像Tに対して，図 訳のようなスペクトルが得られる．� �

Corollary 3.38. T 診 詍詡詴n訨C訩→ 詍詡詴n訨C訩を既約な正線形写像とする．

(i) ρT ∈ 詓詰訨T 訩.

(ii) 固有値λ 訽 ρTなる固有ベクトルは半正定値に取ることができる．� �
（証明 詛訵詝）既約な正線形写像全体の集合は，正線形写像全体の集合において稠密である．実際，任意
の正線形写像Tと既約な正線形写像Sに対して， Tε 訽 T 訫 εSは，

訨許 訫 Tε訩
n−1 訽 訨許 訫 εS訩n−1 訫 · · · > 訰 訨訳訮訸訷訩

より既約．（T1, T2が正のとき，T1 ◦ T2も正に注意．）任意のTに対していくらでも近くに既約なTεが存
在する．既約なTεに対して定理 訳訮訳訷を適用して，

Tε訨Zε訩 訽 ρTεZε, Zε > 訰. 訨訳訮訸訸訩

ε→ 訫訰として，

T 訨Z訩 訽 ρTZ, Z ≥ 訰. 訨訳訮訸訹訩

（Zは正定値とは限らず，またλ 訽 ρTなる固有空間は非縮退とは限らない．）

訲訹



既約性は以下の詜相似変換訢に対して保たれる．� �
Proposition 3.39. T 診 詍詡詴n訨C訩 → 詍詡詴n訨C訩を既約な正線形写像とする．任意のc > 訰と任意
のQ ∈ 詇詌n訨C訩に対して，

詾T 訨A訩 訽 cQ−1T 訨QAQ†訩訨Q†訩−1 訨訳訮訹訰訩

とする．

(i) 詾Tは既約．

(ii) 詾T ∗訨A訩 訽 cQ†T ∗訨訨Q−1訩†AQ−1訩Q.� �
（証明） 訨詩訩 qを直交射影とし， 詾T 訨q訩 ≤ λq, λ > 訰とする．これはcT 訨QqQ†訩 ≤ λQqQ†と等価．すると，
詩詭QqQ†への直交射影pはTを詜割る訢．つまり，

QqQ† 訽

r∑
a=1

λapa, λ1 ≥ · · ·λr > 訰, 訨訳訮訹許訩

をスペクトル分解として，p 訽
∑r
a=1 paとすると，λrp ≤ QqQ† ≤ λ1pよりλrT 訨p訩 ≤ λ1p訮 よっ

てcλrT 訨p訩 ≤ λλrp訮 Tは既約であるから，p 訽 訰, 許訮

訨詩詩訩単純計算．

訨 詾T ∗訨A訩, B訩HS 訽 訨A, 詾T 訨B訩訩HS 訽 詴該 詛A†cQ−1T 訨QBQ†訩訨Q†訩−1詝 訨訳訮訹訲訩

訽 詴該 詛c訨Q†訩−1A†Q−1T 訨QBQ†訩詝 訽 詴該 詛cT ∗詛訨Q†訩−1A†Q−1詝QBQ†詝 訽 詴該 詛cQ†T ∗詛訨Q†訩−1A†Q−1詝QB詝 訨訳訮訹訳訩

より．� �
Proposition 3.40 訨詛訲訬 訵詝．標準化訩. T 診 詍詡詴n訨C訩 → 詍詡詴n訨C訩を既約な正線形写像とする．相似変
換により，

(i) T 訨許訩 訽 許,

(ii) T ∗訨訃訩 訽 訃,訃 訽 詤詩詡詧訨λ1, . . . , λn訩, λ1 ≥ · · · ≥ λn > 訰, 詴該 詛訃詝 訽 許,

とできる．� �
（証明）

T 訨Z訩 訽 ρTZ > 訰, T ∗訨Z∗訩 訽 ρTZ
∗ > 訰 訨訳訮訹訴訩

とする．相似変換

T1訨A訩 診訽 ρ−1T Z−1/2T 訨Z1/2AZ1/2訩Z−1/2 訨訳訮訹訵訩

とすると，T1訨許訩 訽 許訬

T ∗1 訨Z
1/2Z∗Z1/2訩 訽 Z1/2Z∗Z1/2. 訨訳訮訹訶訩

Z1/2Z∗Z1/2 訽 U訃U†と対角化して，

T2訨A訩 診訽 U†T1訨UAU
†訩U 訨訳訮訹訷訩

とすると，T2訨許訩 訽 許かつT2訨訃訩 訽 訃訮 （詴該 詛訃詝 訽 許は定数倍をかける．）
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4 TI-MPS

本節より，並進対称性のある詍詐詓を調べる．

4.1 TI-MPSの存在と標準形

１次元スピン系におけるハミルトニアンが周期境界条件のもとで定義されているとき，その固有状態
を記述する詍詐詓は何らかの意味で並進対称性をもつことが期待されるため，行列{A[m]

i }のサイト依存
性が消去できると期待できる．� �

Definition 4.1. 行列A
[m]
i がmに依存しない詍詐詓を，詴該詡詮詳詬詡詴詩詯詮詡詬 詩詮詶詡該詩詡詮詴 訨詔詉訩設詍詐詓と呼ぶ．� �

並進演算子を

詞詔該 |i1 · · · iN 〉 診訽 |iN i1 · · · iN−1〉 訨訴訮許訩

と定義する．本ノートでは，詂詬詯詣詨運動量が訰，つまり， 詞詔該 |ψ〉 訽 |ψ〉なる状態のみを扱う．� �
Theorem 4.2. 詞詔該 |ψ〉 訽 |ψ〉なる状態はTI-MPS表現を有する．� �
論理的にはこれは非自明な命題であることに注意．

（証明） |ψ〉の詏詂詃設詍詐詓を

|ψ〉 訽 A
[1]
i1
· · ·A[N ]

iN
|i1 · · · iN 〉 訨訴訮訲訩

とする．並進不変性より任意のkに対して

|ψ〉 訽 詴該 詛A
[k+1]
i1

· · ·A[k+N ]
iN

詝 |i1 · · · iN 〉 . 訨訴訮訳訩

平均化する．以下が詔詉設詍詐詓訮

Bi 診訽 N−
1
N


訰 A

[1]
i

訰 A
[2]
i

訮 訮 訮

訰 A
[N−1]
i

A[N ] 訰

 . 訨訴訮訴訩

したがって，並進不変な状態 詞詔該 |ψ〉 訽 |ψ〉は単一サイトにおけるd個の正方行列の集合{Ai}di=1によ
って表現できる．

|ψ〉 訽
∑
i1...iN

詴該 詛Ai1 · · ·AiN 詝 |i1 · · · iN 〉 . 訨訴訮訵訩

行列{Ai}iの何らかの分類を実行して，「ギャップのある縮退のない基底状態」の分類を実行したい．
排除したい状態として以下がある．

• 例．

A↑ 訽

(
許

訰

)
, A↓ 訽

(
訰

許

)
. 訨訴訮訶訩

訳許



状態はマクロな状態の重ね合わせである．

|ψ〉 訽 |↑ · · · ↑〉訫 |↓ · · · ↓〉 . 訨訴訮訷訩

より一般に，

Ai 訽

(
Bi Di

Ci

)
訨訴訮訸訩

のように上三角ブロック行列となる場合を排除したい．

• 例．

A↑ 訽

(
許
)
, A↓ 訽

(
許

)
. 訨訴訮訹訩

このとき，

|ψ〉 訽 |↑↓↑↓ · · ·〉訫 |↓↑↓↑ · · ·〉 訨訴訮許訰訩

となり，並進不変でないマクロな状態の重ね合わせであり，線形和を取ることで並進不変性が回
復している．後述するが，転送行列の固有値の構造に制限をつけることで排除できる．

上に挙げたような状態を排除したい． 詔詉設詍詐詓{Ai}iに対して転送行列を

TA訨X訩 診訽

d∑
i=1

AiXA
†
i , 訨訴訮許許訩

T ∗A訨X訩 診訽

d∑
i=1

A†iXAi, 訨訴訮許訲訩

と定義する．これら転送行列に対して良い条件をつけることで，望みの状態のクラスを与える．� �
Proposition 4.3. 転送行列TA, T

∗
Aは正線形写像である．� �

（証明）線形性は自明．正性はX ≥ 訰をX 訽
∑
a λaPaとスペクトル分解して，

TA訨X訩 訽
∑
i,a

AiPaA
†
i 訨訴訮許訳訩

であるが，AiPaA
†
i ≥ 訰であるから（命題 訳訮訳）T 訨X訩 ≥ 訰訮

事実として，TAは詣詯詭詰詬詥詴詥詬詹 詰詯詳詩詴詩詶詥 であることが知られている．以下の議論はTの正性のみを用
いる．

詔詉設詍詐詓の標準形を導入する． {Ai}iを詔詉設詍詐詓とする． {Ai}iが既約（可約）であることを，TAが
既約（可約）であるときと定義する．� �

Proposition 4.4. {Ai}iが可約ならば，状態|ψ〉を変えずにTI-MPSを

Ai 訽

(
Bi

Ci

)
訨訴訮許訴訩

とブロック対角化できる．� �
訳訲



（証明） TAの可約性よりある直交射影p 6訽 訰, 許が存在してTA訨pMp訩 ⊂ pMp訮 TAの部分代数pMpへの制
限も正線形であるから，Y ∈ pMpが存在してTA訨Y 訩 訽 ρTA|pMpYなる非ゼロのフルランクでない半正定

値行列Y ≥ 訰が存在する．

Y 訽

r∑
a=1

λa |a〉 〈a| 訨訴訮許訵訩

とスペクトル分解すると，

r∑
a=1

d∑
i=1

Ai |a〉 〈a|A† 訽
r∑
a=1

λa |a〉 〈a| . 訨訴訮許訶訩

すると一般論より，{Ai |a〉}i,aの張るベクトル空間と{|a〉}aの張るベクトル空間は一致する． PY 訽∑r
a=1 |a〉 〈a|を詩詭Yへの直交射影とすると，A訐 |a〉 ∈ 詩詭YならばAi |a〉 訽 PYAi |a〉より，AiPY 訽

PYAiPY 訮 するとPY 訽

(
許r

訰

)
なる基底で

Ai 訽

(
Bi Di

O Ci

)
訨訴訮許訷訩

なる表式．非対角項はトレースを取ると落ちるから，

Ai 7→
(
Bi O
O Ci

)
訨訴訮許訸訩

と置き換えても状態|ψ〉は不変．� �
Proposition 4.5. 相似変換(3.90)は状態|ψ〉を変えない．� �

（証明）

Ai 7→
√
cQ−1AiQ 訨訴訮許訹訩

に対応する．Qはキャンセルし，
√
cは定数倍．

上記２つの命題を合わせると，詔詉設詍詐詓の標準形を得る．� �
Theorem 4.6 訨詛訲詝．詔詉設詍詐詓の標準形（詣詡詮詯詮詩詣詡詬 試詯該詭）訩. TI-MPS {Ai}iは以下の標準形を持つ．

Ai 訽
⊕
α

ραA
α
i , ρα > 訰. 訨訴訮訲訰訩

ここで各ブロック{Aαi }iは既約かつカノニカル条件∑
i

Aαi A
α†
i 訽 許Dα , 訨訴訮訲許訩∑

i

Aα†i 訃αAαi 訽 訃α, 訃 訽 詤詩詡詧訨λα1 , . . . , λ
α
Dα訩, 詴該 詛訃α詝 訽 許, 訨訴訮訲訲訩

を満たす．� �
4.2 Injectivityと強既約性

既約性は「ギャップのある縮退のない基底状態」のクラスの特徴づけとしては不十分である．望まし
くない例訨訴訮訹訩の転送行列TAのスペクトルは詓詰訨TA訩 訽 {許,−許, 訰, 訰}である．

訳訳



相関関数の振る舞いから，転送行列TAの望ましいスペクトルの構造に制限をかけることができる．
事実として，ギャップのある基底状態においては，任意の２点関数は指数関数的に減衰することが知
られている 詛許許詝．サイトx, y近傍にそれぞれ台を持つ任意の演算子の対 詞Ox, 詞O

′
yに対する相関関数

〈ψ| 詞Ox 詞O′y|ψ〉 訨訴訮訲訳訩

の主要部には|y − x| → ∞で訨TA訩
|y−x|の２番目に絶対値が大きな固有値が効く．よって，|λ| 訽 ρTAなる

固有値が２個以上存在する場合は長距離秩序を示す相関関数が存在するため，このような場合を排除
したい．� �

Definition 4.7 訨強既約（詳詴該詯詮詧詬詹 詩該該詥詤詵詣詩詢詬詥 詛訸詝）訩. 詔詉設詍詐詓 {Ai}iが強既約とは，既約でかつ，
|λ| 訽 ρTAならばλ 訽 ρTAなるとき．� �
{Ai}iが強既約であれば，TNAは十分大きなNで詜切れる訢． TAのスペクトル分解は，TA訨Z訩 訽

ρTAZ, T
∗
A訨Z

∗訩 訽 ρTAZ
∗, 詴該 詛Z∗Z詝 訽 許として，

TA訨·訩 訽 ρTA

[
Z詴該 詛Z∗·詝 訫

∑
λ

λ

ρTA
Pλ訨·訩

]
訨訴訮訲訴訩

より，

TNA ∼ 訨ρTA訩
N 詛Z詴該 詛Z∗·詝 訫 · · · 詝 . 訨訴訮訲訵訩

ここで第２項以降はNの指数関数的に減衰する．特に，N →∞で

TNA 訨X訩 ∼ 訨ρTA訩
N 詴該 詛Z∗X詝. 訨訴訮訲訶訩

強既約性は{Ai}iの代数的な性質で言い換えることができる．まず，L ∈ Nに対して線形写像

言L 診 詍詡詴n訨C訩→ 訨Cd訩⊗L, X 7→ 言L訨X訩 診訽
∑

i1,...,iL

詴該 詛XAi1 · · ·AiL 詝 |i1 · · · iL〉 訨訴訮訲訷訩

を導入する．� �
Proposition 4.8 訨詛訲詝訩.

言Lが単射 ⇔ 詓詰詡詮 〈{Ai1 · · ·AiL}i1,...,iL〉 訽 詍詡詴n訨C訩. 訨訴訮訲訸訩� �
（証明）（⇐） 言L訨X訩 訽 訰とすると任意のi1, . . . , iLに対して詴該 詛XAi1 · · ·AiL 詝 訽 訰訮 仮定より，あ
る{ci1···iL}i1,...,iLが存在して

∑
i1,...,iL

ci1,...,iLAi1 · · ·AiL 訽 X†であるので詴該 詛XX†詝 訽 訰，つまりX 訽 訰訮

（⇒） 言Lを行列表示すると，

詛言L詝i1...iL,ab 訽 〈i1 · · · iL|言L訨|a〉 〈b|訩〉 訽 〈b|Ai1 · · ·AiL |a〉 訽 詛Ai1 · · ·AiL 詝ba. 訨訴訮訲訹訩

よって言Lが単射であれば，（L大で）行列言Lのランクがフルランク，つまりn
2であるので，dL個の行

ベクトル詛Ai1 · · ·AiL 詝は詍詡詴n訨C訩を張る．� �
Proposition 4.9 訨詛訲詝訩.

言Lが単射 ⇒ 言L′>Lも単射. 訨訴訮訳訰訩� �
訳訴



（証明） L′ 訽 L訫 許のとき，

言L+1訨X訩 訽
∑
iL+1

言L訨AiL+1
X訩 |iL+1〉 . 訨訴訮訳許訩

言L+1訨X訩 訽 訰ならば任意のiに対して言L訨AiX訩 訽 訰．すると言Lの単射性より任意のiに対して，AiX 訽 訰訮
{Ai1 · · ·AiL}は詍詡詴n訨C訩を張るから， ∑

i1,...,iL

ci1···iLAi1 · · ·AiL 訽 許n 訨訴訮訳訲訩

なるci1···iLが存在．すると，

X 訽
∑

i1,...,iL

ci1···iLAi1 · · ·AiLX 訽 訰. 訨訴訮訳訳訩

� �
Definition 4.10 訨詉詮詪詥詣詴詩詶詩詴詹訩. 詔詉設詍詐詓 {Ai}iが詩詮詪詥詣詴詩詶詥とは，あるL0 ∈ Nが存在して言L0

が単射で
あること．同じことだが，あるL0 ∈ Nが存在して{Ai1 · · ·AiL0

}i1,...,iL0
が詍詡詴n訨C訩を張ること．� �

注意として，{Ai}iが詩詮詪詥詣詴詩詶詥であることは，積の数を固定しない行列の積の集合が詍詡詴n訨C訩を張る
こと，

詓詰詡詮 〈{{Ai1 · · ·AiL}i1,...,iL}L〉 訽 詍詡詴n訨C訩 訨訴訮訳訴訩

とは真に異なる条件である． 訨訴訮訹訩の例は，詓詰詡詮訨A↑, A↓, A↑A↓, A↓A↑訩 訽 詍詡詴2訨C訩であるが，任意
のL ∈ Nに対して{Ai1 · · ·AiL}i1,...,iLは詍詡詴2訨C訩を張らない．� �

Proposition 4.11. {Ai}iがinjectiveならば{Ai}iは既約．� �
（証明）対偶を示す．命題 訴訮訴の証明と同様にして，{Ai}iが可約であれば

Ai 訽

(
Bi Di

O Ci

)
訨訴訮訳訵訩

であるので，いかなるL ∈ Nに対して{Ai1 · · ·AiL}i1,...,iLは詍詡詴n訨C訩を張らない．� �
Proposition 4.12 訨詛許訬 訸詝訩. {Ai}iが強既約ならば{Ai}iはinjective.� �

（証明）背理法．任意のL ∈ Nに対して{Ai1 · · ·AiL}i1,...,iLが詍詡詴n訨C訩を張らないと仮定する．すると，
任意のL ∈ Nに対して直交補空間が非ゼロだから，あるBL ∈ 詍詡詴n訨C訩が存在して，任意のi1, . . . , iLに
対して詴該 詛Ai1 · · ·AiLBL詝 訽 訰訮 すると，

訰 訽 訨TA訩
L訨B ⊗B†訩. 訨訴訮訳訶訩

ところが，強既約性より，

訨TA訩
L訨BL ⊗B†L訩

L→∞−−−−→ 訨ρTA訩
L詴該 詛Z∗BLZB

†
L詝 訽 訰 訨訴訮訳訷訩

であるが，Z,Z∗ > 訰より矛盾する．

実は逆，つまり 詩詮詪詥詣詴詩詶詥 ならば強既約も成立する 詛訸詝．証明にはTAの詓詣詨詷詡該詺性から来るスペクト
ルの性質 詛訷詝を証明する必要があり，本ノートでは証明しない．
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4.3 TI-MPSの基本定理

有限系の量子状態|ψ〉はU訨許訩位相が不定である．|ψ〉 ∼ eiα |ψ〉． 詔詉設詍詐詓{Ai}iも，相似変換訨訴訮許訹訩に対
して状態|ψ〉は定数倍を除いて不変，つまり「物理的な状態」は不変である．一般の詔詉設詍詐詓の不定性
は相似変換訨訴訮許訹訩よりも大きいが，強既約の場合は相似変換訨訴訮許訹訩に限ることが証明される．

まず，詔詉設詍詐詓のボンド次元nと，詔詉設詍詐詓が記述する状態|ψ〉の関係をつける．� �
Proposition 4.13 訨詛訲詝訩. {Ai}iをinjectiveなボンド次元nのTI-MPSとし，L0 ∈ Nに対してGL0が単
射であるとする．サイト数をNとする． L0 ≤ R ≤ N −RなるRに対して，

該詡詮詫訨ρ[1,R]訩 訽 n2. 訨訴訮訳訸訩� �
（証明）

|ψ〉 訽
∑
i1···iN

詴該 詛Ai1 · · ·AiN 詝 |i1 · · · iL〉 訽
n∑

a,b=1

言R訨|b〉 〈a|訩言N−R訨|a〉 〈b|訩 訨訴訮訳訹訩

と書くことができる．ここで，n2個のベクトル{言R訨|b〉 〈a|訩}a,b, {言N−R訨|a〉 〈b|訩}a,bはそれぞれ言R,言N−Rの
単射性より線形独立．よって|ψ〉は以下の形．

|ψ〉 訽
n2∑
k=1

|vk〉 |wk〉 , {|vk〉}k, {|wk〉}kは線形独立. 訨訴訮訴訰訩

すると

ρ[1,R] 訽

n2∑
k,l=1

|vk〉 〈wl|wk〉 〈vl| 訨訴訮訴許訩

であるば，詇該詡詭行列〈wl|wk〉はフルランクであるから，該詡詮詫訨ρ[1,R]訩 訽 n2訮

２つの技術的な補題を準備する．
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� �
Lemma 4.14 訨詛訲詝訩. 線形写像T, S 診 C` → CmとベクトルY1, . . . , Y` ∈ C`が存在して以下を満たすと
する．

• T 訨Yk訩 訽 S訨Yk+1訩, k 訽 許, . . . , `− 許.

• Y1, . . . , Y`−1は線形独立．

• Y1, . . . , Y`は線形従属．Y` 訽
∑`−1
k=1 λkYk．

このとき，代数方程式

λ1x
`−1 訫 λ2x

`−2 訫 · · ·λ`−1x 訽 許 訨訴訮訴訲訩

の解xに対して，

µ1 訽 λ1x, 訨訴訮訴訳訩

µ2 訽 λ1x
2 訫 λ2x, 訨訴訮訴訴訩

...

µ`−1 訽 λ1x
`−1 訫 · · ·λ`−1x 訽 許, 訨訴訮訴訵訩

とする．このとき，ベクトル

Y 訽

`−1∑
k=1

µkYk 訨訴訮訴訶訩

Y 6訽 訰, T 訨Y 訩 訽
許

x
S訨Y 訩. 訨訴訮訴訷訩� �

直接計算なので，証明略．� �
Lemma 4.15 訨詛訲詝訩. B,C ∈ 詍詡詴n訨C訩とする． Wに対する線形方程式

W 訨C ⊗ 許n訩 訽 訨B ⊗ 許n訩W 訨訴訮訴訸訩

の解空間は

S ⊗詍詡詴n訨C訩, S 訽 {X ∈ 詍詡詴n訨C訩|XC 訽 BX}. 訨訴訮訴訹訩� �
こちらも証明略．
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� �
Theorem 4.16 訨詛訲訬 許訲詝．詔詉設詍詐詓の基本定理訩. ボンド次元nのTI-MPS{Bi}iが，injectiveかつ標準
形にある，つまり，あるL0 ∈ Nが存在して言L0

が単射であり，カノニカル条件∑
i

BiB
†
i 訽 許n, 訨訴訮訵訰訩∑

i

B†i訃BBi 訽 訃, 訃B 訽 詤詩詡詧訨λB,1, . . . , λB,n訩, λB,1 ≥ · · · ≥ λB,n > 訰, 詴該 詛訃B 詝 訽 許, 訨訴訮訵許訩

を満たすとする．さらに，同一ボンド次元nの既約なTI-MPS{Ci}iが標準形にある，つまり，カノ
ニカル条件∑

i

CiC
†
i 訽 許n, 訨訴訮訵訲訩∑

i

C†i訃CCi 訽 訃C , 訃C 訽 詤詩詡詧訨λC,1, . . . , λC,n訩, λC,1 ≥ · · · ≥ λC,n > 訰, 詴該 詛訃C 詝 訽 許, 訨訴訮訵訳訩

を満たすとする．あるサイト数N > 訲L0 訫 n4においてTI-MPS{Bi}i, {Ci}iで記述される状態が物
理的に等価，つまり，あるU訨許訩位相eiαが存在して，

ψi1···iN 訽 詴該 詛Bi1 · · ·BiN 詝 訽 eiα詴該 詛Ci1 · · ·CiN 詝 for all i1, . . . , iN , 訨訴訮訵訴訩

が成立すると仮定する．このとき，あるユニタリ行列U ∈ U訨n訩とU訨許訩位相eiθ ∈ U訨許訩が存在し
て，

Bi 訽 eiθUCiU
†, i 訽 許, . . . , d. 訨訴訮訵訵訩

さらに，TI-MPS {Bi}i, {Ci}i が強既約である場合，eiθは一意的であり，UはU訨許訩位相を除いて一
意的．� �
証明の方針は，詔詉設詍詐詓{Bi}, {Ci}iから詏詂詃設詍詐詓を構成して，詏詂詃設詍詐詓の一意性（命題 訲訮訲）を

用いて関係をつける．

（証明） Ci 7→ e−iα/NCiと再定義することにより，e
iα 訽 許として良い． 詏詂詃設詍詐詓を構成する．

詴該 詛Bi1 · · ·BiN 詝 訽
∑
a,b,c

詛Bi1 詝ab詛Bi2 · · ·BiN−1
詝bc詛BiN 詝ca 訽

∑
a,b,c

詛Bi1 詝ab詛
詾B詝bc詛BiN 詝ca 訨訴訮訵訶訩

と表示する，足aを内積で縮約される足とみなすと， 詾Bをn個対角的に並べて

訽
∑
a

ua 詾Bva 訨訴訮訵訷訩

訽 訨u1, . . . , un訩


詾B

訮 訮 訮
詾B


v1訮訮訮
vn

 訨訴訮訵訸訩

と書くことができる．

b
[1]
i 訽 訨u1, . . . , un訩 訽 訨詛Bi詝1·, . . . , 詛Bi詝n·訩, 訨訴訮訵訹訩

b
[N ]
i 訽 訨v1, . . . , vn訩

> 訽 訨詛Bi詝·1, . . . , 詛B詝·n訩
>, 訨訴訮訶訰訩

と書くと，詏詂詃設詍詐詓表示

ψi1···iN 訽 b
[1]
i1
訨Bi2 ⊗ 許n詝訩 · · · 訨BiN−1

⊗ 許n詝訩b
[N ]
iN

訨訴訮訶許訩

が得られる． {Ci}iも同様．

ψi1···iN 訽 c
[1]
i1
訨Ci2 ⊗ 許n詝訩 · · · 訨CiN−1

⊗ 許n詝訩C
[N ]
iN
. 訨訴訮訶訲訩

訳訸



すると，詏詂詃設詍詐詓の標準形（命題 訲訮訲）より，共通の標準的詏詂詃設詍詐詓{{A[m]
im
}im}mが存在して，

A
[m]
i 訽 Ym−1訨Bi ⊗ 許n訩Zm 訽 Y ′m−1訨Ci ⊗ 許n訩Z

′
m, 訨訴訮訶訳訩

YmZm 訽 許, Y ′mZ
′
m 訽 許, 許 < m < N, 訨訴訮訶訴訩

が成立． A
[m]
im
はrm−1 × rm行列である．命題 訴訮許訳より，L0 ≤ m ≤ N − L0なるmに対して縮約密度行

列ρ[1,m]のランクはn
2だった．よって，L0 ≤ m ≤ N − L0に対して，rm 訽 n2訮 行列Ym, Y

′
mはrm × n2行

列，Zm, Z
′
mはn

2 × rm行列であるので，訨訴訮訶訴訩はL0 ≤ m ≤ N − L0なるm に対してYm, Zm, Y
′
m, Z

′
mは可

逆行列であることを意味する．よって訨訴訮訶訳訩より訬 Wm 訽 ZmY
′
mと置くと，

Wm−1訨Ci ⊗ 許n訩 訽 訨Bi ⊗ 許n訩Wm, i 訽 許, . . . , d, L0 訫 許 ≤ m ≤ N − L0, 訨訴訮訶訵訩

が成立している． Wmはiに依存しないことに注意． {Wm}N−L0

m=L0+1は，各iについてN − 訲L0個のn
2 ×

n2行列{Wm}N−L0

m=L0+1に対する線形方程式の解であるので，N − 訲L0 > n4であれば{Wm}N−L0

m=L0+1は線形

従属．

したがって，以下が得られた： Ti訨W 訩 訽 W 訨Bi ⊗ 許n訩, Si訨W 訩 訽 訨Ci ⊗ 許n訩Wとする．ある` ∈ N, 許 <
` < n4 訫 許が存在して，W1, . . . ,W`−1は線形独立，

W 訽W` 訽

`−1∑
k=1

λkWk, 訨訴訮訶訶訩

Ti訨Wk訩 訽 Si訨Wk+1訩, k 訽 許, . . . , `− 許, i 訽 許, . . . , d. 訨訴訮訶訷訩

よって補題 訴訮許訴より，あるW 6訽 訰とx 6訽 訰が存在して，

W 訨Bi ⊗ 許n訩 訽
許

x
訨Ci ⊗ 許n訩W, i 訽 許, . . . , n. 訨訴訮訶訸訩

補題 訴訮許訵より，Wは以下の共通部分の元：

W ∈
d⋂
i=1

Si ⊗詍詡詴n訨C訩 訽 訨

d⋂
i=1

Si訩⊗詍詡詴n訨C訩, Si 訽 {X ∈ 詍詡詴n訨C訩|XBi 訽
許

x
CiX}. 訨訴訮訶訹訩

特に，
⋂d
i=1 Si 6訽 ∅である． U ∈

⋂d
i=1 Siをひとつ選ぶと，

UBi 訽
許

x
CiU, i 訽 許, . . . , d, 訨訴訮訷訰訩

が成立．

|x| 訽 許を示す． {Bi}iは標準形であるので，

U†訃BU 訽 U訨
∑
i

B†i訃iBi訩U
† 訽

許

|x|2
∑
i

C†i U
†訃BUCi. 訨訴訮訷許訩

トレースを取ると

訰 < 詴該 詛U†訃BU 詝 訽
許

|x|2
∑
i

詴該 詛U†訃BUCiC
†
i 詝 訽

許

|x|2
詴該 詛U†訃BU 詝 訨訴訮訷訲訩

より|x| 訽 許訮

U ∈ U訨n訩を示す． UBi 訽 eiθCiUより

TC訨UU
†訩 訽

∑
i

CiUU
†Ci 訽

∑
i

UBiB
†
iU
† 訽 UU†. 訨訴訮訷訳訩

訳訹



TCは既約であるので，λ 訽 許なる固有ベクトルは一意．よって，UU† ∝ 許n訮 UU† > 訰であるので，
UU† 訽 許nとして良い．

強既約性を仮定した場合にeiθ, Uの一意的を証明する． U ′Bi 訽 eiθ
′
CiU, i 訽 許, . . . , dとする．∑

i

CiU
′U†C†i 訽

∑
i

e−iθ
′
U ′Bie

iθB†iU
† 訽 e−iθ

′
eiθU ′U†. 訨訴訮訷訴訩

強既約性より|λ| 訽 許なる固有値はλ 訽 許に限り，かつ固有ベクトルは一意的であるから，eiθ
′
訽

eiθ, U ′ ∼ U 訮

既に注意したように，詩詮詪詥詣詴詩詶詥性と強既約性は等価であるので 詛訸詝，eiθ, Uの一意性の証明に強既約
性を追加で課す必要はない．

4.4 応用例：１次元SPT相

応用として，並進不変で「ギャップのある非縮退状態」|ψ〉が群Gの対称性を持つとき，群コホモロジ
ーH1訨G,U訨許訩φ訩×H2訨G,U訨許訩φ訩に値を取る不変量が定義されることを示す．

まず，対称性を定義する． Gを群，準同型写像φ 診 G → Z/訲 訽 {±許}を，φg 訽 許のときgはユニタリ
ーな対称性を，φg 訽 −許のときはgは反ユニタリーな対称性を示すものとして定義する．群元g ∈ Gに
対して，詈詩詬詢詥該詴空間Hへの作用を，局所詈詩詬詢詥該詴空間への群作用のテンソル積として定義する．

詞g 訽

{⊗
x 詞gx 訨φg 訽 許訩

訨
⊗

x 詞gx訩K 訨φg 訽 許訩
, 詞gx |j〉 訽

∑
i

|i〉 詛ug詝ij . 訨訴訮訷訵訩

ここで，Kは複素共役．ユニタリ行列{ug}gは線形表現，つまり，

ugu
φg
h 訽 ugh, g, h ∈ G, 訨訴訮訷訶訩

を仮定する．ここで行列Xに対して表記

Xφg 訽

{
X 訨φg 訽 許訩,

X∗ 訨φg 訽 −許訩,
訨訴訮訷訷訩

を導入した．

詔詉設詍詐詓 {Ai}iによって記述される状態を

|{Ai}i〉 訽
∑

i1,...,iN

詴該 詛Ai1 · · ·AiN 詝 |i1 · · · iN 〉 訨訴訮訷訸訩

と表記すると，詔詉設詍詐詓へのG作用は

詞g |{Ai}i〉 訽
∑

i1,...,iN ,j1,...,jN

詴該 詛Ai1 · · ·AiN 詝φg |j1 · · · jN 〉 詛ug詝j1i1 · · · 詛ug詝jN iN 訽

∣∣∣∣∣∣
∑

j

詛ug詝ijA
φg
j


〉
, 訨訴訮訷訹訩

つまり，

g 診 Ai 7→ gAi 診訽
∑
j

詛ug詝ijA
φg
j , i 訽 許, . . . , d, 訨訴訮訸訰訩

によって与えられる． ugの線形性より，

ghAi 訽
ghAi, i 訽 許, . . . , d, 訨訴訮訸許訩

訴訰



に注意．状態|{Ai}i〉がG不変，つまり，あるeiαgが存在して，

詞g |{Ai}i〉 訽 |{gAi}i〉 訽 eiαg |{Ai}i〉 , g ∈ G, 訨訴訮訸訲訩

が成立する．（サイト数Nは固定している．）

任意の並進不変で「ギャップのある非縮退状態」は，強既約な詔詉設詍詐詓により近似できると期
待できる． {Ai}iを強既約でかつ標準形にある詔詉設詍詐詓とすると，定理 訴訮許訶より，G対称性訨訴訮訸訲訩は
各g ∈ Gに対して，

gAi 訽 eiθgV †g AiVg, i 訽 許, . . . , d, 訨訴訮訸訳訩

を意味する．ここで，eiθgは一意であり，ユニタリ行列VgはU訨許訩位相を除いて一意的． 訨訴訮訸許訩より

ghAi 訽
g訨eiθhV †hAiVh訩 訽 eiφgθh訨V

φg
h 訩†訨gAi訩V

φg
h

訽 eiφgθh訨V
φg
h 訩†eiθgV †g AiVgV

φg
h 訽 eiθgeiφgθh訨VgV

φg
h 訩†Ai訨VgV

φg
h 訩, i 訽 許, . . . , d. 訨訴訮訸訴訩

一方で，

ghAi 訽 eiθghV †ghAiVgh. 訨訴訮訸訵訩

一意性より，{eiθg}gはGの許次元表現{eiθg}g ∈ 詈詯詭訨G,U訨許訩φ訩 ∼訽 H1訨G,U訨許訩φ訩をなす：

eiθgeiφgθh 訽 eiθgh , g, h ∈ G. 訨訴訮訸訶訩

一方で，VgはU訨許訩位相を除いて一意であるから，あるzg,h ∈ U訨許訩が存在して，

VgV
φg
h 訽 zg,hVgh, g, h ∈ G. 訨訴訮訸訷訩

U訨許訩位相zg,hは任意ではなく，訨VgV
φg
h 訩V

φgh
k 訽 Vg訨VhV

φh
k 訩φgより

z
φg
h,kz

−1
gh,kzg,hkz

−1
g,h 訽 許, g, h, k ∈ G. 訨訴訮訸訸訩

つまり，zg,hは２コサイクル条件を満たす．つまり，z ∈ Z2訨G,U訨許訩φ訩の元である
11． VgのU訨許訩位相

の取り替えはVg 7→ Vgηgは，変換

zg,h 7→ zg,hη
φg
h η−1gh ηg, g, h ∈ G, 訨訴訮訸訹訩

を引き起こす．ここで，{ηg}gは２コバウンダリB2訨G,U訨許訩φ訩の元である．よって，強既約で標準形に
ありG不変な詔詉設詍詐詓 {Ai}iは２コホモロジーH2訨G,U訨許訩φ訩 訽 Z2訨G,U訨許訩φ訩/B

2訨G,U訨許訩φ訩の元を定め
る．以下が得られた．� �

Theorem 4.17 訨詛許訳訬 許訴詝１次元詓詐詔相訩. {Ai}iを強既約，標準形かつG不変なTI-MPSとする．
{Ai}iは，

H1訨G,U訨許訩φ訩×H2訨G,U訨許訩φ訩 訨訴訮訹訰訩

に値を取る量を定める．� �
事実として，全ての不変量H1訨G,U訨許訩φ訩 ×H2訨G,U訨許訩φ訩の組み合わせを実現する詔詉設詍詐詓の構成が

知られている 詛許訵詝．

11U(1)φはG作用がg.z = zφg , z ∈ U(1)と定義されていることを意味する．

訴許
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