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Gを有限群とする． φ, η, c : G → Z2 = {±1}を準同型とする．正方行列Hに対する対称性として，
以下の形式のものを考える．

ug


H (φg, ηg) = (1, 1)
H∗ (φg, ηg) = (−1, 1)
H† (φg, ηg) = (1,−1)
HT (φg, ηg) = (−1,−1)

u†g = cgH, ug

{
uh (φg = 1)
u∗h (φg = −1)

}
= zg,hugh. (1)

ここでugはユニタリ行列，zg,hは2コサイクルz ∈ Z2(G,U(1)φ)である．行列Hは部分群G0 = {g ∈
G|φg = ηg = cg = 1}の既約表現のセクターにブロック対角化される．群元g ∈ G\G0については，一般
論より，既約表現を変化させるか，あるいは，既約表現内でZ2対称性として作用し，かつφg = −1の
ときはugu

∗
g = ±1の2通りの分類が存在する．

既約表現を変化させない対称性として非等価な対称性がどれだけ存在するかに興味がある．
G = Z×N2 と仮定してよい． (φg, ηg, cg) = (1, 1, 1)なる群元の不在を仮定して良いから，N = 0, 1, 2, 3の
み考えれば十分．

— N = 0の場合．
1通り．

— N = 1の場合．
以下の6通りで尽くされる．

(φ1, η1, c1) = (−1, 1, 1), (−1,−1, 1), (−1, 1,−1), (−1,−1,−1), (1,−1, 1), (1, 1,−1), (1,−1,−1).

φ1 = −1はu1u∗1 = ±1の2通り存在するから，2× 4 + 3 = 11通り．

— N = 2の場合．
φg = −1を含む場合は以下の4通りで尽くされる．

{(φ1, η1, c1), (φ2, η2, c2)} ={(−1, 1, 1), (−1,−1, 1)},
{(−1, 1, 1), (−1, 1,−1)},
{(−1, 1, 1), (−1,−1,−1)},
{(−1,−1, 1), (−1, 1,−1)}.

相対位相はu1u
∗
2 = u2u

∗
1と固定できる．よって，各4通りに対して，u1u

∗
1 = ±1, u2u∗2 = ±1の符号の選

び方の4通り存在する． φg = −1を含まない場合は以下の1通りのみ：

{(φ1, η1, c1), (φ2, η2, c2)} ={(1,−1, 1), (1, 1,−1)}.

このとき，u1u2 = ±u2u1の符号の選び方の2通り存在する．よって，4× 4 + 2 = 18通り．

— N = 3の場合．
必ずφg = −1を含み，生成子として以下を選ぶことができる．

{(φ1, η1, c1), (φ2, η2, c2), (φ3, η3, c3)} ={(−1, 1, 1), (−1,−1, 1), (−1, 1,−1)}.
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相対位相はuiu
∗
j = uju

∗
i , i 6= jと固定できる． uiu

∗
i = ±1, i = 1, 2, 3の符号の選び方の23 = 8通り存在す

る．

以上より，1 + 11 + 18 + 8 = 38通りの対称性クラス [1]が得られた．

(φg, ηg, cg)と[1]における対称性の名称についてメモしておく．

(φg, ηg, cg)

(−1, 1, 1) uH∗u† = H TRS

(−1,−1, 1) uHTu† = H TRS†

(−1, 1,−1) uH∗u† = −H PHS†

(−1,−1,−1) uHTu† = −H PHS
(1,−1, 1) uH†u† = H Pseudo Hermiticity
(1, 1,−1) uHu† = −H SLS (sublattice symmetry)
(1,−1,−1) uH†u† = −H CS (chiral symmetry)

38通りの独立な対称性クラスでなく，AZクラス，AZ†クラス，AZ+SLSの枠組みが便利．
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