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Abstract

Matrix product state (MPS)関連の数学的証明を追う． [3]の証明を追う．

このノートでは，サイト数をNとする．局所えどぬぢづひぴ空間の次元dを共通とする．また，特異値分解
（こざい），こっとねどつぴ分解（こい）については常にゼロ特異値の特異ベクトルによる展開を含まないコンパ
クトなこざい〬 こいを意味するものとする．

1 MPSの導出

一般のきぐこは，A
[m]
im
をrm−1 × rm行列として，

|ψ〉 〽
∑

i1,...,iN

A
[1]
i1
A

[2]
i2
· · ·A[N ]

iN
|i1 · · · iN 〉 〨〱〩

と書かれる．

• きぐこが開放端条件（くあぃ）で書かれているとは，A
[1]
i1
, A

[N ]
iN
がベクトルである場合を指す．つま

り，r0 〽 rN 〽 〱のとき．これをくあぃ〭きぐこ表現と呼ぶ．

• r 〽 ねちへmrmをきぐこのボンド次元と呼ぶ．

きぐこがくあぃであるとは，単にきぐこの表現方法の規則を指すことに注意する．例えば，周期境界条件下
において並進対称性を満たすハミルトニアンの基底状態を含む任意の量子状態が，くあぃ〭きぐこ表現で
与えられることができることが，以下の定理からわわかる． 1

Theorem 1.1 〨完全性と標準形せ〲そ〩. 任意の状態|ψ〉 ∈ Cd⊗Nは，以下を満たすボンド次元r <
dbN/2cなるOBC-MPS表現が存在する．規格化〈ψ|ψ〉 〽 〱を仮定する．

1. 任意の〱 ≤ m ≤ Nについて
∑
iA

[m]†
i A

[m]
i 〽 1rm．

2. 任意の〱 ≤ m ≤ Nについて
∑
iA

[m]
i 〃[m]A

[m]†
i 〽 〃[m−1]．ここで，

3. 〃[0] 〽 〃[N ] 〽 〱であり，〃[m]は成分が正のrm × rm対角行列であり，ぴひ 〃[m] 〽 〱である．

1[3]では ∑
i

A
[m]
i A

[m]†
i = 1Dm ,

∑
i

A
[m]†
i Λ[m−1]A

[m]
i = Λ[m]

と書いている．これは右からSDを実行した場合．このノートでは左からSDを実行する．状況を少し変えて証明を追うことによ
り，理解を高める狙いもある．

〱



〨証明〩 せ〴そに従って，単に左からこいを実行してきぐこを構成し，定理の主張を得る．純粋状態

|ψ〉 〽
∑

i1,...,iN

ψi1i2···iN |i1 . . . iN 〉 〨〲〩

において，波動関数に対してこいを実行して，

ψi1···iN 〽 ψi1,(i2···iN ) 〽

r1∑
a1=1

Ui1,a1

√
〃

[1]
a1,a1V

†
a1,(ı2···iN ) 〨〳〩

〽

r1∑
a1=1

A[1]i1
a1 ψa1i2···iN , 〨r1 ≤ d〩, 〨〴〩

を得る．定理の主張と合わせるために特異値を

√
〃

[1]
a1,a1 > 〰と書いた．また，

A[1]i1
a1 〽 Ui1,a1 , ψa1i2···iN 〽

√
〃

[1]
a1,a1V

†
a1,(ı2···iN ) 〨〵〩

と置いた．規格化条件〈ψ|ψ〉 〽 〱より，

ぴひ せ〃[1]そ 〽 〱 〨〶〩

である． V †V 〽 〱r1であるので，∑
i2···iN

ψ∗a1i2···iNψa′1i2···iN 〽
∑
i2···iN

√
〃

[1]
a1,a1

√
〃

[1]
a′1,a

′
1
V ∗a1,i2···iNVa1,i2···iN 〽 δa1a′1〃

[1]
a1,a1 , 〨〷〩

∑
a1i2···iN

ψ∗a1i2···iNψa1i2···iN 〽
∑
a1

〃[1]
a1,a1 〽 〱 〨〸〩

である．よって波動関数ψa1i2···iNも規格化条件を満たす．行列ψa1i1i2···iNに対して，分割せa1i2そ 〺
せi3 · · · iN そに対してこいを実行して，

ψa1i2···iN 〽

r2∑
a2=1

U(a1i2),a2

√
〃

[2]
a2,a2V

†
a2,(ı3···iN ) 〨〹〩

〽

r2∑
a2=1

A[2]i2
a1a2ψa2i3···iN , 〨r2 ≤ r1d〩, 〨〱〰〩

ぴひ せ〃[2]そ 〽 〱, 〨〱〱〩

を得る．

A[2]i2
a1a2 〽 U(a1i2),a2 , ψa2i3···iN 〽

√
〃

[2]
a2,a2V

†
a2,(ı3···iN ) 〨〱〲〩

と置いた．同様にして，n 〽 〳, . . . , N − 〱に対して，分割せan−1 · · · inそ 〺 せin+1 · · · iN そに対してこいを実行す
ると，

ψan−1in···iN 〽

rn∑
an=1

U(an−1in),an

√
〃

[n]
an,anV

†
an,(in+1···iN ) 〽

rn∑
an=1

A[n]in
an−1anψanin+1···iN , 〨〱〳〩

rn ≤ ねどの〨rn−1d, d
N−n〩, 〨〱〴〩

ぴひ せ〃[n]そ 〽 〱, 〨〱〵〩

A[n]in
an−1an 〽 U(an−1in),an , 〨〱〶〩

ψanin+1···iN 〽

√
〃

[n]
an,anV

†
an,(in+1···iN ), 〨〱〷〩

〲



を得る．最後にn 〽 Nについては

A[N ]iN
aN−1

〽 ψaN−1iN 〨〱〸〩

と書き換える．

さて，A
[n]in
an−1an 〽 U(an−1in),anは正規直交集合であるから，

d∑
in=1

せA[n]in†A[n]in そana′n 〽

rn−1∑
an−1=1

d∑
in=1

U∗(an−1in),an
U(an−1in),a′n

〽 δana′n , an, a
′
n 〽 〱, . . . , rn, 〨〱〹〩

n 〽 〱, . . . , N − 〱, 〨〲〰〩

が成立． n 〽 NについてもA
[N ]iN
aN−1 〽 ψaN−1iNは規格化されているので，

d∑
iN=1

A[N ]iN†A[N ]iN 〽

rN−1∑
aN−1=1

d∑
iN=1

A[N ]iN∗
aN−1

A[N ]iN
aN−1

〽 〱 〨〲〱〩

が成立する．行列表示すると，

d∑
in=1

A[n]in†A[n]in 〽 〱rn , n 〽 〱, . . . , N. 〨〲〲〩

さらにVは正規直交集合であるから，∑
in···iN

ψ∗an−1in···iNψa′n−1in···iN 〽 〃[n−1]
an−1,an−1

δan−1a′n−1
, n 〽 〲, . . . , N, 〨〲〳〩

であるが，左辺は分解ψan−1in···iN 〽
∑rn
an=1 U(an−1in),an

√
〃

[n]
an,anV

†
an,(in+1···iN ), 〨n 〽 〲, . . . , N − 〱〩を代入

して， ∑
in···iN

ψ∗an−1in···iNψa′n−1in···iN 〨〲〴〩

〽
∑
in···iN

rn∑
an,a′n=1

U∗(an−1in),an

√
〃

[n]
an,anV

T
an,(in+1···iN )U(a′n−1in),a′n

√
〃

[n]
a′n,a

′
n
V †a′n,(in+1···iN ) 〨〲〵〩

〽
∑
in

rn∑
an=1

U∗(an−1in),an
〃[n]
an,anU(a′n−1in),an 〨〲〶〩

〽
∑
in

rn∑
an=1

A[n]in∗
an−1an〃

[n]
an,anA

[n]in
a′n−1an

〨〲〷〩

〽
∑
in

せA[n]in〃[n]A[n]in†そa′n−1an−1
〨〲〸〩

となる． n 〽 Nについては形式的に〃[N ] 〽 〱として，∑
iN

ψ∗aN−1iNψa′N−1iN
〽
∑
iN

A[N ]iN∗
aN−1

A
[N ]iN
a′N−1

〽
∑
iN

A
[N ]iN
a′N−1

〃[N ]A[N ]iN∗
aN−1

〽
∑
iN

せA[N ]iN〃[N ]A[N ]iN†そa′N−1aN−1

〨〲〹〩

より，n 〽 Nについても成立． n 〽 〱については直接計算して，

∑
i1

A[1]i1〃[1]A[1]i1† 〽
∑
i1

r1∑
a1=1

A[1]i1
a1 〃[1]

a1,a1A
[1]i1∗
a1 〽

∑
i1

r1∑
a1=1

Ui1,a1〃
[1]
a1,a1U

∗
i1,a1 〽

r1∑
a1=1

〃[1]
a1,a1 〽 〱 〨〳〰〩

〳



を得る．形式的に〃[0] 〽 〱と置くと，結局，∑
in

A[n]in〃[n]A[n]in† 〽 〃[n−1], n 〽 〱, . . . , N, 〨〳〱〩

が成立する．

最後にボンド次元について見積もると，r1 ≤ d, rn ≤ rn−1dよりrn ≤ dn．よって，

rn ≤ ねどの〨dn, dN−n〩 ≤ dbN/2c. 〨〳〲〩

bxcはxの整数部分である．これが任意のnについて成立するので，r ≤ dbN/2cを得る．�

定理〱〮〱の〱〬〲〬〳を満たすくあぃ〭きぐこを標準形にある，と言う．

• くあぃ〭きぐこの標準形は，こいの特異値の順番の入れ替えと縮退した特異値の固有空間の特異ベ
クトルの選び方を除き，一意的．

これは構成から明らか．

• 〃[m]は縮約密度行列ρm 〽 ぴひm+1,...,N |ψ〉 〈ψ|の正の固有値を並べた対角行列である．

なぜなら，

ρm 〽
∑

i1,...,iN ,j1,...,jN

ぴひm+1,...NA
[1]
i1
· · ·A[N ]

iN
|i1 · · · iN 〉 〈j1 · · · jN |A[N ]†

jN
· · ·A[1]†

j1
〨〳〳〩

〽
∑

i1,...,im,j1,...,jm

∑
im+1,...,iN

A
[1]
i1
· · ·A[m]

im
A

[m+1]
im+1

· · ·A[N ]
iN
|i1 · · · im〉 〈j1 · · · jm|A[N ]†

iN
· · ·A[m+1]†

im+1
A

[m]†
jm
· · ·A[1]†

j1
.

〨〳〴〩

ここで， ∑
iN

A
[N ]
iN
A

[N ]†

iN
〽 A

[N ]
iN

〃[N ]A
[N ]†

iN
〽 〃[N−1], 〨〳〵〩

∑
iN−1

A
[N−1]
iN−1

〃[N−1]A
[N−1]†

iN−1
〽 〃[N−2], 〨〳〶〩

· · · 〨〳〷〩

に注意すると，

ρm 〽
∑

i1,...,im,j1,...,jm

A
[1]
i1
· · ·A[m]

im
〃[m]A

[m]†
jm
· · ·A[1]†

j1
|i1 · · · im〉 〈j1 · · · jm| 〨〳〸〩

〽
∑

i1,...,im,j1,...,jm

せA
[1]
i1
そa1 · · · せA

[m]
im

そam−1am〃
[m]
am,am せA

[m]†
jm

そama′m−1
· · · せA[1]†

j1
そa′1 |i1 · · · im〉 〈j1 · · · jm| . 〨〳〹〩

ここで，状態

|φam〉 〽
∑

i1,...,im

せA
[1]
i1
そa1 · · · せA

[m]
im

そam−1am |i1 · · · im〉 〨〴〰〩

〴



は

〈φam |φa′m〉 〽
∑
i1...im

せA
[m]†
im

そama′m−1
· · · せA[1]†

i1
そa′1 せA

[1]
i1
そa1 · · · せA

[m]
im

そam−1a′m
〨〴〱〩

〽
∑
i2...im

せA
[m]†
im

そama′m−1
· · · せA[2]†

i2
そa′2a′1δa′1a1 せA

[2]
i2
そa1a2 · · · せA

[m]
im

そam−1a′m
〨〴〲〩

〽
∑
i2...im

せA
[m]†
im

そama′m−1
· · · せA[2]†

i2
そa′2a1 せA

[2]
i2
そa1a2 · · · せA

[m]
im

そam−1a′m
〨〴〳〩

〽
∑
im

せA
[m]†
im

そamam−1
せA

[m]
im

そam−1a′m
〽 δama′m 〨〴〴〩

より正規直交集合であり，固有展開

ρm 〽

rm∑
am=1

〃[m]
am,am |φam〉 〈φam | 〨〴〵〩

を得る．

（メモ：〱, . . . ,mサイトについてトレースを取った縮約密度行列についても計算する．）

• 任意のねちへmひちのに〨ρm〩 ≤ Dなる状態は，ボンド次元いのきぐこで表現できる．

〃[m]のランクは一意なので，ひちのに〨ρm〩 〽 rmより明らか．

Theorem 1.2 〨行列の自由度せ〳そ〩. OBC-MPS

|ψ〉 〽
∑

i1,...,iN

B
[1]
i1
· · ·B[N ]

iN
|i1 · · · iN 〉 〨〴〶〩

を考える．規格化〈ψ|ψ〉 〽 〱を仮定する． B
[m]
i はDm−1 × Dm行列である． D0 〽 DN 〽 〱で

ある．縮約密度行列ρ[1···m]のランクをrmとする． rm × Dm行列Ym, Dm × rm行列Zjであって，

YmZm 〽 〱rmを満たすものが存在して，

A
[1]
i 〽 Z1B

[1]
i , A

[m]
i 〽 Ym−1B

[m]
i Zm, 〨〱 < m < N〩, A

[N ]
i 〽 B

[N ]
i YN−1, 〨〴〷〩

とするとOBC-MPS

|ψ〉 〽
∑

i1,...,iN

A
[1]
i1
· · ·A[N ]

iN
|i1 · · · iN 〉 〨〴〸〩

は標準形．

〨証明〩 せ〳そを追う． B
[m]
i をDm−1 ×Dm行列とする． D0 〽 DN 〽 〱である．

〨こぴづば 〱〮〩 まず，
∑
iA

[m]†
i A

[m]
i 〽 1を満たす行列A

[m]
i をこざいで見つける．左からこざいを実行する．

B
[1]
i,a 〽

r1∑
b=1

A
[1]
i,b、

[1]
b U

[1]†
b,a . 〨〴〹〩

〵



ここで，、
[1]
b > 〰であり，A[1], U [1]は正規直交集合，つまり，

∑
iA

[1]∗
i,b A

[1]
i,b′ 〽 δbb′ ,

∑
a U

[1]∗
a,b U

[1]
a,b′ 〽 δbb′ 〮

後者はU [1]†U [1] 〽 〱r1に注意． Z1 〽 、[1]U [1]†と置く． Z1は右逆行列を持つ，つまり，Z1U
[1]〨、[1]〩−1 〽

〱r1に注意．
まB

[2]
i 〽 Z1B

[2]
i と置き，

まB
[2]
i,b1a2

〨〽
∑
a1
せZ1そb1,a1B

[2]
i,a1a2

〩の足の分割せib1そ 〺 せa2そに対してこざいを

実行すると

まB
[2]
i,b1a2

〽

r2∑
b2=1

A
[2]
i,b1b2

、
[2]
b2
U

[2]†
b2,a2

〨〵〰〩

を得る． A[2], U [2]は正規直交集合であるので，
∑
i

∑r1
b1=1A

[2]∗
i,b1b2

A
[2]
i,b1b′2

〽 δb2b′2とU
[2]†U [2] 〽 〱r2に注意．

Z2 〽 、[2]U [2]†と置く． Z2は右逆行列を持つ：Z2U
[2]〨、[2]〩−1 〽 〱r2 〮 同様にn 〽 〳, . . . , N − 〱に対して，

まB
[n]
i,bn−1an

〽

rn∑
bn=1

A
[n]
i,bn−1bn

、
[n]
bn
U

[n]†
bn,an

, 〨〵〱〩

∑
i

rn−1∑
bn−1=1

A
[n]∗
i,bn−1bn

A
[n]
i,bn−1b′n

〽 δbnb′n , 〨〵〲〩

Zn 〽 、[n]U [n]†, ZnU
[n]†〨、[n]〩−1 〽 〱rn , 〨〵〳〩

まB
[n+1]
i 〽 ZnB

[n]
i , 〨〵〴〩

を得る． n 〽 Nは

A
[N ]
i,bN−1

〺〽 まB
[N ]
i,bN−1

〽 せZN−1そbN−1,aN−1
B

[N ]
i,aN−1

〨〵〵〩

と置くと，

|ψ〉 〽
∑

i1,...,iN

A
[1]
i1
· · ·A[N ]

iN
|i1 · · · iN 〉 〨〵〶〩

であり，ノルムは

〈ψ|ψ〉 〽
∑
i1...iN

A
[N ]†
iN ,aN−1

· · ·A[2]†
i2,a2a1

A
[1]†

i1,a1
A

[1]
i1,a′1

A
[2]
i2,a′1a

′
2
· · ·A[N ]

iN ,a′N−1
〽
∑
iN

A
[N ]†
iN ,aN−1

A
[N ]
iN ,aN−1

〨〵〷〩

であるので，規格化条件〈ψ|ψ〉 〽 〱を課すと，
∑
iN
A

[N ]†
iN

A
[N ]
iN

〽 〱を得る．

A
[1]
i 〽 B

[1]
i U [1]〨、[1]〩−1, 〨〵〸〩

A
[n]
i 〽 まB

[n]
i U [n]〨、[n]〩−1 〽 、[n−1]U [n−1]†B

[n]
i U [n]〨、[n]〩−1, 〨n 〽 〲, . . . , N − 〱〩, 〨〵〹〩

A
[N ]
i 〽 まB

[N ]
i 〽 、[N−1]U [N−1]†B

[N ]
i , 〨〶〰〩

に注意．構成より，、[m]は成分が正のrm × rm対角行列である． B
[m]
i はDm−1 × Dm行列であるが，

A
[m]
i はrm−1 × rm行列である．

〨こぴづば 〲〮〩 こぴづば〮〱の変換により
∑
iB

[m]†
i B

[m]
i 〽 1rmを仮定して良い． rN−1 × rN−1半正定値エルミー

ト行列
∑
iB

[N ]
i B

[N ]†
i を対角化すると，（正定値とは限らないことに注意．）∑

i

B
[N ]
i B

[N ]†
i 〽 V [N−1]〃[N−1]V [N−1]†. 〨〶〱〩

A
[N ]
i 〽 V [N−1]†B

[N ]
i を導入すると∑

i

A
[N ]†
i A

[N ]
i 〽 〱,

∑
i

A
[N ]
i 〃[N ]A

[N ]†
i 〽 〃[N−1] 〨〶〲〩

〶



を得る．形式的に〃[N ] 〽 〱と書いた．次に半正定値Dn−2 ×DN−2エルミート行列∑
i

B
[N−1]
i V [N−1]〃[N−1]V [N−1]†B

[N−1]†
i 〨〶〳〩

を対角化して， ∑
i

B
[N−1]
i V [N−1]〃[N−1]V [N−1]†B

[N−1]†
i 〽 V [N−2]〃[N−2]V [N−2] 〨〶〴〩

を得る． A
[N−1]
i 〽 V [N−2]†B

[N−1]
i V [N−1]を導入すると∑

i

A
[N−1]†
i A

[N−1]
i 〽 〱rN−1

,
∑
i

A
[N−1]
i 〃[N−1]A

[N−1]†
i 〽 〃[N−2] 〨〶〵〩

を得る． n 〽 N − 〲, . . . , 〲についても同様．∑
i

B
[n]
i V [n]〃[n]V [n]†B

[n]†
i 〽 V [n−1]〃[n−1]V [n−1] 〨〶〶〩

と対角化して，

A
[n]
i 〽 V [n−1]†B[n]V [n], 〨〶〷〩∑
i

A
[n]†
i A

[n]
i 〽 〱rn ,

∑
i

A
[n]
i 〃[n]A

[n]†
i 〽 〃[n−1] 〨〶〸〩

を得る． n 〽 〱は

A
[1]
i 〽 B

[1]
i V [1] 〨〶〹〩

とすると， ∑
i

A
[1]†
i A

[1]
i 〽 V [1]†

∑
i

B
[1]†
i B

[1]
i V [1] 〽 V [1]†V [1] 〽 〱r1 , 〨〷〰〩

は自明に得られる．また，∑
i1

A
[1]
i1
〃[1]A

[1]†
i1

〽
∑
i1

B
[1]
i1
V [1]〃[1]V [1]†B

[1]†
i1

〨〷〱〩

〽
∑
i1i2

B
[1]
i1
V [1]A

[2]
i2
〃[2]A

[2]†
i2
V [1]†B

[1]†
i1

〨〷〲〩

〽
∑
i1i2

B
[1]
i1
B

[2]
i2
V [2]〃[2]V [2]†B

[2]†
i2

B
[1]†
i1

〨〷〳〩

〽 · · · 〨〷〴〩

〽
∑

i1i2···iN

B
[1]
i1
· · ·B[N ]

iN
B

[N ]†
iN
· · ·B[1]†

i1
〨〷〵〩

〽 〈ψ|ψ〉 〽 〱 〨〷〶〩

より， ∑
i1

A
[1]
i1
〃[1]A

[1]†
i1

〽 〱 〽 〃[0] 〨〷〷〩

を得る． ぴひ 〃[n] 〽 〱については，

ぴひ 〃[n−1] 〽 ぴひ せ
∑
i

A
[n]
i 〃[n]A

[n]†
i そ 〽 ぴひ せ

∑
i

〃[n]A
[n]†
i A

[n]
i そ 〽 ぴひ〃[n], n 〽 〲, . . . , N, 〨〷〸〩

であるので，〃[N ] 〽 〱から，ぴひ 〃[n] 〽 〱, n 〽 〱, . . . , Nが従う．

〷



こぴづば 〱の変形とまとめて，

A
[1]
i 〽 B

[1]
i U [1]〨、[1]〩−1V [1], 〨〷〹〩

A
[n]
i 〽 V [n−1]†、[n−1]U [n−1]†B

[n]
i U [n]〨、[n]〩−1V [n], 〨n 〽 〲, . . . , N − 〱〩, 〨〸〰〩

A
[N ]
i 〽 V [N−1]†、[N−1]U [N−1]†B

[N ]
i . 〨〸〱〩

〨こぴづば 〳〮〩 半正定値対角行列〃[n] 〽 つどちで〨〃
[n]
1 , . . . ,〃

[n]
rn 〩は一般にはゼロ成分を持つ可能性がある．帰

納法により，〃[n]がフルランクとなるように，Yj , Zjを取り替えることができることを示す．∑
i

A
[n]
i 〃[n]A

[n]†
i 〽 〃[n−1], n 〽 〱, . . . , N. 〨〸〲〩

〃[N ] 〽 〱はフルランクである． 〃[n+1]がフルランクと仮定する． まrn 〽 ひちのに〨〃[n]〩として，

〃[n] 〽

(
ま〃[n]

Orn−r̃n

)
〨〸〳〩

とし，rn × まrn行列

Pn 〽

(
1r̃n

Orn−r̃n

)
〨〸〴〩

を導入すると， ∑
i

A
[n]
i Pn〃

[n]P †nA
[n]†
i 〽

∑
i

A
[n]
i 〃[n]A

[n]†
i 〽 〃[n−1] 〨〸〵〩

であるので，rn−1 × まrn行列への置き換えA
[n]
i 7→ A

[n]
i Pnは関係式〨〸〲〩を変えない．また，∑

i

P †nA
[n]†
i A

[n]
i Pn 〽 1r̃n . 〨〸〶〩

さらに A
[n]
in
A

[n+1]
in+1

〽 A
[n]
in
PnP

†
nA

[n+1]
in+1

を示す．十分条件は〨1rn − PnP †n〩A
[n+1]
i 〽 〰〮

1rn − PnP †n 〽

(
Or̃n

1rn−r̃n

)
〨〸〷〩

より，

〰 〽 〨1rn − PnP †n〩〃[n]〨1rn − PnP †n〩 〽
∑
i

〨1rn − PnP †n〩A
[n+1]
i 〃[n+1]A

[n+1]†
i 〨1rn − PnP †n〩 〨〸〸〩

となる．仮定より〃[n+1]は正定値であるので，〨1rn−PnP †n〩A
[n+1]
i 〽 〰を得る． 2 したがって，〃[n+1]が

フルランクである仮定のもとで， 〃[n]の正固有値への固有空間へ行列を

A
[n]
i 7→ まA

[n]
i 〽 A

[n]
i Pn, 〨〹〱〩

A
[n+1]
i 7→ まA

[n+1]
i 〽 P †nA

[n+1], 〨〹〲〩

2成分で書くと ∑
i,b

[X†i ]abΛb[Xi]bc =
∑
i,b

[Xi]
∗
baΛb[Xi]bc = 0. (89)

特に，a = cとすると， ∑
i,b

Λb|[Xi]ba|2 = 0 (90)

より，Λb > 0の場合は[Xi]ba = 0を得る．

〸



と制限しても関係式 ∑
i

まA
[n]
i

ま〃[n] まA
[n]†
i 〽 〃[n−1],

∑
i

まA
[n]†
i

まA
[n]
i 〽 1r̃n , 〨〹〳〩

を保ち，さらに波動関数を変えない

まA
[n]
in

まA
[n+1]
in+1

〽 A
[n]
in
A

[n+1]
in+1

〨〹〴〩

ことが示された． 〃[n]の正固有値への制限を行列Yj , Zjに取り入れると，こぴづば 〱〬 こぴづば 〲と合わせて，

A
[1]
i 〽 B

[1]
i U [1]〨、[1]〩−1V [1]P1, 〨〹〵〩

A
[n]
i 〽 P †n−1V

[n−1]†、[n−1]U [n−1]†B
[n]
i U [n]〨、[n]〩−1V [n]Pn, 〨n 〽 〲, . . . , N − 〱〩, 〨〹〶〩

A
[N ]
i 〽 P †N−1V

[N−1]†、[N−1]U [N−1]†B
[N ]
i 〨〹〷〩

とまとめられる．つまり，

Yn 〽 P †nV
[n]†、[n]U [n]†, 〨〹〸〩

Zn 〽 U [n]〨、[n]〩−1V [n]Pn 〨〹〹〩

である．

YnZn 〽 P †nPn 〽 1r̃n 〨〱〰〰〩

を満たす．�

2 並進対称なMPS

並進対称な純粋状態のきぐこを扱いたい．つまり，以下で定義される並進演算子T 〬

ぞT |i1i2 · · · iN 〉 〽 |iN i1 · · · iN−1〉 〨〱〰〱〩

の固有状態

ぞT |ψ〉 〽 eiP |ψ〉 〨〱〰〲〩

なる状態|ψ〉のきぐこについて考える．以下ではeiP 6〽 〱なる状態については一切扱わない．運動量eiP 〽
〱を持つ並進対称な純粋状態をTI状態と呼ぶことにする．以下の定理がある．

Theorem 2.1 〨サイト依存しないきぐこせ〳そ〩. ぞT |ψ〉 〽 |ψ〉なる純粋状態（つまり，TI状態）|ψ〉に対
して，A

[n]
i がサイトに依存しない以下の表現を持つ．

|ψ〉 〽
∑

i1,...,iN

ぴひ せAi1 · · ·AiN そ |i1 · · · iN 〉 . 〨〱〰〳〩

この表現をTI-MPSと呼ぶ． OBC-MPSからサイト依存しない上記MPSを得る際に，一般にはボ
ンド次元がDからNDに増大する．

〨証明〩 ぞT |ψ〉 〽 |ψ〉を仮定する． |ψ〉のくあぃ〭きぐこを

|ψ〉 〽
∑
i1···iN

A
[1]
i1
· · ·A[N ]

iN
|i1 · · · iN 〉 〨〱〰〴〩

〹



とする． ∑
i1···iN

A
[1]
i1+j

A
[2]
i2+j
· · ·A[N ]

ij
|i1i2 · · · iN 〉 〽

∑
i1···iN

A
[1]
i1
· · ·A[N ]

iN
|i1i2 · · · iN 〉 . 〨〱〰〵〩

全てのサイトについて平均化する．

Bi 〽 N−
1
N


〰 A

[1]
i

〰 A
[2]
i

· · ·
〰 A

[N−1]
i

A
[N ]
i 〰

 〨〱〰〶〩

を導入すると，

∑
i1,...,iN

ぴひ せBi1 · · ·BiN そ |i1 · · · iN 〉 〽
〱

N

∑
i1···iN

N∑
j=1

ぴひ せA
[1+j]
i1

A
[2+j]
i2

· · ·A[N+j]
iN

そ |i1 · · · iN 〉 〨〱〰〷〩

〽
〱

N

∑
i1···iN

N−1∑
j=0

ぴひ せA
[1+j]
i1+j

A
[2+j]
i2+j

· · ·A[N+j]
iN+j

そ |i1+j · · · iN+j〉 〨〱〰〸〩

〽
〱

N

∑
i1···iN

N−1∑
j=0

A
[1]
i1
A

[2]
i2
· · ·A[N ]

iN
|i1+j · · · iN+j〉 〨〱〰〹〩

〽
〱

N

∑
i1···iN

N−1∑
j=0

A
[1]
i1
A

[2]
i2
· · ·A[N ]

iN
ぞT−j |i1 · · · iN 〉 〨〱〱〰〩

〽
〱

N

N−1∑
j=0

ぞT−j |ψ〉 〽 |ψ〉 . 〨〱〱〱〩

最後に仮定 ぞT |ψ〉 〽 |ψ〉を用いた． �

せ〳その定理〴に移る前に，いくつか準備する．

D ×D行列の集合{Ai}i=1,...,dに対して，

X 7→ E〨X〩 〺〽
∑
i

A†iXAi 〨〱〱〲〩

をD ×D行列全体の空間に作用する線形写像とする． Eは半正定値性を保つため，ばはびどぴどぶづである．詳
しくはぃ参照．有限次元線形空間における線形写像Eのスペクトル半径とは，固有値をλaと書いて，
ねちへa |λa|のこと． Eを成分表示すると，

E〨X〩 〽
∑
jk

〈j|E〨X〩|k〉 |j〉 〈k| , 〨〱〱〳〩

Ejk,lm 〽 〈j|E〨|l〉 〈m|〩|k〉 〽
∑
i

せA†i そjlせAiそmk 〽
∑
i

せAiそ
∗
lj せAiそmk 〨〱〱〴〩

である．エルミート共役は

せE†そjk,lm 〽 〨Elm,jk〩
∗ 〽 〨

∑
i

せAiそ
∗
jlせAiそkm〩∗ 〽

∑
i

せAiそjlせAiそ
∗
km 〽

∑
i

せATi そlj せA
†
i そmk 〨〱〱〵〩

よって，

E†〨X〩 〽
∑
i

AiXA
†
i 〨〱〱〶〩

〱〰



である．一般にはE 6〽 E†であるため，Eの固有値は複素数であることに注意．特性方程式は〰 〽
つづぴ〨λ − E†〩 〽 せつづぴ〨λ∗ − E〩そ∗より， λが特性方程式つづぴ〨λ − E〩 〽 〰の解であれば， λ∗は特性方程
式つづぴ〨λ∗ − E†〩 〽 〰の解．よって，重複を考慮しない固有値の集合，つまりスペクトルλ〨E〩 〽 {λ ∈
C|λ − E どび のはぴ どのぶづひぴどぢぬづ}としてλ〨E†〩 〽 せλ〨E〩そ∗ 〽 {λ∗ ∈ C|λ ∈ λ〨E〩}が成立する．特に，EとE†のス
ペクトル半径は一致する．さらに，同一固有値を持つ固有ベクトルの数についても一致する．なぜな
ら， Eのおはひつちの標準形

P−1EP 〽
⊕
j


λj 〱

λj 〱
· · ·

λj

 〨〱〱〷〩

に対して，

P †E†〨P †〩−1 〽
⊕
j


λ∗j
〱 λ∗j

〱 · · ·
λ∗j

 〨〱〱〸〩

であるが，各ブロックに対して相似変換
〱

〱
· · ·

〱



λ∗j
〱 λ∗j

〱 · · ·
λ∗j




〱
〱

· · ·
〱

 〽


λ∗j 〱

λ∗j 〱
· · ·

λ∗j

 〨〱〱〹〩

により再びおはひつちの標準形に相似変換可能だからである．

さてエルミート共役は内積〈X,Y 〉が定義されている場合に〈E〨X〩, Y 〉 〽 〈X,E†〨Y 〩〉とそもそも定義
されるが，上の計算で暗に仮定された内積の定義はなんだろうか？ えどぬぢづひぴ〭こっとねどつぴ内積

〈X,Y 〉 〽 ぴひ せX†Y そ 〨〱〲〰〩

である．実際，

〈E〨X〩, Y 〉 〽 ぴひ せE〨X〩†Y そ 〽
∑
i

ぴひ せ〨A†iXAi〩
†Y そ 〽

∑
i

ぴひ せA†iX
†AiY そ 〽

∑
i

ぴひ せX†AiY A
†
i そ 〽 〈X,E

†〨Y 〩〉

〨〱〲〱〩

が成立する．

Theorem 2.2. 有限系のTI-MPS表現に対して，状態|ψ〉を変えずに行列Aiを以下の形に分解でき
る．

Ai 〽

A1
i 〰 〰
〰 A2

i 〰
〰 〰 · · ·

 . 〨〱〲〲〩

Ajiは以下を満たす： λjをEj〨X〩 〽
∑
iA

j†
i XA

j
iのスペクトル半径とする．

1.
∑
iA

j†
i A

j
i 〽 λj1であり，1は線形写像Ej〨X〩 〽

∑
iA

j†
i XA

j
iの固有値λjなる唯一の固有ベクト

ル．

2. ある正定値対角行列〃jが存在して，
∑
iA

j
i〃

jAj†i 〽 λj〃
jであり，〃jは線形写像E†j 〨X〩 〽∑

iA
j
iXA

j†
i の固有値λjなる唯一の固有ベクトル．

初期のボンド次元がDであれば，上記のボンド次元はD以下である．

〱〱



注意：せ〳そではE†jの固有ベクトルの唯一性に言及がないが，唯一性なしに〃jが正定値であることを

示すことができなかったので，付け足した．

まず，以下を示す．

Lemma 2.3. 線形写像E 〺 CD×D → CD×D, E〨X〩 〽
∑
iA

i†XAiとする．固有値が正の実数λ > 〰な
る正定値固有ベクトルXが存在したとする．このとき固有値λなる固有ベクトルYで，Xの定数倍
でないものが存在するならば，同一固有値λの半正定値かつ非可逆な固有ベクトルが存在する．ま
た，E†〨X〩 〽

∑
iAiXA

†
iについても同様．

（証明） ∑
i

A†iXAi 〽 λX, 〨〱〲〳〩∑
i

A†iY Ai 〽 λY 〨〱〲〴〩

とする． Xは正定値であり，YはXの定数倍ではない．∑
i

A†iY
†Ai 〽 λY † 〨〱〲〵〩

であるので，Y †も固有値であり，Y 〫 Y †も固有値．よってYはエルミートとしても良い．エルミート
行列X−1/2Y X−1/2の固有分解を

X−1/2Y X−1/2 〽

D∑
a=1

λa |a〉 〈a| , λ1 ≥ · · · ≥ λD 〨〱〲〶〩

とする． λ1 6〽 〰の場合は，線形結合X − 1
λ1
YはEの固有値λなるエルミートな固有ベクトルであり，か

つ

X − 〱

λ1
Y 〽 X1/2〨〱D −

〱

λ1
X−1/2Y X−1/2〩X1/2 〽 X1/2〨

D∑
a=1

〨〱− λa
λ1

〩 |a〉 〈a|〩X1/2 〨〱〲〷〩

と変形すると，X−1/2Y X−1/2は半正定値かつ非可逆であることが分かる． 3 λ1 〽 〰のときは，−Yが
半正定値かつ非可逆な固有値λの固有ベクトルである．

Ai → A†iと変更すると，エルミート共役な線形写像E
†についても同様の補題が得られる．�

次に以下を示す．

Lemma 2.4. 線形写像E 〺 CD×D → CD×D, E〨X〩 〽
∑
iA
†
iXAiとする．半正定値，非可逆，かつ

固有値が正の実数であるような固有ベクトルXが存在すれば，Xを対角化するユニタリ変換によ
り，TI-MPS表現をブロック対角化した行列

Ai →
(
Bi

Ci

)
〨〱〲〸〩

で置き換えることができる．（相似変換でブロック対角化できるとは言っていないので注意．）

3X,Yが半正定値のとき，XYXはエルミートかつ，z†XYXz = (Xz)†Y (Xz) ≥ 0であるので，XYXは半正定値．

〱〲



（証明）

X 〽

r∑
a=1

λa |a〉 〈a| , 〈a|b〉 〽 δab, 〨〱〲〹〩

と固有分解する．λa > 〰であり，r 〽 ひちのに〨X〩である．

r∑
a=1

∑
i

λaA
†
i |a〉 〈a|Ai 〽

r∑
a=1

λa |a〉 〈a| 〨〱〳〰〩

である．よって補題ぁ〮〳より，{A†i |a〉}i,aと{|a〉}aの張る部分空間は一致する． R 〽 こばちの〨{A†i |a〉}i,a〩 〽
こばちの〨{|a〉}a〩と書く．Rへの射影をPR〨〽

∑r
a=1 |a〉 〈a|〩と書く．A†i |a〉 ∈ RであるのでA

†
iPR 〽 PRA

†
iPRが

成立する．よって，

PRAi 〽 PRAiPR. 〨〱〳〱〩

R⊥をRの（標準内積に対する）直交補空間とする． ぴひ 〽 ぴひR 〫 ぴひR⊥であるので，

|ψ〉 〽
∑

i1,...,iN

ぴひR〨Ai1 · · ·AiN 〩 |i1 · · · iN 〉〫
∑

i1,...,iN

ぴひR⊥〨Ai1 · · ·AiN 〩 |i1 · · · iN 〉 〨〱〳〲〩

であるが，上記性質より

ぴひR〨Ai1 · · ·AiN 〩 〽 ぴひ 〨PRAi1 · · ·AiN 〩 〽 ぴひ 〨PRAi1PR · · ·PRAiNPR〩 〨〱〳〳〩

であるので，第１項についてはr × r行列Bi 〽 PRAiPRで置き換えて良い．第２項についても

ぴひR⊥〨Ai1 · · ·AiN 〩 〽 ぴひ 〨PR⊥Ai1 · · ·AiNPR⊥〩 〨〱〳〴〩

であるが，

PR⊥Ai 〽 PR⊥AiPR⊥ 〫 PR⊥AiPR 〨〱〳〵〩

より

PR⊥Ai1Ai2 · · ·PR⊥ 〽 PR⊥Ai1PR⊥Ai2 · · ·PR⊥ 〫 PR⊥Ai1PRAi2 · · ·PR⊥ 〨〱〳〶〩

となるが第２項については〨〱〳〱〩よりゼロ．第１項については変換〨〱〳〵〩を繰り返すと，結局

ぴひR⊥〨Ai1 · · ·AiN 〩 〽 ぴひ 〨PR⊥Ai1PR⊥ · · ·PR⊥AiNPR⊥〩 〨〱〳〷〩

を得る．これは〨D − r〩× 〨D − r〩行列Ci 〽 PR⊥AiPR⊥で置き換えて良い．よって， Xが可逆でない場
合は状態|ψ〉はブロック対角化された行列（Xが対角化される基底）(

Bi
Ci

)
, Bi 〽 PRAiPR, Ci 〽 PR⊥AiPR⊥ 〨〱〳〸〩

によるきぐこ表現で置き換えて良いことがわかった．�

エルミート共役な線形写像E†についても微修正で同様の補題が成立する．

Lemma 2.5. 線形写像E† 〺 CD×D → CD×D, E†〨X〩 〽
∑
iAiXA

†
iとする．半正定値，非可逆，か

つ固有値が正の実数であるような固有ベクトルXが存在すれば，TI-MPS表現をブロック対角化し
た行列

Ai →
(
Bi

Ci

)
〨〱〳〹〩

で置き換えることができる．（相似変換でブロック対角化できるとは言っていないので注意．）

〱〳



（証明）同様にして，{Ai |a〉}i,aと{|a〉}aの張る部分空間は一致するため， R 〽 こばちの〨{Ai |a〉}i,a〩 〽
こばちの〨{|a〉}a〩と書き， Rへの射影をPR〨〽

∑r
a=1 |a〉 〈a|〩と書くと，

AiPR 〽 PRAiPR. 〨〱〴〰〩

あとは同様．�

固有値が正の実数なる半正定値の固有ベクトルの存在は以下の定理で保証されている．

Lemma 2.6 〨ごとづはひづね 〲〮〵 どの せ〷そ〩. 有限次元C∗代数上のpositiveな線形写像Eにおいて， Eのスペ
クトル半径をλsrとすると，非ゼロの半正定値の固有ベクトルXが存在し，E〨X〩 〽 λsrX．

証明はぁばば〮??で行う予定．かひづどの〭げふぴねちのの定理の有限次元C∗代数の場合．

（ごとづはひづね 〲〮〷の証明）以下を示す．

{Ai}で与えられるごぉ〭きぐこ表現に対して，行列Aiを以下の形に分解できる．

Ai 〽

A1
i 〰 〰
〰 A2

i 〰
〰 〰 · · ·

 . 〨〱〴〱〩

Ej〨X〩 〽
∑
iA

j†
i XA

j
i 〬 E

†
j 〨X〩 〽

∑
iA

j
iXA

j†
i のスペクトル半径をλj > 〰とする．各ブロックAjiは以

下を満たす：

ち〮 Ejは固有値λjなる正定値固有ベクトルXを持ち，かつXは定数倍を除きEjの固有値λjなる唯
一の固有ベクトルである．

ぢ〮 E†jは固有値λjなる正定値固有ベクトルX ′を持ち，かつX ′は定数倍を除きE
†
jの固有値λjなる

唯一の固有ベクトルである．

示す．補題〲〮〶より，線形写像E 〺 X 7→
∑
iA
†
iXAiは，Eのスペクトル半径λspなる半正定値固有ベ

クトルXを持つ． Xが非可逆であれば補題〲〮〴に従ってブロック行列で置き換える．よってXは可逆と
仮定してよい．さらに，固有値λspなる固有ベクトルYであってXの定数倍でないものが存在すると，
補題〲〮〳より固有値λspなる非可逆な半正定値固有ベクトルが存在するため，再び補題〲〮〴に従ってブロ
ック行列で置き換える．よって，固有値λspなる固有ベクトルは定数倍を除き一意として良い．エルミ
ート共役E†についても同様．よって示された．

定理の条件〱〮を得るには，XをEj〨X〩 〽 λjXを満たす正定値行列として，

Bji 〽 X1/2AjiX
−1/2 〨〱〴〲〩

と相似変換すると， ∑
i

Bj†i B
j
i 〽 λj1. 〨〱〴〳〩

さらにXの一意性より1は固有値λjなる唯一の固有ベクトルである．

定理の条件〲〮は，正定値行列X ′を対角化するユニタリ変換をUとして，Bji 7→ UBjiU
†と変換すると

条件〲〮を得る． �

〱〴



各ブロックについて，

Aji 〽
√
λjB

j
i 〨〱〴〴〩

と再定義して，X 7→
∑
iB

j†
i XB

j
iのスペクトル半径を〱に取ることができる．よって以下を得る．

Theorem 2.7 〨ごぉ〭きぐこの標準形せ〳そ〩. 有限系のTI-MPS表現に対して，行列Aiを以下の形に分解で
きる．

Ai 〽

√λ1A
1
i 〰 〰

〰
√
λ2A

2
i 〰

〰 〰 · · ·

 . 〨〱〴〵〩

Ajiは以下を満たす：

1.
∑
iA

j†
i A

j
i 〽 1であり，1は線形写像Ej〨X〩 〽

∑
iA

j†
i XA

j
iの唯一の固定点．

2. ある正定値対角行列〃jが存在して
∑
iA

j
i〃

jAj†i 〽 〃jであり，〃jは線形写像E†j 〨X〩 〽∑
iA

j
iXA

j†
i の唯一の固定点．

• せ〱〰そのごとづはひづね 〶〮〲を見ると，ばはびどぴどぶづ線形写像Tが既約であるとは，P ∈ CD×Dがエルミートな射
影であってT 〨PCD×DP 〩 ⊂ PCD×DPであればP 〽 〰またはP 〽 〱D．とあるので，不変部分空間
が存在しないことが既約の定義．

• さらにせ〱〰そのごとづはひづね 〶〮〴は，Tが既約であることと，Tのスペクトル半径λsrがT単一の固有値で
あり，かつT, T †の固有値λsrなる固有ベクトルが正定値であることが同値らしいので，「ブロック
がひとつの標準的ごぉ〭きぐこ」とは，既約性のこと．

定理〲〮〷のごぉ〭きぐこ標準形において，ブロックが一つだけであったとしても，複数の巨視的波動関数
の線形結合である場合がある．例は反強磁性ぇえず状態である：

A0 〽

(
〰 〱
〰 〰

)
, A1 〽

(
〰 〰
〱 〰

)
〨〱〴〶〩

とすると，

A0A0 〽 〰, A0A1 〽

(
〱 〰
〰 〰

)
, A1A0 〽

(
〰 〰
〰 〱

)
, A1A1 〽 〰, 〨〱〴〷〩

A0A1A0 〽 A0, A1A0A1 〽 A1, 〨〱〴〸〩

より，サイト数Nが偶数の場合に状態は

|ψ〉 〽 |〰〱〰〱 · · ·〉〫 |〱〰〱〰 · · ·〉 〨〱〴〹〩

となることがわかる．転送行列E〨X〩 〽 A†0XA0 〫A†1XA1はA
†
0A0 〫A1A

†
1 〽 1を満たすので標準形．固

有値を求める．単純計算より

E〨

(
a b
c d

)
〩 〽

(
d 〰
〰 a

)
. 〨〱〵〰〩

M2〨C〩の基底をせeij そkl 〽 δikδjlに取ると，

E〨e11, e12, e21, e22〩 〽 〨e11, e12, e21, e22〩


〱

〰
〰

〱

 . 〨〱〵〱〩

〱〵



よって固有値は{〱,−〱, 〰, 〰}となり，ブロック一つの標準形である．

より一般に，次の事実がある．

Theorem 2.8 〨周期系における分解せ〳そ〩. ブロック一つの標準形にあるTI-MPSを考える．行

列{Ai}はD ×D次元とする．線形写像E〨X〩 〽
∑
iAiXA

†
iがp個の絶対値1の固有値を持つとき．

1. pがNの因子であれば，状態|ψ〉はp個のMPSのボンド次元Dなる「周期的状態」の線形和で
ある．

2. pがNの因子でなければ，|ψ〉 〽 〰.

証明は後回し．

定理〲〮〸を踏まえると，ブロック１つの標準形はまだ「非縮退状態」として条件が弱い．以下，２
つの条件を導入する．

線形写像

　L 〺 CD×D → Cd
L

, X 7→
d∑

i1,...,iL

ぴひ せXAi1 · · ·AiL そ |i1 · · · iL〉 〨〱〵〲〩

を考える． Aiは必ずしも標準形にない．

　Lが単射であることと，必ずしも標準形にない行列{Ai}iに対して{Ai1 · · ·AiL}i1,...,iLがD ×
D行列全体を張ることは同値．

（証明） {Ai1 · · ·AiL}i1,...,iLがD×D行列全体を張ると仮定する． 　L〨X〩 〽 〰は任意の組i1, · · · , iLに対
して

ぴひ せXAi1 · · ·AiL そ 〽 〰 〨〱〵〳〩

と同値．仮定より適当に線形結合を取り，∑
i1,...,iL

ci1···iLAi1 · · ·AiL 〽 eij 〨〱〵〴〩

とできるため，ぴひ せXeij そ 〽 Xij 〽 〰よりX 〽 〰が従う．

逆に　Lが単射であると仮定する． 　Lを行列表示すると，

せMΓL そi1···iL,kl 〽 〈i1 · · · iL|　L〨|k〉 〈l|〩 〽 せAi1 · · ·AiL そlk. 〨〱〵〵〩

これはdL × D2行列． 　Lが単射であることは行列MΓLがフルランク，つまり，ひちのに〨MΓL〩 〽 D2と同
値．これは，dL個のD2成分横ベクトル

Ai1 · · ·AiL 〽

D∑
k,l=1

せAi1 · · ·AiL そlk |k〉 〈l| , i1 · · · iL ∈ {〱, . . . , d}L 〨〱〵〶〩

がフルランクであることと同値であるが，これは，dL個の行列の{Ai1 · · ·AiL}がD2次元ベクトル空
間MD〨C〩を張ることと同値． �

〱〶



さらに，　Lが単射であれば，L
′ ≥ Lなる任意のL′に対して　L′は単射．

（証明） L′ 〽 L〫 〱に対して示せば十分．

　L+1〨X〩 〽
∑

i1···iL,i
ぴひ せXAi1 · · ·AiLAiそ |i1 · · · iL〉 |i〉 〽

∑
i

　L〨AiX〩 |i〉 〨〱〵〷〩

に注意する． 　L+1〨X〩 〽 〰は任意のiについて　L〨AiX〩 〽 〰と同値． 　Lの単射性より任意のiについ
てAiX 〽 〰．さらに　Lの単射性より{Ai1 · · ·AiL}がMD〨C〩を生成するから，

〱D 〽
∑
i1···iL

ci1···iLAi1 · · ·AiL 〨〱〵〸〩

なる係数ci1···iLが存在する．左からXをかけて

X 〽
∑
i1···iL

ci1···iLXAi1 · · ·AiL 〽 〰. 〨〱〵〹〩

よって示された．�

一つ目の条件は以下．

条件C1： あるL0が存在して，　L0
は単射．つまり，{Ai1 · · ·AiL0

}i1,...,iL0
はD × D行列全体を張

る．

Proposition 2.9. 定理2.7の標準TI-MPSを考える． L0 < Nとして条件C1が成立するとき，

1. TI-MPSは，ブロックがひとつの標準形にある．

2. L0 ≤ R ≤ N − Rなるサイトの分割せ〱 · · ·Rそ 〺 せR 〫 〱 · · ·N そに対する縮約密度行列ρ[1···R]のラン

クはD2．

（証明）標準形を仮定しているので，

Ai 〽

√λ1A
1
i 〰 〰

〰
√
λ2A

2
i 〰

〰 〰 · · ·

 〨〱〶〰〩

であるが，ブロックが複数あると，Ai1 · · ·AiL0
もブロック対角的なので，D ×D行列全体を張ること

できないので，ブロックは一つのみ．

後半については，完全系をはさみ，

|ψ〉 〽
D∑

α,β=1

∑
i1···iN

〈α|Ai1 · · ·AiR |β〉 〈β|AiR+1
· · ·AiN |α〉 |i1 · · · iN 〉 〽

D∑
α,β=1

|Lα,β〉 |Rα,β〉 , 〨〱〶〱〩

|Lα,β〉 〽
∑
i1···iR

〈α|Ai1 · · ·AiR |β〉 |i1 · · · iR〉 〽 　R〨|β〉 〈α|〩 〨〱〶〲〩

|Rα,β〉 〽
∑

iR+1···iN

〈β|AiR+1
· · ·AiN |α〉 |iR+1 · · · iN 〉 〽 　N−R〨|α〉 〈β|〩 〨〱〶〳〩

〱〷



とする．D2個の状態|Lα,β〉 , |Rα,β〉は線形独立である．なぜなら，
∑
α,β cαβ |Lα,β〉 〽 　R〨

∑
αβ cαβ |β〉 〈α|〩 〽

〰を仮定すると，R ≥ L0のとき　Rの単射性より，
∑
αβ cαβ |β〉 〈α| 〽 〰，つまりcαβ 〽 〰． |Rα,β〉につい

ても同様．

さて一般論として，{|ei〉}i=1,...,nが線形独立であることとぇひちね行列Gij 〽 〈ei|ej〉が可逆である
ことは同値．また， |ei〉 〈ej |はベクトル空間Mn〨C〩の元として線形独立．すると，ベクトル|ψ〉 〽∑
i |ei〉 |fi〉に対して{|ei〉}i, {|fi〉}iが線形独立であるとき，縮約密度行列

ρ1 〽
∑
ij

〈fj |fi〉 |ei〉 〈ej | 〨〱〶〴〩

は，基底|ei〉 〈ej |が線形独立で，かつ係数行列〈fj |fi〉が可逆であるから，ρ1のランクはn
2．�

Lemma 2.10. T, S 〺 Cn → Cmを線形写像とする． n個のベクトルY1, . . . , Yn ∈ Cnで以下を満たす
ものが存在したと仮定する．

• T 〨Yk〩 〽 S〨Yk+1〩 for k 〽 〱, . . . , n− 〱,

• Y1, . . . , Yn−1は線形独立，

• Yn 〽
∑n−1
k=1 λkYk.

方程式λ1x
n−1 〫 · · ·λn−1x 〽 〱のx 6〽 〰なる解に対して，

µ1 〽 λ1x, 〨〱〶〵〩

µ2 〽 λ1x
2 〫 λ2x, 〨〱〶〶〩

... 〨〱〶〷〩

µn−1 〽 λ1x
n−1 〫 · · ·λn−1x 〽 〱 〨〱〶〸〩

を導入する． Y 〽
∑n−1
k=1 µkYkはY 6〽 〰かつT 〨Y 〩 〽 1

xS〨Y 〩．

（証明）代数方程式λ1x
n−1 〫 · · ·λn−1x 〽 〱はn− 〱個の解を持つ． x 〽 〰は解でない．解のひとつをxと

する．

T 〨Y 〩 〽

n−1∑
k=1

µkT 〨Yk〩 〽

n−1∑
k=1

µkS〨Yk+1〩 〽 S

(
n−1∑
k=1

µkYk+1

)
〨〱〶〹〩

〽 S

(
n−2∑
k=1

µkYk+1 〫 Yn

)
〽 S

(
n−2∑
k=1

µkYk+1 〫

n−1∑
k=1

λkYk

)
〨〱〷〰〩

〽 S 〨λ1Y1 〫 〨λ2 〫 µ1〩Y2 〫 · · ·〫 〨λn−1 〫 µn−2〩Yn−1〩 〨〱〷〱〩

〽 S
(
λ1Y1 〫 〨λ2 〫 λ1x〩Y2 〫 · · ·〫 〨λn−1 〫 λ1x

n−2 〫 · · ·λn−2x〩Yn−1

)
〨〱〷〲〩

〽
〱

x
S
(
xλ1Y1 〫 〨λ1x

2 〫 λ2x〩Y2 〫 · · ·〫 〨λ1x
n−1 〫 · · ·λn−2x

2 〫 λn−1x〩Yn−1

)
〨〱〷〳〩

〽
〱

x
S

(
n−1∑
k=1

µkYk

)
〽

〱

x
S〨Y 〩. 〨〱〷〴〩

Y1, . . . , Yn−1は線形独立で係数の一つµn−1 〽 〱なので，Y 6〽 〰〮 �

〱〸



Lemma 2.11. B,Cをn× n行列とする．線形方程式

W 〨C ⊗ 〱n〩 〽 〨B ⊗ 〱n〩W 〨〱〷〵〩

の解空間はS ⊗Cn×n．ここで，Sは線形方程式XC 〽 BXの解空間．つまり，n2個の勝手な解の集
合Xij ∈ S, i, j 〽 〱, . . . , nである．

n 〽 〲の場合を考えると，x, y, z, w,B,Cを〲× 〲行列として方程式は(
x y
z w

)(
C

C

)
〽

(
B

B

)(
x y
z w

)
〨〱〷〶〩

であるが，これはx, y, z, wについての〴つの独立な方程式

xC 〽 Bx, yC 〽 By, zC 〽 Bz, wC 〽 Bw 〨〱〷〷〩

と同値．よってS 〽 {X ∈ C2×2|XC 〽 BX}として，解空間はS ⊗ C2×2．

（証明）wij ∈ Cn×nとしてW 〽
∑n
i,j=1 wij⊗eijと書く． C⊗〱n 〽

∑n
i=1 C⊗eii, B⊗〱n 〽

∑n
i=1B⊗eiiで

ある．方程式は ∑
ij

wijC ⊗ eij 〽
∑
ij

Bwij ⊗ eij 〨〱〷〸〩

であるがeijは線形独立なので，全てのi, jについて共通の方程式

wijC 〽 Bwij , i, j 〽 〱, . . . , n 〨〱〷〹〩

を得る．よって任意の解はXC 〽 CXの解をn2個選んでW 〽
∑
ij xij⊗eijとなるが，これはS⊗Cn×nの

任意元に他ならない．�

Theorem 2.12 〨標準形の一意性せ〳そ〩.

|ψ〉 〽
d∑

i1,...,iN=1

ぴひ せBi1 · · ·BiN そ |i1 · · · iN 〉 〨〱〸〰〩

を，ボンド次元Dの，定理2.7の意味の標準的TI-MPS表現であり，以下を満たすとする．

(i) 条件C1を満たす．つまり，あるL0が存在して{Bi1 · · ·BiL0
}i1,··· ,iL0

がD×D行列全体を張る．

(ii) |ψ〉の標準的OBC-MPS表現が一意的．

(iii) N > 〲L0 〫D4．

このとき，|ψ〉の別の，ボンド次元Dの標準的TI-MPS表現

|ψ〉 〽
d∑

i1,...,iN=1

ぴひ せCi1 · · ·CiN そ |i1 · · · iN 〉 〨〱〸〱〩

に対して（条件C1は仮定しない），あるユニタリ行列U ∈ U〨D〩とU〨〱〩位相eiθが存在して，任意
のi 〽 〱, . . . , dに対してBi 〽 eiθUCiU

†．

〱〹



注：せ〳そにおいてはBi 〽 UCiU
†と書かれているが，eiθ 〽 〱の証明は書かれておらず，また，eiθ 〽

〱であることの証明もできなかった．

上記のU, eiθであるが，サイト数Nに依存するだろうか？依存しないのであれば，任意のN >
〲L0 〫D4に対してeiθN 〽 〱であるので，p, q > 〲L0 〫D4を互いに素な整数として，θp, θqは〲πの整数倍．
一方で，ある整数a, bが存在して〱 〽 pa〫 qbであるので，θ 〽 〨θp〩a〫 〨θq〩bよりθ自身も〲πの整数倍．

（証明）条件ぃ〱を満たす仮定より，命題〲〮〹の〲〮より，縮約密度行列のρ[1···m]のランクはL0 ≤ m ≤
N − L0に対してD

2であることに注意する．縮約密度行列のランクはきぐこ表現に依存せずに決まる．

〈ψ|ψ〉 〽 〱と規格化する． |ψ〉の標準的くあぃ〭きぐこ表現

|ψ〉 〽
∑

i1,...,iN

A
[1]
i1
A

[2]
i2
· · ·A[N ]

iN
|i1 · · · iN 〉 , 〨〱〸〲〩

∑
i

A
[m]†
i A

[m]
i 〽 1rm , 〱 ≤ m ≤ N, 〨〱〸〳〩∑

i

A
[m]
i 〃[m]A

[m]†
i 〽 〃[m−1], 〱 ≤ m ≤ N, 〨〱〸〴〩

〃[0] 〽 〃[N ] 〽 〱, 〃[m]は正定値対角行列, ぴひ 〃[m] 〽 〱. 〨〱〸〵〩

を考える． A
[m]
i はDm−1 ×Dm行列である．標準的くあぃ〭きぐこ表現は，特異値〃[m]の入れ替えと縮退す

る特異値の部分空間における回転を除いて一意的だった．縮約密度行列ρ[1···m]は標準的くあぃ〭きぐこ表現

を用いて具体的に

ρ[1···m] 〽

Dm∑
am=1

〃[m]
am,am |φam〉 〈φam | , 〨〱〸〶〩

|φam〉 〽
∑

i1,...,im

せA
[1]
i1
そa1 せA

[1]
i1
そa1a2 · · · せA

[m]
im

そam−1am |i1 · · · im〉 〨〱〸〷〩

と与えられる． |φam〉は正規直交集合である． 〃[m]は正定値対角行列であるから，Dm 〽 D2である．
つまり，標準的くあぃ〭きぐこ表現であれば

Dm 〽 D2, L0 ≤ m ≤ N − L0 〨〱〸〸〩

が成立する．よって，A
[m+1]
i , . . . , A

[N−L0]
i はD2 ×D2行列である． |ψ〉の規格化には依存しない結果で

ある．

さて，

|ψ〉 〽
d∑

i1,...,iN=1

ぴひ せBi1 · · ·BiN そ |i1 · · · iN 〉 〨〱〸〹〩

をボンド次元Dなる標準的ごぉ〭きぐこ表現とする．これから以下のくあぃ〭きぐこ表現が得られる．

|ψ〉 〽
D∑

i1,...,iN=1

b
[1]
i1
〨Bi2 ⊗ 〱D〩 · · · 〨BiN−1

⊗ 〱D〩b
[N ]
iN
|i1 · · · iN 〉 . 〨〱〹〰〩

ここで，b
[1]
i は行列Biの行を並べた〱×D2行列である：

b
[1]
i 〽 〨せBiそ1,1, せBiそ1,2, · · · , せBiそ1,D, せBiそ2,1, · · · , せBiそD,D〩. 〨〱〹〱〩

Bi 〽

ui1
〮〮〮
uiD

 , uij ∈ C1×D, 〨〱〹〲〩

〲〰



と書くと，

b
[1]
i 〽 〨ui1, · · · , uiD〩 〨〱〹〳〩

である． b
[N ]
i は行列Biの列を並べたD

2 × 〱行列である：

b
[N ]
i 〽 〨せBiそ1,1, せBiそ2,1, · · · , せBiそD,1, せBiそ1,2, · · · , せBiそD,D〩T . 〨〱〹〴〩

Bi 〽 〨vi1, . . . , v
i
D〩, vij ∈ CD×1 〨〱〹〵〩

と書くと，

b
[N ]
i 〽

vi1
〮〮〮
viD

 〨〱〹〶〩

である．さて

Bi ⊗ 〱D 〽 つどちで〨Bi, · · · , Bi〩 〨〱〹〷〩

であるので，

b
[1]
i1
〨Bi2 ⊗ 〱D〩 · · · 〨BiN−1

⊗ 〱D〩b
[N ]
iN

〨〱〹〸〩

〽
(
ui11 Bi2 · · ·BiN−1

, · · · , ui1DBi2 · · ·BiN−1

)v
iN
1
〮〮〮

viND

 〨〱〹〹〩

〽

D∑
a=1

ui1a Bi2 · · ·BiN−1
viNa 〨〲〰〰〩

〽

D∑
a,b,c=1

せui1a そbせBi2 · · ·BiN−1
そbcせv

iN
a そc 〨〲〰〱〩

〽

D∑
a,b,c=1

せBi1 そabせBi2 · · ·BiN−1
そbcせBiN そca 〨〲〰〲〩

〽 ぴひ せBi1 · · ·BiN そ 〨〲〰〳〩

に注意．

ボンド次元Dの標準的ごぉ〭きぐこ表現

|ψ〉 〽
d∑

i1,...,iN=1

ぴひ せCi1 · · ·CiN そ |i1 · · · iN 〉 〨〲〰〴〩

に対しても同様にしてくあぃ〭きぐこ表現

|ψ〉 〽
D∑

i1,...,iN=1

c
[1]
i1
〨Ci2 ⊗ 〱D〩 · · · 〨CiN−1

⊗ 〱D〩c
[N ]
iN
|i1 · · · iN 〉 〨〲〰〵〩

を得る．

さて，２つのくあぃ〭きぐこ表現〨〱〹〰〩〬 〨〲〰〵〩から定理〱〮〲の手続きにより共通の標準的くあぃ〭きぐこ〨〱〸〲〩を
構成する． （共通の標準的くあぃ〭きぐこがいつでも構成できることは，真？） このとき，以下が成立す
る．

A
[1]
i 〽 Z1b

[1]
i , A

[m]
i 〽 Ym−1〨Bi ⊗ 〱D〩Zm 〨〱 < m < N〩, A

[N ]
i 〽 c

[N ]
i YN−1, YmZm 〽 〱, 〨〲〰〶〩

A
[1]
i 〽 Z1c

[1]
i , A

[m]
i 〽 Y ′m−1〨Ci ⊗ 〱D〩Z

′
m 〨〱 < m < N〩, A

[N ]
i 〽 c

[N ]
i Y ′N−1, Y ′mZ

′
m 〽 〱. 〨〲〰〷〩

〲〱



さてm 〽 L0 〫〱, . . . , N −L0についてはA
[m]
i , Bi⊗ 〱D, Ci⊗ 〱Dは全てD

2×D2行列である．よって，m 〽
L0〫〱, . . . , N−L0についてYm−1, Zm, Y

′
m−1, Z

′
mはD

2×D2行列である．よって，YmZm 〽 〱, Y ′mZ
′
m 〽 〱よ

り， m 〽 L0 〫 〱, . . . , N − L0 − 〱に対してYm, Zm, Y
′
m, Z

′
mは可逆．よって，

Ym−1〨Bi ⊗ 〱D〩Zm 〽 Y ′m−1〨Ci ⊗ 〱D〩Z
′
m 〨〲〰〸〩

より， N − 〲L0個のD ×D可逆行列Y −1
L0
Y ′L0

, · · · , Y −1
N−L0−1Y

′
N−L0−1が存在して，

Y ′−1
m−1Ym−1〨Bi ⊗ 〱D〩 〽 〨Ci ⊗ 〱D〩Y

′−1
m Ym てはひ m 〽 L0 〫 〱, . . . , N − L0 − 〱, 〨〲〰〹〩

が成立する．よって，〲N − L0個のD ×D可逆行列W1, . . . ,WN−2L0
が存在して，

Wk〨Bi ⊗ 〱D〩 〽 〨Ci ⊗ 〱D〩Wk+1, てはひ k 〽 〱, . . . , N − 〲L0 − 〱, 〨〲〱〰〩

が成立する．

さて，定理の仮定よりN − 〲L0 > D4であるが， W1, . . . ,WN−2L0はD
2 × D2行列であるので，

N − 〲L0この行列W1, . . . ,WN−2L0は線形独立であり得ない．つまり，ある自然数n, 〱 < n ≤ D4 〫 〱が
存在して， W1, . . . ,Wn−1は線形独立であり，かつW1, . . . ,Wnは線形従属である．

Wn 〽

n−1∑
k=1

λkWk 〨〲〱〱〩

と置く． x, µ1, · · · , µn−1を補題〲〮〱〰のように取る．つまり，x 6〽 〰を方程式

λ1x
n 〫 λ2x

n−1 〫 · · ·〫 λn−1x 〽 〱 〨〲〱〲〩

の解とし，

µ1 〽 λ1x, 〨〲〱〳〩

µ2 〽 λ1x
2 〫 λ2x, 〨〲〱〴〩

〮〮〮 〨〲〱〵〩

µn−1 〽 λ1x
n−1 〫 · · ·λn−1x 〽 〱 〨〲〱〶〩

とする．

W 〽

n−1∑
k=1

µkWk 〨〲〱〷〩

と置く．補題〲〮〱〰の線形写像T, Sは，i 〽 〱, . . . , dに対して

Ti, Si 〺 CD
2×D2

→ CD
2×D2

, 〨〲〱〸〩

Ti〨W 〩 〽W 〨Bi ⊗ 〱D〩, 〨〲〱〹〩

Si〨W 〩 〽 〨Ci ⊗ 〱D〩W, 〨〲〲〰〩

と取る．すると

Ti〨Wk〩 〽 Si〨Wk+1〩, i 〽 〱, . . . , d, 〨〲〲〱〩

である．すると補題〲〮〱〰より，W 6〽 〰かつTi〨W 〩 〽 1
xSi〨W 〩，つまり，

W 〨Bi ⊗ 〱D〩 〽
〱

x
〨Ci ⊗ 〱D〩W, i 〽 〱, . . . , d. 〨〲〲〲〩

さて補題〲〮〱〱より，方程式

W 〨Bi ⊗ 〱D〩 〽
〱

x
〨Ci ⊗ 〱D〩W 〨〲〲〳〩

〲〲



の解空間は，Siを方程式

XBi 〽
〱

x
CiX 〨〲〲〴〩

の解空間として，Si ⊗ CD×D．よって，

W ∈ Si ⊗ CD×D, i 〽 〱, . . . , d. 〨〲〲〵〩

これは，

W 〽

w11 · · · w1D

〮〮〮
〮〮〮

wD1 · · · wDD

 , wkl ∈ CD×D 〨〲〲〶〩

と書くと，任意のk, l 〽 〱, . . . , Dと任意のi 〽 〱, . . . , dに対して，

wkl ∈ Si 〨〲〲〷〩

を意味する． W 6〽 〰であるので，あるkl成分についてwkl 6〽 〰．このような非ゼロの行列をRとすると，
任意のi 〽 〱, . . . , dに対してR ∈ Si，つまり，

RBi 〽
〱

x
CiR, i 〽 〱, . . . , d 〨〲〲〸〩

が成立する．

{Bi}, {Ci}は標準的ごぉ〭きぐこ表現であるので，正定値対角行列〃B ,〃Cが存在して以下を満たす．

d∑
i=1

B†iBi 〽 〱D,

d∑
i=1

Bi〃BB
†
i 〽 〃B , 〨〲〲〹〩

d∑
i=1

C†iCi 〽 〱D,

d∑
i=1

Ci〃CC
†
i 〽 〃C . 〨〲〳〰〩

まず|x| 〽 〱を示す．
∑d
i=1Bi〃BB

†
i 〽 〃Bより

R〃BR
† 〽

d∑
i=1

RBi〃BB
†
iR
† 〽

〱

|x|2
d∑
i=1

CiR〃BR
†C†i . 〨〲〳〱〩

さて，線形写像X 7→
∑d
i=1 CiXC

†
iはぴひ せ

∑d
i=1 CiXC

†
i そ 〽 ぴひ せX

∑d
i=1 C

†
iCiそ 〽 ぴひ せXそより，トレースを保

つので，ぴひ せR〃BR
†そ 6〽 〰であれば|x|2 〽 〱． ぴひ せR〃BR

†そ 6〽 〰は〃B > 〰より従う：

ぴひ せR〃BR
†そ 〽

D∑
k,l=1

せ〃B そll|Rkl|2 〨〲〳〲〩

であるので，ぴひ せR〃BR
†そ 〽 〰ならばR 〽 〰であるがこれはR 6〽 〰に反する．

次にRがユニタリーに取ることができることを示す．
∑d
i=1 C

†
iCi 〽 〱Dより

R†R 〽

d∑
i=1

R†C†iCiR 〽 |x|2
d∑
i=1

B†iR
†RBi 〽

d∑
i=1

B†iR
†RBi 〨〲〳〳〩

であるが， {Bi1 · · ·BiL0
}i1,...,iL0

がD×D行列を張る仮定より，命題〲〮〹よりBiはブロックが一つの標準

的ごぉ〭きぐこである．よって，〱Dは線形写像X 7→
∑d
i=1B

†
iXBiの固有値〱なる唯一の固有ベクトルである

ため，z ∈ C, z 6〽 〰として

R†R 〽 z〱D 〨〲〳〴〩

〲〳



である．このとき

z 〽
〱

D
ぴひ せR†Rそ > 〰 〨〲〳〵〩

であるので，zは正の実数である．

まR 〽
〱√
z
R 〨〲〳〶〩

と規格化すると まRはユニタリーであり，

まRBi 〽
〱

x
Ci まR, i 〽 〱, . . . , d 〨〲〳〷〩

を満たす．

以上より，あるユニタリ行列U ∈ U〨D〩とU〨〱〩位相eiθが存在して，

Bi 〽 eiθUCiU
† てはひ i 〽 〱, . . . , d 〨〲〳〸〩

が示された．�

ユニタリ行列Uと，U〨〱〩位相eiθの一意性についてはせ〸そに簡単な証明がコメントされており，以下
の性質を用いる．

条件C2： E〨X〩 〽
∑
iA
†
iXAiのスペクトル半径をrとする．線形写像Eの絶対値がrの固有値の数

はrのひとつのみ．（縮退もなしに注意．）

条件ぃ〱と条件ぃ〲が同値であることがせ〹そで証明されている．条件ぃ〲ならば条件ぃ〱であることは，
せ〱そのがづねねち 〵〮〲で証明されており，L0の評価については絶対値が２番目に大きいEの固有値をλ2とす
ると，L0 ∼ O〨づへば 1

|λ2| 〩であるとせ〹そにコメントされている．（自分ではせ〱その証明は確認していない．）

せ〹そによるL0の評価は一般的にL0 ∼ O〨D4〩であるらしく，次節でせ〹その証明を追う．

Theorem 2.13 〨せ〸そ〩. UはU〨〱〩位相を除き一意的であり，eiθは一意的．

（証明）



3 条件C1と条件C2が同値であること

せ〹その証明を追う．

トレースを保存するぃぐ（っはねばぬづぴづぬべ ばはびどぴどぶづ）線形写像E 〺 CD×D → CD×Dを量子チャンネルと呼
ぶ．

〲〴



注意として，
∑
iA
†
iAi 〽 〱Dが成立するとき，∑

i

ぴひ せAiXA
†
i そ 〽

∑
i

ぴひ せXA†iAiそ 〽 ぴひ せXそ 〨〲〳〹〩

であるので，X 7→
∑
iAiXA

†
iは量子チャンネルである．逆にぃぐ線形写像X 7→

∑
iAiXA

†
iがトレース

を保存するとき，X 〽 |k〉 〈l|として，任意のk, lについて〈l|
∑
iA
†
iAi|k〉 〽 δklであるから，

∑
iA
†
iAi 〽

〱Dである．

かひちふび演算子{Ak ∈ CD×D}k=1,...,dによって与えられる量子チャンネルを

EA〨X〩 〽

d∑
k=1

AkXA
†
k 〨〲〴〰〩

と書く． Sn〨A〩 ⊂ CD×Dを

Sn〨A〩 〽 こばちの〨{Ak1 · · ·Akn}k1,...,kn〩, 〨〲〴〱〩

つまり，任意のk1, . . . , knに対する積Ak1 · · ·Aknによって張られる部分空間とする． |φ〉 ∈ CDに対し
て，

Hn〨A, φ〩 〺〽 Sn〨A〩 |φ〉 ⊂ CD, 〨〲〴〲〩

つまり，Ak1 · · ·Akn |φ〉によって張られる部分空間，と定義する．

EnA〨X〩 〽
∑

k1,...,kn

Ak1 · · ·AknX〨Ak1 · · ·Akn〩† 〨〲〴〳〩

より

EnA〨|φ〉 〈φ|〩 〽
∑

k1,...,kn

Ak1 · · ·Akn |φ〉 〨Ak1 · · ·Akn |φ〉〩† 〨〲〴〴〩

であるので，一般論より，

ひちのにせEnA〨|φ〉 〈φ|〩そ 〽 つどねHn〨A, φ〩. 〨〲〴〵〩

以下，量子チャンネルの３つのクラスを定義する．

Definition 3.1 〨〨ち〩 ばひどねどぴどぶづ〩. 量子チャンネルEがばひどねどぴどぶづとは，ある自然数nが存在して任意の
非ゼロのベクトル|φ〉 ∈ CDに対してHn〨A, φ〩 〽 CDなるとき．この条件を満たす最小のnをq〨EA〩と
書く．

次の３点に注意する．

n ≥ q〨EA〩のとき，任意の|φ〉 6〽 〰に対してHn〨A, φ〩 〽 CD．

（証明）量子チャンネルがばひどねどぴどぶづであるとき，任意の|φ〉 6〽 〰に対して，あるk ∈ {〱, . . . , d}が存
在してAk |φ〉 6〽 〰であることに注意する．仮にある|φ〉 6〽 〰が存在して任意のk 〽 〱, . . . dに対し
てAk |φ〉 〽 〰であれば，Sn〨A〩 |φ〉 〽 CDに反する．よって，任意の|φ〉 6〽 〰に対してkn+1が存在し
てSn〨A〩Akn+1

|φ〉 〽 CDであるので，

Sn〨A〩Akn+1 |φ〉 〽 {Ak1 · · ·AknAkn+1 |φ〉}k1,...,kn 〽 CD 〨〲〴〶〩

であるので，Sn〨A〩Akn+1 |φ〉 ⊂ Sn+1〨A〩 |φ〉 〽 CDが成立する．�

〲〵



n ≥ q〨EA〩のとき，任意の密度行列ρに対してEnA〨ρ〩はフルランク．

（証明）任意の密度行列ρ 〽
∑
k pk |k〉 〈k| , pk ≥ 〰に対して，EnA〨ρ〩 〽

∑
k pkEnA〨|k〉 〈k|〩であり，n ≥

q〨EA〩であればEnA〨|k〉 〈k|〩は半正定値かつフルランク，つまり正定値であるので，正定値行列の和は正
定値であるので，EA〨ρ〩も正定値，つまりフルランク．�

EAがばひどねどぴどぶづであれば，任意の自然数pに対してEpAもばひどねどぴどぶづ．

（証明）〨EpA〩n 〽 EnpA より，np ≥ q〨EA〩ならば任意の|φ〉に対してSn〨A〩 |φ〉 〽 CDであるので，q〨EpA〩はq〨EA〩/p以
上の最小の整数．�

Definition 3.2 〨〨ぢ〩 づぶづのぴふちぬぬべ てふぬぬ かひちふび ひちのに〩. 量子チャンネルEがづぶづのぴふちぬぬべ てふぬぬ かひちふび ひちのにと
は，ある自然数nが存在してSn〨A〩 〽 CD×Dなるとき．この条件を満たす最小のnをi〨A〩と書く．

条件ぃ〱に対応する．証明済みの事実，n ≥ i〨A〩ならばSn〨A〩 〽 CD×Dに注意．

Definition 3.3 〨〨っ〩 びぴひはのでぬべ どひひづつふっどぢぬづ〩. 量子チャンネルEが びぴひはのでぬべ どひひづつふっどぢぬづとは，以下の２
点が成立するとき．

〨ど〩 EAの|λ| 〽 〱なる固有値は重複も含めてλ 〽 〱のみ．

〨どど〩 固有値λ 〽 〱なる固有ベクトルρは，正定値（ρ > 〰）．

条件ぃ〲に対応する． EAのλ 〽 〱なる固有ベクトルの正定値性は，きぐこの文脈では標準的ごぉ〭きぐこにお
いて各ブロックに課した条件であることに注意する．実際，ρが可逆である場合は{Ak}の不変部分空
間が存在し，Akをあるブロック対角化された行列で置き換えても状態|ψ〉が変化しなかった．

半正定値ρ ≥ 〰かつぴひ せρそ 〽 〱なる行列ρを密度行列と呼ぶ．量子チャンネルEAがばひどねどぴどぶづであると
き，

Proposition 3.4. q〨EA〩 ≤ i〨A〩.

（証明） n ≥ i〨A〩とする． Sn〨A〩 〽 CD×Dである．任意の|φ〉 ∈ CD, |φ〉 6〽 〰に対して， |φ〉を１
番目に含む正規直交基底を構成することができる．この基底において{ekl}Dk,l=1 ∈ Sn〨A〩を取ると，

{ek1 |φ〉}k=1,...,DはCDを張る．�

一般に，q〨EA〩 < i〨A〩である．つまり，Sn〨A〩が行列代数でない場合であっても，任意の|φ〉に対し
てSn〨A〩 |φ〉が任意のCDの元を張る場合がある．例を挙げると，d 〽 〳, D 〽 〲でAk∈{1,2,3} 〽 σk/

√
〳と

〲〶



する．
∑
k A
†
kAk 〽 〱2に注意． A1, A2, A3は線形独立なのでi〨A〩 > 〱だが，i〨A〩 〽 〲が成立．一方で，

|φ〉 〽 〨a, b〩Tに対して行列

〨σ1 |φ〉 , σ2 |φ〉 , σ3 |φ〉〩 〽
(
b −ib a
a ia −b

)
〨〲〴〷〩

の特異値をきちぴとづねちぴどっちで計算すると√
|a|2 〫 |b|2,

√
〲
√
|a|2 〫 |b|2 〨〲〴〸〩

よりフルランクであり，よってq〨EA〩 〽 〱．

Proposition 3.5. 量子チャンネルEAに対して，(a) primitive, (b) eventually full Kraus rank, (c)
strongly irreducible，は全て同値．

（証明） ρ ≥ 〰をEAの固有値〱のある固有ベクトルとする．（この段階で一意であることはわからない
ことに注意．） 〨ぢ〩⇒〨ち〩は既に示した．

〨ち〩⇒〨っ〩を示す． EAが びぴひはのでぬべ どひひづつふっどぢぬづでないと仮定すると，以下のいずれかが成立する．

〨ど〩 ρは非可逆．

〨どど〩 λ 〽 〱なるρでない固有ベクトルρ′が存在する．

〨どどど〩 |λ′| 〽 〱, λ′ 6〽 〱なる固有値が存在する．

さて〨ど〩であれば，任意のnに対してEnA〨ρ〩 〽 ρであるので，n ≥ q〨EA〩であればEnA〨ρ〩がフルランクであ
ることに反する．前節で示したように，〨どど〩ならば非可逆な固有ベクトルρが存在するので〨ど〩に帰着す
る． 〨どどど〩であれば，

〮〮〮せ〱その命題〳〮〳が必要．

〲〷



＠＠＠

量子チャンネルE 〺 CD×D → CD×Dに対して，

ω〨E〩 〽 〨どつ⊗ E〩〨《〩, 《 〽

D∑
i,j=1

|ii〉 〈jj| 〽
D∑

i,j=1

eij ⊗ eij , 〨〲〴〹〩

をぃとはど行列と呼ぶ．どつ 〺 CD×D → CD×Dは恒等写像である．

4 Peripheralスペクトル

せ〱〰その〶章より，ぐづひどばとづひちぬ （周辺と訳す？）スペクトルについて必要事項をまとめる．有限次元
のばはびどぴどぶづな線形写像の性質ついては，せ〱〱その〲章に良くまとまっている．本節の多くはせ〱〱その写し．
Aが半正定値であることを，A ≥ 〰と書く．

この節では特に断らない限りノルムは常にCdのユークリッドノルム

||x|| 〽

√√√√ n∑
j=1

|xj |2, x ∈ Cn, 〨〲〵〰〩

から誘導されるノルムとする．つまり，行列A ∈Mn〨C〩に対して，

||A|| 〺〽 びふば
||x||=1

||Ax|| 〽 びふば
||x||≤1

||Ax||, 〨〲〵〱〩

線形写像T 〺Mn〨C〩→Mn〨C〩に対して，

||T || 〺〽 びふば
||X||=1

||T 〨X〩|| 〽 びふば
||X||≤1

||T 〨X〩|| 〨〲〵〲〩

と定義する．

4.1 A ∈Mn(C)の性質

4.1. A ∈Mn〨C〩に対して，特異値をσ1, . . . , σnと書く．

||A|| 〽 ねちへ
j
σj . 〨〲〵〳〩

（証明）特異値分解をA 〽 USVとすると

びふば
||x||=1

||Ax|| 〽 びふば
||x||=1

||USV x|| 〽 びふば
||x||=1

||Sx|| 〽 ねちへ
j
σj 〨〲〵〴〩

より．�

4.2. ||Ax|| ≤ ||A||||x||.

〲〸



（証明） x 〽 〰のときは成立するので，x 6〽 〰とする． ||A|| 〽 びふばx 6=0 ||Ax||/||x|| ≥ ||Ax||/||x||より．�

4.3. ||AB|| ≤ ||A||||B||（劣乗法的）．

（証明）任意のxに対して||ABx|| ≤ ||A||||Bx|| ≤ ||A||||B||||x||より．�

Proposition 4.4. A ∈Mn〨C〩とする．

||A|| ≤ 〱 ⇔
(
I A
A† I

)
≥ 〰. 〨〲〵〵〩

（証明）特異値分解をA 〽 USVとすると(
I A
A† I

)
〽

(
I USV

V †SU† I

)
〽

(
U

V †

)(
I S
S I

)(
U†

V

)
〽

(
U

V †

)
〨
⊕
j

(
〱 σj
σj 〱

)
〩

(
U†

V

)
.

〨〲〵〶〩

よって行列

(
I A
A† I

)
の固有値は〱 ± σj , j 〽 〱, . . . , nであるので，

(
I A
A† I

)
が半正定値は， j 〽

〱, . . . , nに対してσj ≤ 〱と同値．よって||A|| ≤ 〱と同値．�

4.2 T : Mn(C)→Mn(C)の性質

以下，T 〺Mn〨C〩→Mn〨C〩は線形写像とする．

4.5. ||T 〨X〩|| ≤ ||T ||||X||.

（証明）X 〽 〰のときは成立するので，X 6〽 〰とする． ||T || 〽 びふばX 6=0 ||T 〨X〩||/||X|| ≥ ||T 〨X〩||/||X||よ
り．�

4.6. ||T1T2|| ≤ ||T1||||T2||（劣乗法的）．

（証明）任意のXに対して||T1〨T2〨X〩〩|| ≤ ||T1||||T2〨X〩|| ≤ ||T1||||T2||||X||より．�

Tがエルミート性を保つとは，X† 〽 X ⇒ T 〨X〩† 〽 T 〨X〩のとき．

4.7. T 〺Mn〨C〩→Mn〨C〩がエルミート性を保つとき，

T 〨X†〩 〽 T 〨X〩†. 〨〲〵〷〩

〲〹



（証明） X 〽 X+X†

2 〫 iX−X
†

2i 〽 A〫 iBと分解すると，

T 〨X〩† 〽 せT 〨A〫 iB〩そ† 〽 T 〨A〩† − iT 〨B〩† 〽 T 〨A〩− iT 〨B〩 〽 T 〨X†〩.� 〨〲〵〸〩

4.8. T 〺 Mn〨C〩 → Mn〨C〩がエルミート性を保つとき，Tの固有値は実であるか，複素共役な組で
ある．特に，実固有値なる固有ベクトルはエルミートに取ることができる．

（証明） T 〨X〩 〽 λXとする． Tは線形かつエルミート性を保つため，

λ∗X† 〽 T 〨X〩† 〽 T 〨
X 〫X†

〲
〩† 〫 T 〨

X −X†

〲
〩† 〽 T 〨

X 〫X†

〲
〩− T 〨X −X

†

〲
〩 〽 T 〨X†〩 〨〲〵〹〩

よりλ∗も固有値． λが実であればX 〫X†が固有値λの固有ベクトル．�

線形写像T 〺Mn〨C〩→Mn〨C〩がばはびどぴどぶづとは，Tが半正定値性を保つとき：

X ≥ 〰⇒ T 〨X〩 ≥ 〰. 〨〲〶〰〩

4.9. T 〺Mn〨C〩→Mn〨C〩がpositiveであるとき，Tはエルミート性を保つ．

（証明） Xが半正定値であればXはエルミートであるから．�

Tがふのどぴちぬとは，T 〨I〩 〽 Iなるとき．

以下ではばはびどぴどぶづな線形写像T 〺 CD×D → CD×Dのみ考える． ばはびどぴどぶづとは半正定値性を保つこと．
半正定値であればエルミートであるので，上記命題から固有値は実であるか，あるいは複素共役な
組．

Proposition 4.10 〨げふびびは〽いべづ〩. 線形写像T 〺Mn〨C〩→Mn〨C〩がpositiveかつunitalであるとき，

||T || 〽 〱. 〨〲〶〱〩

（証明） U ∈Mn〨C〩をユニタリ行列とする． U 〽
∑
j e
iθjPj 〬 P

†
j 〽 Pjと固有分解すると，(

I T 〨U〩
T 〨U〩† I

)
〽

( ∑
j T 〨Pj〩

∑
j e
iθjT 〨Pj〩∑

j e
−iθjT 〨Pj〩

∑
j T 〨Pj〩

)
〨〲〶〲〩

〽
∑
j

(
〱 eiθj

e−iθj 〱

)
⊗ T 〨Pj〩 ≥ 〰. 〨〲〶〳〩

よって命題〴〮〴より，||T 〨U〩|| ≤ 〱．さて任意の||X|| ≤ 〱に対して，特異値分解X 〽 Uつどちで〨σ1, . . . , σn〩Vに

おいて〰 ≤ σj ≤ 〱であるからσj 〽
eiθj+e−iθj

2 と置ける．すると

X 〽
〱

〲
U

e
iθ1

〮 〮 〮

eiθn

V 〫
〱

〲
U

e
−iθ1

〮 〮 〮

e−iθn

V 〽
U1 〫 U2

〲
〨〲〶〴〩

〳〰



と書くとU1, U2はユニタリー．すると，

||T 〨X〩|| ≤ ||T 〨U1〩||〫 ||T 〨U2〩||
〲

≤ 〱 〨〲〶〵〩

より||T || ≤ 〱〮 一方で，||T 〨I〩|| 〽 ||I|| 〽 〱より，||T || 〽 〱．�

Corollary 4.11. 線形写像T 〺Mn〨C〩→Mn〨C〩がpositiveであるとき，

||T || 〽 ||T 〨I〩||. 〨〲〶〶〩

（証明）P 〽 T 〨I〩 ≥ 〰と置く．Pが可逆であればT ′〨X〩 〽 P−1/2T 〨X〩P−1/2と定義するとT ′はばはびどぴどぶづ 4か
つふのどぴちぬ．よって||T ′|| 〽 〱〮 すると，

||T || 〽 びふば
||X||=1

||T 〨X〩|| 〽 びふば
||X||=1

||P 1/2T ′〨X〩P 1/2|| ≤ びふば
||X||=1

||T ′〨X〩||||P || 〽 ||P || 〽 ||T 〨I〩||. 〨〲〶〷〩

�

4.3 Peripheralスペクトル

Proposition 4.12 〨ぐひはばはびどぴどはの 〶〮〲 どの せ〱〰そ〩. T 〺 Mn〨C〩 → Mn〨C〩をpositive, unitalとする．
λが|λ| 〽 〱なるTの固有値であれば，Jordan細胞が1次元（幾何的重複度と代数学的重複度が一
致する）．

（証明） T 〨X〩をMn2〨C〩の元として行列表示する．

Tij,kl 〽 〈i|T 〨|k〉 〈l|〩|l〉 → Tp,q, p, q 〽 〱, . . . , n2. 〨〲〶〸〩

行列Tp,qをおはひつちの分解し，|λ| 〽 〱なる固有値λのおはひつちの細胞の次元> 〱を仮定して，おはひつちの細胞をJ〨λ〩 〽
λ〫Nと書く．すると，

J〨λ〩n 〽

n∑
j=0

(
n
j

)
λn−jN j . 〨〲〶〹〩

〨〱, 〲〩成分は

せJ〨λ〩nそ12 〽

n∑
j=0

(
n
j

)
λn−j せN j そ12 〽 nλn−1 〨〲〷〰〩

であり，n→∞で発散するので，〨〱, 〲〩成分を取り出すような行列Xによって下からぢはふのつすれば良い．
Pを可逆行列とし，

T 〽 P 〨J〨λ〩⊕ · · · 〩P−1 〨〲〷〱〩

とする．すると，

Tn 〽 P 〨J〨λ〩n ⊕ · · · 〩P−1 〨〲〷〲〩

4X,Y ≥ 0のとき，z†XYXz = (Xz)†Y (Xz) ≥ 0よりXYXも半正定値．

〳〱



X 〽 P 〨〰, 〱, 〰, · · · 〩Tとすると

Tn〨X〩 〽 P 〨nλn−1, λn, 〰, · · · 〩T . 〨〲〷〳〩

すると，

||Tn|| ≥ ||Tn〨X〩|| 〽 ||P 〨nλn−1, λn, 〰, · · · 〩T || ≥ ||P 〨nλn−1, λn, 〰, · · · 〩T ||max. 〨〲〷〴〩

性質||X|| ≥ ||X||max 〽 ねちへij |Xij |を用いた． Pは可逆行列であるので，積P 〨nλn−1, λn, 〰, · · · 〩Tは少な
くともひとつnに比例する項を含むので，||Tn|| → ∞となり，||Tn|| ≤ ||T ||n 〽 〱に矛盾する．�

〳〲





行列の空間CD×Dにおいて，（えどぬぢづひぴ〽こっとねどつぴ）内積を

〈A,B〉 〽 ぴひ せA†Bそ 〽
∑
ij

B∗ijAij , A,B ∈ CD×D 〨〲〷〵〩

で定める． CD×Dの元をCD2

の元とみなしたときのユークリッドノルムである．これから決まるノル
ム||A||F 〽

√
ぴひ せA†Aそをうひはぢづのどふびノルムと呼ぶ．

行列A ∈ CD×Dに対して無限大ノルムを

||A||∞ 〽 びふば
x6=0

||Ax||∞
||x||∞

〽 びふば
||x||∞=1

||Ax||∞, ||x||∞ 〽 ねちへ
i
|xi| 〨〲〷〶〩

で定める．

4.13. ||A||∞ 〽 ねちへi
∑
j |Aij |.

（証明） ||x||∞ 〽 〱のとき|xi| ≤ 〱に注意して，

|
∑
j

Aijxj | ≤
∑
j

|Aij |. 〨〲〷〷〩

等号は，Aijxj 〽 |Aij |なるよう|xj | 〽 〱の位相を選んだとき．よって，

びふば
||x||∞=1

ねちへ
i
|
∑
j

Aijxj | ≤ ねちへ
i

∑
j

|Aij | 〨〲〷〸〩

で，かつ等号が成立するxも存在する．�

4.14. ||Ax||∞ ≤ ||A||∞||x||∞.

（証明）

||Ax||∞ 〽 ねちへ
i
|
∑
j

Aijxj | ≤ ねちへ
i

∑
j

|Aij ||xj | ≤ ねちへ
i

∑
j

|Aij |||xj ||∞ 〽 ||A||∞||x||∞ 〨〲〷〹〩

より．�

4.15. 無限大ノルムは劣乗法的||AB||∞ ≤ ||A||∞||B||∞．

（証明）任意のxに対して||ABx||∞ ≤ ||A||∞||Bx||∞ ≤ ||A||∞||B||∞||x||∞より．�

線形写像T 〺 CD×D → CD×Dのスペクトルとは，Tの固有値の集合であり，固有値とは〨λ − T 〩が非
可逆であるようなλのこと．有限次元ではあるX ∈ CD×Dが存在してT 〨X〩 〽 λXと同値．スペクトル
は固有値の重複を含めないことに注意． Tのスペクトル半径%〨T 〩とは絶対値が最大の固有値のこと．

%〨T 〩 〽 ねちへ{|λ||λ ∈ こばづっ〨T 〩}. 〨〲〸〰〩

〳〳



線形写像T 〺 CD×D → CD×DがふのどぴちぬとはT 〨〱D〩 〽 〱Dが成立するとき． T 〺 CD×D → CD×Dがぴひちっづ〭
ばひづびづひぶどのでとは任意のX ∈ CD×Dに対してぴひ せT 〨X〩そ 〽 ぴひ せXそが成立するとき．

4.16. Tがunital ⇔ T †がtrace-preserving.

（証明）Tのエルミート共役T †は内積〈X,Y 〉 〽 ぴひ せX†Y そについて定義されている．つまり， 〈T 〨X〩, Y 〉 〽
ぴひ せT 〨X〩†Y そ 〽 ぴひ せX†T †〨Y 〩そ 〽 〈X,T †〨Y 〩〉が定義．よって，Tがふのどぴちぬであればぴひ せY そ 〽 ぴひ せT †〨Y 〩そよ
りT †はぴひちっづ〭ひづびづひぶどので．逆にT †がぴひちっづ〭ばひづびづひぶどのでであれば任意のY ∈ CD×Dに対してぴひ せT 〨〱D〩

†Y そ 〽
ぴひ せY そであるからT 〨〱D〩 〽 〱D．�

〳〴



A 線形代数

本文で証明なしに使う線形代数の事実について本節でまとめる．

A.1 〨ぇひちね行列〩. m個のベクトルの集合A 〽 〨v1, . . . , vm〩 ∈ Cnに対して， G 〽 A†A,Gij 〽

v†i vjをGram行列と呼ぶ． v1, . . . , vmが線形独立であることと，つづぴG > 〰が同値．

（証明） G 〽 A†Aはエルミートであり，z ∈ Cmに対してz†Gz 〽 ||Az||2 ≥ 〰であるので半正定値．
よってつづぴG ≥ 〰に注意． v1 . . . , vmが線形従属であることとつづぴG 〽 〰が同値であることを示せば良
い． v1, . . . , vmが線形従属であればx ∈ Cm, x 6〽 〰が存在して，Ux 〽 〰．よって，Gx 〽 A†Ax 〽 〰で
あるので，つづぴG 〽 〰．逆につづぴG 〽 〰を仮定するとx ∈ Cm, x 6〽 〰が存在してGx 〽 〰．すると，
x†Gx 〽 ||Ax||2 〽 〰よりAx 〽 〰．よってv1, . . . , vmは線形従属．�

A.2. v1, . . . , vm ∈ Cnが線形独立であれば，{viv†j}i,j=1,...,mは線形独立．

（証明）グラム・シュミットの正規直交化法により，

vi 〽

l∑
j=1

αijej , i 〽 〱, . . . , l, 〨〲〸〱〩

e†iej 〽 δij , 〨〲〸〲〩

αは上三角行列であって，対角成分は非ゼロ 〨〲〸〳〩

とできる．このとき〰 〽
∑l
i,j=1 cijviv

†
jと仮定すると，

∑l
i,j=1

∑l
k,m=1 cijαikα

∗
jmeie

†
j 〽 〰より，左か

らe†i 〬 右からejをかけることにより
∑l
k,m=1 cijαikα

∗
jm 〽 〰を得る．行列表示するとαT cα∗ 〽 〰であるが，

αは可逆であるので，c 〽 〰を得る．�

A.3. n成分ベクトルの集合{vi}Ni=1, {wi}Mi=1に対して
∑N
i=1 viv

†
i 〽

∑M
i=1 wiw

†
iが成立するとき，

{vi}Ni=1と{wi}Mi=1で張られる部分空間は一致する．

（証明）

A 〽

N∑
i=1

viv
†
i 〽

M∑
i=1

wiw
†
i 〨〲〸〴〩

と書く．行列Aは半正定値であるので，以下の固有分解を持つ．

A 〽

r∑
k=1

λkxkx
†
k, λk > 〰. 〨〲〸〵〩

ここで，λk > 〰のみ和を取ることに注意． r 〽 ひちのに〨A〩である． xkは正規直交集合x
†
kxl 〽 δklに取

ることができる． x1, . . . , xrにxr+1, . . . , xnを付け加えて，{xk}nk=1を正規直交基底とする． viを基
底{xk}nk=1で展開すると

vi 〽

n∑
k=1

〨x†kvi〩xk 〨〲〸〶〩

〳〵



であるが，k > rに対してx†kvi 〽 〰である．なぜならk > rに対してAxk 〽 〰より，

x†kAxk 〽

N∑
i=1

x†kviv
†
ixk 〽

N∑
i=1

|x†kvi|
2 〽 〰, k > r. 〨〲〸〷〩

よって，k > rのとき任意のi 〽 〱, . . . , Nに対してx†kvi 〽 〰〮 したがって，

vi 〽

r∑
k=1

〨x†kvi〩xk, i 〽 〱, . . . , N, 〨〲〸〸〩

と展開できる． まxk 〽
√
λkxkと置く．

vi 〽

r∑
k=1

cikまxk, i 〽 〱, . . . , N, 〨〲〸〹〩

と展開できる． 5 A 〽
∑r
k=1 まxkまx

†
kであるので，

r∑
k=1

まxkまx
†
k 〽

N∑
i=1

viv
†
i 〽

N∑
i=1

r∑
k,l=1

cikc
∗
ilまxkまx

†
l . 〨〲〹〰〩

{まxkまx†l }rk,l=1の線形独立性より

N∑
i=1

cikc
∗
il 〽 δkl, k, l 〽 〱, . . . , r 〨〲〹〱〩

である．つまり，c†c 〽 〱rである．同様にして，

wi 〽

r∑
k=1

dikまxk, i 〽 〱, . . . ,M, 〨〲〹〲〩

と展開でき，d†d 〽 〱rである．すると，

vi 〽

r∑
k=1

cikまxk 〽

r∑
k=1

せcd†dそikまxk 〽

r∑
k=1

M∑
j=1

せcd†そijdjkまxk 〽

M∑
j=1

せcd†そijwj , i 〽 〱, . . . , N, 〨〲〹〳〩

となり，任意のviは{wi}Mi=1で展開できる．逆に，任意のwiは{vi}Ni=1で展開できるので，主張を得る．
�

A.4 〨特異値分解〩. Mをm × n複素行列とする．行列Mのランクをrとする．以下の分解が存在す
る．

M 〽 U〃V †. 〨〲〹〴〩

ここで，U, VはU†U 〽 〱r, V
†V 〽 〱rを満たすそれぞれm × r, n × rの半ユニタリ行列であり，

〃 〽 つどちで〨λ1, . . . , λr〩は正の特異値λi > 〰のみを並べた対角行列である． U 〽 〨u1, . . . , ur〩, V 〽
〨v1, . . . , vr〩と書くと，

M 〽

r∑
i=1

λiuiv
†
i 〨〲〹〵〩

と書ける．

5付け足したゼロベクトル0 ∈ Cnに対して，展開係数cik = 0である．

〳〶



（証明）行列M†Mは半正定値行列であるので，ユニタリ行列で対角化できる．

M†M〨V1, V2〩 〽

(
〃2 O
O O

)
. 〨〲〹〶〩

ここで，〃2 〽 つどちで〨λ2
1, . . . , λ

2
r〩はM

†M正の固有値λ2
j > 〰を並べた対角行列であり，V1 〽 〨v1, . . . , vr〩は

対応する正規直交基底である． V2 〽 〨vr+1, . . . , vn〩はゼロ固有値の正規直交基底である． v†i vj 〽

δijはV
†
1 V1 〽 〱r． j > rに対してM†Mvj 〽 〰より，v†jM

†Mvj 〽 ||Mvj || 〽 〰〬 つまり，Mvj 〽 〰, j > rに

注意する．つまり，MV2 〽 〰である． uj 〽
1
λj
Mvj , j 〽 〱, . . . , rを導入する． u†iuj 〽 v†iM

† 1
λi

1
λj
Mvj 〽

δijはU
†
1U1 〽 〱r〮 〃 〽 つどちで〨λ1, . . . , λr〩, λj > 〰とする． U1 〽 〨u1, . . . , ur〩 〽 MV1〃

−1と書くと，欲しい
関係式

U1〃V
†
1 〽MV1〃

−1〃V †1 〽MV1V
†
1 〽M〨〱n − V2V

†
2 〩 〽M 〨〲〹〷〩

を得る． �

A.5. 行列A ∈ Cn×mのランクと行列AA†, A†Aのランクは一致する．

（証明） Aのランクをrとすると，〃をr × r正定値対角行列として，Aの特異値分解は

A 〽 U〃V 〨〲〹〸〩

の形．するとAA†, A†Aの特異値分解

AA† 〽 U〃V V †〃U† 〽 U〃2U†, 〨〲〹〹〩

A†A 〽 V †〃U†U〃V 〽 V †〃2V 〨〳〰〰〩

が得られる．よってAA†, A†Aのランクはr．�

A.6. m個のベクトルの集合v1, . . . , vm ∈ Cnに対して， こばちの〨v1, . . . , vm〩の次元と行列
∑m
i=1 viv

†
iの

ランクは一致する．

（証明） せAA†そij 〽
∑
k AikA

∗
jk 〽

∑
kせvkそiせvkそ

∗
jより．�

A.7 〨こっとねどつぴ分解〩. H1,H2をそれぞれつどねH1 〽 n ≥ m 〽 つどねH2なるHilbert空間とする．状
態w ∈ H1 ⊗H2に対して，以下の分解が存在する．

w 〽

r∑
i=1

λiui ⊗ vi. 〨〳〰〱〩

ここで，λiは実でλi ≥ 〰であり，{λi}ri=1は集合として一意． rは“ランク”． u1, . . . , urは〨ui, uj〩 〽
δijを満たし， v1, . . . , vrは〨vi, vj〩 〽 δijを満たす．（つまり，正規直交集合．）

（証明） H1,H2の正規直交基底をひとつ選び，それぞれ{ei}ni=1, {fi}mi=1とする．

w 〽
∑
i,j

Mijei ⊗ fj 〨〳〰〲〩

〳〷



と展開する． n×m行列Mに対して，特異値分解を実行する．

M 〽

r∑
i=1

λiuiv
†
i , 〨〳〰〳〩

λi > 〰, u†iuj 〽 δij , v†i vj 〽 δij . 〨〳〰〴〩

r 〽 ひちのに〨M〩である．すると，

w 〽
∑
i,j

r∑
a=1

λaせuaそiせvaそ
∗
jei ⊗ fj 〽

r∑
a=1

λaua ⊗ va. 〨〳〰〵〩

ここで，

ua 〽
∑
i

せuaそiei, va 〽
∑
j

せvaそ
∗
jfj , 〨〳〰〶〩

と定義した．

〨ua, ub〩 〽
∑
ij

〨せuaそiei, せubそjej〩 〽
∑
i

せuaそ
∗
i せubそi 〽 u†aub 〽 δab, 〨〳〰〷〩

〨va, vb〩 〽
∑
ij

〨せvaそ
∗
i fi, せvbそ

∗
jfj〩 〽

∑
i

せvaそiせvbそ
∗
i 〽 v†bva 〽 δba, 〨〳〰〸〩

であるので，{u1, . . . , ur}, {v1, . . . , vr}はそれぞれH1,H2の正規直交集合． �

B VidalによるMPSの導出

ざどつちぬによるきぐこの導出せ〲その証明を追う．

まず準備として，サイト〱, . . . , Nの任意の２分割A 〺 Bに対してこっとねどつぴ分解（こい）

|φ〉 〽
χA∑
a=1

λa |φ[A]
a 〉 |φ[B]

a 〉 〨〳〰〹〩

が存在することに注意する．ここで，λa > 〰であり，{|φ[A]
a 〉}χAa=1, {|φ

[B]
a 〉}χBa=1はぞれぞれHA,HBの正規

直交集合．従って，

〈φ[A]
A |ψ〉 〽 λa |φ[B]

a 〉 〨〳〱〰〩

である．

• こっとねどつぴベクトル|φ[A]
a 〉は部分密度行列ρ[A] 〽 ぴひB |ψ〉 〈ψ|の固有値λ2

a > 〰なる規格化された固有ベ
クトルである．

実際，こいを用いると，

ρ[A] 〽

χA∑
a=1

λ2
aぴひB

(
|φ[A]
a 〉 〈φ[A]

a | ⊗ |φ[B]
a 〉 〈φ[B]

a |
)

〨〳〱〱〩

であるが，|φ[B]
a 〉は正規直交集合であるから，

ρ[A] 〽

χA∑
a=1

λ2
a |φ[A]

a 〉 〈φ[A]
a | 〨〳〱〲〩

〳〸



である．

χ 〺〽 ねちへ
A

χA 〨〳〱〳〩

は状態|ψ〉のエンタングルメントを測る．分割せ〱 · · · lそ 〺 せ〨l 〫 〱〩 · · ·N そにおけるこいを

|ψ〉 〽
χl∑
al=1

λ[l]
al
|φ[1···l]
al
〉 |φ[(l+1)···N ]

al
〉 〨〳〱〴〩

と書く．

サイト〱と〲, . . . , Nに対してこっとねどつぴ分解（こい）を実行すると，

|ψ〉 〽
χ1∑
a1=1

λ[1]
a1 |φ

[1]
a1 〉 |φ

[2···N ]
a1 〉 〨〳〱〵〩

を得る． |ψ〉の規格化より，
∑
a〨λ

[1]
a 〩2 〽 〱に注意． |φ[1]

a 〉をH1の基底|i1〉における展開を

|φ[1]
a 〉 〽

∑
i1

　[1]i1
a |i1〉 ,

∑
i1

せ　[1]i1
a そ∗　

[1]i1
b 〽 δab, 〨〳〱〶〩

と書くと，

|ψ〉 〽
∑
i1,a1

　[1]i1
a1 λ[1]

a1 |i1〉 |φ
[2···N ]
a1 〉 . 〨〳〱〷〩

次に|φ[2···N ]
a1 〉をH2の基底で展開する．

ぉつ 〽 〱H2
⊗ · · · 〱HN 〽

∑
i2

|i2〉 〈i2| ⊗ 〱H3
⊗ · · · 〱HN 〨〳〱〸〩

に注意して，

|φ[2···N ]
a1 〉 〽

∑
i2

|i2〉 〈i2|φ[2···N ]
a1 〉 〽

∑
i2

|i2〉 |τ [3···N ]
a1i2

〉 , |τ [3···N ]
a1i2

〉 〽 〈i2|φ[2···N ]
a1 〉 . 〨〳〱〹〩

• 状態|τ [3···N ]
a1i2

〉は こっとねどつぴベクトル{|φ[3···N ]
a 〉}χ2

a=1によって展開できる〮

これを示すには，縮約密度行列ρ[3···N ]を２通りの方法で表示する． |φ[2···N ]
a1 〉の展開より，

ρ[2···N ] 〽

χ1∑
a1=1

〨λ[1]
a1 〩

2 |φ[2···N ]
a1 〉 〈φ[2···N ]

a1 | 〽
χ1∑
a1=1

d∑
i2,j2=1

〨λ[1]
a1 〩

2 |i2〉 |τ [3···N ]
a1i2

〉 〈τ [3···N ]
a1j2

| 〈j2| 〨〳〲〰〩

より，

ρ[3···N ] 〽 ぴひ 2ρ
[2···N ] 〽

χ1∑
a1=1

d∑
i2=1

〨λ[1]
a1 〩

2 |τ [3···N ]
a1i2

〉 〈τ [3···N ]
a1j2

| . 〨〳〲〱〩

一方で，

ρ[3···N ] 〽

χ2∑
a2=1

〨λ[2]
a2 〩

2 |φ[3···N ]
a2 〉 〈φ[3···N ]

a2 | 〨〳〲〲〩

〳〹



である．

|まφ[3···N ]
a2 〉 〽 λ[2]

a2 |φ
[3···N ]
a2 〉 , 〨〳〲〳〩

|まτ [3···N ]
a1i2

〉 〽 λ[1]
a1 |τ

[3···N ]
a1i2

〉 〨〳〲〴〩

と書くと

χ1∑
a1=1

d∑
i2=1

|まτ [3···N ]
a1i2

〉 〈まτ [3···N ]
a1j2

| 〽
χ2∑
a2=1

|まφ[3···N ]
a2 〉 〈まφ[3···N ]

a2 | 〨〳〲〵〩

である．よって補題ぁ〮〳より，{|まφ[3···N ]
a2 〉}a2=1,...,χ2

の張る部分空間と{|まτ [3···N ]
a1i2

〉}a1=1,...,χ1,i2=1,...,dの張る

部分空間は一致する．

|τ [3···N ]
a1i2

〉の|まφ[3···N ]
a2 〉 〽 λ

[2]
a2 |φ

[3···N ]
a2 〉による展開係数を　

[2]i2
a1a2と書く：

|τ [3···N ]
a1i2

〉 〽
χ2∑
a2=1

　[2]i2
a1a2λ

[2]
a2 |φ

[3···N ]
a2 〉 . 〨〳〲〶〩

すると，

|ψ〉 〽
χ1∑
a1=1

λ[1]
a1 |φ

[1]
a1 〉 |φ

[2···N ]
a1 〉 〨〳〲〷〩

〽

d∑
i1,i2=1

χ1∑
a1=1

λ[1]
a1　

[1]i1
a1 |i1〉 |i2〉 |τ

[3···N ]
a1i2

〉 〨〳〲〸〩

〽

d∑
i1,i2=1

χ1∑
a1=1

χ2∑
a2=1

　[1]i1
a1 λ[1]

a1　
[2]i2
a1a2λ

[2]
a2 |i1〉 |i2〉 |φ

[3···N ]
a2 〉 . 〨〳〲〹〩

同様にして，

|ψ〉 〽
d∑

i1,...,iN−1=1

χ1∑
a1=1

· · ·
χN−1∑
aN−1=1

　[1]i1
a1 λ[1]

a1　
[2]i2
a1a2λ

[2]
a2 · · ·　

[N−1]iN−1
aN−2aN−1

λ[N−1]
aN−1

|i1〉 |i2〉 · · · |iN−1〉 |φ[N ]
aN−1

〉 . 〨〳〳〰〩

最後は

|φ[N ]
aN−1

〉 〽
d∑

iN=1

　[N ]iN
aN−1

|iN 〉 〨〳〳〱〩

と展開して以下を得る．

|ψ〉 〽
d∑

i1,...,iN=1

χ1∑
a1=1

· · ·
χN−1∑
aN−1=1

　[1]i1
a1 λ[1]

a1　
[2]i2
a1a2λ

[2]
a2 · · ·　

[N−1]iN−1
aN−2aN−1

λ[N−1]
aN−1

　[N ]iN
aN−1

|i1 · · · iN 〉 . 〨〳〳〲〩

C CPマップとChoiの定理

ぃとはどの定理 せ〵その証明をメモする．

正方行列Aが半正定値であるとは，任意のz ∈ Cnに対してz†Az ≥ 〰とき． Aが半正定値であれば，
Aはエルミートに注意する． 6

6より一般に，任意のz ∈ Cnに対してz†Az ∈ RであればAはエルミートである（https://math.stackexchange.com/

questions/267300/positive-definite-matrix-must-be-hermitian）：任意のz ∈ Cnに対して，

z†Az = (z,Az) = (A†z, z) = (z,A†z)∗ = (z,A†z) (333)

〴〰

https://math.stackexchange.com/questions/267300/positive-definite-matrix-must-be-hermitian
https://math.stackexchange.com/questions/267300/positive-definite-matrix-must-be-hermitian


Cn×nをn × n複素行列全体の空間とする．線形写像〈 〺 Cn×n → Cm×mがpositiveであるとは，A ∈
Cn×nが半正定値であれば〈〨A〩 ∈ Cm×mも半正定値であるとき．つまり，〈が半正定値性を保つと
きを言う． 〈 ⊗ 〱p 〺 Cn×n ⊗ Cp×p → Cm×m ⊗ Cp×pを自然に定義する．つまり，Cn×n値p × p行
列A 〽 〨Aj,k〩1≤j,k≤p 〽 〨〨せAj,kそi,l〩1≤i,l≤n〩1≤j,k≤pに対して，Cm×m値p× p行列の成分を〈〨Aj,k〩として定
義する．つまり，

〈⊗ 〱p 〺

A1,1 · · · A1,p

〮〮〮
〮〮〮

Ap,1 · · · Ap,p

 7→
〈〨A1,1〩 · · · 〈〨A1,p〩

〮〮〮
〮〮〮

〈〨Ap,1〩 · · · 〈〨Ap,p〩

 . 〨〳〳〴〩

任意の自然数pに対して〈⊗ 〱pがばはびどぴどぶづであるとき，〈をcompletely positiveと言う．ぃぐと略す．

Vをn × m行列とすると，半正定値行列Aに対して， 〨V †AV 〩† 〽 V †AVかつ，z ∈ Cmに対し
てz†V †AV z 〽 〨V z〩†A〨V z〩 ≥ 〰であるので，〈V 〨A〩 〺〽 V †AVはばはびどぴどぶづ．さらに，〈Vはぃぐである：
Cn×n値p× p行列〨Aa,b〩1≤a,b≤pを半正定値とする．つまり，任意のz⊗w 〽 〨ziwa〩 ∈ Cn⊗Cpに対して，

〨z ⊗ w〩†〨Aa,b〩1≤a,b≤p〨z ⊗ w〩 〽 〨z†Aa,bz〩w
∗
awb ≥ 〰 〨〳〳〵〩

とする． 7 このとき，〨〈V ⊗ 〱p〩〨〨Aa,b〩1≤a,b≤p〩 〽 〨V †Aa,bV 〩1≤a,b≤pであるが，z ⊗w ∈ Cm ⊗Cpに対し
て，

〨z ⊗ w〩†〨V †Aa,bV 〩1≤a,b≤p〨z ⊗ w〩 〽 〨z†V †Aa,bV z〩w
∗
awb 〽 〨〨V z〩†Aa,b〨V z〩〩w

∗
awb ≥ 〰 〨〳〳〸〩

より．同様に，V1, . . . , Vdをn×m行列の集合としたとき， 〈{Vi}〨A〩 〺〽
∑
i V
†
i AViもぃぐである：

〨z ⊗ w〩†〨
∑
i

V †i Aa,bVi〩1≤a,b≤p〨z ⊗ w〩 〽
∑
i

〨z†V †i Aa,bViz〩w
∗
awb 〽

∑
i

〨〨Viz〩
†Aa,b〨Viz〩〩w

∗
awb ≥ 〰 〨〳〳〹〩

より．

逆が成立する．

Theorem C.1 〨せ〵そ〩. 〈がCPであることと，〈〨A〩 〽
∑
i V
†
i AViと書けることは同値．

（証明） n× n行列Ejkをjk成分のみ〱で他はゼロ，つまり，せEjkそj′k′ 〽 δjj′δkk′と定義する．

一般に，〱 × nm行列vに対してvをn個のブロックに分解することによりn ×m行列Vに対応させる
ことができる：

v 〽 〨x1, . . . , xn〩, xj 〽 〨〨xj〩1, . . . , 〨xj〩m〩, 〨〳〴〰〩

Vij 〽 〨xi〩j . 〨〳〴〱〩

このとき，

せV †EjkV そpq 〽 V †prせEjkそrsVsq 〽 〨x∗r〩pδjrδks〨xs〩q 〽 〨x∗j 〩p〨xk〩q 〽 せx†jxkそpq, 〨〳〴〲〩

より，任意のz ∈ Cnに対して(z, (A − A†)z) = 0. B = A − A†と置く． z = x + kyと置くと，任意のx, y ∈ Cn, k ∈ Cに対し
て，(x + ky,B(x + ky)) = k∗(y,Bx) + k(x,By) = 0． k = 1, iと置いて(y,Bx) + (x,By) = 0かつ(y,Bx)− (x,By) = 0．よ
って，任意のx, y ∈ Cnに対して(y,Bx) = 0よりB = 0．

7エルミート共役は，

[[A†]a,b]i,j = ([Ab,a]j,i)
∗ = [[Ab,a]†]i,j . (336)

(z∗i [Aa,b]i,jzjw
∗
awb)∗ = zi([Aa,b]i,j)∗z∗jwaw

∗
b = z∗i ([Ab,a]j,i)

∗zjw
∗
awb (337)

より，z∗i [Aa,b]i,jzjw
∗
awbが実に注意． Aのエルミート条件に矛盾がない．

〴〱



つまり，

V †EjkV 〽 x†jxk ∈ Cm×m. 〨〳〴〳〩

すると，m×m行列値n× n行列〨V †EjkV 〩1≤j,k≤nは，

〨V †EjkV 〩1≤j,k≤n 〽


x1x
†
1 · · · x1x

†
n

〮〮〮
〮〮〮

xnx
†
1 · · · xnx

†
n

 〽 vv†. 〨〳〴〴〩

以下に注意する．

• n× n行列値n× n行列〨Ejk〩1≤j,k≤nは半正定値．

エルミート性は，E†j,k 〽 Ek,jより．またz ⊗ w 〽 〨ziwa〩 ∈ Cn ⊗ Cnに対して，

〨z ⊗ w〩†〨Ejk〩1≤j,k≤n〨z ⊗ w〩 〽
∑
j,k

〨z†Ejkz〩w
∗
jwk 〽

∑
j,k

z∗j zkw
∗
jwk 〽 |

∑
j

zjwj |2 ≥ 〰. 〨〳〴〵〩

さて，〈 〺 Cn×n → Cm×mがぃぐと仮定すると，m×m行列値n× n行列〨〈〨Ejk〩〩1≤j,k≤nは半正定値で
あるので，〨〈〨Ejk〩〩1≤j,k≤nをnm× nm行列として固有分解すると

〨〈〨Ejk〩〩1≤j,k≤n 〽

nm∑
i=1

λiv
†
i vi 〨〳〴〶〩

と書くことができる． λiは実でλi ≥ 〰である． viは〱× nm行列である．さらにλiを固有ベクトルに吸
収して，

〨〈〨Ejk〩〩1≤j,k≤n 〽
∑
i

v†i vi 〨〳〴〷〩

と書くことができる．ここで，λi 〽 〰なる固有ベクトルの和を取らないことを，
∑
iと略記している．

上で示した結果を用いると，viに対応するn×m行列をViと書くと，

〨〈〨Ejk〩〩1≤j,k≤n 〽

nm∑
i=1

〨V †i EjkVi〩1≤j,k≤n. 〨〳〴〸〩

よって，m×m行列値n× n行列の成分毎に

〈〨Ejk〩 〽

nm∑
i=1

V †i EjkVi 〨〳〴〹〩

が成立する．つまり，任意のC値n× n行列AはA 〽 ajkEjkと分解できるから，〈の線形性より，

〈〨A〩 〽
∑
jk

ajk〈〨Ejk〩 〽
∑
jk

ajk
∑
i

V †i EjkVi 〽
∑
i

V †i AVi. 〨〳〵〰〩

よって主張を得る．�

上の証明はm × m行列値n × n行列〨〈〨Ejk〩〩1≤j,k≤nの半正定値性のみを用いており，〈〨A〩 〽∑
i V
†
i AViであればぃぐであるので，以下を得る．

〴〲



Theorem C.2 〨せ〵そ〩. 〈 〺 Cn×n → Cm×mを線形写像とする． 〈がCPであることと，m ×m行列
値n× n行列〨〈〨Ejk〩〩1≤j,k≤nが半正定値であることは同値．

〈〨A〩 〽
∑
i V
†
i AViなる分解において，行列の集合{Vi}は一意でない．ある程度の一意性を示すに

は，{Vi}`i=1がベクトル空間Cn×mとして線形独立であることを課す．（線形独立に選ぶことができるこ
とは，固有分解であることから明らか．）このとき，表示〈〨A〩 〽

∑`
i=1 V

†
i AViは以下の意味で標準的

（っちのはのどっちぬ）．

Theorem C.3 〨せ〵そ〩. n × m行列の集合{Vi}li=1を線形独立とし，〈〨A〩 〽
∑l
i=1 V

†
i AViとする．

n×m行列の集合{Wp}l
′

p=1に対して，〈〨A〩 〽
∑l′

p=1W
†
pAWp であることと，l

′ × l等長行列µ, µ†µ 〽

〱lが存在してWp 〽
∑l
i=1 µpiViなることが同値．さらに{Wp}l

′

p=1が線形独立である場合は，l 〽 l′で

あり，µはユニタリ行列．

（証明）十分性は自明であるので，必要性のみ示す． vi, i 〽 〱, . . . , lをViに対応する〱 × nm行列と
し， wp, p 〽 〱, . . . , l′をWpに対応する〱× nm行列とする．

l′∑
p=1

w†pwp 〽 〨〈〨Ejk〩〩1≤j,k≤n 〽

l∑
i=1

v†i vi 〨〳〵〱〩

なので，補題ぁ〮〳より

w†p 〽

l∑
i=1

µ∗piv
†
i , p 〽 〱, . . . , l′ 〨〳〵〲〩

と展開できる．つまり，

Wp 〽

l∑
i=1

µpiVi, p 〽 〱, . . . , l′. 〨〳〵〳〩

さて{v†i }li=1は線形独立であるので，{v
†
i vj}li,j=1も線形独立．すると，

l∑
i=1

v†i vi 〽

l′∑
p=1

w†pwp 〽

l′∑
p=1

l∑
i,j=1

µ∗piµpjv
†
i vj 〨〳〵〴〩

より，v†i vjの線形独立性より

l′∑
p=1

µ∗piµpj 〽 δij 〨〳〵〵〩

が従う．つまりµ†µ 〽 〱lであり，µは等長行列．

w1, . . . , wl′も線形独立であれば上記補題よりl 〽 l′であるので，µはユニタリ行列．�

D 有限次元Krein–Rutmanの定理

まず，以下に注意する．

〴〳



半正定値行列の和は半正定値．

なぜなら，A,Bを半正定値とすると，z ∈ Cnに対して，z†〨A〫 B〩z 〽 z†Az 〫 z†Bz ≥ 〰より．同様
にして，

正定値行列と半正定値行列の和は正定値．

E 検討していない事項

• せ〱そにおける，状態がぜばふひづ〢であることの定義．特に，ぃぐマップE , E†のλ 〽 〱なる固有ベクトル
が，共に正定値まで課すかどうか．そもそも，ぜばふひづ びぴちぴづ〢の数学的定義は存在する？存在した
として，ブロックがひとつの標準的ごぉ〭きぐこのクラスと，どれくらい異なる？

• 有限次元かひづどの〽げふぴねちのの定理の証明．

• 標準的ごぉ〭きぐこの「ブロックがひとつ」であることの数学的定義．不変部分空間の非存在で良
い？転送行列の固有ベクトルの正定値性との関係は？

• せ〳その定理７の仮定，「標準的くあぃ〭きぐこ表現の一意性」は仮定として必要？
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