
Z2対称性のある１次元スピン系の断熱ポンプとBerry位相

塩崎　謙

August 25, 2022

Abstract

Z2対称性が存在するスピン鎖の断熱ポンプにおける，Berry位相の計算メモ．

1 スピン系，Z2対称性

模型は[1]
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である．

U2π =

{
Id (untwisted),
−Id (twisted),

(4)

に注意． Z2対称性は

V =
∏
j

σxj . (5)

規格化された基底状態は，

|Ψθ〉 = Uθ |Ψ0〉 , |Ψ0〉 =
1

2L/2

∑
σ1,...,σL

|σ1σ2 · · ·〉 . (6)

Uθの周期性より，

|Ψ2π〉 =

{
|Ψ0〉 (untwisted),
− |Ψ0〉 (twisted),

(7)

に注意．パッチ変換からの位相はBerry位相に寄与することに注意．一方で，接続からの寄与もある．

exp

∫ 2π

0

〈Ψθ|dΨθ〉 = exp

∫ 2π

0

〈Ψ0|U†θdUθ|Ψ0〉 (8)

= eπi〈Ψ0|Ndw|Ψ0〉. (9)

よって，基底状態|Ψ0〉における磁壁の個数演算子Ndwの期待値を計算すれば良い．並進対称性とZ2の
ゲージ対称性σxj |Ψ0〉 = |Ψ0〉より，

〈Ψ0|σzjσzj+1|Ψ0〉 = 0 (10)
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であるので，各リンクにおける磁壁は期待値は1/2である．よって，境界条件に依存せず，

〈Ψ0|Ndw|Ψ0〉 =
L

2
(11)

となる．パッチ変換の寄与とまとめると，Berry位相は

eiγ =

{
iL (untwisted),
−iL (twisted),

(12)

となり，比が−1に量子化する．
Berry位相の比は一般には量子化せず，L → ∞において量子化すると期待できる．量子化しないフ

ェルミオン系の例は[2]で与えた．ここでは対応するスピン系の模型で計算する．模型は，r > 0とし
て，規格化定数を別にして，

|Ψ0〉 =
1√
N(r)

∑
σ1,...,σL

rNdw/2 |σ1σ2 · · ·〉 (13)

と，磁壁に重みr1/2をつける． N(r)は規格化定数であり，

N(r) =
∑

σ1,...,σL

〈σ1σ2 · · · |rNdw |σ1σ2 · · ·〉 . (14)

L個のリンクにl個の磁壁を配置する方法は

(
L
l

)
通りであり，スピンの反転で2倍であるから，周期境

界条件の場合は偶数個，ねじれ境界条件の場合には奇数個の磁壁が存在するため，

N(r) =
∑

l∈even/odd

2

(
L
l

)
rl = (1 + r)L ± (1− r)L (15)

となる． N(r)を用いて，磁壁の個数の期待値は以下のように計算できる．

〈Ψ0|Ndw|Ψ0〉 =
rN ′(r)

N(r)
= rL

(1 + r)L−1 ∓ (1− r)L−1

(1 + r)L ± (1− r)L
(16)

よって，周期境界条件とねじれ境界条件におけるBerry位相の比は，

γtwisted − γuntwisted = π + πrL

[
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(1 + r)L − (1− r)L
− (1 + r)L−1 − (1− r)L−1

(1 + r)L + (1− r)L

]
(17)

= π +
πrL

1− r2

1(
1+r
1−r

)L
−
(

1−r
1+r

)L . (18)

よって，Lに対して指数関数的にπに近づく．
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