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イントロ 既約分解とカイラル演算子 非エルミート行列の両立関係 ねじれ不変量 まとめ

設定と目的

波数空間におけるBdGハミルトニアンをinputとする．

Hk =

(
hk ∆k

∆†
k −h⊤

−k

)
磁気空間群の対称性を考慮する．

ギャップ関数の対称性は手で与える．（この段階で独立な対称性の数は数万通り存在する．）

トポロジカル不変量とは，ギャップを閉じないHkの連続変形（つまり断熱変形）で変化しな
いような整数値のこと．

目標：任意の対称性に対して，トポロジカル不変量を分類し，数値計算アルゴリズムを与え
る．

Hkのトポロジカル不変量の値から何が分かるか？
→ 表面，ヒンジ状態等の表面ギャップレス状態の有無，あるいは一般点のノードの有無が，
原理的には，分かる．（今日はこの話はしません．）

(n1, n2, . . . , ) ∈ Z⊕N∞ ⊕ Z⊕N2
2 ⊕ Z⊕N4

4 ⊕ · · · ⇒
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イントロ 既約分解とカイラル演算子 非エルミート行列の両立関係 ねじれ不変量 まとめ

磁気空間群の対称性を考慮したトポロジカル不変量はどの程度知られているか？

３次元：波数空間のトーラスT 3全体で定義されるトポロジカル不変量は既知．
Schnyder=Ryu=Furusaki=Ludwig 0803.2786

例：時間反転対称な超伝導体

カイラル演算子Γを用いて，３次元巻き付き数が整数値のトポロジカル不変量．

W3 =
1

48π2

∫
T3

tr [Γ(H−1
k dHk)

3] ∈ Z, Γ ∼ U(T )U(C)∗.

０次元：波数空間の高対称点におけるトポロジカル不変量，つまり，ある波数点kにおけるハ
ミルトニアンHkの各既約表現のブロックのサイズ，あるいはPfaffianの符号は，トポロジカル
不変量の一種．

例：電子正孔対称操作で不変な波数k ≡ −k

Pfaffianが定義でき，その符号がZ2値のトポロジカル不変量．

τxH
∗
kτ

†
x = −Hk ⇒ (Hkτx)

⊤ = −Hkτx ⇒ sgn pf [Hkτx] ∈ {±1}.
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イントロ 既約分解とカイラル演算子 非エルミート行列の両立関係 ねじれ不変量 まとめ

（つづき）

この中間が未知．つまり，波数空間の１次元，２次元の部分空間において構成されるトポロジ
カル不変量の機械的な構成方法が知られていなかった．

本研究：１次元部分空間において定義されるトポロジカル不変量のうち，あるクラスについて
は，トポロジカル不変量の構成アルゴリズムを与えた．

あるクラスとは，１次元部分空間を構成する１セル（線分）上において，Altland=Zirnbauer
（AZ）クラスがAIII, DIII, CIの場合．（例：時間反転対称かつ，ギャップ関数が点群の自明表現
の場合．）
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イントロ 既約分解とカイラル演算子 非エルミート行列の両立関係 ねじれ不変量 まとめ

今日はトポロジカル不変量の数値計算実装の概略を説明します．詳細は論文を見てください．

波数空間のセル分割
AHスペクトル系列
E1ページの計算

適合関係の計算

AHスペクトル系列
E2ページの計算

１次元部分空間におけるト
ポロジカル不変量の分類

トポロジカル不変量を
構成する座標の計算

KS=Ono 2304.01827

トポロジカル不変量のゲー
ジ固定不要な離散公式

（現状では１次元部分空間，かつ１セルの
AZクラスがAIII, DIII, CIの場合）

Ono=KS 2311.15814

１次元巻き付き数と，高対称点のバンド縮退に由来するZ2不変量の，完全な一般化を行う，と
いう定式化を行うので，まずは１次元巻き付き数とZ2数を説明します．
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イントロ 既約分解とカイラル演算子 非エルミート行列の両立関係 ねじれ不変量 まとめ

カイラル対称性とZ不変量

カイラル対称性

ΓHkΓ
−1 = −Hk, Γ2 = 1,

が存在する場合（クラスAIII），Γ =

(
1

−1

)
なる基底を取ると，ハミルトニアンHkは

Hk =

(
q†k

qk

)
, qk ∈ GLn(C),

なる表示を取る，
波数空間におけるループk ∈ S1上において，det qk = | det qk|eiθkのU(1)位相部分 θk の巻き付
きはZ値のトポロジカル不変量を与える．

W1 :=
1

2π

∮
dk log det qk =

1

2π

∮
dθk ∈ Z.
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イントロ 既約分解とカイラル演算子 非エルミート行列の両立関係 ねじれ不変量 まとめ

バンド縮退とZ2不変量

ループではなくても，波数空間上の線分であって端点でバンドが縮退する場合にはZ2に値を取
るトポロジカル不変量が構成できる場合がある．

カイラル対称性に加えて，時間反転対称性

σyH
∗
kσy = H−k

が存在する場合（クラスDIII），非対角行列qkは転置型の対称性を持つ．

σyq
⊤
k σy = q−k.

このとき，対称点k = 0, πにおいてはPfaffian pf [qk0σy]が定義できる．
pf [qk0σy]

2 = det[qk0σy]に注意すると，{±1}に量子化するZ2不変量を構成することができる．

(−1)ν := exp

[
1

2

∫ π

0

d log det qk

]
× pf [q0σy]

pf [qπσy]
∈ {±1}.
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イントロ 既約分解とカイラル演算子 非エルミート行列の両立関係 ねじれ不変量 まとめ

既約分解とカイラル演算子：k点の対称性

１セル上の波数点kを固定する部分群Gk = {g ∈ G|gk ≡ k}の，並進群Πによる商群Gk/Πは，
ユニタリ/反ユニタリと，BdGハミルトニアンHkと可換/反可換かの2× 2 = 4通りの集合に分
離する．

Gk/Π = GUni
k︸︷︷︸

ユニタリ型

∐
GChi
k︸︷︷︸

カイラル型

∐
GTRS
k︸ ︷︷ ︸

TRS型

∐
GPHS
k︸ ︷︷ ︸

PHS型

.

群元g ∈ Gk/Πの対称性行列をUk(g)と書くと，各４通りの場合について対称性は以下のように
書かれる． 

Uk(g)HkUk(g)
† = Hk, g ∈ GUni

k (ユニタリ型)

Uk(g)HkUk(g)
† = −Hk, g ∈ GChi

k (カイラル型)

Uk(g)H
∗
kUk(g)

† = Hk, g ∈ GTRS
k (TRS型)

Uk(g)H
∗
kUk(g)

† = −Hk, g ∈ GPHS
k (PHS型)
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イントロ 既約分解とカイラル演算子 非エルミート行列の両立関係 ねじれ不変量 まとめ

既約分解とカイラル演算子：AZクラス

Hkは群GUni
k の既約表現α, β, . . .のセクターにブロック対角化される．

Hk = Hα
k ⊕Hβ

k ⊕ · · · .

カイラル型の対称性群Gchi
k が空集合でない場合を考える．カイラル型の対称性は，既約表現 α

で“閉じる”か，別の既約表現にマップされるかどうかは，直交関係を計算すれば判定できる．

Wα
k (J ) :=

1

|GUni
k |

∑
g∈GUni

k

[
zk(g, γ)

zk(γ, γ−1gγ)
χα
k(γ

−1gγ)

]∗

χα
k(g) ∈ {0, 1}.

ここで，γ ∈ GChi
k は代表元であり，zk(g, h) ∈ U(1)は磁気空間群，内部自由度の乗数系，ギャ

ップ関数の表現で決まる乗数系，χα
kは既約表現αの指標．

E

, γ 14Y s γ 147
r

r e ^
* 147

∞ 147

α の∝ B

( W(̂ J) = I ) ( w派 [丁 ) = 0 )
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イントロ 既約分解とカイラル演算子 非エルミート行列の両立関係 ねじれ不変量 まとめ

既約分解とカイラル演算子：カイラル演算子の導入

Wα
k (J ) = 1，つまり，既約表現αがカイラル型の対称性GChi

k で閉じる場合は，既約表現αをユ
ニタリな元で構成される群GUni

k

∐
GChi
k に拡大できる．

具体的には，GUni
k

∐
GChi
k の既約表現α+, α−であって，GUni

k への制限はαに等しく，かつ，
GChi
k の元に対してα+, α−は相対的に符号が異なるものが存在する．

χα±
k (g ∈ GUni

k ) = χα
k(g), χα−

k (g ∈ GChi
k ) = −χα+

k (g).

(Remark.) 標準的なα+, α−の選び方は存在しないので，どちらがα+, α−であるかは手で選ぶ．

既約表現α±への直交射影の差として，αセクターにおけるカイラル演算子Γα
kが定義される．

Γα
k := Pα+

k − Pα−
k ,

Pα±
k =

dim(α)

|GUni
k

∐
GChi
k |

∑
g∈GUni

k

∐
GChi
k

[χα±
k (g)]∗Uk(g).

カイラル演算子Γα
kは，αセクターのハミルトニアンHα

kと反可換であり，カイラル対称性の役
割を果たす．

{Γα
k , H

α
k } = 0, (Γα

k)
2 = 1.
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イントロ 既約分解とカイラル演算子 非エルミート行列の両立関係 ねじれ不変量 まとめ

既約分解とカイラル演算子：Z不変量

Γα
k =

(
1

−1

)
なる基底のもと，ハミルトニアンHα

kは以下の表示を取る．

Hα
k =

(
(qαk )

†

qαk

)
, qαk ∈ GLn(C).

det qαkのU(1)位相部分の巻き付き，及び端点における固有値縮退を用いて，Z，あるいはZN値

のトポロジカル不変量が構成される．
異なる１セル，異なる既約表現のセクターα, β, . . .であっても，全体としてdet qαkが繋がって
いる場合は，det qαkのU(1)位相の巻き付き数として，Z不変量が定義できる．
どの1セル，どの既約表現を用いるか，についてはAtiyah-Hirzebruchスペクトル系列のE2ペー
ジの計算過程で得られる．
→ 結果はwebpageから確認できる．
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イントロ 既約分解とカイラル演算子 非エルミート行列の両立関係 ねじれ不変量 まとめ

非エルミート行列の両立関係

ZNトポロジカル不変量の構成において，非エルミート行列の“行列式”が，対称性が低下した
場合にどのような関係にあるかを定式化する必要があるので，それを紹介します．

（一般には，ユニタリ，複素共役，転置，エルミート共役の対称性が存在しますが，以下では
簡単のためユニタリな対称性のみを考えます．）

Gを有限群とし，Gの射影表現uguh = zg,hugh, g, h ∈ Gをひとつ固定する．

可逆行列M ∈ GLn(C)は対称性

ugMu−1
g = M, g ∈ G,

を満たすものとする．

χβ
gを既約表現βの指標とし，直交射影を

P β =
dim(β)

|G|
∑
g∈G

[χβ
g ]

∗ug

とする．
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イントロ 既約分解とカイラル演算子 非エルミート行列の両立関係 ねじれ不変量 まとめ

非エルミート行列の両立関係（つづき）

すると，行列Mのβセクターへの射影

P βMP β

の非ゼロの固有値はdim(β)縮退する：

Set of eigenvalues of P βMP β = {λ1, λ2, . . . , λNβ}
×dim(β).

ここで，Nβ = 1
|G|

∑
g∈G[χ

β
g ]

∗tr [ug] ∈ Z≥0は射影表現uに含まれる既約表現βの数．

独立な固有値のみを用いて，一般化された行列式を

Zβ
G(M) :=

Nβ∏
j=1

λj ∈ C

と定義する．

H ⊂ Gを部分群とする．Hの既約表現αに対しても同様にして，一般化された行列式

Zα
H(M) :=

Nα∏
j=1

λj ∈ C

が定義される．
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イントロ 既約分解とカイラル演算子 非エルミート行列の両立関係 ねじれ不変量 まとめ

非エルミート行列の両立関係（つづき）

Gの既約表現βの，部分群Hの既約表現による既約分解を以下のように書く．

β =
⊕
α

nβ
αα, nβ

α ∈ Z≥0

非エルミート行列の両立関係（App.C in 2311.15814）．

Zα
H(M) =

∏
β∈{irreps of G}

[Zβ
G(M)]n

β
α .

→ 関係式pf [M ]2 = detMの一般化である．
低い対称性（H）のあるセクター（α）における行列式が，高い対称性（G）におけるどのセ
クターの行列式に分解するか，を示す．
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イントロ 既約分解とカイラル演算子 非エルミート行列の両立関係 ねじれ不変量 まとめ

ZNトポロジカル不変量の構成

E2ページ KS=Ono 2311.15814 より，ねじれ群ZNに値を取るトポロジカル不変量の有無が分か
る．
必要なセルと既約表現の“座標”を特定する．

(１セル a, 既約表現aj) におけるdet q
Aj

k∈Aの変化

νaj = exp

[
− 2πi

N dim(aj)

∫
a

d log det q
aj

k

]
と，(０セルA, 既約表現Aj) における一般化行列式

ZAj

GA
(qA)

を導入する．
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イントロ 既約分解とカイラル演算子 非エルミート行列の両立関係 ねじれ不変量 まとめ

ZNトポロジカル不変量の構成（つづき）

その適切な組み合わせで積を構成する：

e
2πi
N

X [Hk] =

∏
(a,j)

[
νaj

][x](a,j)∏
(A,j)

[
ZAj

GA
(qA)

][v](A,j)
∈ {1, e

2πi
N , . . . , e

(N−1)2πi
N }.

ここで，x,vは整数値ベクトルであり，E2ページの計算過程によって得られる．

ZNに値を取る，つまり， [
e

2πi
λ

X [Hk]
]N

= 1

が成立することは，前述の非エルミート行列の両立関係

Zα
H(M) =

∏
β∈{irreps of G}

[Zβ
G(M)]n

β
α .

により証明される．
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イントロ 既約分解とカイラル演算子 非エルミート行列の両立関係 ねじれ不変量 まとめ

デモ

E2ページへのリンク KS=Ono 2304.01827．E1,−1
2 が１次元部分空間におけるトポロジカル不変

量の分類．

セル分割，既約指標，整数値ベクトルx,vへのリンク Ono=KS 2311.15814．
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イントロ 既約分解とカイラル演算子 非エルミート行列の両立関係 ねじれ不変量 まとめ

まとめ

波数空間において，１次元部分空間において定義されるトポロジカル不変量の一般的な構成方
法について議論した．

特に，１セルのAZクラスがAIII,DIII,CIの場合（例：時間反転対称かつ，ギャップ関数が点群の
自明表現の場合）についてはトポロジカル不変量の具体的な数値実装アルゴリズムを与えた．

特に，超伝導ギャップ関数が点群の自明表現の場合（s+−など）に，表面ギャップレス状態を
系統的に探索する新たなツールとなる：自明表現の場合は０次元のトポロジカル不変量は存在
せず，また，トポロジカル不変量が非自明であれば，何らかの境界ギャップレス状態を意味す
るため．

今日は話しませんでしたが，
１セルのAZクラスがAI場合 → Z2不変量が定義される．現状ではゲージ固定を要する定式化のみ与
えた．
１セルのAZクラスがBDIの場合 → Z2不変量が定義される．現状では計算実装は議論していない．
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