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Abstract

Wallの構造定理（Theorem 1 in [1]）の証明を追う．

1 準備

代数Aに対して部分空間Iが左（右）イデアルとは，任意のa ∈ Aに対してaI ⊂ I (Ia ⊂ I）なるとき．
左イデアルかつ右イデアルである場合は両側イデアルと呼ぶ．代数Aが単純とは，Aが非自明な（つま
り，Aでも0でもない）イデアルを持たないとき． Aを単純代数とする．

(Aii) Aの中心Z(A) = {z ∈ A|za = az for all a ∈ A}は体．

（proof.）逆元の存在を示す． z ∈ Z(A)のとき，zAはAの両側イデアルである．一方でAは単純である
ので，zA = Aである．特に，za = 1なるa ∈ Aが存在する．

代数Aが中心的とは中心Z(A)が1のk数倍Z(A) = kであるとき． Aを中心的単純代数とする．

(Bv) Aの単純部分代数Bに対して，その中心化群C = {a ∈ A|ab = ba for all b ∈ B}は単純．また，
Cの中心化群はBであり，A ∼= B ⊗k C.

2 次数付き代数の諸性質

Aを体k上の代数とする． Aが次数付きとは，A = A0 ⊕ A1（直和）であって，AiAj ⊂ Ai+jを満た
すとき． 1 ai ∈ Aiに対してai = 1 · ai = ai · 1であるから，Ai ⊂ A0Ai, Ai ⊂ AiA0も成立．つまり，
A0Ai = AiA0 = Aiに注意．等号不成立の可能性はA

2
1 6= A0に限る． Aの部分空間Bが次数付きである

とは，BがB ∩Aiの直和であるとき．
2

IがA0のイデアルであるとき，A0I ⊂ I, IA0 ⊂ I．一方で，1 ∈ A0であるからI ⊂ A0I, I ⊂ IA0も成
立．よって，A0I = IA0 = I注意する．

• 中心Z(A)はAの次数付き部分空間である．
1直和の定義を思い出すと，A = A0 ∪ A1であって，A0 ∩ A1 = ∅であるとき．つまり，２つのベクトル空間への分解が一意

であるとき．
2Bは次数付き代数Aの部分空間であるので，分解の一意性はA = A0⊕A1から従う．「B∩Aiの直和である」が意味のある条

件．次数付きベクトル空間における例を考える． V = C⊕ Cとする． Vの部分ベクトル空間であって次数付き部分ベクトル空
間ではない例は，W = C(1, 1)．実際，W ∩C(1, 0) = C(1, 0),W ∩C(0, 1)であるが，W 6= (W ∩C(1, 0))⊕(W ∩C(0, 1)) = Vで
ある．
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（proof.）z, z′ ∈ Z(A)のとき，a ∈ Aに対してa(z+z′) = az+az′ = za+z′a = (z+z′)aよりz+z′ ∈ Z(A)で
あるから部分空間である．次数付きを示すには，Z(A) = (Z(A) ∩A0)⊕ (Z(A) ∩A1)を示せば良い．つ
まり，z = z0 + z1, zi ∈ Aiと分解したとき（この分解は一意的），zi ∈ Z(A)を示せば良い． x ∈ A0か，
あるいはx ∈ A1とする． z = z0 + z1 ∈ Z(A)であるから， x(z0 + z1) = (z0 + z1)xであるが，
(xz0− z0x) + (xz1− z1x) = 0であり，第1,2項は異なる次数を持つから，z0, z1はいずれも中心Z(A)の元
であることがわかる．//

• 次数付き代数Aが中心的（central）であるとは，Z(A) ∩A0が1のk数倍であるとき． 3

• 次数付き代数Aが単純（simple）であるとは，Aが0, A以外の（つまり，真の(proper)）次数付き
両側イデアルを持たないとき．

Iが次数付け両側イデアルとは，IはAの両側イデアルであってかつ次数付き部分空間であること．

例として，A = Cσ0 ⊕ Cσ3の場合を考える．まず次数付けを忘れてイデアルを見つける． 4 左イデ
アルである条件は，I = C(

∑
i=0,1,2,3 xiσi)とすると，AI ⊂ Iより，aσ0 + bσ3 ∈ Aとして，

(aσ0 + bσ3)(x0σ0 + x1σ1 + x2σ2 + x3σ3) = (ax0 + bx3)σ0 + (ax1 − ibx2)σ1 + (ax2 + ibx1)σ2 + (ax3 + bx0)σ3

より，任意のa, b ∈ Cに対してax1 − ibx2 = ax2 + ibx1 = 0であり，またこのとき，(ax0 + bx3)x3 =
(ax3 + bx0)x0，つまりx

2
3 = x20が条件．よって，左イデアルはI± = C(σ0 ± σ3). I±は右イデアルでもあ

るので，結局，I±のみが両側イデアル．一方で，I± ∩ Cσ0 = Cσ0, I± ∩ Cσ3 = Cσ3であるので，I±は
次数付き両側イデアルではない．よって，Aは次数付き代数として単純． Aの中心はA自身であるの
でAは次数なしとして中心的ではないが，A ∩ A0 = A0 = C1であるので，Aは次数付き代数として中
心的．

以下，Aを次数付き単純代数とする．また，イデアルと書くと両側イデアルを指すものとする．

Lemma 2.1. A2
1 = A0．また，IがA0の真のイデアルであるとき，I +A1IA1 = A0，A1I + IA1 = A1.

（proof.）定義からA2
1 ⊂ A0である． A2

1 = A0は任意の元x0 ∈ A0がx1, x
′
1 ∈ A1としてx0 = x1x

′
1と書け

ることを意味する． A2
1 6= A0と仮定する． A2

1 + A1は次数付き部分空間であり，
5A2

1 + A1 6= Aであ
る． A2

1 + A1が両側イデアルであることを示す． A0(A1A1 + A1) ⊂ A1A1 + A1， A1(A1A1 + A1) ⊂
A0A1 +A1A1 ⊂ A1 +A1A1より．右イデアルも同様．

後半を示す． A0I ⊂ I, IA0 ⊂ Iである．このとき，A0(I + A1IA1 + A1I + IA1) ⊂ I + A1IA1 +
A1I + IA1, A1(I +A1IA1 +A1I + IA1) ⊂ A1I +A0IA1 +A0I +A1IA1 ⊂ A1I + IA1 + I +A1IA1であ
り，右作用も同様．よって，I +A1IA1 +A1I + IA1は両側イデアル．また，I +A1IA1 +A1I + IA1 =
(I +A1IA1)⊕ (A1I + IA1)は次数付き部分群であるので， I +A1IA1 +A1I + IA1は次数付き両側イデ
アル．次数付き単純性の仮定より，I +A1IA1 +A1I + IA1 = A，つまり，題意を得る．//

Lemma 2.2. JがAの真の（次数なし）イデアルであるとき，射影πi : J → Aiは同型写像．

（proof.）仮定より，AJ ⊂ J, JA ⊂ Jであり，Jは0でもA自身でもない． 6 まず，J ∩ A0とπ0(J)の違
いに注意．前者は集合としての共通部分であるが，後者はa ∈ J ⊂ Aに対して，a = a0 + a1, ai ∈ Ai,と
分解し，πi(a) = aiと定義される．

J ∩ A0はA0のイデアルである．実際，x0 ∈ J ∩ A0, a0 ∈ A0に対して， a0, x0 ∈ A0よりa0x0 ∈ A0．
また，x0 ∈ Jであるから仮定よりa0x0 ∈ J．よって，a0x0 ∈ J ∩A0．右作用も同様．

3k ∈ A0に注意．
4Iが次数付き左（右）イデアルであるとき，Iは次数なしの（左）右イデアルであるから，次数なしの左（右）イデアルをま

ず見つける．
5ベクトル空間の和V +Wは V +W = {v + w|v ∈ V,w ∈W}が定義．
6Jは次数付きイデアルではないことに注意．J = J0 ⊕ J1のような分解は実行できない．
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π0(J)はA0のイデアルである．まず，a0 ∈ A0, x = x0 + x1 ∈ Jに対して，π0(a0x) = π0(a0x0 +
a0x1) = a0x0 = a0π0(x)に注意する．よって，a0 ∈ A0に対して，a0π0(x) = π0(a0x) ∈ π0(J)より，
A0π0(J) ⊂ π0(J)．右作用も同様．

J ∩ A0 = π0(J)ならばJは次数付き部分空間であることを示す． π0(J) ⊕ π1(J)はAの次数付き部
分空間であるので， J ∩ A1 = π1(J)を示せば良い． x1 ∈ J ∩ A1に対して，x1 = π1(x1)であるので，
J ∩ A1 ⊂ π1(J)は仮定J ∩ A0 = π0(J)とは無関係に成立．一方で，x1 ∈ π1(J)のとき，あるx ∈ Jが存
在してx = x0 + x1, x0 ∈ A0であるが，x0 = π0(x) = J ∩ A0 ∈ J . よって，x1 = x − x0 ∈ Jとなり，
x1 ∈ J ∩A1，つまり， π1(J) ⊂ J ∩A1．よって，J ∩A0 = π0(J)を仮定すると，Jは非自明な次数付き
両側イデアルとなり，Aの単純性に反する．よって，J ∩A0 = π0(J)ではありえない．

A1JA1 ⊂ J , A1A0A1 ⊂ A0に注意すると，A1(J ∩A0)A1 ⊂ J ∩A0が成立する．また，A1π0(J)A1 3
a1π0(x)a1 = π0(a1xa1)であるが，A1JA1 ⊂ Jよりπ0(a1xa1) ∈ π0(J)であるからA1π0(J)A1 ⊂ π0(J)が
成立する．よって，I = J ∩ A0, π0(J)のいずれもA1IA1 ⊂ Iを満たす． I + A1IA1 = Iとなり，
Lemma2.1後半より，IがA0の真のイデアルであるときI+A1IA1 = A0であるから，J∩A0, π0(J)はA0の
真のイデアルではありえない．よって0, A0のいずれかであるが，J ∩ A0 = A0かつπ0(J) = 0はありえ
ないので，J ∩ A0 6= π0(J)に注意すると，J ∩ A0 = 0, π0(J) = A0である．よって，π0 : J → A0は全射
であり，Kerπ1 = {x ∈ J |x = x0 ∈ A0} = J ∩A0であるから，π1は単射．

J ∩ A1 = 0を示す． JはAのイデアルであるからA0(J ∩ A1) ⊂ J ∩ A1であるが，1 · A0に注意する
とJ ∩A1 ⊂ A0(J ∩A1)も成立．すると，J ∩A1 = A0(J ∩A1) = A2

1(J ∩A1) ⊂ A1(J ∩A0) = 0. よって，
π0は単射．

π1(J) = A1を示す． A1 ⊂ π1(J)を示せば良い． π0(J) = A0であるので1 = π0(x)なるx ∈ Jが存在
する．するとa1 ∈ A1に対して，a1 = 1 · a1 = π0(x)a1 = π1(xa1) ∈ π1(J)．よって，π1は全射．//

Lemma 2.3. Aは（次数なし）単純であるか，または，A0が単純でかつu
2 = 1なるu ∈ Z(A) ∩A1を用

いてA1 = A0uと書ける．

（proof.）以下Aが次数なし単純でないと仮定する．

Aの真のイデアルJが存在しLemma2.2が適用される． πi : J → Aiは同型写像である．u =
π1π

−1
0 (1 ∈ A0) ∈ A1と置くと，

7 π−10 (1), π−11 (u) ∈ Jより，Jの線形性よりJは1 + uなる元を含む．

Lemma2.2よりJ ∼= A0, A1でありJの元x ∈ Jは分解x = x0 + x1のどちらか片方の元xi ∈ Aiで決まる
ことに注意する．

AJ ⊂ Jより u(1 + u) = u2 + u ∈ Jであるので，u2 = 1．

任意の元a ∈ Aに対してa = a0 + a1, ai ∈ Aiとする． a0 ∈ A0に対してa0(1 + u) = a0 + a0u ∈
J, (1+u)a0 = a0+ua0 ∈ Jであるので，ua0 = a0u. a1 ∈ A1に対してa1(1+u) = a1u+a1 ∈ J, (1+u)a1 =
ua1 + a1 ∈ Jであるので，ua1 = a1u. 結局，au = uaとなり，uは中心．よって，u ∈ Z(A) ∩A1．

A1 = A0uを示す．自明にA0u ⊂ A1．もう一方の包含関係は，A1 = A1 · 1 = A1u
2 = (A1u)u ⊂

(A0)uより．

最後にA0が単純であることを示す． IをA0のイデアルとすると，A0I = IA0 = Iに注意して，
A1IA1 = A0uIA0u = A0uIu = A0Iu

2 = I．よって，I + A1IA1 = Iとなり，Lemma2.1より，IはA0の
真のイデアルではない．//

以下，Aを次数付き中心的単純代数とする．

Lemma 2.4. AとA0のいずれか一方のみが，次数なし中心的単純代数．

7A = Cσ1 ⊕ Cσ3の場合は，例えば，J = C
(
1 0
0 0

)
であり，同型写像はそれぞれπ0, π1 :

(
x 0
0 0

)
7→ 2xσ0, 2xσ3で与えら

れる．このとき，u = σ3．
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（proof.） Aが中心的とすると，Z(A) = k． Lemma2.3よりAが単純でなければu ∈ Z(A)∩A1が存在し
矛盾するので，Aが中心的であればAは単純．

Aが中心的ではない，つまり，Z(A) 6= kとする．

Aは次数付き中心的であるから，Z(A) ∩A0 = k．よって，ゼロでない部分空間V = Z(A) ∩A1が存
在する． V 2 ⊂ Z(A)∩A0 = kである．仮にv2 = 0なるv ∈ V ⊂ Z(A)が存在したとすると，Z(A)は体で
ないので，(Aii)よりAは単純ではなく，よってLemma2.3よりA0は単純．

残る場合分けは，任意のu ∈ Vについてu2 = a 6= 0 ∈ kの場合であるが，このとき，A1 = A1a =
A1u

2 ⊂ A0uかつA0u ⊂ A1であるからA1 = A0u. Z(A0)が中心的であることを示す． A1 = A0uより任
意の元a ∈ Aはa = a0 + a′0u, a0, a

′
0 ∈ A0と分解される． uはAの中心であるので，zは任意のAの元と可

換，つまり，z ∈ k．よって，Z(A0) = k． A0が単純であることを示す． IがA0の非自明なイデアルな
らば，I + IuはAの非自明な次数付きイデアルであるので，Aが次数付き単純である点に反する．よっ
て，A0は単純．

最後に，AとA0が共に中心的単純であると仮定し，矛盾を導く． B = {a ∈ A|aa0 = a0a for all s ∈
A0}をA0の中心化群とする．
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