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絶縁体において，占有，非占有の両方について指数関数的に局在するWannier状態が構成できれ
ば，あらゆる実空間境界において（高次絶縁体を含む）スペクトル流は存在しないことの説明のメ
モ．（[1]のII-A節に書かれていることと等価．）

Hkを単位胞当たりの自由度がNのハミルトニアンとする．つまり，HkはN ×N行列．単位胞内の
自由度を|xα〉と書く．ハミルトニアンは

H =
∑

αβ,xx′

hα,β(x− x′) |xα〉 〈x′β| . (0.1)

hαβ(x)は指数関数的に減衰すると仮定する．スペクトルギャップを仮定する．占有状態と非占有
状態の両方について，指数関数的に局在し，かつ対称性を保つWannier状態wnRが構成できたと仮
定する．ここで，「対称性を保つ」とは，対称性変換によってWannier状態wnRがあるサイトR′に
おけるWannier状態wn′Rの線形結合となることを指す．ハミルトニアンHkが定義された自由度
はWannier基底で展開できるため，ハミルトニアンHkはWannier基底を用いた短距離ホッピング模
型となる．

H =
∑

nn′,RR′

tnn′(R−R′) |Rn〉 〈R′n′| . (0.2)

ここで，tnn′(R −R′)は指数関数的に減衰する．（指数関数的に減衰するWannierが存在しない場合は，
tnn′(R−R′)が長距離ホッピングとなる．）

さて，Hをギャップと対称性を保ち平坦化する．平坦化したハミルトニアンをH ′と書く．
H ′はWannier基底で“原子絶縁体”となる．

H ′ =
∑
nR

εnR |Rn〉 〈Rn| . (0.3)

平坦化

Ht = (1− t)H + tH ′, t ∈ [0, 1], (0.4)

によりスペクトル流の存在/非存在は保たれることに注意．境界条件としてWannier基底|Rn〉に対し
てOBCを考える：

φn(R) = 0, Rx > 0. (0.5)

すると，スペクトルは厳密にεnRで与えられる．あるいは自由度がRx > 0にも存在する場合はゼロ状
態となる． (0.5)はもとの基底|xα〉においても何らかの境界条件ではあり，スペクトル流の有無は境界
条件に依存しないと仮定すると，占有，非占有状態の指数関数的Wannier状態の存在からスペクトル
流の非存在が証明される．

注意：一般論として，境界条件を境界近傍のハミルトニアンHbdyで与えることもできる．もとの
基底のOBCをHbdy，Wannier基底のOBC (0.5)をHW,bdyと書くと，境界条件の連続変化

(1− s)HW,bdy + sHbdy (0.6)
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によってスペクトル流が出現するかどうかという問題となるが，ギャップが保たれている限りスペク
トル流は連続変形に関する不変量であるから，スペクトル流の有無は変化しない．

メモ：

• 現実のハミルトニアンは無限の非占有状態を持つ．この場合の扱いはどうする？
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