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Abstract

指数関数的なWannier状態が存在するための条件はChern数がゼロであるとされているが，再検討
する．

強束縛近似模型におけるハミルトニアンを考える．単位胞中心をRとし，自由度の局在位置をxαと
書き，内部自由度をiと書く．ハミルトニアンをHkとする． Hkは周期性

VGHkV
†
G = Hk+G, [VG]αi,βj = eiG·xαδαβδij (1)

を満たす． Gは逆格子ベクトル． Hkのエネルギー負の状態を並べた行列を

Φk = (u1,k, . . . , un,k) (2)

とする．問題設定は，

• 波数空間全体で連続であり，周期性VGΦk = Φk+Gを満たすΦkはいつ存在するか？

VG依存性については消すことができる． k依存するユニタリ変換

[Vk]αi,βj = eik·xαδαβδij (3)

を導入し，

H̃k = V †kHkVk (4)

とすると，Vk+G = VkVGに注意して

H̃k = H̃k+G (5)

が得られる．
以下，Hkは周期的Hk+G = Hkとする．

1 d = 2

まずは１バンドの場合を考える． S1方向に障害はない．よって，占有状態ukx,kyはkx ∈ S1, ky ∈
[0, 2π]上で連続と仮定して良い．

eiθkx = u†kx,2πukx,0 ∈ U(1) (6)

として，マップS1 → U(1)が定まる． θkxの巻き付き数（Chern数）は連続なukを与える障害となるた
め，θkxの巻き付きはゼロとする．このとき，ゲージ変換

eχk : S1 × [0, 2π]→ U(1) (7)

であり，

ũk = uke
iχk (8)
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がT 2全体で連続であるようなものが存在する．なぜなら，ゲージ変換で

θkx 7→ θkx − χkx,2π + χkx,0 (9)

であるが，

eiχkx,2π = eiθkx , eiχkx,0 = 1 (10)

として，ky ∈ [0, 2π]はホモトピーeiχkx,2π ∼ 1で繋げば良い．
次に一般のnバンドの場合を考える．同様にして，

Ukx = Φ†kx,2πΦkx,0 ∈ U(n) (11)

が定まる．ゲージ変換

Vk : S1 × [0, 2π]→ U(n) (12)

により，

Ukx 7→ V †kx,2πUkxVkx,0 (13)

と変化する．

Vkx,2π = Ukx , Vkx,0 = 1 (14)

と置く．ホモトピー

Ukx ∼ 1 (15)

がいつ存在するかを調べれば良い． π1[U(n)] = Zより，巻き付き数（Chern数）がゼロであればホモ
トピーが存在する．

2 d = 3

空間３次元，nバンド系を考える．全ての方向のChern数はゼロとする． ΦkはS
1 × S1 × [0, 2π]で連続

と仮定して良い．

Ukx,ky = Φ†kx,ky,2πΦkx,ky,0 ∈ U(n) (16)

が定まる．前節の議論より，ホモトピー

Ukx,ky ∼ 1 (17)

が存在する条件を調べれば良い．事実として，

[T 2, U(n)] = Z× Z (18)

であり，それぞれkxkz, kykz面内のChern数で特徴づけられるから，Chern数がゼロであればUkx,kyはヌ

ルホモトピック．
コメントとして，Ukx,kyはWilson loopに等しい．よって，Chern数が存在しない場合は，全ての固

有値を1にするホモトピーが存在することは直感的に理解できる．
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