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分類空間Rnを以下とする．

n Rn

0 O(N +M)/O(N)×O(M)
1 O(N)
2 O(2N)/U(N)
3 U(2N)/Sp(N)
4 Sp(N +M)/Sp(N)× Sp(M)
5 Sp(N)
6 Sp(N)/U(N)
7 U(N)/O(N)

(1)

Nに対する極限や和集合は省略した． nを対称性クラスと呼ぶ．本ノートの目的は，

πn[R2−n] = Z2 (2)

を検出する不変量の数値計算実装を与えること．
以下，ハミルトニアンHkは常にエルミート条件

H†k = Hk (3)

を満たすものとする．また，平坦化H2
k = 1も仮定する．またハミルトニアンが定義されている空間

は，球面Snとする．
さらに，qkと書くとユニタリ行列qk ∈ U(N)を意味するものとする．

1 R/2Zに値を取る幾何学的量の一部としての定式化
対称性クラス(2 − n)は，対称性クラス(3 − n)に対してカイラル対称性Γを加えた対称性とみなすこと
ができることに注意する．よって，対称性クラス(2 − n)のハミルトニアンは，カイラル対称性Γを忘
れることにより，対称性クラス(3− n)のハミルトニアンとみなすことができる．このとき，

πn[R3−n] = 0 (4)

であるから，n次元球面Sn上のハミルトニアンHkをS
nの内部であるn + 1次元球Dn+1に拡張すること

ができる．拡張H̃kをひとつ固定して，πn+1[R3−n] = 2Zを特徴づけるChern数/巻き付き数の被積分関
数f(H̃k)を用いて幾何学的量を

Θ[Hk] =

∫
Dn+1

f(H̃k) ∈ R (5)

と定義する．このとき拡張の取替は2Zの不定性を生むから，

Θ[Hk] ∈ R/2Z (6)

の意味でwell-defined．カイラル対称性ΓはΘ[Hk] = −Θ[Hk]なる制限を導くため，

Θ[Hk] ∈ {0, 1} (7)

が成立する．これがZ2不変量に他ならない．
この構成の数値計算実装には，以下の課題がある．
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• 通常のChern-Simons項，WZ項はR/Zに値を取る． R/2Zに値を取るChern-Simons項，WZ項をど
のように数値計算実装するか？

1.1 (2− n)→ (3− n)
対称性クラスの変化は，

• カイラル対称性が存在しない場合は，エルミート条件を忘れる．

• カイラル対称性が存在する場合は，カイラル対称性を忘れる．

ことにより実行される．
実際，カイラル対称性が存在しない場合はTRS，PHSのいずれかが存在するから対称性はエルミー

トなハミルトニアンHkに対して

AI : H∗k = Hk, (8)

D : H>k = −Hk, (9)
AII : σyH

∗
kσy = Hk, (10)

C : σyH
>
k σy = −Hk, (11)

と書かれる．Hkのエルミート条件を忘れると，これらの対称性はそれぞれクラスBDI, DIII, CII, CIの
エルミートなハミルトニアンHkの非対角成分に対する対称性に他ならない．
カイラル対称性が存在する場合は，エルミート条件を課したままカイラル対称性を忘れれば良い．

1.2 例：n = 0．クラス D
クラスDのハミルトニアン

H>k = −Hk, k ∈ {0, 1} (12)

を考える．Z2不変量

Pf [H0]/Pf [H1] ∈ ±1 (13)

が定義される．このZ2不変量を上の方針で再定式化する．
エルミート条件を忘れることで対称性のシフトが実現されるが，ここではカイラル対称性を加えた

議論もメモしておく．クラスDをクラスDIIIにカイラル対称性を加えたものとみなすには，ハミルト
ニアンを２倍してカイラル対称性を加えると良い．

H ′k =

(
Hk

H†k

)
(14)

とするとH ′kはクラスDIIIの対称性

σzH
′
kσz = −H ′k, σyH

′∗
k σy = H ′k (15)

を満たす．さらにHkがエルミートであることはさらに対称性

σyH
′
kσy = −H ′k (16)

を加えることと等価．
以上の手続きは，Hkを２倍にする必要はなく，単にHkのエルミート性を忘れることと等価であ

る．クラスDの非エルミートハミルトニアンH0, H1をつなぐホモトピーH̃k∈[0,1]をひとつ選ぶ．このと

きH̃kは対称性

H̃>k = −H̃k (17)
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を満たすように定義する． R/2Z量が以下で定義される．

1

2πi

∫ 1

0

d log det H̃k ∈ R/2Z. (18)

不定性が2Zであることは，H̃>k = −H̃kの下ではPfaffianが定義され，

1

2πi

∮
d log det H̃k =

1

πi

∮
d log Pf H̃k ∈ 2Z (19)

より．

1.3 例：n = 1．クラス BDI
クラスBDIのハミルトニアン（の非対角部分）

q∗k = qk, k ∈ S1, (20)

を考える．つまり，qk ∈ O(N)である， Z2不変量はSpin(N)へのリフトで計算されるが，上記の方針
で定式化しよう．
クラスDハミルトニアンとみなすには，qkを非対角に並べたハミルトニアンを考えれば良い．

Hk =

(
qk

q†k

)
, σzH

>
k σz = −Hk. (21)

D2への拡張H̃k∈D2をひとつとる． H̃kはクラスDの対称性を満たすように取る． R/2Z量を

Θ[Hk] =
i

2π

∫
D2

tr [F ] ∈ R/2Z (22)

として定義する．カイラル対称性よりΘ[Hk] = −Θ[Hk]となり，Θ[Hk] ∈ {0, 1}がZ2不変量．

1.4 例：n = 2．クラスAI
クラスAIのハミルトニアン

H∗k = Hk, k ∈ S2, (23)

を考える．Z2不変量は２次のSW量として知られるが，ここではR/4πZ量としての定式化を試みよう．
n = 0の場合と同様にして，Hkを非エルミートハミルトニアンとみなすと，Hk ∈ O(n)，つまり分

類空間R1に値を取る．３次元球D
3への拡張H̃k∈D3をひとつ選び，WZ項

Θ[Hk] =
1

24π2

∫
D3

tr [H̃>k dH̃k] ∈ R/2Z (24)

を定義する．エルミート性よりΘ[Hk] = −Θ[Hk]が従い，Θ[Hk] ∈ {0, 1}がZ2不変量．

1.5 例：n = 3．クラス CI
クラスCIのハミルトニアン（の非対角部分）

q>k = qk, k ∈ S3, (25)

を考える．クラスAIのハミルトニアンとみなすには，qkを非対角に並べたハミルトニアンを考えれば
良い．

Hk =

(
qk

q†k

)
, σxH

∗
kσx = Hk. (26)
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D4への拡張H̃k∈D4をひとつとる． H̃kはクラスAIの対称性を満たすように取る． R/4πZ量を

Θ[Hk] =
−1

8π2

∫
D4

tr [F 2] ∈ R/2Z (27)

として定義する．カイラル対称性よりΘ[Hk] = −Θ[Hk]となり，Θ[Hk] ∈ {0, 1}がZ2不変量．

コメント：

• 結局，R/2Zの幾何学的量をどのように数値計算実装するか，不定性がZではなく2Zであること
をどのように担保するか，が問題となる．

• エルミート条件を外した拡張は，+iωなどとしてカノニカルに実行可能かもしれない．（数値計
算上有効であるかは別にして）

計算実装可能かどうかを別にして，底空間がS3の場合にZ2不変量が定義されることは以下のよう
にしてわかる．ホモトピー完全列

→ π3[O]
2−→ π3[U ]→ π3[U/O]→ π2[O] = 0 (28)

に注目する． S3を北半球UNと南半球USに分離して，それぞれで連続なゲージ

q = QNQ
>
N , k ∈ UN , (29)

q = QSQ
>
S , k ∈ US , (30)

を取る．赤道S2上の変換関数は

SNS = Q†NQS ∈ O(N) (31)

であるが，π2[O] = 0であるから障害が存在しない．よって，S3上の大域的なゲージ

q = QQ> (32)

の存在を仮定してよい．このとき，巻き付き数

W3[Q] ∈ Z (33)

が定義される． Qの大域性を損なわないゲージ変換

Q 7→ QS, S : S3 → O(N) (34)

に対して，巻き付き数は

W3[Q] 7→W3[QS] = W3[Q] +W3[S], W3[S] ∈ 2Z (35)

と変化するため，

W3[Q] mod 2 (36)

はZ2不変量である．

• ホモトピー完全列からすぐに従う構成だが，どこかの論文に書かれていたと思うので，確認．

4


	R/2Z0kP$0™SÖ0‰^~OU[fv—‚Ï0nN�’è0h0W0f0n[ı_�S�
	(2-n) (3-n)
	O‰ÿˆn=0ÿ�0¯0é0¹ D
	O‰ÿˆn=1ÿ�0¯0é0¹ BDI
	O‰ÿˆn=2ÿ�0¯0é0¹AI
	O‰ÿˆn=3ÿ�0¯0é0¹ CI


