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Abstract

ギャップのある１次元 frustration free 系における，エンタングルメント・エントロピーの面積則
の証明を追う．

1 はじめに

局所Hilbert空間の次元が有限であるような１次元量子多体系において，ギャップ系，つまり基底状態
と第一励起状態の間に有限のエネルギーギャップがあれば，von-Neumann エンタングルメント・エン
トロピーが面積則に従う，つまり，系のサイズに依存しない定数で上から抑えられる．局所Hilbert空
間の次元をd, スペクトルギャップをεとする．現在まで知られている結果は以下 1．

• Lieb=Robinson限界を用いた証明 [1] 2．

S ≤ exp

[
O(

log d

ε
)

]
. (1.1)

• Approximate Ground Space Projection (AGSP) を用いる証明 [6]．

S ≤ O(
log3 d

ε
). (1.2)

• Frustration freeな系において，AGSPを用いた結果は [6]

S ≤ O
(

(
log d

ε
)3

)
(1.3)

“Frustration free”は，局所ハミルトニアンがk-localであることを含意するものとする． Frustration
free系における境界は，本ノートで詳しく証明を追う ditectability lemma [2, 3] と diluting lemma [3,
5]を組み合わせることで得られる． Ditectability lemmaとは，frustration free系においては，局所射影
の積で構成されるある演算子Aが存在して，任意の状態を基底状態に近づける役割を果たす． Diluting
lemmaはSchmidtランクの増大を抑えるようにAを再定義できることを保証する．一般の frustrated系
におけるAGSPは，局所ハミルトニアンによってAが構成される．その後の発展を眺めると，AGSPは
応用が多く，有用な計算ツールのようだ． AGSPの理解を目指して，本ノートではfrustration free系に
おける ditectability lemma と diluting lemmaの証明を追う．結果として[5]で証明された面積則は

S ≤ O
(

(
log d

ε
)3 log8(

log d

ε
)

)
(1.4)

1基底状態の縮退の有無を許容するか否かについて，確認する．
2Hastingsの原論文[1]の式を追おうとしたが，挫折した． [8]に無限系における設定も含んだ詳細が書かれてある．
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である．

Frustration free条件であるが，一般次元において，実はギャップがあれば常に frustration free もど
きにハミルトニアンを変形できることを保証する事実がある．� �

(Proposition D.1 in [7]) H =
∑
j Hjをギャップのある局所ハミルトニアンとする．（ここでの

局所の意味は，||[Hj , Oi]||が任意のべきより早く減衰すること．）基底状態|Ψ〉のエネルギー固有値
はゼロとする． ∆ > 0をギャップとする．このとき，|Ψ〉をある局所項Hjのゼロエネルギー固有

状態H̃j |Ψ〉 = 0として表現できる．� �
説明はApp. Bを見よ．注意として，仮にHjがk-localとしてもH̃jにはtailが存在する． k-localとtailが
ある場合で結果がどの程度変わるかが問題となるが，ギャップ系においては基底状態の性質の多くは
frustration free 系から得られると考えるのは自然であろう．

以下，logの底は2とする．

2 Detectablity lemma [3]

[3]に従って，Detactability lemmaの証明をメモする． Detactability lemmaが初出は[2]． [4]にはより簡
単な証明が書かれているらしいが，こちらは未確認．

2.1 設定

設定を述べる．１次元格子上のHilbert空間H = (Cd)⊗nを考える． nはサイト数．ハミルトニア
ンH =

∑
iHiの局所項Hiは近接２サイトにのみ台を持つものとする．この仮定はfinite rangeであれば

いつでもこのように取ることができる． Hiの最低固有値は0であり，最低固有値に縮退はないものと
する． H ≥ 0である．なぜなら，任意の状態|ψ〉に対して

〈ψ |H |ψ〉 =
∑
i

〈ψ |Hi |ψ〉 (2.1)

であるが，〈ψ |Hi |ψ〉 ≥ 0より． 基底状態は一意でなくても良いが，縮退があればエネルギー固有値
は完全に縮退しているものとする． 基底状態の部分空間をH0，その直交補空間をH⊥と書く． Hのス
ペクトルギャップをε > 0とする．つまり，

|ψ〉 ∈ H⊥ ⇒ 〈ψ |H |ψ〉 ≥ ε > 0 (2.2)

を仮定する．ハミルトニアンはfrustration freeとする．つまり，

|Ω〉 ∈ H0 ⇔ ∀i,Hi |Ω〉 = 0, (2.3)

が成立しているものとする．局所ハミルトニアンHiを“平坦化”した直交射影を，Hiの最低固有
値を0に，それ以外の固有値が1になるように変形したものとして定義する．具体的には，Hi =∑
E

(i)
n >0

E
(i)
n |n(i)〉 〈n(i)|と対角化してQi =

∑
E

(i)
n >0

|n(i)〉 〈n(i)|とすれば良い．この変形はfrustration

free条件を保つ．つまり，

|Ω〉 ∈ H0 ⇔ ∀i, Qi |Ω〉 = 0. (2.4)

射影Pi = 1−Qi = |0(i)〉 〈0(i)|を導入する．

|Ω〉 ∈ H0 ⇔ ∀i, Pi |Ω〉 = |Ω〉 . (2.5)
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各サイトにおける基底状態への射影の積からなる，次の演算子を導入する．

A := ΠevenΠodd, (2.6)

Πeven = P2P4P6 · · · , (2.7)

Πodd = P1P3P5 · · · . (2.8)

ここで，隣り合った射影P2i−1, P2i, P2i, P2i+1は可換ではないが，それ以外は可換であることに注意．
また

|Ω〉 ∈ H0 ⇒ A |Ω〉 = A† |Ω〉 = |Ω〉 (2.9)

に注意．また，

|ψ〉 ∈ H⊥ ⇒ A |ψ〉 ∈ H⊥ (2.10)

が成立する．なぜなら〈Ω |A |ψ〉 = 〈Ω |ψ〉 = 0よりA |ψ〉は基底状態の成分がゼロ．結局，AはH0⊕H⊥な
る分解において

A =

(
1

A|H⊥

)
(2.11)

なる表示を持つ． Aは基底状態を保ち，励起状態の成分を減じる性質があるため，十分大きいlに対し
て，Alは基底状態への射影に近い演算子であると期待される．局所項を平坦化したハミルトニアンを

HQ =
∑
i

Qi (2.12)

とする．この変形で基底状態は不変に保たれ，かつ，スペクトルギャップも有限に保たれるものと仮
定する 3． HQのスペクトルギャップをεQとする． Detectability lemmaの主張は以下．� �

Theorem 2.1 (Detectability lemma. [3]). 空間１次元，frustration free，2-local，ギャップありの
系を考える．射影演算子からなるハミルトニアンH =

∑
iQiのスペクトルギャップをεQ > 0とす

る．以下が成立する．

||A|H⊥ || <
1

(εQ/2 + 1)
1
3

. (2.13)

� �
つまり，AのH⊥への作用はスペクトルギャップが有限であれば真に1より小さい．（証明）直交補空間
から規格化された状態|ψ〉 ∈ H⊥をひとつ取る． |φ〉 := A |ψ〉とする． |φ〉 ∈ H⊥であるので

〈φ |HQ |φ〉 ≥ εQ||φ||2 (2.14)

が成立． 〈φ |HQ |φ〉を上から評価する．まず，Qi∈oddΠodd = 0であるから，i ∈ oddは寄与しないこと
に注意． Aを以下のように変形する．

A = (P1P3P2)︸ ︷︷ ︸
∆1

(P5P7P6)︸ ︷︷ ︸
∆2

· · · (P4P8 · · · )︸ ︷︷ ︸
R

=: ∆1∆2 · · ·∆mR. (2.15)

m ∼ n/4である．R† = Rに注意． 〈φ |Q4i−2 |φ〉を評価する．

〈φ |Q4i−2 |φ〉 = ||(1− P4i−2)Aψ|| = ||(1− P4i−2)∆1∆2 · · ·Rψ|| (2.16)

= ||∆1 · · ·∆i−1(1− P4i−2)∆i · · ·Rψ|| ≤ ||(1− P4i−2)∆i · · ·Rψ||. (2.17)

||Av|| ≤ ||A||||v||に注意 4．

vi = ∆i∆i+1 · · ·R |ψ〉 , vm+1 = R |ψ〉 , (2.18)

3示していない．
4||A|| := max v 6= 0||Av||/||v|| ≥ ||Av||/||v||より．
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と置く．

||vi|| = ||∆ivi+1|| ≤ ||∆i||||vi+1|| ≤ ||vi+1|| (2.19)

に注意．

〈φ |Q4i−2 |φ〉 ≤ ||(1− P4i−2)∆ivi+1||2 = ||(1− P4i−2)P4i−3P4i−1P4i−2vi+1||2, vi = ∆ivi+1, (2.20)

なる表式．すると，(A.1)より（X = P4i−3P4i−1, Y = P4i−2, v = vi+1/||vi+1||とする），

||(1− P4i−2)∆ivi+1||2 ≤ (1− ||vi||2

||vi+1||2
)
||vi||2

||vi+1||2
||vi+1||2 ≤ (1− ||vi||2

||vi+1||2
) (2.21)

と評価できる．||vi|| ≤ ||vm+1|| = ||R |ψ〉 || ≤ ||R|| = 1に注意．

ai =
||vi||2

||vi+1||2
, i = 1, . . . ,m, am+1 = ||Rψ||2, (2.22)

a1 · · · am+1 = ||v1||2 = ||φ||2 (2.23)

と置くと，結局

〈φ |Q4i−2 |φ〉 ≤ 1− ai (2.24)

が得られた．結局以下の評価が得られた．

〈φ|
∑
i

Q4i−2|φ〉 =
∑

i=2,6,···
(1− ai), a1 · · · am+1 = ||φ||2. (2.25)

Lagrange未定乗数法で極値を求めると 5，ai = ||φ||2/m+1のとき最大値を取る．よって

〈φ|
∑
i

Q4i−2|φ〉 ≤ m(1− ||φ|| 2m ). (2.26)

mに依存しない評価がほしい． ||φ||2 = 1 + δxとして展開すると

m(1− (1 + δx)1/m) ∼ −δx+
1

2

1

m
(1− 1

m
)δx2. (2.27)

ここで1/m(1− 1/m) = 1
4 − ( 1

2 −
1
m )2であるから

−δx+ cδx2, c ≥ 1

8
(2.28)

なる関数で上から押さえれば良いだろう．

m(1− x 1
m ) ≤ 1− x√

x
, x ∈ [0, 1] (2.29)

が示される 6．よって

〈φ|
∑
i

Q4i−2|φ〉 ≤
1− ||φ||2

||φ||
. (2.30)

同様に，Q4iに対しても，例えばA = P2P1(P4P6 · · · )(P3P5 · · · )と再定義すれば，同様にして

〈φ|
∑

i=4,8,...,

Q4i|φ〉 ≤
1− ||φ||2

||φ||
(2.31)

5対称式だからai = const.で極値を取るのは自明か．

6fm(x) = m
√
x(1 − x1/m) − (1 − x)と置くと，f ′′m(x) =

(m2−4)x
1
m−m2

4mx
3
2

≥ 0が示される．よってf ′m(x)は[0, 1]で単調減

少であるが，f ′m(1) = 0であるのでf ′m(x ∈ [0, 1]) ≥ 0が示される．よってfm(x)は[0, 1]で単調増加であるが，fm(1) = 0よ
りfm(x ∈ [0, 1]) ≤ 0.
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が得られる 7．

以上より，

εQ||φ||2 ≤ 〈φ|HQ|φ〉 ≤ 2
1− ||φ||2

||φ||
(2.32)

が得られた．これから

εQ||φ||3 ≤ 2(1− ||φ||2) ≤ 2(1− ||φ||3) (2.33)

となり，

||φ|| ≤ 1

(1 + εQ/2)
1
3

(2.34)

を得る．

3 Diluting lemma [5]

１次元格子上のハミルトニアンで，局所ハミルトニアンHiはサイトi, i + 1に台を持ち，frustration
freeとする．局所Hilbert空間の次元をdとする．簡単のため，ハミルトニアンは射影演算子の和とす
る．

H =
∑
i

Qi =
∑
i

(1− Pi), Pi |Ω〉 = |Ω〉 . (3.1)

ハミルトニアンはギャップがあり，有限のスペクトルギャップ∆ > 0を持つものとする．基底状態の
一意性は課さない．基底状態の部分空間をH0，H0への直交射影をP , 励起状態の空間をH⊥と書く．

Πeven =
∏

i∈even

Pi, Πodd =
∏
i∈odd

Pi, (3.2)

A = ΠevenΠodd, (3.3)

とする． Aは直和分解H0 ⊕H⊥を保ち，つまり

A = PAP + (1− P )A(1− P ) (3.4)

が成立し，かつDetectability補題より，

||A|H⊥ ||2 ≤ ∆0 := (1 + ε/2)−2/3 (3.5)

が成立する．

Schmidt分解のカットを，ある2i, 2i+ 1サイトの間に固定する．状態|φ〉のSchmidtランクをSR(φ)と
書く． Schmidtランクに関して，以下の性質に注意する．� �

Fact.

• SR(φ+ ψ) ≤ SR(φ) + SR(ψ).

• 演算子Oがカットの両側に台を持ち，かつk-localであるとき，SR(Oφ) ≤ dkSR(φ).

• カット(i, i+ 1)におけるSRをri, カット(j, j + 1)におけるSRをrjとすると，

d−|i−j|rj ≤ ri ≤ d|i−j|rj (3.6)

が成立する．� �
３つ目の性質は，iとjの間の自由度の足がSchmidt分解の足に加わるため．扱う局所演算子は2-localで

7有限サイトでは，右端の境界で何が起こっているかをきちんと考える必要があるだろう．
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あるので，表記の簡単化のため，局所演算子に対するSRの増大因子を

D0 := d2 (3.7)

と表記する．

Approximate ground-space projection (AGSP) を定義する．� �
Definition 3.1 (AGSP. Definition III.1 in [5]). あるカットi∗, i∗ + 1に対して，演算子Kが(D,∆)-
AGSPとは，以下を満たすこと．

(a) 基底状態を保つ．K |Ω〉 = |Ω〉 , |Ω〉 ∈ H0.

(b) Shrinking. ||K|H⊥ ||2 ≤ ∆(< 1).

(c) Entangling. SR(K |φ〉) = D · SR(φ).� �
基底状態|Ω〉と有限の重なりをもつ状態|φ〉から出発して，AGSP Kより基底状態の近似

K |φ〉 /||K |φ〉 || (3.8)

が得られる．このとき，どの程度基底状態以外の成分を消せたか（∆）とSchmidtランクの増大（D）
はトレードオフの関係にある．

[5]の主結果は以下．� �
Theorem 3.2 (Diluting lemma. Lemma III.5 in [5]). １次元 frustration free かつギャップのある
系において，スペクトルギャップをε > 0, 局所Hilbert空間の次元をd，X = log d/εとする．以下を
満たす(D,∆)-AGSPが存在する．

• D∆ < 1/2.

• logD ≤ O(1)X3 log8X.� �
[5]では，以下を満たすÂを具体的に構成することにより，定理 3.2を証明している．� �

Lemma 3.3 ([5]). X = log d
ε と書く．以下の性質を満たすÂが存在する．

(a) 基底状態|Ω〉 ∈ H0に対して，Â |Ω〉 = |Ω〉．

(b) |ψ〉 ∈ H⊥に対してÂ |ψ〉 ∈ H⊥でかつ，||Â |ψ〉 ||2 ≤ ∆̂.

(c) 任意の状態|φ〉と任意のl > 0に対して，SR(Âl |φ〉) ≤ DID̂
lSR(φ).

(d) 以下を満たす a：

D̂∆̂ ≤ 1/2, (3.9)

log D̂ ≤ log(∆̂−1) ≤ O(1) log2X, (3.10)

logDI ≤ O(1)X3 log6X. (3.11)

aO(1)は単に定数であり，オーダーが１なる定数ではない．� �
実際，このようなÂが存在すれば， K = Âlは(DID̂

l, ∆̂l)-AGSP．そこで

DID̂
l∆̂l = DI(D̂∆̂)l < 1/2, (3.12)

6



つまり，

l >
logDI − 1/2

log[(D̂∆̂)−1]
(3.13)

を満たすlを選ぶ．

logDI − 1/2

log[(D̂∆̂)−1]
≤ logDI

log 2
= logDI (3.14)

であるので，

l0 = dlogDIe (3.15)

とする．このとき，

log(DID̂
l0) ≤ O(1)X3 log6X +O(1)l0 log2X (3.16)

= O(1)X3 log6X +O(1) logDI log2X (3.17)

≤ O(1)X3 log6X +O(1)X3 log8X (3.18)

= O(1)X3 log8X (3.19)

より定理の主張を得る．

3.1 補題3.3の証明

カットを中心とするm個の偶数サイトの集合を簡単のためIm = {1, . . . ,m}と書き，その射影の積を

Π̂m =

m∏
i=1

Pi (3.20)

と書く．また，Im以外の偶数サイトの射影の積をΠrestと書く．

A = ΠmΠrestΠodd (3.21)

である．

基底状態とのoverlapが非ゼロの任意の状態にAを作用させると真の基底状態に近づくが，カット近
傍の演算子を当てる毎にSchmidtランクは増大する． Πmを近似する，より演算子を当てる回数が小さ
いΠ̂mを導入して，Schmidtランクの増大を抑えつつ，かつ基底状態への近づき方がΠmよりもそれほ
ど遅くないような，Π̂mを構成する，ということがやりたいこと．

以下，Πmをある種のハミルトニアンを複数回作用させる，という演算子で近似する．

N :=

m∑
i=1

(1− Pi) (3.22)

とする．Nの固有値は，{0, 1, . . . ,m}である． N = 0とN > 0への射影はそれぞれ

Πm, 1−Πm (3.23)

で与えられることに注意せよ．
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� �
Fact. 以下を満たす多項式関数Cが存在する：

• 次数は
√
m．（mは平方数として仮定して良い．）

• C(0) = 1.

• x = 1, 2, . . . ,mに対して，|C(x)| ≤ 1/3.� �
具体的構成は[5]を見よ 8．

Π̂m := [C(N)]q (3.24)

と定義する． qはあとで決める． Π̂mはNの

j := q
√
m (3.25)

次の関数である．

構成より，Âは直和分解H0 ⊕ H⊥を保つ．なぜならN |H0
= 0よりC(N) |Ω〉 = |Ω〉 , |Ω〉 ∈ H0に注意

すると，|n〉 ∈ H⊥に対して，対角要素はゼロ：〈
n
∣∣∣ Â ∣∣∣Ω〉 = 0. (3.26)

よってÂはブロック対角的

Â =

(
1

Â|H⊥

)
. (3.27)

ノルムの見積もり— ||Â|H⊥ ||を評価する．任意の励起状態|Ω⊥〉 ∈ H⊥に対して，

Â |Ω⊥〉 = Π̂mΠrestΠodd |Ω⊥〉 (3.28)

= Π̂mΠmΠrestΠodd |Ω⊥〉+ Π̂m(1−Πm)ΠrestΠodd |Ω⊥〉 (3.29)

=: Π̂m |ψ0〉+ Π̂m |ψ1〉 (3.30)

と置く． |ψ0〉 , |ψ1〉はそれぞれN = 0, N > 0セクターに属する．第一項はΠ̂m |ψ0〉 = |ψ0〉であるから，

||Π̂m |ψ0〉 ||2 = ||ψ0||2 = ||A |Ω⊥〉 ||2 ≤ ∆0||Ω⊥|| (3.31)

と評価できる．第二項はΠ̂mの定義より，ノルムは(1/9)qで抑えられる．つまり，N = 1, . . . ,mの固有
空間に分解して

|ψ1〉 =

m∑
n=1

αn |n〉 (3.32)

と表示すると，

Π̂m |ψ1〉 =

m∑
n=1

αn[C(n)]q |n〉 (3.33)

であるので，

||Π̂m |ψ1〉 ||2 ≤
m∑
n=1

|αn|2|C(n)|2q||n||2 ≤ (
1

9
)q

m∑
n=1

|αn|2||n||2 = (
1

9
)q||ψ1||2. (3.34)

8第一種Chebyshev多項式を用いる．条件を1 ≤ x ≤ mに対して|C(x)| < 1/3に取り替えた場合，驚くべきことに，[5]による
と，“In fact, it can be shown that this construction is optimal: as shown in Ref. 23, any polynomial that satisfies the above
two properties must be of at least degree

√
m.”と書かれており，この意味で最良の構成となっているらしい． Ref.23は，R.

Paturi, in Proceedings of the twenty-fourth annual ACM symposium on Theory of computing, STOC ’92 (ACM, New
York, NY, USA, 1992) pp. 468–474.
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さらに，

||ψ1|| = ||(1−Πm)ΠrestΠodd |Ω⊥〉 || ≤ ||Ω⊥|| (3.35)

より，� �
||Â |Ω⊥〉 ||2 ≤ ∆̂||Ω⊥||2, ∆̂ = ∆0 + (1/9)q. (3.36)� �

(1/9)qがm, dに依存しないことに注意． mはSchmidtランクの増大とのトレードオフから決める．

Schmidtランクの見積もり— Âをl回施すと，どの程度Schmidtランクが増大するかを見積もる．表記の
簡単化のため，SRの増大を引き起こさない演算子をまとめて

Π′ = ΠrestΠodd (3.37)

と書く．

Â = Π̂mΠ′ (3.38)

である． Π̂mはNのj次の多項式関数であるから，

Π̂m =

j∑
i=0

ciN
i (3.39)

と書ける．したがって，Âl = (Π̂mΠ′)lは

(

j∑
i=0

ciN
i)Π′ =

∑
i1,...,il∈{0,...,j}×l

ci1 · · · cilN ilΠ′ · · ·N i2Π′N i1Π′ (3.40)

の形． Schmidtランクの増大はNのみから生じるため，

(N jΠ′)l (3.41)

なる項が最もSchmidtランクを増大させる．項の総数は(j + 1)lであるので，Schmidtランクの上限の線
形性より，(N jΠ′)lによるSchmidtランクの増大に対して因子

(j + 1)l (3.42)

をかけることにより，ひとつの上限が与えられる．

まず素朴に見積もってみよう．カットをまたぐ射影Qi∗ = (1 − Pi∗)のみからSchmidtランクの増大
が生じる． N =

∑
iQiの項は互いに可換であり，各Qiは射影であるから，Ô1, Ô2をサイトi

∗, i∗ + 1に

台を持たない演算子として，N j = Ô1 + Ô2Qi∗と書くことができる．すると，

SR
(
N jΠ′) |φ〉

)
= SR

(
Ô1 + Ô2Qi∗ |φ〉

)
= (1 + d2)SR(φ). (3.43)

l回繰り返して因子(j + 1)lをつけて，

SR(Âl |φ〉) ≤ (j + 1)l(1 + d2)lSR(φ) (3.44)

を得る．ところがこの表式は見積もりとしては大きく，パラメータm, qを調整して小さくすることが
できない．

よりtightな評価は性質(3.6)から得られる：サイトi ∈ Imの，どのサイトを用いてSRの増大を評価
しても良い．任意のi, j ∈ Imに対して，

ri ≤ d|i−k|rk ≤ Dm
0 rk (3.45)

9
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Figure 1: 最も疎なQiを見つければ良い．

が成立する．よって，最小のrkに対して最大で定数因子D
m
0 をかければ上限が得られる．

よって，

(N jΠ′)l =
∑
a

Ôa (3.46)

などとImに台を持つ演算子Ôaの和として書いたとき，各演算子Ôaにおいて，Im内の射影Qi, i =
1, . . . ,mの次数が最小のi ∈ Imを見積もれば良い．図1を見よ． Imを再帰的に２分割し，そのような最
小のiを見積もる．

(1st round) N =
∑
i∈Im Qiをカットの左と右に分けて，

N = NL +NR, NL =

m/2∑
i=1

Qi, NR =

m∑
i=m/2+1

Qi, (3.47)

と書く．すると，展開式

(N jΠ′)l =

j∑
nl=0

(
j
nl

)
N j−nl
L Nnl

R Π′ · · ·
j∑

n2=0

(
j
n2

)
N j−n2

L Nn2

R Π′
j∑

n1=0

(
j
n1

)
N j−n1

L Nn1

R Π′ (3.48)

は(j + 1)l個の項から成る．各項はNL, NRの次数はそれぞれjl −
∑l
i=1 ni,

∑l
i=1 ni. NL, NRの次数のう

ち小さい方の上限は，

min
{ni}i

(
jl −

l∑
i=1

ni,

l∑
i=1

ni

)
≤ jl − jl

2
=
jl

2
(3.49)

であるので，(N jΠ′)lは(j+1)l個の，高々次数がjl/2次のNL or NRの積からなる．一般性を失わず，次
数の低い方をNRと書いて良い．

(2nd round) 高々次数がjl/2なるNRの項を取り出すと，係数を無視して

Nnl
R (∗) · · ·Nn2

R (∗)Nn1

R (∗),
l∑
i=1

ni ≤
jl

2
, (3.50)

なる表式．ここで，(∗)はNR以外の演算子の積．さらに

NR = NRL +NRR (3.51)
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と２分割すると，係数を無視して，以下の展開を得る．

nl∑
ml=0

Nnl−ml
RL Nml

RR(∗) · · ·
n2∑

m2=0

Nn2−m2

RL Nn2

RR(∗)
n1∑

m1=0

Nn1−m1

RL Nm1

RR(∗). (3.52)

NRL, NRRの次数の最小値の上限は，

min
{mi}i

(
l∑
i=1

(ni −mi),

l∑
i=1

mi

)
≤ 1

2

l∑
i=1

ni ≤
jl

4
. (3.53)

また，項数は

l∏
i=1

ni∑
mi=0

=

l∏
i=1

(ni + 1) (3.54)

であるが，
∑l
i=1 ni ≤ jl/2の条件のもと，ni ≡ j/2のとき最大値を取るので，

l∏
i=1

ni∑
mi=0

=

l∏
i=1

(ni + 1) ≤
l∏
i=1

(j/2 + 1) = (j/2 + 1)l. (3.55)

したがって，高々(j/2 + 1)l個で高々次数がjl/4の演算子NRL or NRRが得られた．

同様にして，log j回実行して，項数が高々

[(j + 1)(j/2 + 1) · · · (1 + 1)︸ ︷︷ ︸
log j

]l (3.56)

の，次数が高々

jl

2log j
=
jl

j
= l (3.57)

の，区間Im/2log j = Im/j(= I√m/q)上の演算子Ñ =
∑
i∈Im/j Qiにまで帰着された．

残りのlog(m/j) round を見積もる．

Ñnl(∗) · · · Ñn1(∗),
l∑
i=1

ni ≤ l, (3.58)

なる項を分割する． Ñ = ÑL + ÑRと分割すると，項数
∏l
i=1(ni + 1)はniが全て等しいときni ≡ 1に最

大となる．

l∏
i=1

(ni + 1) ≤ 2l. (3.59)

また，次数の上限はl/2. 次の round においては，

Ñnl(∗) · · · Ñn1(∗),
l∑
i=1

ni ≤ l/2, (3.60)

の項数
∏l
i=1(ni+1)の上限を条件

∑l
i=1 ni ≤ l/2のもとで見積もるが，このときはできるだけ多くのniが

等しいときに項数が最大となり，つまりl/2個のiに対してni = 1，残りはni = 0の場合であり，項数は

l∏
i=1

(ni + 1) ≤ 2l/2 (3.61)
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と見積もられる．次数の最大値はl/4．以下同様にして，log(m/j) round で得られる項数の総数は

2l2l/22l/4 · · · = 2l(1+1/2+1/4+··· ) ≤ 22l = 4l. (3.62)

また，最終的に得られる次数の最大値は

l

2log(m/j)
=

l

m/j
=
lj

m
. (3.63)

であり，SRランクの増大因子D
lj/m
0 が生じる．

最後に，(3.45)より生じる定数因子と(3.42)をかけて，結局SRの増大因子として，

SR(Â |φ〉) = Dm
0 × [(j + 1)(j/2 + 1) · · · (1 + 1)]l × 4l ×Dlj/m

0 × (j + 1)lSR(φ) (3.64)

が得られた．ここで，不等式

4(j + 1)2(j/2 + 1)(j/4 + 1) · · · (1 + 1) ≤ 20j3/22
1
2 log2 j , j ≥ 2, (3.65)

として9 結局，� �
SR(Â |φ〉) = DID̂ · SR(φ), (3.70)

DI = Dm
0 , D̂ = 20j3/22

1
2 log2 jD

j/m
0 , (3.71)� �

が得られた．

粗視化— ギャップとSchmidtランクの増大は

∆̂ · D̂ = (∆0 + (1/9)q)× 20j3/22
1
2 log2 jD

j/m
0 (3.72)

の関係にあり，望みの条件∆̂D̂ < 1/2は一般には満たされない． kサイトを1サイトにまとめる，“粗視
化”を行う． kサイトを1サイトにまとめて，新たにハミルトニアンを2-localとみなし，射影を定義し，
演算子

A′ = Π′oddΠ′even, (3.73)

Π′odd = P ′1P
′
3 . . . , Π′even = P ′2P

′
4 . . . , (3.74)

を定義する．例えば

Q1 +Q2 + · · ·+Q2k−1
flattening−−−−−−→ Q′1 = 1− P ′1, (3.75)

Qk+1 +Qk+2 + · · ·+Q3k−1
flattening−−−−−−→ Q′2 = 1− P ′2, (3.76)

Qk(i−1)+1 +Qk(i−1)+2 + · · ·+Qki+k−1
flattening−−−−−−→ Q′i = 1− P ′i , (3.77)

9

log j∏
k=0

(j/2k + 1) = j
1
2
(1+log j) ×

(
−

1

j
; 2

)
log(2j)

. (3.66)

ここで，

(a; q)n = (a; q)∞/(aq
n; q)∞, (a; q)∞ =

∞∏
k=0

(1− aqk), (3.67)

はポッホハンマー記号． Mathematicaでプロットすると，

j + 1

j

(
−

1

j
; 2

)
log(2j)

≤ 5 (3.68)

が成立していると思われる．これを認めると，

4(j + 1)2(j/2 + 1)(j/4 + 1) · · · (1 + 1) ≤ 20jj
1
2
(1+log j) = 20j3/22

1
2
log2 j . (3.69)
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Figure 2: 図は[5]より．

である．この平坦化操作でスペクトルギャップεはそれほど変化しないものと仮定しよう 10．このと
き，

(Pk)(Pk−1Pk+1) · · · (P3P5 · · ·P2k−3)(P2P4 · · ·P2k−2)(P1P3 · · ·P2k−1)︸ ︷︷ ︸
“pyramid′′or“light−cone′′

P ′1 = P ′1 (3.78)

が成立する．他のP ′iでも同様．なぜなら，P
′
1 = 1なる部分空間においては平坦化の仮定よりP1 = P2 =

· · · = P2k−1 = 1が成立するから．エルミート共役を取り，

P ′1(P1P3 · · ·P2k−1)(P2P4 · · ·P2k−2)(P3P5 · · ·P2k−3) · · · (Pk−1Pk+1)(Pk) = P ′1 (3.79)

も成立する．すると，例えばk = 4のとき，

Π′oddΠ′even = Π′oddΠevenΠoddΠevenΠoddΠevenΠ′even (3.80)

= Π′oddΠevenΠoddΠoddΠevenΠevenΠoddΠoddΠevenΠ′even (3.81)

= Π′odd(ΠevenΠoddΠoddΠeven)2Π′even (3.82)

= Π′odd(AA†)2Π′even. (3.83)

理由は図2を見よ．一般の偶数kについても

Π′oddΠ′even = Π′odd(AA†)k/2Π′even (3.84)

が成立する．

よってDetactability lemmaより，

||A′|H⊥ ||2 ≤ ||AA†|H⊥ ||k/2 = ∆k
0 ⇒ ∆′0 = ∆k

0 (3.85)

となり，kサイトの粗視化により，Aの収束性もk乗される．一方でSchmidtランクの増大は2-localな射
影の台が2サイトから2kサイトに変化するため，

D0 = d2 → D′0 = d2k = Dk
0 , (3.86)

となる．kサイトの粗視化による変化をまとめると，� �
D′0 = Dk

0 , ∆′0 = ∆k
0 . (3.87)� �

主張の証明— まず，kサイト粗視化から出発し，Âを構成すると，

DI = Dkm
0 , (3.88)

D̂ = 20j3/22
1
2 log2 jD

kj/m
0 , j = q

√
m, (3.89)

∆̂ = ∆k
0 + (1/9)q, ∆0 = (1 + ε/2)−2/3. (3.90)

３つの自由パラメータがある．

10未評価．そもそも平坦化の操作でもとのハミルトニアンのスペクトルギャップがどの程度変化するかを見積もるべき．
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• いくつのサイトの粗視化するか：k．

• Âの構成の際に導入された区間Imの長さm．

• Âの構成の際に導入された(Π′m)qの次数q.

[5]に従う．まず，kを十分大きく取り，∆̂ ≤ (1/8)qとする．これは

∆k
0 ≤ (1/8)q − (1/9)q, (3.91)

つまり，

k ≥ − log((1/8)q − (1/9)q)
2
3 log(1 + ε/2)

=
3q − log(1− (8/9)q)

2
3 log(1 + ε/2)

. (3.92)

q ≥ q0, ε ≤ ε0と仮定して，log(1 + ε/2)/ε > 0は単調減少だから，

3q − log(1− (8/9)q)
2
3 log(1 + ε/2)

≤ 3q − log(1− (8/9)q0)
2
3ε log(1 + ε0/2)/ε0

(3.93)

=
q

ε
× 3− log(1− (8/9)q0)/q

2
3ε0

log(1 + ε0/2)
≤ q

ε
× 3− log(1− (8/9)q0)/q0

2
3ε0

log(1 + ε0/2)
. (3.94)

例えば，q0 = 4, ε0 = 10として，

3− log(1− (8/9)q0)/q0
2

3ε0
log(1 + ε0/2)

< 20 (3.95)

より，

k :=
20q

ε
(3.96)

を得る．このとき，

∆̂ ≤ (1/8)q + (1/9)q < 2(1/8)q (3.97)

として，D̂∆̂ < 1/2なる十分条件は

20j3/22
1
2 log2 jD

1
ε 20qj/m
0 2(1/8)q ≤ 1/2 (3.98)

つまり，

1

2
log j +

1

2
log2 j + 40Xqj/m− 3q < − log(80). (3.99)

ここで，D0 = d2, X = log d/εを使った． q,mを選ぶ． m = (j/q)2より，

1

2
log j +

1

2
log2 j + 40Xq3/j − 3q < − log(80). (3.100)

が十分条件．そこで

40Xq2/j = 2 ⇔ j = 20Xq2 (3.101)

としてqとjの関係をつけると，

1

2
log j +

1

2
log2 j −

√
j

20X︸ ︷︷ ︸
q

< − log(80). (3.102)

14



これは十分大きなjでいつでも満たされる．よってD̂∆̂ ≤ 1/2なるk,m, qの選び方が存在することが示
された．そのようなqのオーダー評価をすると

q ∼ log2 j = log2(20Xq2) ∼ log2X. (3.103)

これから

log(∆̂−1) = 3q − 1 ∼ log2X. (3.104)

また，

m = (20qX)2 ∼ X2 log4X (3.105)

より

logDI = logDmk
0 = 2mk log d = 2m

20q

ε
log d ∼ (X2 log4X)(log2X)X = X3 log6X. (3.106)

よって示された．

4 面積則

� �
本節では，基底状態|Ω〉は一意とする．� �
基底状態のSchmidt分解を

|Ω〉 =
∑
i≥1

λi |Li〉 |Ri〉 (4.1)

とする．エンタングルメント・エントロピーは

S = −
∑
i≥1

λ2
i log λ2

i . (4.2)

|Ω〉をあるSchmidtランクCの状態で近似した際に，tail

−
∑
i>C

λ2
i log λ2

i (4.3)

の上からの評価が必要になることに注意する．� �
Lemma 4.1 (Lemma III.3 in [5]). 基底状態|Ω〉との重なりが有限の積状態|φ〉 = |L〉 ⊗ |R〉 , µ =
〈Ω|φ〉 6= 0，及び(D,∆)-AGSP Kの存在を仮定する．

S ≤ O(1)
log |µ|−1

log ∆−1
logD. (4.4)� �

(証明)

|vl〉 :=
Kl |φ〉
||Kl |φ〉 ||

=
µ

||Kl |φ〉 ||
|Ω〉+

√
1− |µ|2
||Kl |φ〉 ||

Kl |Ω⊥〉 (4.5)

を導入する．すると，

| 〈Ω|vl〉 | =
|µ|

||Kl |φ〉 ||
=

|µ|√
|µ|2 + (1− |µ|2)||Kl |Ω⊥〉 ||2

≥ |µ|√
|µ|2 + (1− |µ|2)∆l

. (4.6)
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また，Schmidtランクについて

SR(vl) ≤ Dl. (4.7)

よって，|vl〉は高々SchmdtランクDlであり，基底状態を少なくとも重み |µ|√
|µ|2+(1−|µ|2)∆l

の程度で近似

する．すると，Eckart-Youngの定理，つまり，Schmidt分解はランクDlの最良の近似であることから，
|Ω〉と絶対値最大の内積をもつ規格化された状態は

∑
i≤Dl λi |Li〉 |Ri〉．よって∑

i≤Dl
λ2
i ≥ | 〈Ω|vl〉 |2 ≥

|µ|2

|µ|2 + (1− |µ|2)∆l
. (4.8)

よって， ∑
i>Dl

λ2
i = 1−

∑
i≤Dl

λ2
i ≤ 1− |µ|2

|µ|2 + (1− |µ|2)∆l
=

(1− |µ|2)∆l

|µ|2 + (1− |µ|2)∆l
≤ 1

|µ|2
∆l =: pl (4.9)

とtailが評価できる．定数で良いが．例えばpl0 < 1，つまり，

l >
log |µ|2

log ∆
(4.10)

なるlを選ぶ．

l0 = d log |µ|2

log ∆
e (4.11)

とする．（dxdはx以上の最小の整数．）同じことだが，l > l0のときpl ≤ ∆l−l0に注意．

さて，区間[D2l + 1, D2(l+1)]におけるエントロピーは分布{λ2
i }が一様な場合に最大化する. この区間

の{λ2
j}の総和は

D2(l+1)∑
j=D2l+1

λ2
j ≤

∑
j>D2l

λ2
j ≤ p2l < pl (4.12)

と上から評価できる．よって，

−
D2(l+1)∑
j=D2l+1

λ2
j log λ2

j ≤ −pl log
pl

D2(l+1) −D2l
= pl log

D2(l+1) −D2l

pl
≤ pl log

D2(l+1)

pl
. (4.13)

ここで，関数x log(D2(l+1)/x)は0 < x < 1で単調増加だから，l > l0，つまりpl < ∆l−l0のとき

−
D2(l+1)∑
j=D2l+1

λ2
j log λ2

j ≤ ∆l−l0 log
D2(l+1)

∆l−l0
= ∆l−l0(l − l0) log

D2(l+1)/(l−l0)

∆
(4.14)

と評価できる．すると，

∑
l≥2l0+1

∆l−l0(l − l0) log
D2(l+1)/(l−l0)

∆
=

∑
l≥l0+1

l∆l log
D2(1+

l0+1
l )

∆
≤

∑
l≥l0+1

l∆l log
D4

∆
(4.15)

=
∆1+l0(1 + l0 − l0∆)

(1−∆)2
log

D4

∆
≤ ∆

(1−∆)2
log

D4

∆
. (4.16)

これでi > D2(2l0+1)なるSchmidt固有値の寄与が上から評価できた．
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i ≤ D2(2l0+1)なるSchmidt固有値からの寄与は，全て等しい場合が最大で，上から

−
∑

i≤D2(2l0+1)

λ2
i log λ2

i ≤ logD2(2l0+1) = 2(2l0 + 1) logD = O(1)
log |µ|2

log ∆
logD (4.17)

と評価できる．よってエンタングルメント・エントロピーの上限は

S ≤ O(1)
log |µ|2

log ∆
logD +

∆

(1−∆)2
log

D4

∆
. (4.18)

簡略化する．任意のk ∈ Z≥1に対して，K
kも(Dk,∆k)-AGSP． k = d1/ log(∆−1)eと選ぶと，

d1/ log(∆−1)e ≤ k ≤ d1/ log(∆−1)e+ 2 (4.19)

より， log ∆k ≤ −1, 及びlog ∆k−2 ≥ −1. これから

2−1− 2
k−2 ≤ ∆k ≤ 2−1 (4.20)

よって∆k, log ∆−k = O(1). D,∆をDk,∆kで置き換えると，

S ≤ O(1)
log |µ|2

log ∆k
logDk +

∆k

(1−∆k)2
log

D4k

∆k
= O(1) log |µ|−2k logD +O(1)k logD (4.21)

= O(1)
log |µ|−2

log ∆−1
logD. (4.22)

[5]の面積則の証明の方針は，まず，基底状態と有限のoverlapを持つSchmidtランクが1のとある状
態から出発して，AGSP Kを作用させて基底状態を近似する．初期状態と基底状態とのoverlapはある
程度大きい必要がある．� �

Lemma 4.2 (Lemma III.2 in [5]). D∆ ≤ 1/2なる(D,∆)-AGSP Kが存在すれば，

µ = 〈Ω |φ〉 , |µ| ≥ 1/
√

2D (4.23)

なる状態|φ〉 = |L〉 ⊗ |R〉が存在する．� �
(証明) |φ〉 = |L〉 ⊗ |R〉を，µ = 〈φ|Ω〉 , |µ| < 1/

√
2Dなる積状態とする．

|φ〉 = µ |Ω〉+
√

(1− |µ|2) |Ω⊥〉 (4.24)

⇒ |φ1〉 := K |φ〉 = µ |Ω〉+ δ |Ω⊥1 〉 , |δ|2 ≤ ∆, SR(φ1) = D · SR(φ). (4.25)

|v〉 = |φ1〉 /||φ1||と置くと，

|v〉 =

D∑
i=1

λi |Li〉 |Ri〉 ,
D∑
i=1

λ2
i = 1, (4.26)

より

|µ|
||φ1||

= | 〈Ω|v〉 | ≤
D∑
i=1

λi| 〈Ω| |Li〉 |Ri〉 | ≤

√√√√ D∑
i=1

| 〈Ω| |Li〉 |Ri〉 |2 ≤
√
D| 〈Ω| |Limax

〉 |Rimax
〉 |2 (4.27)

を得る 11．ここで，| 〈Ω| |Limax
〉 |Rimax

〉 | = maxi | 〈Ω| |Li〉 |Ri〉 | これが| 〈Ω| |Li〉 |Ri〉 |2の下限を与える：

| 〈Ω| |Limax
〉 |Rimax

〉 |2 ≥ |µ|2

D||φ1||2
=

|µ|2

D(|µ|2 + |δ|2)
≥ |µ|2

D(|µ|2 + ∆)
. (4.28)

11コーシー・シュワルツの不等式|(x, y)|2 ≤ ||x||2||y||2.
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ここで，仮定D∆ < 1/2, |µ| < 1/(
√

2D)より，

D(|µ|2 + ∆) < 1/2 + 1/2 = 1. (4.29)

よって，overlap µ1 = 〈Ω| |Limax〉 |Rimax〉の絶対値は，|µ|より真に大きい．比は

|µ1|/|µ| ≥
1

1
2 +D∆

(4.30)

とµに依存しない定数で下限が与えられるから，少なくとも

1

(1/2 +D∆)n
≥ |µ|√

2D
(4.31)

を満たす回数nだけAGSPを繰り返せば良い．� �
Corollary 4.3 (Corollary III.4 in [5]). D∆ ≤ 1/2なる(D,∆)-AGSP Kが存在すれば，エンタング
ルメント・エントロピーは上から

S ≤ O(1) logD (4.32)

と評価される．� �
(証明)

log ∆−1 ≥ log log(2D). (4.33)

また， |µ|−2 ≤ 2Dなる積状態|L〉 |R〉が存在する．よって，

S ≤ O(1)
log |µ|−2

log ∆−1
logD ≤ O(1)

log(2D)

log(2D)
log(D) = O(1) log(D). (4.34)

logDの評価（定理 3.2）より直ちに面積則が従う．� �
Theorem 4.4. (Frustration free 系の面積則．Theorem I.1 in [5]) 空間１次元，frustration free，
2-local，ギャップあり，基底状態は一意的な系を考える．局所Hilbert空間の次元をd, スペクトル
ギャップをε > 0, ハミルトニアンH =

∑
iHiの局所項の大きさを||HI || ≤ Jとする．

X :=
J log d

ε
(4.35)

とする．任意のカットにおいて，von-Neumann エンタングルメント・エントロピーの上限は以下
で与えられる．

S1D ≤ O(1)X3 log8X. (4.36)� �
証明では||Hi|| ≤ 1としたが，ここではJを復活させた．

雑感だが，[5]による証明はSchmidtランクに上限をつける方針だが，vNエンタングルメント・エン
トロピーへの寄与は−λ2

i log λ2
iであるので，Schmidtランクに加えてSchmidt固有値にも上限をつける

ことができればさらに良い評価が得られるように思う．（[6]はまだ検討していないので，この点が改
善されている可能性があるが．）
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A 雑多な補題

Lemma A.1. HをHilbert空間，X,Yを直交射影とする． v ∈ Hをノルムが1のベクトルとする．
||XY v|| = 1− εとする．次が成立：

||(1− Y )XY v||2 ≤ ε(1− ε). (A.1)

まず，任意の直交射影Pに対して，

||(1− P )v||2 + ||Pv||2 = ((1− P )v, (1− P )v) + (Pv, Pv) = (v, (1− P )v) + (v, Pv) = (v, v) = ||v||2
(A.2)

が成立することに注意する．示したいことは

||(1− Y )XY v||2 = ||XY v||2 − ||Y XY v||2 = 1− ε− ||Y XY v||2 ≤ ε(1− ε) (A.3)

であるので，

||Y XY v|| ≥ 1− ε (A.4)

を示せば良い．

||XY v||2 = (XY v,XY v) = (v, Y XY v) ≤ ||v|| · ||Y XY v|| = ||Y XY v|| (A.5)

より．

B Proposition D.1 in [7]

一般の空間次元を考える．ハミルトニアン

H =
∑
j

Hj (B.1)

が局所的とは，

||[Hj ,Oi]|| ≤ u(|j − i|) (B.2)

が成立すること．ここで，uは任意のべきより早く減衰する関数．（指数関数的減衰は要請せず，べき
よりも早く減衰すると仮定．）� �
H =

∑
j Hjをギャップのある局所ハミルトニアンとする．基底状態|Ψ〉のエネルギー固有値はゼ

ロとする． ∆ > 0をギャップとする．このとき，|Ψ〉をある局所項Hjのゼロエネルギー固有状

態H̃j |Ψ〉 = 0として表現できる．� �
これを示す．

H̃j =

∫ ∞
−∞

eiHtHje
−iHtw(t)dt (B.3)

とする．すると， ∑
j

H̃j = H ×
∫ ∞
−∞

w(t)dt. (B.4)
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よって， ∫ ∞
−∞

w(t)dt = 1 (B.5)

なるようにw(t)を取る．つまり，フーリエ変換

ŵ(ε) =

∫ ∞
−∞

dtw(t)eiεt (B.6)

に対して，

ŵ(0) = 1 (B.7)

とする．また，H̃jにエルミート性を要求すると，

w(t)∗ = w(−t)⇔ ŵ(ε)∗ = ŵ(−ε). (B.8)

任意の励起状態|n〉に対して，〈
n
∣∣∣ H̃j

∣∣∣Ψ〉 =

∫ ∞
−∞

eiEnt 〈n|Hj |Ψ〉w(t)dt = ŵ(En) 〈n|Hj |Ψ〉 (B.9)

であるので，ŵ(ε)を

ŵ(|ε| > ∆) = 0 (B.10)

が成立するように取ると，基底状態への射影をPとして，

(1− P )H̃jP = 0 (B.11)

という望みの性質が得られる． ŵ(ε)を

ŵ(ε = 0) = 0, ŵ(|ε| > ∆) = 0 (B.12)

を満たす滑らかな（C∞級）関数とする．よって，w(t)は任意のべきより早く減衰する．

残りはH̃jが局所的であるように構成できるかどうか．サイトi近傍に台を持つ任意の局所演算
子Oiに対して，

||[H̃j , Oi]|| ≤
∫ ∞
−∞
||[Hj(t), Oi]|||w(t)|dt. (B.13)

Lieb=Robinson限界より，大雑把に，

||[Hj(t), Oi]|| ≤ c||Hj ||||Oi|| ×max{e−a(l−v|t|), 1}, l ∼ |i− j|. (B.14)

として良いだろう 12．

||[H̃j , Oi]|| ≤ c||Hj ||||Oi|| × 2×

[∫ l/v

0

e−a(l−vt)|w(t)|dt+

∫ ∞
l/v

|w(t)|dt

]
(B.15)

と見積もることができる．これが，lに関して任意のべきより早く減衰することを示したい．

以下の証明は下村氏によるもの 13．

12現在得られている結果において，Lieb=Robinson限界のHjに関する条件は，空間次元に依存して，どの程度のべき減衰ま
で許容されるのかを確認する．

13Kenji Shimomura, private communication.
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w(t)は任意のべきより早く減衰するため，任意のn ∈ Z≥0に対して

|w(t)|tn t→∞−−−→ 0 (B.16)

が成立する． w(t)は有界なので，任意のn ∈ Z≥0に対してある定数Mnが存在して，

|w(t)| ≤Mnt
−n for t > 0, (B.17)

として良い．すると，∫ ∞
l/v

|w(t)|dt ≤
∫ ∞
l/v

Mn+1t
−n−1dt = Mn+1(−n)−1(−(l/v)−n) = O(l−n), (B.18)

∫ l/v

0

e−a(l−vt)|w(t)|dt ≤
∫ l/(2v)

0

e−a(l−vt)M0dt+

∫ l/v

l/(2v)

e−a(l−vt)Mn+1t
−n−1dt (B.19)

= M0
e−al/2 − e−al

av
+Mn+1(l/v)−n

∫ 1

1/2

e−a(l−ls)s−n−1ds (B.20)

≤M0
e−al/2 − e−al

av
+Mn+1(l/v)−n

∫ 1

1/2

s−n−1ds (B.21)

= M0
e−al/2 − e−al

av
+Mn+1(l/v)−n

2n − 1

n
(B.22)

= O(l−n). (B.23)

C Eckart-Young-Mirskyの定理

m× n行列A ∈ Matm,n(C)に対して，Aの特異値分解を

A = UΣV † =

rank(A)∑
i=1

σiuiv
†
i , σ1 ≥ σ2 ≥ . . . (C.1)

とする． Frobeniusノルムの定義は

||A||F =

√∑
ij

|aij |2 =
√

tr [A†A] =

√√√√rank(A)∑
i=1

σ2
i . (C.2)

ここで，σiはAの特異値．

Ak =

k∑
i=1

σiuiv
†
i (C.3)

と書く．主張は以下．� �
2ノルム, Frobeniusノルムの意味で，Aのランクkの行列による最良の近似はAkで与えられる．つ
まり，任意のランクkの行列Bkに対して，

||A−Bk||F ≥ ||A−Ak||F , ||A−Bk||2 ≥ ||A−Ak||2, (C.4)

が成立する．� �
[9]の証明のメモ． Wyelの不等式 14 より，任意のi, jに対して，

σi+j−1(X + Y ) ≤ σi(X) + σj(Y ) (C.7)

14n× nエルミート行列Aに対して，その固有値を大きいものから順に並べたものを
λ1(A) ≥ λ2(A) ≥ · · · (C.5)
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が成立． Bのランクをkとする． σi>k(B) = 0に注意． j = k + 1, X = A−B, Y = Bとして，

σi+k(A) ≤ σi(A−B) + σk+1(B) = σi(A−B). (C.8)

すると，

||A−B||2 = σ1(A−B) ≥ σk+1(A) = σ1(A−Ak). (C.9)

||A−B||2F =
∑
i

σ2
i (A−B) ≥

∑
i

σ2
i+k(A) = ||A−Ak||F . (C.10)

系として以下を得る．� �
規格化された状態|ψ〉に対して，Schmidt分解を|ψ〉 =

∑
i≥1 λi |Li〉 |Ri〉とする． |φk〉をSchmidtラン

クkの規格化された状態とする．次が成立する．

| 〈ψ|φk〉 |2 ≤
∑
i≤k

λ2
i . (C.11)

� �
（証明）kランク近似を|ψk〉 =

∑
i≤k λi |Li〉 |Ri〉として，その規格化状態を|ψ̃k〉 = |ψk〉 /||ψk|| = |ψk〉 /

√∑
i≤k λ

2
iと

する． (C.10)より

|| |ψ〉 − |φk〉 ||2 ≥ || |ψ〉 − |ψ̃k〉 ||2 (C.12)

である．

2− 2Re 〈ψ|φk〉 ≥ 2− 2Re 〈ψ|ψ̃k〉 (C.13)

より

Re 〈ψ|φk〉 ≤ Re 〈φ|φ̃k〉 =

∑
i≤k λ

2
i√∑

i≤k λ
2
i

=

√∑
i≤k

λ2
i . (C.14)

|φk〉の位相は任意なので，主張を得る．
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