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• dとδの関係を追加する．

Chern数

ch = (
i

2π
)n

∫
M2n

tr [Fn] (1)

が量子化することを直接示す．微小変化に対してchが変化しないことを示せば良い．被積分関数が微
小変換に対して完全形式であることを示せば良い．
等価な表式がいくつかある．係数を別にして，

ch ∼
∫
M2n×R

tr [GdG−1]2n+1, (2)

ch ∼
∫
M2n

tr [P (dP )2n]. (3)

n = 1かつ，Pが1次元に限れば，

ch ∼
∫
M2

〈dψ|dψ〉 . (4)

1 tr [F n]

δtr [Fn] = dntr [δAFn−1]. (5)

ここで，δAはM2n上の大域的(2n)形式として良い：ゲージ場Aは各パッチで定義され，パッチ変換は
ゲージ変換

AU = AV + dχ on U ∩ V, (6)

で与えられる．微小変化δA = A′ − Aはトポロジカルセクターを変化させないから，パッチ変換χは不
変として良い：

δχ = 0. (7)

すると，パッチの共通部分において，

δAU = δAV on U ∩ V, (8)

が成立するから，ゲージ場の微小変化δAは大域的1形式として良い．

δA ∈ Ω(1)(M2n). (9)

よって，

ntr [deltaAFn−1] ∈ Ω(2n−1)(M2n) (10)

は大域的(2n− 1)形式であり，よって，

δtr [Fn] = dntr [δAFn−1] (11)

は完全形式である．
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2 tr [GdG−1]2n+1

G : M2n × R→ GLm(C) (12)

である．

1

(2n+ 1)
δtr [GdG−1]2n+1 (13)

= tr [δ(GdG−1)(GdG−1)2n] (14)

= tr [(δGdG−1 +GdδG−1)(GdG−1)2n] (15)

= tr [(δGdG−1 − dGδG−1)(GdG−1)2n −GδG−1d(GdG−1)2n] + dtr [GδG−1(GdG−1)2n]. (16)

ここで，

d(GdG−1) = dGdG−1 = −GdG−1GdG−1 (17)

に注意すると，

d(GdG−1)2n = 0. (18)

また，

tr [(δGdG−1 − dGδG−1)(GdG−1)2n] = tr [(−GδG−1GdG−1 +GdG−1GδG−1)(GdG−1)2n] = 0. (19)

よって，

δtr [GdG−1]2n+1 = d(2n+ 1)tr [GδG−1(GdG−1)2n]. (20)

3 tr [P (dP )2n]

まず，閉形式であることは，

dtr [P (dP )2n] = tr [dP (dP )2n] (21)

であるが，P = P 2よりdP = dPP + PdP, PdPP = 0に注意して，

= tr [(dPP + PdP )(dP )2n] = 2tr [P (dP )2n+1] = 2tr [P 2(dP )2n+1] = 2tr [P (dP )2n+1P ] = 2tr [P (dP )P (dP )2n] = 0.
(22)

4 〈dψ|dψ〉
パッチ変換を

|ψU 〉 = |ψV 〉 eiθ on U ∩ V (23)

とするとBerry接続の変換性は

〈ψU |dψU 〉 = 〈ψV |dψV 〉+ idθ. (24)

フレーム|ψ〉の微小変化において，セクターを変化させないから，パッチ変換は不変にとって良い．

δθ = 0. (25)

すると，Berry接続の微小変化は

δ 〈ψU |dψU 〉 = δ 〈ψV |dψV 〉 on U ∩ V. (26)

よって，Berry接続の微小変化δ 〈ψ|dψ〉は大域的1形式

δ 〈ψ|dψ〉 ∈ Ω(1)(M2). (27)

よって，

δ 〈dψ|dψ〉 = dδ 〈ψ|dψ〉 (28)

は完全形式．
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