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Gを磁気空間群，Tを並進群，G = G/Tを磁気点群とし，切断a : G → Gを選ぶ． pg ∈ O(d)を点群
の元g ∈ Gの実空間における作用を表すd× d直行行列とする． φ : G→ ±1により，ユニタリ/反ユニタ
リを指定する．関係式

{pg|ag}{ph|ah} = {1|pgah + ag − agh}{pgh|agh}, pgah + ag − agh ∈ T, (1)

に注意．
BZにおいて周期的な基底を考える．点群Gの表現行列Ug(k)は以下の関係式を満たす．

Ug(φhphk)Uh(k)
φg = zintg,he

−iφghpghk·(pgah+ag−agh)Ugh(k) (2)

ここで，行列Xに対して

Xφg =

{
X (φg = 1),
X∗ (φg = −1),

(3)

を導入した．また，zintg,hは内部自由度からくる乗数系でありkには依存しない．以下ではUg(k)はBZで

周期的であるとする． kにおける小群Gk ⊂ Gを

Gk = {g ∈ G|∃G ∈ T̂ s.t. φgpgk = k +G} (4)

と書く．ここで，T̂は逆格子ベクトルの集合．
kにおける小群k ∈ Gkに群元を制限すると，(2)は

Ug(k)Uh(k)
φg = zintg,he

−ik·(pgah+ag−agh)Ugh(k), g, h ∈ Gk (5)

となる．つまり，{Ug(k)}g∈Gk
は小群Gkの，乗数系{zintg,he−ik·(pgah+ag−agh)}g,h∈Gk

における（射影）表

現．
Gkのユニタリな対称性の元からなる部分群を

G0
k = {g ∈ Gk|φg = 1} (6)

と書く． pセルkの表現{Ug(k)}g∈G0
k
の，pセルkに隣接する(p+1)セルk′における既約表現{{Uαg (k′)}g∈G0

k′
}αに

よる既約分解を計算したい． k,k′は異なる点であり，乗数系(2)が異なるため，kの表現{Ug(k)}g∈G0
k
を

乗数系をk′の乗数系に合わせる必要がある．これは以下で実行できる．

Ug(k) 7→ Ug(k)e
−i(k′−k)·ag , g ∈ G0

k′ . (7)

よって，既約分解公式は以下で与えられる．

U(k) =
⊕
α

nαU
α(k′), (8)

nα =
1

|G0
k′ |

∑
g∈G0

k′

tr [Uαg (k
′)]∗tr [Ug(k)]e

−i(k′−k)·ag ∈ Z≥0. (9)
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波数点kにおける乗数系を取り替えて，予め既約分解における因子e−i(k
′−k)·agを消すことができ

る． kにおける乗数系を以下のように取り替える．

Ug(k) = ug(k)e
−ik·ag , g ∈ Gk. (10)

乗数系の取替であるため，半ユニタリな元も含める．このとき，ug(k)と因子e
−ik·agは共にBZにおい

て周期的でないことに注意する．よって，Ug(k+G) = Ug(k)であるが，一般にはug(k+G) 6= ug(k)で
ある．射影表現{ug(k)}g∈Gk

が従う乗数系は，

ug(k)e
−ik·ag [uh(k)e

−ik·ah ]φg = zintg,he
−ik·(pgah+ag−agh)ugh(k)e

−ik·agh , g, h ∈ Gk, (11)

整形して以下を得る．

ug(k)uh(k)
φg = zintg,he

iφgk·ahe−ik·pgahugh(k), g, h ∈ Gk (12)

乗数系を取り替えているだけなので，この乗数系はWigner判定条件にも適用できることに注意す
る．特に，ユニタリな群元に制限すると，

ug(k)uh(k) = zintg,he
ik·(ah−pgah)ugh(k), g, h ∈ G0

k. (13)

射影表現{ug(k)}g∈G0
k
を用いると既約分解公式は

nα =
1

|G0
k′ |

∑
g∈G0

k′

(tr [uαg (k
′)]e−ik

′·ag )∗(tr [ug(k)]e
−ik·ag )e−i(k

′−k)·ag , (14)

より，k依存する因子が消えて，以下のようになる．

nα =
1

|G0
k′ |

∑
g∈G0

k′

tr [uαg (k
′)]∗tr [ug(k)] (15)

次に，波数点kにおける表現{ug(k)}g∈Gk
が，kと等価な波数点φhphk +Gにおける表現にどのよう

にマップされるかを見る．一般論より，

tr [Ug(φhphk +G)] = tr [Ug(φhphk)] =
zkg,h

zkh,h−1gh

tr [Uh−1gh(k)]
φh , g ∈ Gφhphk = hGkh

−1. (16)

ここで，

zkg,h = zintg,he
−iφghpghk·(pgah+ag−agh), g, h ∈ G, (17)

である． g ∈ Gφhphkのときφgpgφhphk ≡ φhphkであり，またpgah + ag − agh ∈ Tであるから，

zkg,h = zintg,he
−iφhphk·(pgah+ag−agh), g ∈ Gφhphk, (18)

に注意する．

tr [Ug(φhphk +G)] = tr [ug(φhphk +G)]e−i(φhphk+G)·ag , g ∈ Gφhphk, (19)

tr [Uh−1gh(k)] = tr [uh−1gh(k)]e
−ik·ah−1gh , g ∈ Gφhphk, (20)
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を代入すると，

tr [ug(φhphk +G)] (21)

= ei(φhphk+G)·age−iφghpghk·(pgah+ag−agh)eiφghpghk·(phah−1gh+ah−agh)[tr [uh−1gh(k)]e
−ik·ah−1gh ]φh (22)

=
zintg,h

zinth,h−1gh

ei(φhphk+G)·age−iφhphk·(pgah+ag−agh)eiφhphk·(phah−1gh+ah−agh)[tr [uh−1gh(k)]e
−ik·ah−1gh ]φh

(23)

=
zintg,h

zinth,h−1gh

eiG·age−iφhphk·pgaheiφhphk·ahtr [uh−1gh(k)]
φh , g ∈ Gφhphk. (24)

より，表現のマップは以下で与えられる．

tr [ug(φhphk +G)] =
zintg,h

zinth,h−1gh

eiG·ageiφhphk·(ah−pgah)tr [uh−1gh(k)]
φh , g ∈ Gφhphk. (25)

同じことだが，以下も便利．

tr [uhgh−1(φhphk +G)] =
zinthgh−1,h

zinth,g
eiG·ahgh−1 eiφhphk·(ah−phgh−1ah)tr [ug(k)]

φh , g ∈ Gk. (26)

A 乗数系の例

A.1 螺旋軸

n回の螺旋軸kz ∈ [0, 2π]を考える． Ug(kz)の乗数系においては，点群Znの生成子をσとして，

[Uσ(kz)]
n = e−ikz (27)

である．一方で，ug(kz)の乗数系においては，

[uσ(kz)]
n = [Uσ(kz)e

ikz/n]n = 1 (28)

である．
kz = 0, 2πを等価な異なる0セルとすると， Uσ(0) = Uσ(2π)であるが，乗数系の変化のため，

uσ(0) = uσ(2π)e
−2πi/n (29)

に注意．

A.2 pmg

文様群pmgのk = (π, 0)点を考える．

Gk = {e,mx,my, c2} (30)

である． amy = (1/2, 0)とする．波数点(0, 0)においては鏡映Mxと映進Gyは可換umx(0)umy (0) =

umy
(0)umx

(0)であるが，k = (π, 0)においては，

umx(π, 0)umy (π, 0) = ei(π,0)·((1/2,0)−mx(1/2,0))uc2(π, 0) = −uc2(π, 0), (31)

umy
(π, 0)umx

(π, 0) = ei(π,0)·((0,0)−my(0,0))uc2(π, 0) = uc2(π, 0), (32)
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であるので，反可換

umx
(π, 0)umy

(π, 0) = umy
(π, 0)umx

(π, 0) (33)

である．
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