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2次元の並進対称性のある自由フェルミオン系を考える．ハミルトニアンをH(k),k = (kx, ky)とす
る．線形応答理論により，フェルミ面がある系におけるHall係数は，エネルギーが負のBerry曲率の積
分で与えられる．

σH =
i

2π

∑
n

∫
En(k)<0

Fn(k). (1)

nはバンドのラベル．ストークスの定理により，非整数部分はフェルミループにおけるBerry位相とし
て書くことができる [1]．

σH =
i

2π

∑
n

∮
En(k)=0

An(k) mod 1. (2)

非整数部分の効率的な計算方法については，例えば[2]を見よ．
絶縁体における量子化されたHall係数の数値計算手法については，[3]が良く知られている．一方で

フェルミループが存在する場合も若干の拡張で計算できる．
BZを格子近似する．波数点kにおいて，エネルギーが負の状態のフレームを

Uk = (u1k, . . . , umkk) ∈ Matmk×N (C), U†kUk = 1mk
. (3)

と書く．ここで，En(k) < 0なるバンドの数mkは波数点kに依存することに注意する． BZの三角形012
（四角形でも良い）に対して，以下の行列は，バンドの数m0,m1,m2が異なる場合でもwell-defined

W012 = U†0U2U
†
2U1U

†
1U0 ∈ Matm0×m0

, rank(W012) = min(m0,m1,m2) =: m012. (4)

よって，行列W012の固有値は，以下のようになる．

Spec(W012) = (z1, . . . , zm012
, 0, . . . ). (5)

一般化されたBerry磁束を以下で定義する．

F012 = Arg(z1 · · · zm012). (6)

注意として，F012は各波数点kにおける直交射影をPk = UkU
†
kとして，行列P2P1P0の非ゼロの固有値

の積の偏角としても計算できる． Hall係数は整数部分も含めて一般化されたBerry磁束の総和で与え
られる．

σH =
i

2π

∑
∆2

F∆2 . (7)

上記公式が絶縁体の場合に[3]に一致するのは明らか．さらに，金属の場合は占有バンドのBerry磁束の
みが寄与するから， mod 1でフェルミループ上のBerry位相を与える．
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