
ノート：arXiv:1907.09354の計算確認

同変Thom同型を用いた表面状態の分類計算

塩崎　謙

January 29, 2022

Abstract

[2]と[1]の結果の不一致を受けて，[1]の分類表の再計算を行った．不一致の例はスピンフル電子
系，磁気点群4̄1′のB表現である．（ただし，[2]が同じ設定の分類問題を扱っているかどうかに関して
は，未把握．） [1]の数値計算には一部間違いが存在することがわかった．つまり，[1]の定式化でな
く，プログラム実装に間違いがあった．再計算結果は[1]のv2（出版版）に掲載されている．再計算後
においても，[2]の結果との不一致（例えば，4̄1′のB表現）は残った．２例（スピンフル4̄1′B表現，ス
ピンフル62′2′B表現）について，実空間AHSSの手計算結果もノート後半に残す．実空間AHSSの結
果は[1]のv2と矛盾しない．

1 定式化の確認

対称性のデータは，

• 群G,

• 実空間への作用pg ∈ O(3),x 7→ pgx,

• 乗数系zg,h,

• 準同型φ, c : G→ Z2 = {±1}.

対称性は

ugH(k)u−1g = cgH(k), uguh = zg,hugh, ugiu
−1
g = φgi. (1)

sg = det pg ∈ ± (2)

を導入する．また， pg = IsgRgとして（Iは空間反転），Rg ∈ SO(3)を軸ng周りのθg回転として，
(ng, θg)を固定する．

1.1 KAIの構成

対称性のデータ(G, z, φ, c)に対してWigner判定条件を適用して，点群中心におけるK群KAIを計算す
る． φ, cに対してG = G0 + TG0 + CG0 + ΓG0と分解する． KAIの格子は以下の規則で構成する．

• 分類が非自明なG0の既約表現に対して，ハミルトニアンの表現次元を入れる.

• マップされる表現については，ch倍する.
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• Z2分類については絶対値を取る.

以上の規則により，

A,AI (1)
AT,DT (1, 1)
AC,AIC (1,−1)
AT,C (1, 1,−1,−1)
AII,D,BDI (2)
AIIC (2,−2)

(3)

を得る． Z分類，Z2分類の基底ベクトル（横ベクトル）を並べた行列をそれぞれ

VZ =

(
v1
...

)
, VZ2 =

(
v1
...

)
(4)

と書く．

1.2 Kの構成

次に，Cornfeld–Chapmanの方法により，ugを内部対称性に変換する．

H(k) = k1γ1 + k2γ2 + k3γ3 +mΓ0 (5)

とする．

qg := e
θg
2 (ng1γ2γ3+ng2γ3γ1+ng3γ1γ2) (6)

として，

ρg := (γ1γ2γ3)
1−sg

2 qgug (7)

とすると，

ρgH(k)ρ−1g = cgsgH(φgk), ρgρh = z̃g,hρgh, ρgiρ
−1
g = φgi. (8)

ここで，乗数系z̃g,hは

z̃g,h = z′g,h(−1)
1−cgsg

2

1−sh
2 zg,h, (9)

z′g,h = qhqgq
−1
gh ∈ ±1 (10)

で与えられる．右作用に注意． z′g,hは(ng, θg)に対して決まり，スピンフル電子系の乗数系と必ずし

も一致しない．また，z′g,hはユニタリ部分のみで決まり，反ユニタリ対称性を含むスピンフル電子

系の乗数系とはこの点においても異なる．データ(G, z̃, c̃ = cs, φ)に対してWigner判定条件を適用し
てK群Kを計算する． c̃, φに対するGの分解をG = G′0 + T ′G′0 + C ′G′0 + Γ′G′0とする． Kの格子は以下
の規則で構成する．

• カイラル対称性が存在して，カイラル対称性がG′0の既約表現α内で閉じる場合は，G′0 + Γ′G′0の
既約表現から表現の拡大α+を１つ選ぶ．

• 分類が非自明な既約表現に対して，ハミルトニアンの表現次元を入れる.

• マップされる表現については，φh倍する．該当するEAZクラスはAIIITのみ． T (α+)と(Tα)+の
不一致を符号ηで表現する．
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• Z2分類については絶対値を取る.

以上の規則により，

AIII,DIII,AII (4)
CII,CI (8)
AIIIT (4,−η4)
AIIC (4, 4)

(11)

を得る． Z分類，Z2分類の基底ベクトル（横ベクトル）を並べた行列をそれぞれ

V ′Z =

(
v1
...

)
, V ′Z2

=

(
v1
...

)
(12)

と書く．

3D巻き付き数が時間反転対称性によって−1倍される点について証明を残す．ハミルトニア
ンHβ(k)の巻き付き数は，

wβ =
1

48π2

∫
tr Γβ [[Hβ(k)]−1dHβ(k)]3 (13)

で与えられる．カイラル演算子Γの符号と，G′0 + Γ′G′0への拡大β+の選び方が対応する．マップされ
たTβのハミルトニアン，及びカイラル演算子は

HTβ(k) = THβ(−k)T−1 (14)

で与えられる．変形して，

wβ = − 1

48π2

∫
tr (T−1ΓβT )[[HTβ(k)]−1dHTβ(k)]3 (15)

を得る． Tβのカイラル演算子をΓTβと書いたとき， T−1ΓβT = ηΓTβによって符号ηを定義すると，関
係式

wβ = −ηwTβ (16)

を得る．

1.3 第３同型定理

f : KAI → K (17)

を計算したい．まず，第３同型定理によって整数格子の問題に書き換える．に対して，K/Im fを計算
したい． K,KAIのねじれ部分のZへの拡張をそれぞれ

H → K̃ → K, (18)

HAI → K̃AI → KAI, (19)

と書く．すると，

f̃ : K̃AI → K̃ (20)

に対して，

Im f = (Im f̃ +H)/H (21)

に注意すると，第３同型定理より

K/Im f = K̃/(Im f̃ +H) (22)

となる．
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1.4 f̃ : K̃AI → K̃の計算

Z → Z,Z → Z2,Z2 → Z2で計算方法が異なる． Z2へのマップは全て絶対値を取ることに注意．まず，
G0の既約表現αから構成されたハミルトニアン

H = k · γ + r · Γ +mΓ0 (23)

に対して，r = 0と制限したハミルトニアン

H = k · γ +mΓ0 (24)

の，G′0 + ΓG′0の既約表現β+の3D巻き付き数を計算する行列δw3とG
′
0の既約表現βの数を数える行

列δirを構成する．

[δw3
]αβ = 4× 1

|G′0|
∑
g∈G

δφg,1δcg,1δsg,−1χ
∗
β+(g)2 cos

θg
2
χα(g), (25)

[δir]αβ = 4× 1

|G′0|
∑
g∈G

δφg,1δcg,1δsg,1χ
∗
β(g)2 cos

θg
2
χα(g). (26)

この２つの行列は，Kの分類が自明か非自明かに依存せず構成できる． Hの分解には，Z2分類が自
明な既約表現が含まれる可能性もあるので，また，KのZ2分類のみに1を，他に0を与える横ベクトル
をv′Z2

とし，Z2分類が非自明な既約表現のみを数える行列

[δZ2 ]αβ := [δir]αβ [v′Z2
]β (27)

を導入する．

Z→ Z,Z→ Z2,Z2 → Z,Z2 → Z2の各種行列は以下．

[f̃ |Z→Z]αβ = [VZ.δw3 .(V
′
Z)+]αβ , (28)

[f̃ |Z→Z2
]αβ = [Abs(VZ).δZ2

.(V ′Z2
)+]αβ , (29)

[f̃ |Z2→Z]αβ = 0, (30)

[f̃ |Z2→Z2 ]αβ = [VZ2 .δZ2 .(V
′
Z2

)+]αβ , (31)

(32)

ここで，Absは要素の絶対値を取り，A+はAの擬似逆行列である．疑似逆行列は，方程式A.x = bに解
が存在しない場合はゼロ行列を与えるため，方程式V.δがV ′で展開できるかどうかを確認する．（具体
的には，V.δ = V.δ.(V ′)+.V ′を確認すれば良い．）構成から，V ′の基底は独立であるので，解が一意で
あることに注意．

Im f̃は行列 (
f̃Z→Z f̃ |Z→Z2

f̃Z2→Z f̃ |Z2→Z2

)
(33)

の横ベクトルで張られる． Im f̃ +Hで張られる空間は，K ′のZ2分類に対して(2)を加える．つまり，

Im f̃ +H =

 f̃Z→Z f̃ |Z→Z2

f̃Z2→Z f̃ |Z2→Z2

O 2

 =: M. (34)

行列Mをスミス分解することにより，商K/Im fを得る．計算結果は[1]v2を見よ． Mathematica計算フ
ァイル名は”Classification Surface State.nb”
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