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1 2d class A

• 有効作用について

蘱

https://arxiv.org/abs/2103.05035


• 格子模型におけるスカーミオン電荷の計算

• 蘲虮虤 虃虨虥虲虮数の計算

• 蘲π回転に対する基底状態の虂虥虲虲虹位相の計算

1.1 有効作用

虾蘊Spinc

4 蘨S2蘩 蘽 Z 蘨蘱蘩

であり，シータ項はAを虓虰虩虮c場，a 蘽 −iz†dzをn 蘽 z†σz, 虛z虝 ∈ CP 1によって定義されたU蘨蘱蘩場とする
と，虛蘴虝

蘨
蘱

蘸π2

∫
蘨F 蘫 f蘩2 蘫

σ

蘸
蘩− 蘨

蘱

蘸π2

∫
F 2 蘫

σ

蘸
蘩 蘽

蘱

蘸π2

∫
f蘨f 蘫 蘲F 蘩 蘨蘲蘩

で与えられる．対応する蘨蘲蘫蘱蘩次元可逆相の有効作用は

蘱

蘴π

∫
ada蘫

蘱

蘲π

∫
Ada 蘨蘳蘩

である．第１項は虈虯虰虦項として知られる項であり，虛蘱虝スカーミオンの蘲π回転により波動関数が位
相蘨−蘱蘩を獲得することを示す．第２項はスカーミオンが虓虰虩虮c電荷１を有することを示す．コメントと

して，蘊Spinc

∗ 蘨S2蘩と比較すると，第１項と第２項はそれぞれ個別にはボルディズム不変量ではない．

• 事実として，CP 1模型については恒等的にf2 蘽 蘰である．

•
∫
adaは，BU蘨蘱蘩の場合とは異なり，CP 1由来の場合は，ホモトピー不変量である．

• 蘊SO3 蘨S2蘩 蘽 蘰に注意すると，
∫
adaはボルディズム不変量ではないことがわかる．虈虯虰虦マッ

プS3 → S2はCP 2
2の境界として実現されるためヌルボルダントであることと矛盾しない．

• 虁虢虡虮虯虶は，虈虯虰虦項
∫
adaの導出方法として，虛z虝 ∈ CP 1を一度CPM ,M > 蘱に埋め込むことによ

り，
∫
adaがホモトピー不変量でなくなり，作用の変分を取ることにより

∫
adaが導出できる，と

議論している．虛蘵虝

1.2 格子模型と数値計算

素朴な格子模型は以下．１粒子ハミルトニアンのみ書く．

H蘨kx, ky,n蘩 蘨蘴蘩

蘽 虳虩虮 kxτx 蘫 虳虩虮 kyτy 蘫 n1σxτz 蘫 n2σyτz 蘫 蘨n3 − 蘲 蘫 虣虯虳 kx 蘫 虣虯虳 ky蘩σzτz 蘨蘵蘩

蘽 eikx
σzτz − iτx

蘲
蘫 e−ikx

σzτz 蘫 iτx
蘲

蘫 eiky
σzτz − iτy

蘲
蘫 e−iky

σzτz 蘫 iτy
蘲

蘫 n1σxτz 蘫 n2σyτz 蘫 蘨n3 − 蘲蘩σzτz.

蘨蘶蘩

実空間表示は

H蘨x− 蘱, y蘻x, y蘩 蘽
σzτz − iτx

蘲
, 蘨蘷蘩

H蘨x蘫 蘱, y蘻x, y蘩 蘽
σzτz 蘫 iτx

蘲
, 蘨蘸蘩

H蘨x, y − 蘱蘻x, y蘩 蘽
σzτz − iτy

蘲
, 蘨蘹蘩

H蘨x, y 蘫 蘱蘻x, y蘩 蘽
σzτz 蘫 iτy

蘲
, 蘨蘱蘰蘩

H蘨x, y蘻x, y蘩 蘽 n1σxτz 蘫 n2σyτz 蘫 蘨n3 − 蘲蘩σzτz. 蘨蘱蘱蘩

蘲



定義していない行列要素については，ゼロである．スカーミオン配位は以下によって導入できる． 1

サイトをx ∈ {蘱, . . . , Lx}, y ∈ {蘱, . . . , Ly}として，

n1蘨x, y蘩 蘽 虳虩虮蘨
蘲πx

Lx
− π蘩 虣虯虳蘨πy

Ly
− π

蘲
蘩, 蘨蘱蘲蘩

n2蘨x, y蘩 蘽 虳虩虮蘨
蘲πy

Ly
− π蘩 虣虯虳2蘨πx

Lx
− π

蘲
蘩, 蘨蘱蘳蘩

n3蘨x, y蘩 蘽 蘱− 蘲 虣虯虳2蘨
πx

Lx
− π

蘲
蘩 虣虯虳2蘨

πy

Ly
− π

蘲
蘩, 蘨蘱蘴蘩

と取ると良い．

基底状態の電子数がスカーミオンの有無によって変化するかどうかを計算する．上記模型について
数値計算をすると，基底状態の電子数は，サイト数をLxLyとすると，

• スカーミオン無し：蘲LxLy

• スカーミオン有り：蘲LxLy − 蘱

となることが確認できた．

1.3 Berry位相

パラメータ依存するハミルトニアン 虞H蘨t蘩を考える．１周期でもとのハミルトニアンとユニタリ同値と
仮定する． 2

虞H蘨T 蘩 蘽 虞H蘨蘰蘩 蘨蘱蘵蘩

さらに，任意のφに対して 虞H蘨t蘩の基底状態と第一励起状態の間に有限のエネルギーギャップがあるも
のとする．さらに，基底状態に縮退はないものとし， 虞H蘨t蘩の瞬間的基底状態を|蘉蘨t蘩〉と書く．

虞H蘨t蘩 |蘉蘨t蘩〉 蘽 E蘨t蘩 |蘉蘨t蘩〉 . 蘨蘱蘶蘩

このとき，断熱極限において，蘱周期における基底状態の時間発展は以下で与えられる．

Te−i
∫ T
0
Ĥ(t)dt |蘉蘨t 蘽 蘰蘩〉 ∼ e−i

∫ T
0
E(t)dteiγ |蘉蘨t 蘽 蘰蘩〉 . 蘨蘱蘷蘩

ここで，eiγは虂虥虲虲虹位相

eiγ 蘽
∏
t

〈蘉蘨t蘫 δt蘩|蘉蘨t蘩〉 . 蘨蘱蘸蘩

スカーミオンを蘲π回転させたときの基底状態の虂虥虲虲虹位相を計算する．ハミルトニアンは以下で与
えられる．

虞H蘨t蘩 蘽
∑
x,y

c†xHx,y蘨n蘨t蘩蘩cy, 蘨蘱蘹蘩

n蘨t蘩 蘽 蘨虣虯虳
蘲πt

T
n1 − 虳虩虮

蘲πt

T
n2, 虳虩虮

蘲πt

T
n1 蘫 虣虯虳

蘲πt

T
n2, n3蘩. 蘨蘲蘰蘩

ここで，n1, n2, n3は上で与えたスカーミオン配位．基底状態はエネルギー負の固有状態の占有状態で
ある． 蘱粒子のハミルトニアンH蘨t蘩の固有状態のベクトルをuj蘨t蘩と書く．

H蘨t蘩uj 蘽 εjuj , ε1 ≤ ε2 ≤ · · · . 蘨蘲蘱蘩

1例えば，[3]に簡単な解説がある．
2一般には，ユニタリ同値でさえあればBerry位相を定義することができる．

蘳



|蘉蘨t蘩〉 蘽
∏
εj<0

蘨c†uj蘨t蘩蘩 |蘰〉 蘨蘲蘲蘩

よく知られているように，蘱粒子状態の重なりは行列式

〈蘉蘨t蘫 δt蘩|蘉蘨t蘩〉 蘽 虤虥虴虛蘉蘨t蘫 δt蘩†蘉蘨t蘩虝 蘨蘲蘳蘩

で与えられる．ここで，

蘉蘨t蘩 蘽 蘨u1蘨t蘩, . . . , uM 蘨t蘩蘩, εj≤M 蘨t蘩 < 蘰, εj>M 蘨t蘩 > 蘰. 蘨蘲蘴蘩

今はU蘨蘱蘩位相にのみ興味があるので，固有ベクトルuj蘨t蘩は規格化されてなくても良い．

数値計算をすると，虂虥虲虲虹位相eiγ 蘽 −蘱を得た．

• 基底状態のエネルギー由来の自明な寄与は，有効作用 1
4πadaに寄与しないことを示すことができ

るか？

1.4 第２Chern数

T 2×S2上のハミルトニアンとみなしたときに，模型の蘲虮虤 虃虨虥虲虮数ch2を計算しよう．n 蘽 蘨虳虩虮 θ 虣虯虳φ, 虳虩虮 θ 虳虩虮φ, 虣虯虳 θ蘩と
パラメータ付けすると，

H蘨kx, ky, θ, φ蘩 蘽 虳虩虮 kxτx 蘫 虳虩虮 kyτy 蘫 虳虩虮 θ 虣虯虳φσxτz 蘫 虳虩虮 θ 虳虩虮φσyτz 蘫 蘨虣虯虳 θ − 蘲 蘫 虣虯虳 kx 蘫 虣虯虳 ky蘩σzτz.
蘨蘲蘵蘩

虄虩虲虡虣模型H 蘽
∑5
µ=1 hµγµに対して，第２虃虨虥虲虮数を数値計算する方法について考える．

ch2 蘽 蘨−蘱

蘲
蘩5
蘱

蘲
蘨
i

蘲π
蘩2
∫

虴虲 虛虞hd虞hd虞hd虞hd虞h虝, 虞h 蘽 虳虧虮h 蘽
h

|h|
. 蘨蘲蘶蘩

d虞h 蘽 d
h

|h|
蘽
dh

|h|
− hd|h|
|h|2

蘨蘲蘷蘩

より

虴虲 虛
h

|h|
蘨
dh

|h|
− hd|h|
|h|2

蘩蘨
dh

|h|
− hd|h|
|h|2

蘩蘨
dh

|h|
− hd|h|
|h|2

蘩蘨
dh

|h|
− hd|h|
|h|2

蘩虝 蘨蘲蘸蘩

蘽
蘱

|h|5
虴虲 虛h蘨dh蘩4虝− 蘱

|h|6
虴虲 虛h蘨dh蘩3hd|h|蘫 h蘨dh蘩2hd|h|dh蘫 hdhhd|h|蘨dh蘩2 蘫 hhd|h|蘨dh蘩3虝 蘨蘲蘹蘩

蘽
蘱

|h|5
虴虲 虛h蘨dh蘩4虝− 蘱

|h|6
虴虲 虛h蘨dh蘩3h− h蘨dh蘩2hdh蘫 hdhh蘨dh蘩2 − hh蘨dh蘩3虝d|h| 蘨蘳蘰蘩

蘽
蘱

|h|5
虴虲 虛h蘨dh蘩4虝. 蘨蘳蘱蘩

d|h|は虣数であることに注意．よって，虄虩虲虡虣模型に対して，第２虃虨虥虲虮数は

ch2 蘽
蘱

蘲8π2

∫
蘱

|h|5
虴虲 虛h蘨dh蘩4虝 蘨蘳蘲蘩

と計算できる．

上記のハミルトニアンH蘨kx, ky, θ, φ蘩に対して第２虃虨虥虲虮数を計算すると，ch2 蘽 −蘱を得た．

• 虑虩蘭虈虵虧虨虥虳蘭虚虨虡虮虧虛蘶虝が第２虃虨虥虲虮数と局在状態の電荷の関係について議論しているので，確認す
る．

蘴



2 2d class D

• 蘨蘲蘫蘱蘩虄において，以下のハミルトニアンにおいて

H 蘽 kxσxτx 蘫 kyσyτx 蘫m1σzτx 蘫m2τy 蘫m3τz 蘨蘳蘳蘩

フェルミオン場を積分すると，質量項m 蘽 蘨m1,m2,m3蘩 ∈ S2 に対するS2上のシグマ模型が得ら
れることが知られている．虛蘱虝 特に，虛蘱虝では，虈虯虰虦項が得られると書いている．（要計算確認！）

• この事実と，虈虯虰虦項が虓虰虩虮 虃虨虥虲虮蘭虓虩虭虯虮虳項であることを合わせると，適切なフェルミオン格子
模型において，質量項のスカーミオンを導入しフェルミオン・パリティを測ることで，スカーミ
オンがフェルミオンであることを確認できるはずである．本ノートでは，具体的な格子模型と数
値計算の結果を記録する．

• また，蘨蘳蘫蘱蘩虄における類似物も計算されている． 虛蘲虝では，空間３次元フェルミオン格子模型に
おいて，虈虯虰虦マップπ3蘨S

2蘩 蘽 Zに基づく虴虥虸虴虵虲虥を導入し，やはりこの虴虥虸虴虵虲虥がフェルミオンで
あることを議論している．一方で，この３次元虴虥虸虴虵虲虥のフェルミオン性を記述するシグマ模型
のトポロジカル項が知られているかどうかは，不明である．

2.1 自由フェルミオン模型の基底状態のフェルミオン・パリティ

自由フェルミオン模型

虞H 蘽
i

蘴

∑
ij

Aijaiaj , {ai, aj} 蘽 蘲δij , a
†
i 蘽 ai, AT 蘽 A, A† 蘽 −A, 蘨蘳蘴蘩

の基底状態のフェルミオン・パリティは，反対称行列Aの虐虦虡蘎虡虮の符号で与えられる．

〈GS|蘨−蘱蘩F |GS〉 蘽 虳虩虧虮虐虦虛A虝. 蘨蘳蘵蘩

与えられた虂虤虇ハミルトニアンから反対称行列Aを得る公式を導いておく． 虂虤虇ハミルトニアン

虞H 蘽
蘱

蘲

∑
ij

蘨c†i , ci蘩

(
hij 蘁ij

蘁†ij −hTij

)(
cj
c†j

)
蘽

蘱

蘲

∑
ij

蘨hijc
†
i cj − h

T
ijcic

†
j蘩 蘫

蘱

蘲

∑
ij

蘨蘁ijc
†
i c
†
j 蘫蘁†ijcicj蘩 蘨蘳蘶蘩

に対して，虍虡虪虯虲虡虮虡フェルミオンa2i−1, a2iを

a2i−1 蘽 ci 蘫 c†i , a2i 蘽 −i蘨ci − c†i 蘩 蘨蘳蘷蘩

によって導入する．

ci 蘽
a2i−1 蘫 ia2i

蘲
, c†i 蘽

a2i−1 − ia2i
蘲

蘨蘳蘸蘩

である．

hijc
†
i cj − h

T
ijcic

†
j 蘨蘳蘹蘩

蘽 hij
a2i−1 − ia2i

蘲

a2j−1 蘫 ia2j
蘲

− hTij
a2i−1 蘫 ia2i

蘲

a2j−1 − ia2j
蘲

蘨蘴蘰蘩

蘽
蘱

蘴

[
蘨hij − hTij蘩a2i−1a2j−1 蘫 蘨ihij 蘫 ihTij蘩a2i−1a2j 蘫 蘨−ihij − ihTij蘩a2ia2j−1 蘫 蘨hij − hTij蘩a2ia2j

]
蘨蘴蘱蘩

蘽
i

蘴

[
蘨−ihij 蘫 ihTij蘩a2i−1a2j−1 蘫 蘨hij 蘫 hTij蘩a2i−1a2j 蘫 蘨−hij − hTij蘩a2ia2j−1 蘫 蘨−ihij 蘫 ihTij蘩a2ia2j

]
.

蘨蘴蘲蘩

蘵



蘁ijc
†
i c
†
j 蘫蘁†ijcicj 蘨蘴蘳蘩

蘽 蘁ij
a2i−1 − ia2i

蘲

a2j−1 − ia2j
蘲

蘫 蘁†ij
a2i−1 蘫 ia2i

蘲

a2j−1 蘫 ia2j
蘲

蘨蘴蘴蘩

蘽
蘱

蘴

[
蘨蘁ij 蘫蘁†ij蘩a2i−1a2j−1 蘫 蘨−i蘁ij 蘫 i蘁†ij蘩a2i−1a2j 蘫 蘨−i蘁ij 蘫 i蘁†ij蘩a2ia2j−1 蘫 蘨−蘁ij −蘁†ij蘩a2ia2j

]
蘨蘴蘵蘩

蘽
i

蘴

[
蘨−i蘁ij − i蘁†ij蘩a2i−1a2j−1 蘫 蘨−蘁ij 蘫蘁†ij蘩a2i−1a2j 蘫 蘨−蘁ij 蘫蘁†ij蘩a2ia2j−1 蘫 蘨i蘁ij 蘫 i蘁†ij蘩a2ia2j

]
.

蘨蘴蘶蘩

よって，

虞H 蘽
蘱

蘲

i

蘴

∑
ij

[
蘨−ihij 蘫 ihTij − i蘁ij − i蘁†ij蘩a2i−1a2j−1 蘫 蘨hij 蘫 hTij −蘁ij 蘫蘁†ij蘩a2i−1a2j 蘨蘴蘷蘩

蘫 蘨−hij − hTij −蘁ij 蘫蘁†ij蘩a2ia2j−1 蘫 蘨−ihij 蘫 ihTij 蘫 i蘁ij 蘫 i蘁†ij蘩a2ia2j

]
蘨蘴蘸蘩

蘽
蘱

蘲

i

蘴

∑
ij

蘨a2i−1, a2i蘩

(
−ihij 蘫 ihTij − i蘁ij − i蘁†ij hij 蘫 hTij −蘁ij 蘫蘁†ij
−hij − hTij −蘁ij 蘫蘁†ij −ihij 蘫 ihTij 蘫 i蘁ij 蘫 i蘁†ij

)(
a2j−1
a2j

)
. 蘨蘴蘹蘩

したがって，与えられた行列h,蘁に対して，

A 蘽
蘱

蘲

(
−ih蘫 ihT − i蘁− i蘁† h蘫 hT −蘁蘫蘁†

−h− hT −蘁蘫蘁† −ih蘫 ihT 蘫 i蘁蘫 i蘁†

)
蘨蘵蘰蘩

とすると良い．

2.2 模型

虄虩虲虡虣模型

H 蘽 kxτx 蘫 kyτy 蘫Mτz, C 蘽 τxK, 蘨蘵蘱蘩

において，虐虈虓よりM∗ 蘽 M．また，M† 蘽 M,M2 蘽 蘱より，Mをクラス虁虉のハミルトニアンと思う
ことができる．可能な質量項が３つある．

M 蘽 m1σx 蘫m2σyµy 蘫m3σz. 蘨蘵蘲蘩

ハミルトニアン全体では蘸× 蘸模型である．

蘨m1,m2,m3蘩 蘽 mn,m > 蘰,n ∈ S2, |n| 蘽 蘱と書く． 虛蘱虝によると，フェルミオン場を積分する
と虈虯虰虦項に対応する作用が出現する．

虈虯虰虦虛n虝 蘽
ik

蘴π

∫
ada. 蘨蘵蘳蘩

右辺の正確な意味は，虓虰虩虮 虃虓項として理解されるべきものである．係数kは慎重に導出されるべきも
のであり，ここでは導出を行わない．スカーミオンは蘨蘲π蘩回転によっても，フェルミオン・パリティ
を測ることによっても，蘨−蘱蘩kを得るはずである．

素朴な格子模型は以下．

HBdG蘨kx, ky,n蘩 蘨蘵蘴蘩

蘽 虳虩虮 kxτx 蘫 虳虩虮 kyτy 蘫 n1σxτz 蘫 n2σyµyτz 蘫 蘨n3 − 蘲 蘫 虣虯虳 kx 蘫 虣虯虳 ky蘩σzτz 蘨蘵蘵蘩

蘽 eikx
σzτz − iτx

蘲
蘫 e−ikx

σzτz 蘫 iτx
蘲

蘫 eiky
σzτz − iτy

蘲
蘫 e−iky

σzτz 蘫 iτy
蘲

蘫 n1σxτz 蘫 n2σyµyτz 蘫 蘨n3 − 蘲蘩σzτz.

蘨蘵蘶蘩

蘶



実空間表示は

HBdG蘨x− 蘱, y蘻x, y蘩 蘽
σzτz − iτx

蘲
, 蘨蘵蘷蘩

HBdG蘨x蘫 蘱, y蘻x, y蘩 蘽
σzτz 蘫 iτx

蘲
, 蘨蘵蘸蘩

HBdG蘨x, y − 蘱蘻x, y蘩 蘽
σzτz − iτy

蘲
, 蘨蘵蘹蘩

HBdG蘨x, y 蘫 蘱蘻x, y蘩 蘽
σzτz 蘫 iτy

蘲
, 蘨蘶蘰蘩

HBdG蘨x, y蘻x, y蘩 蘽 n1σxτz 蘫 n2σyµyτz 蘫 蘨n3 − 蘲蘩σzτz. 蘨蘶蘱蘩

定義していない行列要素については，ゼロである．さらに，τ空間において常伝導ハミルトニアンhと
ギャップ関数蘁を

HBdG 蘽

(
h 蘁
蘁† −hT

)
蘨蘶蘲蘩

と定義すると，

h蘨x− 蘱, y蘻x, y蘩 蘽
σz
蘲
, 蘨蘶蘳蘩

h蘨x蘫 蘱, y蘻x, y蘩 蘽
σz
蘲
, 蘨蘶蘴蘩

h蘨x, y − 蘱蘻x, y蘩 蘽
σz
蘲
, 蘨蘶蘵蘩

h蘨x, y 蘫 蘱蘻x, y蘩 蘽
σz
蘲
, 蘨蘶蘶蘩

h蘨x, y蘻x, y蘩 蘽 n1σx 蘫 n2σyµy 蘫 蘨n3 − 蘲蘩σz, 蘨蘶蘷蘩

蘁蘨x− 蘱, y蘻x, y蘩 蘽
−i
蘲
, 蘨蘶蘸蘩

蘁蘨x蘫 蘱, y蘻x, y蘩 蘽
i

蘲
, 蘨蘶蘹蘩

蘁蘨x, y − 蘱蘻x, y蘩 蘽
−蘱
蘲
, 蘨蘷蘰蘩

蘁蘨x, y 蘫 蘱蘻x, y蘩 蘽
蘱

蘲
. 蘨蘷蘱蘩

スカーミオン配位を適当に導入する．実空間をトーラスT 2とする．写像度１の連続写像T 2 → S2の構
成は，スマッシュ積S1 ∧ S1 ∼蘽 S2を参考にすると良いだろう．例えば，虛蘳虝に簡単な解説がある．サイ
トをx ∈ {蘱, . . . , Lx}, y ∈ {蘱, . . . , Ly}として，

n1蘨x, y蘩 蘽 虳虩虮蘨
蘲πx

Lx
− π蘩 虣虯虳蘨πy

Ly
− π

蘲
蘩, 蘨蘷蘲蘩

n2蘨x, y蘩 蘽 虳虩虮蘨
蘲πy

Ly
− π蘩 虣虯虳2蘨πx

Lx
− π

蘲
蘩, 蘨蘷蘳蘩

n3蘨x, y蘩 蘽 蘱− 蘲 虣虯虳2蘨
πx

Lx
− π

蘲
蘩 虣虯虳2蘨

πy

Ly
− π

蘲
蘩, 蘨蘷蘴蘩

と取ると良い．

• 数値計算をすると，確かに，スカーミオンを導入した場合の基底状態のフェルミオン・パリティ
は，スカーミオンが存在しない基底状態と比べてフェルミオン・パリティが異なる．よって，ス
カーミオンはフェルミオンであると結論付けられる．

2.3 別の模型

S1の虴虥虸虴虵虲虥を２個導入する模型は， 蘨虩蘩蘲虄の虓虃の系においてx方向の虴虥虸虴虵虲虥を導入して，y方向に伸び
た蘱虄 虓虃を作る，蘨虩虩蘩蘱虄 虓虃の系でy方向の虴虥虸虴虵虲虥を導入してフェルミオンを出す，という方法によっ

蘷



て，２つの虴虥虸虴虵虲虥の交点に局在するフェルミオンを出現させることができる．スカーミオンではない
が，数値計算手法の確認として，この場合の計算をしておく．

2.3.1 模型１

模型は蘨px 蘫 ipy蘩 ⊕ 蘨px − ipy蘩 虓虃 において，質量項の虴虥虸虴虵虲虥とギャップ関数の位相の虴虥虸虴虵虲虥を導入し
たもの．

H 蘽

(
蘨虣虯虳φ− 蘲 蘫 虣虯虳 kx 蘫 虣虯虳 ky蘩σx 蘫 虳虩虮φσz eiθ蘨虳虩虮 kx − i 虳虩虮 ky蘩

eiθ蘨虳虩虮 kx 蘫 i 虳虩虮 ky蘩 −蘨虣虯虳φ− 蘲 蘫 虣虯虳 kx 蘫 虣虯虳 ky蘩σx − 虳虩虮φσz

)
蘨蘷蘵蘩

これから，

h 蘽 蘨虣虯虳φ− 蘲 蘫 虣虯虳 kx 蘫 虣虯虳 ky蘩σx 蘫 虳虩虮φσz, 蘨蘷蘶蘩

蘁 蘽 eiθ蘨虳虩虮 kx − i 虳虩虮 ky蘩 蘨蘷蘷蘩

より，以下の実空間表示を得る．

h蘨x− 蘱, y蘻x, y蘩 蘽 h蘨x蘫 蘱, y蘻x, y蘩 蘽
蘱

蘲
σx, 蘨蘷蘸蘩

h蘨x, y − 蘱蘻x, y蘩 蘽 h蘨x, y 蘫 蘱蘻x, y蘩 蘽
蘱

蘲
σx, 蘨蘷蘹蘩

h蘨x, y蘻x, y蘩 蘽 蘨虣虯虳φ− 蘲蘩σx 蘫 虳虩虮φσz, 蘨蘸蘰蘩

蘁蘨x, y蘻x蘫 蘱, y蘩 蘽 −蘁蘨x蘫 蘱, y蘻x, y蘩 蘽
−ieiθ

蘲
, 蘨蘸蘱蘩

蘁蘨x, y蘻x, y 蘫 蘱蘩 蘽 −蘁蘨x, y 蘫 蘱蘻x, y蘩 蘽
−eiθ

蘲
. 蘨蘸蘲蘩

φ 蘽
蘲πx

Lx
, θ 蘽

蘲πy

Ly
蘨蘸蘳蘩

とすることにより，フェルミオンパリティが変化する基底状態を得られると期待できる．

• 数値計算をしてみると，余りきれいな結果にならない．フェルミオンパリティの比は，系のサイ
ズ蘯θ/φ虴虥虸虴虵虲虥の有無に依存する．．．

2.3.2 1D Kitaev鎖

H 蘽

(
虣虯虳 kx eiθ 虳虩虮 kx

e−iθ 虳虩虮 kx − 虣虯虳 kx

)
, θ 蘽

蘲πx

Lx
. 蘨蘸蘴蘩

• 虴虥虸虴虵虲虥の有無でフェルミオン・パリティが変化するきれいな結果が得られる．

3 ch(V ⊕W ) = ch(V ) + ch(W )について

虃虨虥虲虮指標の性質ch蘨V ⊕W 蘩 蘽 ch蘨V 蘩 蘫 ch蘨W 蘩におけるFの蘲次は，

虴虲F 2
V⊕W 蘽 虴虲F 2

V 蘫 虴虲F 2
W 蘨蘸蘵蘩

蘸



であるが，直和分解V ⊕Wが大域的であることに注意する．

大域的な直和分解でない場合に何が起こるかを見てみよう．例として，次の蘴 × 蘴ハミルトニアン
の占有状態を考える．

H 蘽

5∑
i=1

hiγi, {γi, γj} 蘽 蘲δij , hihi 蘽 蘱. 蘨蘸蘶蘩

H2 蘽 蘱に注意すると，エネルギー固有値−蘱なる占有状態への射影は

P 蘽
蘱−H

蘲
蘨蘸蘷蘩

で与えられる．占有状態の虂虥虲虲虹曲率が虴虲Fn 蘽 虴虲P 蘨dP 蘩2nで与えられることを用いると，

虴虲F 2 蘽 − 蘱

蘲5
虴虲 虛H蘨dH蘩4虝 蘽

蘱

蘲3
εijklmhidhjdhkdhldhm 蘨蘸蘸蘩

となる．ここで虴虲 虛γiγjγkγlγm虝 蘽 −蘴εijklmを用いた．例として，低空間をS4，hとして恒等写像h 蘽 虩虤 蘺
S4 → S4を取ると， 1

2

∫
S4 虴虲 蘨

iF
2π 蘩

2は±蘱．

占有状態は２つある．具体的に書き下してみよう． 蘨γ1, γ2, γ3, γ4, γ5蘩 蘽 蘨στx, τy, τz蘩と書く．さら
にS4の球座標を用いてh 蘽 蘨虳虩虮 θ 虣虯虳φn, 虳虩虮 θ 虳虩虮φ, 虣虯虳 θ蘩,n2 蘽 蘱と書くと3，単純計算により

H 蘽 e−in·στzφ/2e−in·στyθ/2τze
in·στyθ/2ein·στzφ/2. 蘨蘸蘹蘩

占有状態は，局所的には，

蘉 蘽 e−in·στzφ/2e−in·στyθ/2σ0 ⊗
(
蘰
蘱

)
τ

蘨蘹蘰蘩

∼
(
−n · σ 虳虩虮 θ

2

ein·σφ 虣虯虳 θ2

)
τ

. 蘨蘹蘱蘩

σ自由度の基底として，n · σ 蘽 ±蘱なる基底n · σ |n,±〉 蘽 ± |n,±〉を選ぶ．以下の議論に具体系は不要
だが，具体系は，例えば，

蘨|n,蘫〉σ , |n,−〉σ蘩 蘽
(
e−iφn 虣虯虳 θn2 − 虳虩虮 θn

2

虳虩虮 θn
2 eiφn 虣虯虳 θn2

)
σ

. 蘨蘹蘲蘩

ここでnの球座標を蘨θn, φn蘩と書いた． Hの占有状態は，

|ψ1〉 蘽 |n,蘫〉σ ⊗
(
− 虳虩虮 θ

2

eiφ 虣虯虳 θ2

)
τ

, |ψ2〉 蘽 |n,−〉σ ⊗
(

虳虩虮 θ
2

e−iφ 虣虯虳 θ2

)
τ

. 蘨蘹蘳蘩

直接計算より

F1 蘽 〈dψ1|dψ1〉 蘽 −fσ 蘫 fτ , F2 蘽 〈dψ2|dψ2〉 蘽 fσ − fτ , 蘨蘹蘴蘩

F 2
1 蘽 蘲fσfτ , F 2

2 蘽 −蘲fσfτ 蘨蘹蘵蘩

となる．ここで，fσ 蘽 id蘨虣虯虳2 θn2 蘩dφn, fτ 蘽 id蘨虣虯虳2 θ2 蘩dφとおいた．よって，

F 2
1 蘫 F 2

2 蘽 蘰 蘨蘹蘶蘩

となり，虴虲F 2 蘽 F 2
1 蘫 F 2

2は不成立．今の例の場合，虴虲F 2へは，|ψ1〉と|ψ2〉の交差項が効くだろう．
3S2 ∧ S2

蘹



4 ノート：S蘳上のCS3形式の積分をCP 蘲
蘲の境界として計算したい

4.1 CP 2
2 → CP 1の構成

f 蘺 CP 2
2 → CP 1を構成する． CP 2のハンドル分解は，例えば，虛蘷虝の虁虰虰 虃を見よ． d次元のpハンドル

とは，対蘨Dp ×Dq, ∂Dp ×Dq蘩のこと．部分多様体∂Dp ×Dq ∼蘽 Sp−1 ×Dqを“虡虴虴虡虣虨虩虮虧 虲虥虧虩虯虮”と呼
ぶ． CP 2は

D4 ∼蘽 CP 2
0 ⊂ CP 2

2 ⊂ CP 2 蘨蘹蘷蘩

と分解される． CP 2の特徴は，蘰ハンドルに蘲ハンドルをくっつける際に，S1が蘫蘱の虦虲虡虭虩虮虧を持つこ
とである．

CP 2
2，及び蘴ハンドルD4はCP 2の斉次座標虛z1, z2, z3虝蘬 |z1|2 蘫 |z2|2 蘫 |z3|2 蘽 蘱を用いて以下のように

与えられる．実数r, 蘰 < r < 蘱を選ぶ． r < |z3| ≤ 蘱とすると， 蘨z1/z3, z2/z3蘩をCP 2の局所座標と選ぶこ
とだできる．

|z1/z3|2 蘫 |z2/z3|2 蘽
蘱− |z3|2

|z3|2
, 蘰 ≤ 蘱− |z3|2

|z3|2
<

蘱− r2

r2
蘨蘹蘸蘩

より，

{虛z1, z2, z3虝 ∈ CP 2|r < |z3| ≤ 蘱} 蘨蘹蘹蘩

は蘴次元円板D4（蘴ハンドル）である．一方で，

CP 2
2 蘽 {虛z1, z2, z3虝 ∈ CP 2|蘰 ≤ |z3| < r} 蘨蘱蘰蘰蘩

はCP 2
2を与える． 虡虴虴虡虣虨虩虮虧 虲虥虧虩虯虮は

{虛z1, z2, z3虝 ∈ CP 2||z3| 蘽 r} 蘽 {蘨z1, z2蘩 ∈ C2||z1|2 蘫 |z2|2 蘽 蘱− r2} ∼蘽 S3 蘨蘱蘰蘱蘩

はS3である．

連続写像 虾f 蘺 CP 2
2 → CP 1を構成したい．境界|z3| 蘽 rに制限したときに，虈虯虰虦ファイブレーション

S1 → S3 f−→ CP 1 蘨蘱蘰蘲蘩

となるように 虾fを定義すれば良い．

D2 → CP 2
2

f̃−→ CP 1. 蘨蘱蘰蘳蘩

CP 2
2の斉次座標を用いて，

虾f 蘺 CP 2
2 → CP 1, 虛z1, z2, z3虝 7→

[
z1√

蘱− |z3|2
,

z2√
蘱− |z3|2

]
蘨蘱蘰蘴蘩

と定義すれば良い．

4.2
∫
S3 ωdωの計算

S3の２次のコホモロジーはゼロH2蘨S3,Z蘩 蘽 蘰より，S3上のU蘨蘱蘩場は単に蘱形式として与えられる．
S3上の任意の１形式ωを用いて

∫
S3 ωdωが計算できるが，ここでは，非自明な値

∫
S3 ωdω 蘽 蘱を取ること

がわかっている，虈虯虰虦 虩虮虶虡虲虩虡虮虴の定義に用いられる１形式ωを例として計算しよう．

蘱蘰



まず，虂虯虴虴蘭虔虵の教科書に従って，ωを定義する．半径蘱のS2上の体積形式をα ∈ 蘊2
DR蘨S

2蘩とす
る．

∫
S2 α 蘽 蘱と規格化する．虈虯虰虦マップf 蘺 S3 → S2による引き戻しf∗αは，H2

DR蘨S
3蘩 蘽 蘰より，

f∗α 蘽 dωなる１形式ω ∈ 蘊1
DR蘨S

3蘩が存在する． 虂虯虴虴蘭虔虵の蘨蘱蘷蘮蘲蘳蘮蘳蘩式に，CP 1の斉次座標虛w1, w2虝を用
いたα表式がある．

α 蘽
i

蘲π

蘨w2dw1 − w1dw2蘩蘨 蘖w2d 蘖w1 − 蘖w1d 蘖w2蘩

蘨|w1|2 蘫 |w2|2蘩2
. 蘨蘱蘰蘵蘩

|w1|2 蘫 |w2|2 蘽 蘱蘬

dw1 蘖w1 蘫 w1d 蘖w1 蘫 dw2 蘖w2 蘫 w2d 蘖w2 蘽 蘰 蘨蘱蘰蘶蘩

に注意する．

蘨w2dw1 − w1dw2蘩蘨 蘖w2d 蘖w1 − 蘖w1d 蘖w2蘩 蘨蘱蘰蘷蘩

蘽 |w2|2dw1d 蘖w1 − w2 蘖w1dw1d 蘖w2 − w1 蘖w2dw2d 蘖w1 蘫 |w1|2dw2d 蘖w2 蘨蘱蘰蘸蘩

蘽 |w2|2dw1d 蘖w1 蘫 蘖w1dw1蘨dw1 蘖w1 蘫 w1d 蘖w1 蘫 dw2 蘖w2蘩 蘫 蘖w2dw2蘨dw1 蘖w1 蘫 dw2 蘖w2 蘫 w2d 蘖w2蘩 蘫 |w1|2dw2d 蘖w2

蘨蘱蘰蘹蘩

蘽 dw1d 蘖w1 蘫 dw2d 蘖w2 蘨蘱蘱蘰蘩

より，

α 蘽
i

蘲π
蘨dw1d 蘖w1 蘫 dw2d 蘖w2蘩 蘽 −

i

蘲π
d蘨 蘖w1dw1 蘫 蘖w2dw2蘩 蘽 −

i

蘲π
dw†dw 蘽 − i

蘲π
d蘨w†dw蘩 蘨蘱蘱蘱蘩

となる．ここでw 蘽 蘨w1, w2蘩
Tとおいた． CP 1上の体積形式は，１形式− i

2πw
†dwの外微分で与えられ

ることがわかる．１形式− i
2πw

†dwはCP 1上では局所的な表式であることに注意．

w1 蘽
z1√

蘱− |z3|2
, w2 蘽

z2√
蘱− |z3|2

蘨蘱蘱蘲蘩

として，CP 2
2への引き戻し

虾f∗αを計算する． z 蘽 蘨z1, z2蘩
T 蘬 ρ 蘽

√
蘱− |z3|2と置く．z†z 蘽 |z1|2 蘫 |z2|2 蘽

ρ2に注意．

dw†dw 蘽 d蘨ρ−1z†蘩d蘨ρ−1z蘩 蘨蘱蘱蘳蘩

蘽 蘨dρ−1z† 蘫 ρ−1dz†蘩蘨dρ−1z 蘫 ρ−1dz蘩 蘨蘱蘱蘴蘩

蘽 ρ−1dρ−1z†dz − ρ−1dρ−1dz†z 蘫 ρ−2dz†dz 蘨蘱蘱蘵蘩

蘽 ρ−1dρ−1z†dz − ρ−1dρ−1蘨蘲ρdρ− z†dz蘩 蘫 ρ−2dz†dz 蘨蘱蘱蘶蘩

蘽 蘲ρ−1dρ−1z†dz 蘫 ρ−2dz†dz 蘨蘱蘱蘷蘩

蘽 d蘨ρ−2z†dz蘩 蘨蘱蘱蘸蘩

より，

ω 蘽 − i

蘲π
ρ−2z†dz 蘨蘱蘱蘹蘩

まずはこの表式を用いて，半径ρの球面S3上の積分
∫
S3 ωdωを計算しよう． z1 蘽 x1 蘫 ix2, z2 蘽

x3 蘫 ix4と置くと

ω 蘽 ρ−2
蘱

π
蘨x1dx2 蘫 x3dx4蘩,

∫
S3

ωdω 蘽 ρ−4
蘲

π2

∫
S3

x1dx2dx3dx4 蘽 蘱. 蘨蘱蘲蘰蘩

となり通常の虈虯虰虦不変量を与える．

蘱蘱



次にCP 2
2上の積分

∫
CP 2

2
dωdωを計算する．ストークスの定理により，両者の結果は一致しなければ

ならない． ω 蘽 ρ−2ω0と書こう．ω0 蘽 1
π 蘨x1dx2 蘫 x3dx4蘩蘮

dω 蘽 dρ−2ω0 蘫 ρ−2dω0, 蘨蘱蘲蘱蘩

dωdω 蘽 蘨dρ−2ω0 蘫 ρ−2dω0蘩蘨dρ
−2ω0 蘫 ρ−2dω0蘩 蘨蘱蘲蘲蘩

蘽 蘲ρ−2dρ−2ω0dω0 蘫 ρ−4dω0dω0 蘨蘱蘲蘳蘩

蘽
蘲

π2
蘨蘲ρ−2dρ−2x1dx2dx3dx4 蘫 ρ−4dx1dx2dx3dx4蘩. 蘨蘱蘲蘴蘩

x1 蘽 ρ 虳虩虮 ξ 虳虩虮φ 虣虯虳 θ, 蘨蘱蘲蘵蘩

x2 蘽 ρ 虳虩虮 ξ 虳虩虮φ 虳虩虮 θ, 蘨蘱蘲蘶蘩

x3 蘽 ρ 虳虩虮 ξ 虣虯虳φ, 蘨蘱蘲蘷蘩

x4 蘽 ρ 虣虯虳 ξ 蘨蘱蘲蘸蘩

と置くと，

x1dx2dx3dx4 蘽 ρ4 虳虩虮4 ξ 虳虩虮3 φ 虣虯虳2 θdθdφdξ 蘫 蘨...蘩dρ, 蘨蘱蘲蘹蘩

dx1dx2dx3dx4 蘽 d蘨x1dx2dx3dx4蘩 蘽 蘴ρ3 虳虩虮4 ξ 虳虩虮3 φ 虣虯虳2 dρθdθdφdξ 蘨蘱蘳蘰蘩

より，

dωdω 蘽 蘰 蘨蘱蘳蘱蘩

を得る？？？

5 複素旗多様体模型における，曲率関する関係式について

（動機１） 虃虨虥虲虮指標に関する関係式

ch蘨V ⊕W 蘩 蘽 ch蘨V 蘩 蘫 ch蘨W 蘩 蘨蘱蘳蘲蘩

は，素朴には

虴虲FnV⊕W 蘽 虴虲FnV 蘫 虴虲FnW 蘨蘱蘳蘳蘩

の成立を示唆するが，直接証明をつけることができない．．．一般の接続付き複素ベクトル束ではなく，
複素旗多様体であれば類似の関係式を直接証明できるかもしれない．

（動機２）ファイブレーション

U蘨N 蘫M 蘫K蘩→ U蘨N 蘫M 蘫K蘩

U蘨N蘩× U蘨M蘩× U蘨K蘩
→ BU蘨N蘩×BU蘨M蘩×BU蘨K蘩 蘨蘱蘳蘴蘩

より従う虌虥虲虡虹虻虓虥虲虲虥スペクトル系列のE2ページは以下で与えられる．

蘳 Z
蘲 蘰 蘰
蘱 Z 蘰 Z3

蘰 Z 蘰 Z3 蘰 ZL
Ep,q2 蘰 蘱 蘲 蘳 蘴

蘨蘱蘳蘵蘩

ここで，LはN,M,Kがそれぞれ蘱か，蘲以上かに依存して決まり，例えば蘨N,M,K蘩 蘽 蘨蘱, 蘱, 蘱蘩であれ
ばL 蘽 蘶である． E0,1

2 蘽 H1蘨U蘨N 蘫M 蘫K蘩,Z蘩 蘽 Zは，虴虲 虛U†dU 虝で生成され， E0,3
2 蘽 H3蘨U蘨N 蘫M 蘫

K蘩,Z蘩 蘽 Zは虴虲 虛U†dU 虝3で生成される．すると，d2, d4微分の自然な解釈は，

蘱蘲



• d2蘺 d虴虲 虛U
†dU 虝 蘽 蘰から来るU蘨N蘩× U蘨M蘩× U蘨K蘩ゲージ場の曲率に対する制限

• d4蘺 d虴虲 虛U
†dU 虝3 蘽 蘰から来るU蘨N蘩× U蘨M蘩× U蘨K蘩ゲージ場の曲率に対する制限

とみなすことが自然である．

以下では，この推測と密接に関わるであると思われる，U蘨N蘩× U蘨M蘩× U蘨K蘩ゲージ場の曲率の間
に成立するある関係式を示す．

5.1 準備

U 蘺 Ui → U蘨N 蘫M 蘫K蘩を局所的な場の配位として，

U 蘽 蘨|u1〉 , . . . , |uN 〉 , |v1〉 , . . . , |vM 〉 , |w1〉 , . . . , |wK〉蘩 蘨蘱蘳蘶蘩

と書く．蘨N 蘫M 蘫K蘩× 蘨N 蘫M 蘫K蘩行列の射影演算子を

P1 蘺蘽

N∑
i=1

|ui〉 〈ui| , 蘨蘱蘳蘷蘩

P2 蘺蘽

M∑
i=1

|vi〉 〈vi| , 蘨蘱蘳蘸蘩

P3 蘺蘽

K∑
i=1

|wi〉 〈wi| 蘨蘱蘳蘹蘩

と定義すると， UなるCN+M+Kの基底のもとでは，

P1U 蘽 U

蘱
蘰

蘰

 , P2U 蘽 U

蘰
蘱

蘰

 , P3U 蘽 U

蘰
蘰

蘱

 蘨蘱蘴蘰蘩

なる表示を持つ． U蘨N蘩, U蘨M蘩, U蘨K蘩ゲージ場は，それぞれ

A1 蘽 P1U
†dUP1, 蘨蘱蘴蘱蘩

A2 蘽 P2U
†dUP2, 蘨蘱蘴蘲蘩

A3 蘽 P3U
†dUP3 蘨蘱蘴蘳蘩

で与えられる．曲率は

Fj 蘽 dAj 蘫A2
j 蘽 Pj蘨−U†dUU†dU蘩Pj 蘫 PjU

†dUPjU
†dUPj 蘽 −PjU†dU蘨蘱− Pj蘩U†dUPj 蘨蘱蘴蘴蘩

より，X 蘽 U†dUと置くと，

F1 蘽 −P1X蘨P2 蘫 P3蘩XP1, 蘨蘱蘴蘵蘩

F2 蘽 −P2X蘨P1 蘫 P3蘩XP2, 蘨蘱蘴蘶蘩

F3 蘽 −P3X蘨P1 蘫 P2蘩XP3 蘨蘱蘴蘷蘩

と与えられる．

dX 蘽 −X2 蘨蘱蘴蘸蘩

に注意．

蘱蘳



5.2 d2

蘰 蘽 d虴虲 虛U†dU 虝 蘽 −虴虲 虛X2虝 蘨蘱蘴蘹蘩

であるが，これを ∑
i,j∈{1,2,3}2

虴虲 虛PiXPjX虝 蘽 蘰 蘨蘱蘵蘰蘩

と見る．省略記号

蘨ij蘩 蘺蘽 虴虲 虛PiXPjX虝 蘨蘱蘵蘱蘩

を導入する．トレースの性質より，

蘨ij蘩 蘽 −蘨ji蘩 蘨蘱蘵蘲蘩

が成立する．特に

蘨ii蘩 蘽 蘰 蘨蘱蘵蘳蘩

に注意．関係式d虴虲 虛U†dU 虝 蘽 蘰は，∑
i,j∈{1,2,3}2

蘨ij蘩 蘽 蘨蘱蘱蘩 蘫 蘨蘱蘲蘩 蘫 蘨蘱蘳蘩 蘫 蘨蘲蘱蘩 蘫 蘨蘲蘲蘩 蘫 蘨蘲蘳蘩 蘫 蘨蘳蘱蘩 蘫 蘨蘳蘲蘩 蘫 蘨蘳蘳蘩 蘨蘱蘵蘴蘩

蘽 蘨蘱蘲蘩 蘫 蘨蘱蘳蘩 蘫 蘨蘲蘱蘩 蘫 蘨蘲蘳蘩 蘫 蘨蘳蘱蘩 蘫 蘨蘳蘲蘩. 蘨蘱蘵蘵蘩

一方で，U蘨N蘩, U蘨M蘩, U蘨K蘩の曲率はそれぞれ

− 虴虲F1 蘽 蘨蘱蘲蘩 蘫 蘨蘱蘳蘩, 蘨蘱蘵蘶蘩

− 虴虲F2 蘽 蘨蘲蘱蘩 蘫 蘨蘲蘳蘩, 蘨蘱蘵蘷蘩

− 虴虲F3 蘽 蘨蘳蘱蘩 蘫 蘨蘳蘲蘩 蘨蘱蘵蘸蘩

と与えられるため，d虴虲 虛U†dU 虝 蘽 蘰は

虴虲F1 蘫 虴虲F2 蘫 虴虲F3 蘽 蘰 蘨蘱蘵蘹蘩

と等価．（性質蘨ij蘩 蘽 −蘨ji蘩だけを用いて直接証明可能であることにも注意．虴虲 虛U†dU 虝 蘽 蘰とは無関
係？）

5.3 d4

d2と同様にして，

蘰 蘽 d虴虲 虛U†dU 虝3 蘽 −虴虲 虛X4虝 蘨蘱蘶蘰蘩

より， ∑
i,j,k,l∈{1,2,3}4

蘨ijkl蘩 蘽 蘰. 蘨蘱蘶蘱蘩

ここで，省略記号

蘨ijkl蘩 蘽 虴虲 虛PiXPjXPkXPlX虝 蘨蘱蘶蘲蘩

蘱蘴



を導入した．

蘨ijkl蘩 蘽 −蘨jkli蘩 蘨蘱蘶蘳蘩

に注意． U蘨N蘩, U蘨M蘩, U蘨K蘩の曲率はそれぞれ

虴虲F 2
1 蘽 蘨蘱蘲蘱蘲蘩 蘫 蘨蘱蘳蘱蘲蘩 蘫 蘨蘱蘲蘱蘳蘩 蘫 蘨蘱蘳蘱蘳蘩, 蘨蘱蘶蘴蘩

虴虲F 2
2 蘽 蘨蘲蘳蘲蘳蘩 蘫 蘨蘲蘱蘲蘳蘩 蘫 蘨蘲蘳蘲蘱蘩 蘫 蘨蘲蘱蘲蘱蘩, 蘨蘱蘶蘵蘩

虴虲F 2
3 蘽 蘨蘳蘱蘳蘱蘩 蘫 蘨蘳蘲蘳蘱蘩 蘫 蘨蘳蘱蘳蘲蘩 蘫 蘨蘳蘲蘳蘱蘩 蘨蘱蘶蘶蘩

と書くことができる．以下を示す．

• 虴虲F 2
1 蘫 虴虲F 2

2 蘫 虴虲F 2
3は大域的な全微分項．

蘨証明蘩

虴虲F 2
1 蘫 虴虲F 2

2 蘫 虴虲F 2
3 蘽 蘨蘱蘲蘱蘳蘩 蘫 蘨蘲蘱蘲蘳蘩 蘫 蘨蘳蘲蘳蘱蘩 蘫 蘨蘱↔ 蘲蘩. 蘨蘱蘶蘷蘩

となる．P3 蘽 蘱− P1 − P2を用いて，P3を消去する．

蘨蘱蘲蘱蘳蘩 蘽 虴虲 虛P1XP2XP1XP3X虝 蘽 虴虲 虛P1XP2XP1X蘨蘱− P1 − P2蘩X虝 蘨蘱蘶蘸蘩

蘽 虴虲 虛P1XP2XP1X
2虝− 蘨蘱蘲蘱蘱蘩− 蘨蘱蘲蘱蘲蘩, 蘨蘱蘶蘹蘩

蘨蘲蘱蘲蘳蘩 蘽 虴虲 虛P2XP1XP2XP3X虝 蘽 虴虲 虛P2XP1XP2X蘨蘱− P1 − P2蘩X虝 蘨蘱蘷蘰蘩

蘽 虴虲 虛P2XP1XP2X
2虝− 蘨蘲蘱蘲蘱蘩− 蘨蘲蘱蘲蘲蘩, 蘨蘱蘷蘱蘩

蘨蘳蘲蘳蘱蘩 蘽 虴虲 虛蘨蘱− P1 − P2蘩XP2X蘨蘱− P1 − P2蘩XP1X虝 蘨蘱蘷蘲蘩

蘽 虴虲 虛XP2X
2P1X虝− 虴虲 虛XP2XP1XP1X虝− 虴虲 虛XP2XP2XP1X虝− 虴虲 虛P1XP2X

2P1X虝 蘨蘱蘷蘳蘩

蘫 蘨蘱蘲蘱蘱蘩 蘫 蘨蘱蘲蘲蘱蘩− 虴虲 虛P2XP2X
2P1X虝 蘫 蘨蘲蘲蘱蘱蘩 蘫 蘨蘲蘲蘲蘱蘩. 蘨蘱蘷蘴蘩

これから，

虴虲F 2
1 蘫 虴虲F 2

2 蘫 虴虲F 2
3 蘽 蘲虴虲 虛P1XP2XP1X

2 蘫 P2XP1XP2X
2 蘫XP2X

2P1X −XP2XP1XP1X 蘨蘱蘷蘵蘩

−XP2XP2XP1X − P1XP2X
2P1X − P2XP2X

2P1X虝 蘨蘱蘷蘶蘩

蘽 蘲虴虲 虛P1XP2XP1X
2 − P1XP2X

2P1X 蘫 P1X
2P2XP1X 蘨蘱蘷蘷蘩

蘫 P2XP1XP2X
2 − P2XP1X

2P2X 蘫 P2X
2P1XP2X 蘨蘱蘷蘸蘩

− P1X
2P2X

2虝 蘨蘱蘷蘹蘩

蘽 −蘲虴虲 虛P1XP2XP1dX − P1XP2dXP1X 蘫 P1dXP2XP1X 蘨蘱蘸蘰蘩

蘫 P2XP1XP2dX − P2XP1dXP2X 蘫 P2dXP1XP2X 蘨蘱蘸蘱蘩

蘫 P1dXP2dX虝 蘨蘱蘸蘲蘩

蘽 −蘲d虴虲 虛P1XP2XP1X 蘫 P2XP1XP2X 蘫 P1XP2dX虝 蘨蘱蘸蘳蘩

蘽 −蘲d虴虲 虛P1XP2XP1X 蘫 P1XP2XP2X − P1XP2X
2虝 蘨蘱蘸蘴蘩

蘽 −蘲d虴虲 虛P1XP2XP1X 蘫 P1XP2XP2X − P1XP2X蘨P1 蘫 P2 蘫 P3蘩X虝 蘨蘱蘸蘵蘩

蘽 蘲d虴虲 虛P1XP2XP3X虝. 蘨蘱蘸蘶蘩

（証明終）

• さて，上の証明はd虴虲 虛U†dU 虝3 蘽 蘰とは無関係に見えるが，どうだろうか．虴虲 虛X4虝から生じる蘸蘱通
りの蘨ijkl蘩の組み合わせのうち，蘱蘲通りしか用いていない． d虴虲 虛U†dU 虝3 蘽 蘰と虴虲F 2

1 蘫 虴虲F 2
2 蘫

虴虲F 2
3 蘽 d蘨· · · 蘩は独立に成立するので，他の蘸蘱 − 蘱蘲 蘽 蘶蘹項の間に成立する関係式は，例え

ばトレースの虣虹虣虬虩虣虩虴虹のみを用いたある種の自明な関係式であれば，虴虲F 2
1 蘫 虴虲F 2

2 蘫 虴虲F 2
3 蘽

d蘨· · · 蘩とd虴虲 虛U†dU 虝3 蘽 蘰が等価と言って良いかもしれない．

蘱蘵



• 全微分項の存在は，素朴には蘳次元理論の作用に変更を要求する．この点を次節で考えてみよ
う．

• 表式は，非可換幾何学のコサイクルに似ているが，何か関係があるだろうか．

さて，関係式

虴虲F 2
1 蘫 虴虲F 2

2 蘫 虴虲F 2
3 蘽 蘲d虴虲 虛P1XP2XP3X虝 蘨蘱蘸蘷蘩

において，左辺は実である一方で，右辺は虵虰 虴虯 虴虯虴虡虬 虤虥虲虩虶虡虴虩虶虥 で実である：

虴虲 虛P1XP2XP3X虝∗ 蘽 虴虲 虛P1XP2XP3X虝† 蘽 虴虲 虛P1XP3XP2X虝. 蘨蘱蘸蘸蘩

ここで，X† 蘽 −Xを用いた．

5.4 U(3)/U(1)3模型

場の配位U 蘺M→ U蘨蘳蘩を

U 蘽 蘨u1, u2, u3蘩, u†iuj 蘽 δij , 蘨蘱蘸蘹蘩

と置く．対角的な虂虥虲虲虹接続，及び虂虥虲虲虹曲率は

ai 蘽 u†idui, fi 蘽 dai 蘽 du†idui. 蘨蘱蘹蘰蘩

前節で導出した関係式

f21 蘫 f22 蘫 f23 蘽 蘲d虴虲 虛P1XP2XP3X虝 蘨蘱蘹蘱蘩

の右辺を具体的に書き下そう．

Xij 蘽 虛U†dU 虝ij 蘽 u†iduj 蘽 −du
†
iuj . 蘨蘱蘹蘲蘩

蘲虴虲 虛P1XP2XP3X虝 蘽 蘲X12X23X31 蘽 蘲u†1du2u
†
2du3u

†
3du1. 蘨蘱蘹蘳蘩

U蘨蘳蘩虂虥虲虲虹接続aij 蘽 u†idujを用いると，

蘲虴虲 虛P1XP2XP3X虝 蘽 蘲a12a23a31. 蘨蘱蘹蘴蘩

さて，関係式は

a1da1 蘫 a2da2 蘫 a3da3 蘽 蘲a12a23a31 蘫 蘨虣虬虯虳虥虤 蘳蘭虦虯虲虭蘩 蘨蘱蘹蘵蘩

意味する．

5.5 一般のU(N1 + · · ·+Nk)/U(N1)× · · · × U(Nk)

類似の関係式を探す．まず，k 蘽 蘳の場合を，一般化が容易な形式に書き換える．

虴虲F 2
1 蘫 虴虲F 2

2 蘫 虴虲F 2
3 蘽 d虴虲 虛P1XP2XP3X 蘫 P1XP3XP2X虝 蘨蘱蘹蘶蘩

蘽
蘱

蘳

∑
σ∈A3

d虴虲 虛Pσ1
XPσ2

XPσ3
X虝 蘨蘱蘹蘷蘩

蘽
∑
σ∈A2

d虴虲 虛P3XPσ1XPσ2X虝. 蘨蘱蘹蘸蘩

蘱蘶



一気に一般系を予想すると

k∑
i=1

虴虲F 2
i 蘽

∑
a,b,c∈{1,...,k}

d虴虲 虛PaXPbXPcX虝. 蘨蘱蘹蘹蘩

虀虀虀

蘰 蘽 d虴虲 虛X3虝 蘽
∑

i,j,k∈{1,...,p}

d虴虲 虛PiXPjXPkX虝 蘨蘲蘰蘰蘩

から出発する．自明に消える組み合わせ蘨i, j, k蘩を探す．∑
i

Pi 蘽 蘱, dX 蘽 −X2 蘨蘲蘰蘱蘩

を使う．

Fi 蘽 −PiX蘨蘱− Pi蘩XPi, 蘨蘲蘰蘲蘩

∑
i

虴虲F 2
i 蘽

∑
i

虴虲 虛PiX蘨蘱− Pi蘩XPiX蘨蘱− Pi蘩X虝 蘨蘲蘰蘳蘩

∑
i,j,k∈{1,...,p}

d虴虲 虛PiXPjXPkX虝 蘽
∑

i,j,k∈{1,...,p}

虴虲 虛−PiX2PjXPkX − PiXPjX2PkX − PiXPjXPkX2虝

蘨蘲蘰蘴蘩

虀虀虀

∑
i

虴虲F 2
i 蘽 蘲

∑
i<j<k

d虴虲 虛PiXPjXPkX虝. 蘨蘲蘰蘵蘩

が谷崎さんの表式の一般化．これを示そう．

虀虀虀

I ∈ {蘱, . . . , N − 蘱}とする．

Fi 蘽 −PiX蘨蘱− Pi蘩XPi, 蘨蘲蘰蘶蘩

蘱蘷



∑
i

虴虲F 2
i 蘽

∑
i

虴虲 虛PiX蘨蘱− Pi蘩XPiX蘨蘱− Pi蘩X虝 蘨蘲蘰蘷蘩

蘽
∑
I

虴虲 虛PIX蘨蘱− PI蘩XPIX蘨蘱− PI蘩X虝 蘫 虴虲 虛PNX蘨蘱− PN 蘩XPNX蘨蘱− PN 蘩X虝 蘨蘲蘰蘸蘩

蘽
∑
I

虴虲 虛PIX蘨蘱− PI蘩XPIX蘨蘱− PI蘩X虝 蘫 虴虲 虛PNX蘨蘱− PN 蘩XPNX蘨蘱− PN 蘩X虝 蘨蘲蘰蘹蘩

蘽
∑
I

虴虲 虛PIX蘨蘱− PI蘩XPIX蘨蘱− PI蘩X虝 蘫
∑
J,L

虴虲 虛蘨蘱−
∑
I

PI蘩XPJX蘨蘱−
∑
K

PK蘩XPLX虝

蘨蘲蘱蘰蘩

蘽
∑
I

虴虲 虛PIX
2PIX

2 − PIX2PIXPIX − PIXPIXPIX2 蘫 PIXPIXPIXPIX虝 蘨蘲蘱蘱蘩

蘫
∑
J,L

虴虲 虛XPJX
2PLX虝−

∑
I,J,L

虴虲 虛PIXPJX
2PLX虝−

∑
J,K,L

虴虲 虛XPJXPKXPLX虝 蘨蘲蘱蘲蘩

蘫
∑

I,J,K,L

虴虲 虛PIXPJXPKXPLX虝 蘨蘲蘱蘳蘩

蘽
∑
I

虴虲 虛PIX蘨蘱− PI蘩XPIX蘨蘱− PI蘩X虝 蘫
∑
J,L

虴虲 虛蘨蘱−
∑
I

PI蘩XPJX蘨蘱−
∑
K

PK蘩XPLX虝

蘨蘲蘱蘴蘩

蘽
∑
I

虴虲 虛PIX
2PIX

2 − PIX2PIXPIX − PIXPIXPIX2虝 蘨蘲蘱蘵蘩

−
∑
I,J

虴虲 虛PIX
2PJX

2虝−
∑
I,J,K

虴虲 虛PIXPJX
2PKX虝 蘫

∑
I,J,K

虴虲 虛PIXPJXPKX
2虝 蘨蘲蘱蘶蘩

蘽
∑
I

虴虲 虛PIdXPIdX 蘫 PIdXPIXPIX 蘫 PIXPIXPIdX虝 蘨蘲蘱蘷蘩

−
∑
I,J

虴虲 虛PIdXPJdX虝 蘫
∑
I,J,K

虴虲 虛PIXPJdXPKX虝−
∑
I,J,K

虴虲 虛PIXPJXPKdX虝 蘨蘲蘱蘸蘩

蘽
∑
I

d虴虲 虛PIXPIdX 蘫
蘲

蘳
PIXPIXPIX虝 蘨蘲蘱蘹蘩

−
∑
I,J

d虴虲 虛PIXPJdX虝−
∑
I,J,K

d虴虲 虛
蘲

蘳
PIXPJXPKX虝 蘨蘲蘲蘰蘩

蘽
∑
I

d虴虲 虛−PIXPIX2 蘫
蘲

蘳
PIXPIXPIX虝 蘫

∑
I,J

d虴虲 虛PIXPJX
2虝−

∑
I,J,K

d虴虲 虛
蘲

蘳
PIXPJXPKX虝.

蘨蘲蘲蘱蘩

と，蘳形式の微分で書かれる．ここで，

虴虲 虛PIdXPIXPIX虝 蘽 −虴虲 虛PIXPIdXPIX虝 蘽 虴虲 虛PIXPIXPIdX虝 蘽
蘱

蘳
d虴虲 虛PIXPIXPIX虝, 蘨蘲蘲蘲蘩∑

I,J,K

虴虲 虛PIdXPJXPKX虝 蘽 −
∑
I,J,K

虴虲 虛PIXPJdXPKX虝 蘽
∑
I,J,K

虴虲 虛PIXPJXPKdX虝 蘽
蘱

蘳

∑
I,J,K

d虴虲 虛PIXPJXPKX虝

蘨蘲蘲蘳蘩

を用いた．さらに整理する．∑
I,J

虴虲 虛PIXPJX
2虝 蘽

∑
I

虴虲 虛PIXPIX
2虝 蘫

∑
I,J,I 6=J

虴虲 虛PIXPJX
2虝, 蘨蘲蘲蘴蘩

∑
I,J,K

虴虲 虛PIXPJXPKX虝 蘽
∑
I

虴虲 虛PIXPIXPIX虝 蘫 蘳
∑

I,J,I 6=J

虴虲 虛PIXPIXPJX虝 蘫
∑

I,J,K,I 6=J,J 6=K,K 6=I

虴虲 虛PIXPJXPKX虝

蘨蘲蘲蘵蘩

蘱蘸



より，∑
i

虴虲F 2
i 蘽 d虴虲 虛

∑
I,J,I 6=J

PIXPJX
2 − 蘲

∑
I,J,I 6=J

PIXPIXPJX −
蘲

蘳

∑
I,J,K,I 6=J,J 6=K,K 6=I

PIXPJXPKX虝 蘨蘲蘲蘶蘩

蘽 d虴虲 虛
∑

I,J,K,I 6=J

PIXPJXPKX 蘫
∑

I,J,I 6=J

PIXPJXPNX 蘨蘲蘲蘷蘩

− 蘲
∑

I,J,I 6=J

PIXPIXPJX −
蘲

蘳

∑
I,J,K,I 6=J,J 6=K,K 6=I

PIXPJXPKX虝 蘨蘲蘲蘸蘩

蘨蘲蘲蘹蘩

∑
I,J,K,I 6=J

虴虲 虛PIXPJXPKX虝 蘽
∑

I,J,I 6=J

虴虲 虛PIXPJX蘨PI 蘫 PJ 蘫
∑

K,K 6=I,K 6=J

PK蘩X虝 蘨蘲蘳蘰蘩

蘽 蘲
∑

I,J,I 6=J

虴虲 虛PIXPJXPIX虝 蘫
∑

I,J,K,I 6=J,K 6=I,K 6=J

虴虲 虛PIXPJXPKX虝. 蘨蘲蘳蘱蘩

に注意すると∑
i

虴虲F 2
i 蘽 d虴虲 虛

∑
I,J,K,I 6=J,K 6=I,K 6=J

PIXPJXPKX 蘫
∑

I,J,I 6=J

PIXPJXPNX 蘨蘲蘳蘲蘩

− 蘲

蘳

∑
I,J,K,I 6=J,J 6=K,K 6=I

PIXPJXPKX虝 蘨蘲蘳蘳蘩

蘽 d虴虲 虛
蘱

蘳

∑
I,J,K,I 6=J,J 6=K,K 6=I

PIXPJXPKX 蘫
∑

I,J,I 6=J

PIXPJXPNX虝 蘨蘲蘳蘴蘩

蘽 d虴虲 虛
∑

I<J<K<N

PIXPJXPKX 蘫
∑

I<J<K<N

PIXPKXPJX 蘫
∑

I,J,I 6=J

PIXPJXPNX虝. 蘨蘲蘳蘵蘩

となり，ゲージ不変な完全形式を得る．

6 CP 蘱模型のトポロジカル作用

6.1 有効作用

蘊spin
3 蘨S2蘩 蘽 Z2より，時空蘳次元でスピンボルディズム不変な作用を持つ． 虈虯虰虦項で与えられることが
知られている．

虥虸虰
i

蘴π

∫
M

虜ada′′ 蘨蘲蘳蘶蘩

ここで，U蘨蘱蘩場aは配位M → S2, 蘨t, x, y蘩 7→ n蘨t, x, y蘩に対して，z ∈ C2, |z| 蘽 蘱として，

a 蘽 −iz†dz, z†σz 蘽 n, 蘨蘲蘳蘷蘩

で定義される．ゲージ変換z 7→ zeiαに対してnは不変であることに注意．ゲージ不変なdaは直接nを用
いて書くことができるはずである．これを見るために，

n · σ 蘽 z†σz · σ 蘽 z†aσ
i
abzbσ

i
cd 蘽 z†azb蘨蘲δadδbc − δabδcd蘩 蘽 蘲zcz

†
d − δcd 蘽 蘲zz† − 蘱. 蘨蘲蘳蘸蘩

に注意する．P 蘽 zz† 蘽 1+n·σ
2 を射影行列として，

虴虲 虛P 蘨dP 蘩2虝 蘽 虴虲 虛zz†d蘨zz†蘩d蘨zz†蘩虝 蘽 dz†dz 蘽 ida, 蘨蘲蘳蘹蘩

蘱蘹



虴虲 虛P 蘨dP 蘩2虝 蘽
蘱

蘸
虴虲 虛蘨蘱 蘫 n · σ蘩dn · σdn · σ虝 蘽 i

蘴
εijknidnjdnk 蘨蘲蘴蘰蘩

に注意すると，

蘱

蘲π
da 蘽

蘱

蘸π
εijknidnjdnk 蘨蘲蘴蘱蘩

を得る．これから，スカーミオン線がaのモノポール線に対応することがわかる．スカーミオンの近傍
でzを大域的に取ることができないことにも注意．

一般にはaは大域的に定義されていないので（例えばスカーミオンがひとつだけ存在する場合），上
記の有効作用は蘴次元多様体X, ∂X 蘽 Mを導入する必要がある．このとき，n 蘺 M → S2は蘊spin

3 蘨S2蘩 蘽

Z2より，一般にはスピン多様体X上に拡張することができない．しかし，蘊spin
3 蘨BU蘨蘱蘩蘩 蘽 蘰蘬 あるいは

成分数をひとつ増やすだけ蘊spin
3 蘨CP 2蘩 蘽 蘰より，任意のU蘨蘱蘩場とするとスピン多様体X上に拡張する

ことができる．つまり，以下のような虾aが存在する．

虾a 蘺 X → BU蘨蘱蘩, 虾a|M 蘽 a. 蘨蘲蘴蘲蘩

同じことだが，以下のような虾zが存在する．

虾z 蘺 X → C∞, 虾z†虾z 蘽 蘱, 虾z|M 蘽


z1
z2
蘰
蘰
蘮蘮蘮

 . 蘨蘲蘴蘳蘩

この拡張をひとつ取り，

虥虸虰
i

蘴π

∫
M

ada 蘺蘽 虥虸虰
i

蘴π

∫
X

虾f2 蘨蘲蘴蘴蘩

と定義する．スピン虃虨虥虲虮蘭虓虩虭虯虮虳の一般論より， Xが閉じたスピン多様体のとき，U蘨蘱蘩場虾aに対して

i

蘴π

∫
X

虾f2 ∈ 蘲πiZ 蘨蘲蘴蘵蘩

より，Xへの拡張に依存しないことは保証されている．

さて上のようにCP 1模型の作用を定義したとき，スピンボルディズム不変量であることは以下の
ようにして示される． 蘨M12, a12蘩 蘺 蘨M1, a1蘩 ∼ 蘨M2, a2蘩をCP 1場のスピンボルディズムとする．このと
きXをM1の虢虯虵虮虤虩虮虧 虭虡虮虩虦虯虬虤とすると，M2の虢虯虵虮虤虩虮虧 虭虡虮虩虦虯虬虤はX ∪M12と取ることができる．よ
って定義より，

i

蘴π

∫
M2

虜ada′′ 蘽
i

蘴π

∫
X∪M12

f2 蘨蘲蘴蘶蘩

であるが，CP 1場の性質としてM12上でf
2 蘽 蘨da12蘩

2 蘽 蘰であることから，

i

蘴π

∫
M2

虜ada′′ 蘽
i

蘴π

∫
X

f2 蘨蘲蘴蘷蘩

となり，これはM1上の虃虓有効作用に他ならない．

6.1.1 計算例

S2 × S1上のCP 1模型において，スカーミオンを蘲π回転する配位は以下で与えられる．

z蘨θ, φ, α蘩 蘽

(
虣虯虳 θ2

eiαeiφ 虳虩虮 θ
2

)
蘨蘲蘴蘸蘩

蘲蘰



蘨θ, φ蘩はS2の座標，αはS1の座標． 蘊SO3 蘨S2蘩 蘽 蘰より，上記配位を境界として持つ４次元多様体上
のS2模型が存在するはずであるが，見つけられない． 4

以下のようにCP 2模型に埋め込めば，S1 蘽 ∂D2とする蘴次元多様体が存在する．虛蘸虝

虾z蘨θ, φ, α, ρ蘩 蘽

蘱

ρeiα
√
蘱− ρ2

−
√
蘱− ρ2 ρe−iα

 虣虯虳 θ2
eiφ 虳虩虮 θ

2
蘰

 , ρ ∈ 虛蘰, 蘱虝. 蘨蘲蘴蘹蘩

これは，蘱, 蘲成分のスカーミオンの蘲π回転が蘱, 蘳成分のスカーミオンの蘰回転が虢虯虲虤虡虮虴であることを意
味する．

虾z蘨θ, φ, α, ρ 蘽 蘰蘩 蘽

 虣虯虳 θ2
蘰

−eiφ 虳虩虮 θ
2

 . 蘨蘲蘵蘰蘩

i
4π

∫
虜ada′′を計算する．

虾z 蘽

 虣虯虳 θ2
ρei(φ+α) 虳虩虮 θ

2

−
√
蘱− ρ2eiφ 虳虩虮 θ

2

 蘨蘲蘵蘱蘩

虾a∗ 蘽 虾aに注意する．

虾a 蘽 −i虾z†d虾z 蘽 ρ2d蘨φ蘫 α蘩 虳虩虮2
θ

蘲
蘫 蘨蘱− ρ2蘩dφ 虳虩虮2 θ

蘲
蘽 dφ 虳虩虮2

θ

蘲
蘫 ρ2dα 虳虩虮2

θ

蘲
, 蘨蘲蘵蘲蘩

虾f 蘽 d 虳虩虮2
θ

蘲
dφ蘫 dρ2dα 虳虩虮2

θ

蘲
蘫 ρ2d 虳虩虮2

θ

蘲
dα, 蘨蘲蘵蘳蘩

虾f2 蘽 蘲 虳虩虮2
θ

蘲
dρ2dαd 虳虩虮2

θ

蘲
dφ. 蘨蘲蘵蘴蘩

これから，

i

蘴π

∫
S2×D2

虾f2 蘽
i

蘴π

∫
S2×D2

蘲 虳虩虮2
θ

蘲
d 虳虩虮2

θ

蘲
dφdρ2dα 蘽 iπ 蘨蘲蘵蘵蘩

を得る．

6.2 メモ：flag U(3)/U(1)3の計算例

上記の計算の応用例として，蘍虡虧 U蘨蘳蘩/U蘨蘱蘩3において，蘱番目のU蘨蘱蘩にのみスカーミオンを入れて蘲π回
転する蘳次元配位に対して，a1da1, a2da2, a1da2などの積分を計算する．以下では虤虥虴蘨z1, z2, z3蘩 蘽 蘱とな
るように配位を選ぶ．

z1 蘽

 虣虯虳 θ2
eiφ 虳虩虮 θ

2
蘰

 , z2 蘽

蘰
蘰
蘱

 , z3 蘽

−e−iφ 虳虩虮 θ
2

虣虯虳 θ2
蘰

 . 蘨蘲蘵蘶蘩

z1, z3にスカーミオンが存在し，それぞれ蘲π回転する． CP 1模型とは異なり，蘍虡虧 の範囲内で蘰回転に
ボルダントである．実際，S2 ×D2への以下の拡張を取ることができる．

虾zi 蘽

蘱

ρeiα
√

蘱− ρ2
−
√

蘱− ρ2 ρe−iα

 zi, 蘨蘲蘵蘷蘩

4Ωspin
3 (S2) = Z2と，以下で見るように有効作用の値が非自明な値(−1)を出すことと合わせると，スピン多様体の範囲内で

はnull bordantではないので，非スピン多様体を導入する必要がある．

蘲蘱



虾z1 蘽

 虣虯虳 θ2
ρei(φ+α) 虳虩虮 θ

2

−
√

蘱− ρ2eiφ 虳虩虮 θ
2

 , 虾z2 蘽

 蘰√
蘱− ρ2
ρe−iα

 , 虾z3 蘽

 −e−iφ 虳虩虮 θ
2

ρeiα 虣虯虳 θ2
−
√

蘱− ρ2 虣虯虳 θ2

 . 蘨蘲蘵蘸蘩

虾ai 蘽 −i虾z†i d虾zi, 蘨蘲蘵蘹蘩

ρ 蘽 蘰でα依存性が消える．

虾z1|ρ=0 蘽

 虣虯虳 θ2
蘰

−eiφ 虳虩虮 θ
2

 , 虾z2|ρ=0 蘽

蘰
蘱
蘰

 , 虾z3|ρ=0 蘽

−e−iφ 虳虩虮 θ
2

蘰
− 虣虯虳 θ2

 . 蘨蘲蘶蘰蘩

ゲージ場U蘨蘱蘩場虾ai 蘽 −i虾z†i d虾ziなどを計算しよう．

虾a1 蘽 虳虩虮2
θ

蘲
dφ蘫 ρ2 虳虩虮2

θ

蘲
dα, 蘨蘲蘶蘱蘩

虾a2 蘽 −ρ2dα, 蘨蘲蘶蘲蘩

虾a3 蘽 − 虳虩虮2
θ

蘲
dφ蘫 ρ2 虣虯虳2

θ

蘲
dα, 蘨蘲蘶蘳蘩

虤虥虴蘨虾z1, 虾z2, 虾z3蘩 蘽 蘱より，虾a1 蘫 虾a2 蘫 虾a3 蘽 蘰に注意．

虾f1 蘽 d 虳虩虮2
θ

蘲
dφ蘫 ρ2d 虳虩虮2

θ

蘲
dα蘫 虳虩虮2

θ

蘲
dρ2dα, 蘨蘲蘶蘴蘩

虾f2 蘽 −dρ2dα, 蘨蘲蘶蘵蘩

虾f3 蘽 −d 虳虩虮2 θ
蘲
dφ蘫 ρ2d 虣虯虳2

θ

蘲
dα蘫 虣虯虳2

θ

蘲
dρ2dα, 蘨蘲蘶蘶蘩

これから，

i

蘴π

∫
S2×D2

虾f21 蘽 iπ, 蘨蘲蘶蘷蘩

i

蘴π

∫
S2×D2

虾f22 蘽 蘰, 蘨蘲蘶蘸蘩

i

蘴π

∫
S2×D2

虾f23 蘽
i

蘴π

∫
S2×D2

−蘲 虣虯虳2 θ
蘲
d 虳虩虮2

θ

蘲
dφdρ2dα 蘽 −iπ, 蘨蘲蘶蘹蘩

i

蘴π

∫
S2×D2

虾f1 虾f2 蘽
i

蘴π

∫
S2×D2

−d 虳虩虮2 θ
蘲
dφdρ2dα 蘽 −iπ 蘨蘲蘷蘰蘩

などを得る． 虒虥 虛a12a23a31虝を計算する．ゲージ不変なので，S2 × S1で計算すれば十分．a12 蘽

−iz†1dz2 蘽 蘰より，虒虥 虛a12a23a31虝 蘽 蘰蘮 特に，

i

蘴π

∫
S2×D2

蘨 虾f21 蘫 虾f22 蘫 虾f1 虾f2 − 虒虥 虛a12a23a31虝蘩 蘽 蘰. 蘨蘲蘷蘱蘩

さて，上の計算は蘊spin
3 蘨U蘨蘳蘩/U蘨蘱蘩3蘩 蘽 蘰と矛盾しない． CP 1との類推により，蘍虡虧における関係式

f21 蘫 f22 蘫 f1 虾f2 − 虒虥 虛a12a23a31虝 蘽 蘰 蘨蘲蘷蘲蘩

はZ2量子化される有効作用

虥虸虰
i

蘴π

∫
X

蘨 虾f21 蘫 虾f22 蘫 虾f1 虾f2 − 虒虥 虛a12a23a31虝蘩 ∈ {±蘱} 蘨蘲蘷蘳蘩

の存在を示唆する．ここで虾a1, 虾a2は蘍虡虧ではなく，独立なU蘨蘱蘩場への拡張である．しかし，虾a1, 虾a2を独立
なU蘨蘱蘩場とすると，Xがスピンであっても，

i

蘴π

∫
X

虾f1 虾f2 ∈ πiZ 蘨蘲蘷蘴蘩

より，虩虬虬蘭虤虥蘌虮虥虤蘮

蘲蘲



7 虚時間時間発展とBerry位相

実時間発展と同様にして，虚時間発展についても断熱極限において離散的な固有状態は虂虥虲虲虹位相を獲
得する．

虚時間依存するハミルトニアンH蘨τ蘩の虚時間発展を考える． 虓虣虨虲虯虤虩虮虧虥虲方程式は

d

dτ
|ψ蘨τ蘩〉 蘽 −H蘨τ蘩 |ψ蘨τ蘩〉 . 蘨蘲蘷蘵蘩

H蘨τ蘩の固有値は離散的とし，瞬間的固有状態を|n蘨τ蘩〉を

H蘨τ蘩 |n蘨τ蘩〉 蘽 En蘨τ蘩 |n蘨τ蘩〉 , n 蘽 蘱, 蘲, . . . , 蘨蘲蘷蘶蘩

と書く．これから

〈m蘨τ蘩|dH
dτ

蘨τ蘩|n蘨τ蘩〉 蘽 dEn
dτ

蘨τ蘩δnm 蘫 蘨En蘨τ蘩− Em蘨τ蘩蘩 〈m蘨τ蘩|dn
dτ

蘨τ蘩〉 蘨蘲蘷蘷蘩

を得る．特に，

〈n蘨τ蘩|dH
dτ

蘨τ蘩|n蘨τ蘩〉 蘽 dEn
dτ

蘨τ蘩 蘨蘲蘷蘸蘩

はヘルマン虻ファインマンの公式．また，En蘨τ蘩 6蘽 Em蘨τ蘩のとき，

〈m蘨τ蘩|dn
dτ

蘨τ蘩〉 蘽
〈m蘨τ蘩|dHdτ 蘨τ蘩|n蘨τ蘩〉
En蘨τ蘩− Em蘨τ蘩

蘨蘲蘷蘹蘩

に注意．

波動関数を

|ψ蘨τ蘩〉 蘽
∑
n

cn蘨τ蘩 |n蘨τ蘩〉 蘨蘲蘸蘰蘩

と展開する． 虓虣虨虲虯虤虩虮虧虥虲方程式に代入すると，

d

dτ
cn蘨τ蘩 蘽 −En蘨τ蘩cn蘨τ蘩−

∑
m

〈n蘨τ蘩|dm
dτ

蘨τ蘩〉 cm蘨τ蘩. 蘨蘲蘸蘱蘩

m 6蘽 nに対してEn蘨τ蘩 6蘽 Em蘨τ蘩を仮定すると，

d

dτ
cn蘨τ蘩 蘽 −En蘨τ蘩cn蘨τ蘩− 〈n蘨τ蘩|

dn

dτ
蘨τ蘩〉 cn蘨τ蘩−

∑
m 6=n

〈n蘨τ蘩|dHdτ 蘨τ蘩|m蘨τ蘩〉
Em蘨τ蘩− En蘨τ蘩

cm蘨τ蘩 蘨蘲蘸蘲蘩

を得る．ここで，系の虚時間発展がエネルギー差Em蘨τ蘩 − En蘨τ蘩に比べて十分ゆっくりと仮定すると，
第蘳項を無視でき，

d

dτ
cn蘨τ蘩 蘽 −En蘨τ蘩cn蘨τ蘩− 〈n蘨τ蘩|

dn

dτ
蘨τ蘩〉 cn蘨τ蘩 蘨蘲蘸蘳蘩

を得る．これから，

cn蘨τ蘩 蘽 e−
∫ τ
0
En(τ

′)dτ ′
e−

∫ τ
0
〈n(τ ′)| dndτ (τ

′)〉dτ ′
cn蘨τ 蘽 蘰蘩 蘨蘲蘸蘴蘩

を得る． H蘨τ蘩がエルミートであれば，第１因子は波動関数のU蘨蘱蘩位相には効かない． |n蘨τ蘩〉が規格
化〈n|n〉 蘽 蘱を仮定すると，

〈n|dn〉∗ 蘽 〈dn|n〉 蘽 −〈n|dn〉 蘨蘲蘸蘵蘩

であるから，第２因子はU蘨蘱蘩位相因子である．特に，閉じた経路H蘨T 蘩 蘽 H蘨蘰蘩を考えると，虂虥虲虲虹位相
を得る：

cn蘨T 蘩 蘽 e−
∫ T
0
En(τ)dτe−

∮
〈n|dn〉cn蘨τ 蘽 蘰蘩. 蘨蘲蘸蘶蘩

蘲蘳
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