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概 要

本修士論文の目的はファジー球面上の場の理論における相関関数の振る舞いを調べることである．
まず，非可換空間上の場の理論について非可換平面を例に挙げて説明し，行列模型との対応を見
る．さらに非可換空間の一種であるファジー球面上のスカラー場の理論についても説明し，行列
模型との対応を見る．その後，ハイブリッドモンテカルロ法を用いた数値シミュレーションの結
果を示す．相互作用のない自由場では解析的に知られている結果を再現した．相互作用のある場
においては 2点相関関数と 4点相関関数の結果から，くりこみができることが強く示唆される．
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第1章 序論

この世界に存在する 4つの力—電磁気力，弱い力，強い力，重力—の全てを統一的に記述する
理論の中で，最有力候補として考えられているのが，弦理論（string theory）である．
ところで，摂動論では安定な真空が無数生じるが，各真空で時空の次元やゲージ群，物質の構
成などが異なってしまう．しかし，非摂動効果により真空が一意に決まることが期待される．初
期宇宙の研究や力の統一を考える際に，非摂動論的なアプローチは重要である．
弦理論を非摂動的に定式化したものが，行列模型（matrix model）である．行列模型の中には
解析的に解けないものも存在するため，数値シミュレーションは行列模型を用いた研究において，
強力な手法となる．
行列模型から，非可換空間上の場の理論が出てくることが知られている．非可換空間と量子重
力理論（quantum gravity theory）は関係していることが議論されている．非可換空間では，紫外
と赤外が混ざってしまい（UV/IR mixing），摂動論的なくりこみが非自明である．非可換空間上
の場の理論が通常の場の理論とどこまで同じで，どこが異なるのかを調べるのは重要である．
したがって，本修士論文の目的は，非可換空間—ここでは特にファジー球面—上の相関関数を
行列模型を用いて数値シミュレーションで計算し，ファジー球面上の場の理論が通常の場の理論
のようにくりこみができるかどうかを示すことである．
本論文の構成は，以下のとおりである．

• 第 2章では，非可換空間の例として一番簡単な非可換平面を取り上げ，そこでの物理量の振
る舞いを見ることで，非可換平面上の場の理論と行列模型との対応関係を明らかにする．非
可換空間上の場の理論における特徴的な性質であるUV/IR mixingについて，この非可換平
面で議論する．

• 第 3章では，コンパクトな非可換空間の典型例である，ファジー球面上のスカラー ϕ4理論を
考える．ファジー球面上の場の理論には UV/IR mixingは存在しないが，UV/IR anomaly

[1]というものが存在することを示す．また，場の理論と行列模型の対応を考えるために，ブ
ロッホコヒーレント状態とそこから Berezin symbolというものを導入し，それらの性質な
どを説明する．

• 第 4章では，実際に行った数値シミュレーションの結果とその考察を与える．ファジー球面
上で相関関数の計算を行い，その結果をグラフで示し，そこから考察を行う．

• 第 5章では，本研究のまとめを行い，今後の展望を議論する．

• 付録Aでは，本修士論文にある様々な式の導出を行っている．

• 付録 Bでは，本修士論文中に登場する 3j symbolと 6j symbolについて述べている．

• 付録Cでは，第 4章では示さなかった 1点相関関数に関して，数値シミュレーションの結果
を示す．

• 付録Dでは，第 4章では示さなかった自由場に関して，数値シミュレーションの結果を示す．
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• 付録 Eでは，時間方向を入れて 3次元とした場合を考える．

• 付録Fでは，数値シミュレーションの方法である，ハイブリッドモンテカルロ法について説明す
る．また，シミュレーションのコードが正しいかを確認するために用いた，Schwinger-Dyson

方程式についても説明する．

• 付録Gでは，数値シミュレーションにおける誤差を評価するための方法について説明する．
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第2章 非可換空間上の場の理論

この章では，本論文において重要となる非可換空間（noncommutative space）上の場の理論に
ついて理解を深めるために，非可換平面（noncommutative plane）について取り上げる．非可換
平面における物理量の振る舞いを見ることで，非可換平面上の場の理論と行列模型との対応関係
を明らかにする．また，非可換空間における重要な性質であるUV/IR mixingについても述べる．

2.1 非可換平面

ここでは最も簡単な非可換空間である，2次元の非可換平面を考える．一般に，d次元への拡張
は容易である．

2.1.1 座標と運動量

まず，座標を x̂1, x̂2とすると，それらが交換しない．

[x̂1, x̂2] = iθ. (2.1.1)

ここで，θは実定数で θ → 0が可換極限に対応する．座標についているˆの意味は，普通の数では
なく演算子（無限次元行列）であることを示している．共役運動量を以下のように定義する．

p̂1 = θ−1x̂2, p̂2 = −θ−1x̂1. (2.1.2)

また，運動量は以下の交換関係を満たす．

[p̂1, p̂2] = iθ−1. (2.1.3)

座標の交換関係と運動量の定義から，以下の関係が満たされる．

[x̂i, p̂j ] = iδi,j (i, j = 1, 2). (2.1.4)

これは，見かけ上 2次元での 1粒子量子力学の正準交換関係の形をしているが，(2.1.2)から座標
と運動量は独立ではないので，ヒルベルト空間としては 1次元量子力学を考えることになる．

2.1.2 演算子

このヒルベルト空間に作用する演算子 f̂ は x̂iを用いて，以下のように展開される．

f̂ =

∫
d2k

(2π)2
f(k)eik·x̂. (2.1.5)

この f̂ に対して，2次元平面R2上の関数 f(x)を次式で対応させることができる．

f(x) =

∫
d2k

(2π)2
f(k)eik·x. (2.1.6)
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f̂ と f(x) の関係を直接書けば，

f̂ =

∫
d2k

(2π)2

∫
d2xf(x)e−ik·xeik·x̂ (2.1.7)

となる．
(2.1.4)と (2.1.7)から，[

p̂i, f̂
]
=

∫
d2k

(2π)2

∫
d2x[−i∂xif(x)]e

−ik·xeik·x̂. (2.1.8)

したがって，R2 上で以下の対応関係があることがわかる．

[p̂i, ]←→ −i∂xi . (2.1.9)

2.1.3 演算子の積

次に，演算子の積を考える．

f̂ ĝ =

∫
d2k

(2π)2

∫
d2l

(2π)2

∫
d2x

∫
d2yf(x)g(y)e−ik·xe−il·yeik·x̂eil·x̂

=

∫
d2k

(2π)2

∫
d2l

(2π)2

∫
d2x

∫
d2yf(x)g(y)e−ik·xe−il·ye−

iθ
2
(k1l2−k2l1)ei(k+l)·x̂

=

∫
d2k

(2π)2

∫
d2l

(2π)2

∫
d2x

∫
d2y
[
e

iθ
2 (∂x1∂y2−∂x2∂y1)f(x)g(y)

]
e−ik·xe−il·yei(k+l)·x̂

=

∫
d2k

(2π)2

∫
d2x

[
e

iθ
2 (∂x1∂y2−∂x2∂y1)f(x)g(y)

]∣∣∣∣
y=x

e−ik·xeik·x̂. (2.1.10)

(2.1.10)では，Backer-Cambell-Hausdorffの公式で，[[A,B], A] = [[A,B], B] = 0のときに成り
立つ

eAeB = eA+Be
1
2
[A,B] (2.1.11)

という公式を用いた．これにより，演算子の積がスター積（Moyal積とも呼ばれる．）に対応する
ことがわかる．

f̂ ĝ ←→ f(x) ⋆ g(x) =
[
e

iθ
2 (∂x1∂y2−∂x2∂y1)f(x)g(y)

]∣∣∣∣
y=x

. (2.1.12)

一般に，f(x) ⋆ g(x) ̸= g(x) ⋆ f(x)であることは明らかで，演算子の積は結合法則 (f̂ ĝ)ĥ = f̂(ĝĥ)

を満たすので，スター積も同様に結合法則 [f(x) ⋆ g(x)] ⋆ h(x) = f(x) ⋆ [g(x) ⋆ h(x)]を満たす．さ
らに，スター積を使った交換関係は，

1

iθ
[f(x), g(x)]⋆ = ∂x1f(x)∂x2g(x)− ∂x2f(x)∂x1g(x) +O(θ) (2.1.13)

となる．

2.1.4 演算子のトレース

では，演算子のトーレスを考える．そのために，ヒルベルト空間において次のような基底を考
える．

x̂1 |x1⟩ = x1 |x1⟩ , x̂2 |x2⟩ = x2 |x2⟩ . (2.1.14)
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量子力学とのアナロジーから，∫
dx1√
2πθ
|x1⟩⟨x1| = 1,

∫
dx2√
2πθ
|x2⟩⟨x2| = 1, (2.1.15)

⟨x1|x2⟩ = eiθ
−1x1x2 (2.1.16)

が成り立つ．これらを用いると，

tr
(
f̂
)

=

∫
d2k

(2π)2

∫
d2x

∫
dx′1√
2πθ

f(x)e−ik·x ⟨x′1∣∣eik·x̂∣∣x′1⟩
=

∫
d2k

(2π)2

∫
d2x

∫
dx′1√
2πθ

∫
dx′2√
2πθ

f(x)e−ik·xe
iθ
2
k1k2

⟨
x′1
∣∣eik·x̂1eik·x̂2

∣∣x′2⟩ ⟨x′2∣∣x′1⟩
=

∫
d2k

(2π)2

∫
d2x

∫
d2x′

2πθ
f(x)e−ik·xe

iθ
2
k1k2ei(k1x

′
1+k2x′

2) =

∫
d2x

2πθ
f(x) (2.1.17)

となり，トレースがR2上の積分に対応することがわかる．

tr←→
∫

d2x

2πθ
. (2.1.18)

右辺は位相空間の体積を 2πh̄で割ったものに相当する．トレースの巡回性を考えると，∫
d2xf1(x) ⋆ f2(x) ⋆ · · · ⋆ fn(x) =

∫
d2xfn(x) ⋆ f1(x) ⋆ · · · ⋆ fn−1(x) (2.1.19)

が成り立つ．特に，スター積の形から，∫
d2xf(x) ⋆ g(x) =

∫
d2xf(x)g(x) (2.1.20)

がいえる．

2.1.5 行列模型との対応

ここまでに述べた性質を用いて，「外場」p̂iが入った作用を考える．行列模型の作用 SMM は，

SMM =
√
(2π)d det (θij) tr

(
−1

2
[p̂i,Φ]

2 +
µ2

2
Φ2 +

λ

4
Φ4

)
(2.1.21)

となる．ここで，i, j = 1, . . . , d で，[p̂i, p̂j ] = iθ−1
ij である．対応関係を用いると，d次元非可換平

面上の場の理論の作用 SNCPは次のようになる．

SNCP =

∫
ddx

[
1

2
(∂xiϕ(x))

2 +
µ2

2
ϕ(x)2 +

λ

4
ϕ(x) ⋆ ϕ(x) ⋆ ϕ(x) ⋆ ϕ(x)

]
. (2.1.22)

場の 2次の項は通常の ϕ4理論に一致するが，相互作用項はスター積で書かれるため一致しない．
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図 2.1: プラナーダイアグラム． 図 2.2: 非プラナーダイアグラム．

2.2 UV/IR mixing

最後に，非可換空間上の場の理論の重要な性質である UV/IR mixingについて述べる．これは
可換空間上の場の理論における紫外発散が，非可換空間上においては運動量を 0にする極限（赤外
領域）での発散として現れてしまう現象である．以下では，2次元非可換平面におけるプロパゲー
ターの 1-loop補正の計算を行い，ここからUV/IR mixingを導く．
(2.1.22)で d = 2として，これをフーリエモードで書き換えると，

SNCP = SNCP, free + SNCP, int, (2.2.1a)

SNCP, free =

∫
d2p

(2π)2
d2q

(2π)2
(2π)2δ(2)(p+ q)

1

2

(
p2 + µ2

)
ϕ(p)ϕ(q), (2.2.1b)

SNCP, int =
λ

4

∫
d2p

(2π)2

∫
d2q

(2π)2

∫
d2r

(2π)2

∫
d2s

(2π)2
(2π)2δ(2)(p+ q + r + s)

×e−
iθ
2
[p1q2−p2q1+(p1+q1)(r2+s2)−(p2+q2)(r1+s1)+r1s2−r2s1]ϕ(p)ϕ(q)ϕ(r)ϕ(s)

(2.2.1c)

となる．相互作用のない場合のプロパゲーターは通常の場の理論と同様に，

⟨ϕ(p)ϕ(q)⟩ = (2π)2δ(2)(p+ q)
1

p2 + µ2
(2.2.2)

である．スター積が非可換であるため，行列場の理論と同様に 2重線でダイアグラムを描くのが
妥当である．1-loop 補正には，プラナーダイアグラム (図 2.1)と非プラナーダイアグラム (図 2.2)

がある．
プラナーダイアグラムと非プラナーダイアグラムを表す式はそれぞれ，(2.2.3)と (2.2.4)である．

−2λ
∫

d2q

(2π)2
1

q2 + µ2
, (2.2.3)

−λ
∫

d2q

(2π)2
e−iθ(p1q2−p2q1)

q2 + µ2
. (2.2.4)

ここで，pi は外線の運動量である．(2.2.4)には位相因子 e−iθ(p1q2−p2q1) が入っているが，(2.2.3)

にはそのようなものはなく，通常の ϕ4理論に一致している．一般に，非可換空間上の場の理論に
おいては，プラナーダイアグラムは対応する可換空間上の場の理論のそれと一致させることがで
きる．
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それでは，(2.2.4)の計算を行う．プロパゲーターの Schwinger表示

1

q2 + µ2
=

∫ ∞

0
dse−(q

2+µ2)s (2.2.5)

を用いると，

(2.2.4) = −λ
∫ ∞

0
ds

∫
d2q

(2π)2
e−(q

2+µ2)s+iθ(p1q2−p2q1) = − λ

2π

∫ ∞

0
ds

1

2s
e−µ2s− θ2p2

4s (2.2.6)

となる．可換空間（θ = 0）の場合，これは対数発散する．正則化のために，紫外カットオフ Λを
導入し，(2.2.6)に固有時間カットオフとして，e−1/4Λ2sを入れる．すると，

(2.2.6) = − λ

2π

∫ ∞

0
ds

1

2s
e−µ2s− θ2p2

4s
− 1

4Λ2s = − λ

2π
K0

(
µ

√
θ2p2 +

1

Λ2

)
(2.2.7)

となる．ここで，K0(x)は第 2種 Bessel関数 2で，その級数展開は

K0(x) =
∞∑
a=0

1

a!2

(x
2

)2a(
−γ +

a∑
b=1

1

b
− log

x

2

)
(2.2.8)

である．なお，γはオイラーの数 3である．これを用いると (2.2.7)は，

λ

2π

[
γ + log

(
µ

2

√
θ2p2 +

1

Λ2

)][
1 +O

(
µ

√
θ2p2 +

1

Λ2

)]
(2.2.9)

と評価できる．θ = 0のとき，これはよく知られた紫外の対数発散を再現する．一方，θ ̸= 0のと
き，Λ→∞の極限は p ̸= 0である限り有限で紫外発散はない．しかし，外線の運動量が小さくな
る赤外領域（p→ 0）では発散してしまう．可換空間における，紫外発散由来の赤外発散が起こっ
ていることになるため，UV/IR mixingと呼ばれる．

2一般形は，Kν(x) =
1

2

(ν
2

)2 ∫ ∞

0

dtt−ν−1e−t−x2/4t である．

3γ ≡ lim
n→∞

(
n∑

i=1

1

i
− logn

)
= 0.57721 . . .
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第3章 ファジー球面上のスカラー場の理論

ここでは，コンパクトな非可換空間の典型例である，ファジー球面（fuzzy sphere，非可換球面
とも呼ばれる．）上でスカラー場の理論を考える．これは行列模型によって表される．量子力学に
おいて位相空間が 2πh̄の最小単位に量子化されるのに対応して，非可換空間では 2πθ に量子化さ
れる．したがって，非可換R2は非コンパクトなので，その空間上の場の理論を表す行列模型の行
列サイズは無限次元になるが，球面はコンパクトなので，行列サイズは有限次元になる．

3.1 ファジー球面

ファジー球面上の座標 x̂iは SU(2)のリー代数を満たす．

[x̂i, x̂j ] = iρεijkx̂k (i, j, k = 1, 2, 3). (3.1.1)

非可換R2の場合と異なり，有限次元のヒルベルト空間上で x̂iは表現できる．(2j + 1)× (2j + 1)

行列 L̂
[j]
i は SU(2)のスピン j表現（jは非負整数または半整数）の生成子であり，これを用いると，

x̂i = ρL̂
[j]
i (3.1.2)

と書ける．このとき，
x̂21 + x̂22 + x̂23 = ρ2j(j + 1)12j+1 (3.1.3)

であり，
R = ρ

√
j(j + 1) (3.1.4)

とすれば，(3.1.3)は半径Rの球の方程式となる．これが非可換球面と呼ばれる理由である．可換
極限は，ρ→ 0, j →∞, R = ρ

√
j(j + 1) :固定で与えられる．

2j + 1次元のヒルベルト空間の基底として標準的なものをとる．

|jr⟩ (r = −j,−j + 1, . . . , j). (3.1.5)

SU(2)の生成子はこの基底に対して，

L̂
[j]
± |jr⟩ =

√
(j ∓ r)(j ± r + 1) |j r ± 1⟩ , L̂

[j]
3 |jr⟩ = r |jr⟩ (3.1.6)

と作用する．ここで，L̂
[j]
± ≡ L̂

[j]
1 ± iL̂

[j]
2 である．

このヒルベルト空間上の任意の演算子 f̂ は，

f̂ =
∑
r,r′

fr,r′
∣∣jr⟩⟨jr′∣∣ (3.1.7)

のように展開される．より便利な基底として，非可換球面調和関数を次式で定義する．

Ŷ
[j]
lm =

√
2j + 1

∑
r,r′

(−1)−j+r′C lm
j r j−r′

∣∣jr⟩⟨jr′∣∣ . (3.1.8)
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ここで，C l m
j r j−r′ は Clebsh-Gordan係数であり，0 ≤ l ≤ 2j, −l ≤ m ≤ l である．2j が紫外の

カットオフになることが後にわかる．これは 2つのスピン j を合成していることに相当し，それ
を反映して以下の交換関係が成り立つ．[

L̂
[j]
± , Ŷ

[j]
lm

]
=
√

(l ∓m)(l ±m+ 1)Ŷ
[j]
lm±1,

[
L̂
[j]
3 , Ŷ

[j]
lm

]
= mŶ

[j]
lm . (3.1.9)

エルミート共役は， (
Ŷ

[j]
lm

)†
= (−1)mŶ

[j]
l−m (3.1.10)

で与えられる．また，以下の正規直交関係が成り立つ．

1

2j + 1
tr

[(
Ŷ

[j]
lm

)†
Ŷ

[j]
l′m′

]
= δl,l′δm,m′ . (3.1.11)

さらに，2つの非可換球面調和関数の積は，

Ŷ
[j]
l2m2

Ŷ
[j]
l3m3

=
∑
l1,m1

Ĉ l1 m1
l2 m2 l3 m3

Ŷ
[j]
l1m1

(3.1.12)

で与えられる．ここで，

Ĉ l1 m1
l2 m2 l3 m3

≡ 1

2j + 1
tr

[(
Ŷ

[j]
l1m1

)†
Ŷ

[j]
l2m2

Ŷ
[j]
l3m3

]
= (−1)l1+2j

√
(2j + 1)(2l2 + 1)(2l3 + 1) C l1 m1

l2 m2 l3 m3

{
l1 l2 l3

j j j

}
(3.1.13)

であり，{ }は 6j symbolである．
一方，通常の球面調和関数 Ylm(Ω)は角運動量演算子

L± ≡ L1 ± iL2 = e±iφ

(
± ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂φ

)
, L3 = −i

∂

∂φ
(3.1.14)

の作用の下で，

L±Ylm(Ω) =
√
(l ∓m)(l ±m+ 1)Ylm±1(Ω), L3Ylm(Ω) = mYlm(Ω) (3.1.15)

と振る舞う．ここで，Ω = (θ, φ)は球面上の座標である．複素共役と正規直交関係は以下のよう
に与えられる．

Y ∗
lm(Ω) = (−1)mYl−m(Ω), (3.1.16)∫

dΩ

4π
Y ∗
lm(Ω)Yl′m′(Ω) = δl,l′δm,m′ . (3.1.17)

ここで，dΩ ≡ sin θdθdφは面積要素である．(3.1.15)から (3.1.17)はそれぞれ (3.1.9)から (3.1.11)

に対応している．さらに，2つの球面調和関数の積は，

Yl2m2(Ω)Yl3m3(Ω) =
∑
l1,m1

√
(2l2 + 1)(2l3 + 1)

2l1 + 1
C l1 0
l2 0 l3 0

C l1 m1
l2 m2 l3 m3

Yl1m1(Ω) (3.1.18)

である．ここで，√
(2l2 + 1)(2l3 + 1)

2l1 + 1
C l1 0
l2 0 l3 0

C l1 m1
l2 m2 l3 m3

=

∫
dΩ

4π
Y ∗
l1m1

(Ω)Yl2m2(Ω)Yl3m3(Ω) (3.1.19)
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である．j →∞の可換極限で，l1, l2, l3 ≪ jのとき，

Ĉ l1 m1
l2 m2 l3 m3

→

√
(2l2 + 1)(2l3 + 1)

2l1 + 1
C l1 0
l2 0 l3 0

C l1 m1
l2 m2 l3 m3

(3.1.20)

がいえる．したがって，(3.1.18)が (3.1.12)に対応することがわかる．以上のことから，非可換球
面調和関数は可換極限において球面調和関数に対応することがわかった．対応関係をまとめると
以下のとおりである．

Ŷ
[j]
lm ←→ Ylm(Ω), (3.1.21)[

L̂
[j]
i ,
]
←→ Li, (3.1.22)

1

2j + 1
tr ←→

∫
dΩ

4π
. (3.1.23)

任意の演算子 f̂ は非可換球面調和関数によって，

f̂ =

2j∑
l=0

l∑
m=−l

flmŶ
[j]
lm (3.1.24)

のように展開される．これから，S2上の関数が定義される．

f(Ω) =

2j∑
l=0

l∑
m=−l

flmYlm(Ω). (3.1.25)

これで，ヒルベルト空間上の演算子と非可換空間上の関数の対応がつく．lについての和の上限 2j

が紫外のカットオフに相当する．この正則化は，回転対称性を保つ．

3.2 スカラー場の理論

2.1.5節のときのように，(2j + 1)× (2j + 1)エルミート行列 Φについての「外場」L̂
[j]
i の入っ

た行列模型を考えると，

Sfuzzy =
R2

2j + 1
tr

(
− 1

2R2

[
L̂
[j]
i ,Φ

]2
+

µ2

2
Φ2 +

λ

4
Φ4

)
(3.2.1)

となり，対応する可換球面上の通常の場の理論は，

SS2 = R2

∫
dΩ

4π

{
− 1

2R2
[Liϕ(Ω)]2 +

µ2

2
ϕ2(Ω) +

λ

4
ϕ4(Ω)

}
(3.2.2)

である．以下では，ファジー球面の半径と S2の半径をそれぞれR = 1とする．
Φを Ŷ

[j]
lm で展開すると，(3.2.1)は以下のように書ける．

Sfuzzy = Sfuzzy, free + Sfuzzy, int, (3.2.3a)

Sfuzzy, free =
∑
l,m

(−1)m

2

[
l(l + 1) + µ2

]
ϕlmϕl−m, (3.2.3b)

Sfuzzy, int =
∑

l1,...,l5

∑
m1,...,m5

λ(−1)m5

4
Ĉ l5 m5
l1 m1 l2 m2

Ĉ l5 −m5
l3 m3 l4 m4

ϕl1m1ϕl2m2ϕl3m3ϕl4m4 .

(3.2.3c)
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一方，ϕ(Ω)を Ylm(Ω)で展開すると，(3.2.2)は以下のように書ける．

SS2 = SS2, free + SS2, int, (3.2.4a)

SS2, free =
∑
l,m

(−1)m

2

[
l(l + 1) + µ2

]
ϕlmϕl−m, (3.2.4b)

SS2, int =
∑

l1,...,l5

∑
m1,...,m5

λ(−1)m5

4

√
(2l1 + 1)(2l2 + 1)(2l3 + 1)(2l4 + 1)

2l5 + 1

×C l5 m5
l1 m1 l2 m2

C l5 −m5
l3 m3 l4 m4

C l5 0
l1 m1 l2 m2

C l5 0
l3 m3 l4 m4

ϕl1m1ϕl2m2ϕl3m3ϕl4m4 .

(3.2.4c)

(3.1.20)から，2つの理論は j →∞の極限で一致する．実際，(3.1.20)で l1, l2, l3 ≪ jの条件に注
意すると，ツリーレベルでは正しいが，量子補正を入れると，2.2節で見たようにUV/IR mixing

と同じように両者に違いが出る．これは，次節で見ることにする．

3.3 UV/IR anomaly

ここでは，ファジー球面上の場の理論には UV/IR mixingは存在しないが，量子補正を考える
と可換極限でも有限な違い—UV/IR anomaly—が生じることを見る．
(3.1.24)より，Φは Ŷ

[j]
lm を用いて以下のように展開される．

Φ =

2j∑
l=0

l∑
m=−l

ϕlmŶ
[j]
lm , ϕ∗

lm = (−1)mϕl−m. (3.3.1)

n点相関関数は，

⟨
ϕl1m1 · · ·ϕlnmn

⟩
=

∫
[DΦ] e−Sfuzzyϕl1m1 · · ·ϕlnmn∫

[DΦ] e−Sfuzzy

(3.3.2)

であり，2点相関関数は⟨
ϕlmϕ∗

l′m′
⟩
= (−1)m

⟨
ϕlmϕl′ −m′

⟩
=

1

l(l + 1) + µ2
δl,l′δm,m′ (3.3.3)

となる．ϕ4理論のヴァーテックスは，

ϕl1m1 · · ·ϕl4m4V (l1,m1; . . . ; l4,m4), (3.3.4)

V (l1,m1; . . . ; l4,m4) =
λ

4
(2j + 1)(−1)l1+l2+l3+l4

4∏
i=1

√
2li + 1

2j∑
l=0

l∑
m=−l

(−1)m(2l + 1)

×

(
l1 l2 l

m1 m2 m

)(
l3 l4 l

m3 m4 −m

){
l1 l2 l

j j j

}{
l3 l4 l

j j j

}
(3.3.5)

となる．なお，(3.3.5)は (li,mi)の巡回置換について対称である．ここで，( )は 3j symbolである．
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図 2.1と図 2.2に相当するものを (3.3.3)を使って計算する．プラナーの寄与
(
Γ
(2)
planar

)ll′
mm′
は，

(
Γ
(2)
planar

)ll′
mm′

= 2λδl,l′δm,−m′(−1)mIP , (3.3.6a)

IP ≡
2j∑

K=0

2K + 1

K(K + 1) + µ2
(3.3.6b)

である．同様に非プラナーの寄与
(
Γ
(2)
nonplanar

)ll′
mm′

は，

(
Γ
(2)
nonplanar

)ll′
mm′

= λδl,l′δm,−m′(−1)mINP , (3.3.7a)

INP ≡
2j∑

K=0

(−1)l+K+2j (2K + 1)(2j + 1)

K(K + 1) + µ2

{
j j l

j j K

}
(3.3.7b)

となる．詳しい導出は，付録Aを参照してほしい．
では，INP を以下のように書き換えてみる．

INP =

2j∑
K=0

2K + 1

K(K + 1) + µ2
fK , (3.3.8a)

fK ≡ (−1)l+K+2j(2j + 1)

{
j j l

j j K

}
. (3.3.8b)

ここで，l = 0に対しては fK = 1, 0 ≤ K ≤ 2jとなるので，プラナーと非プラナーの 2点相関関
数は一致する．l = 1のとき，

fK = 1− K(K + 1)

2j(j + 1)
(3.3.9)

となり，

INP = IP − 1

2j(j + 1)

2j∑
K=0

K(K + 1)(2K + 1)

K(K + 1) + µ2
(3.3.10)

がいえる．右辺第 2項のKについての和は j2で発散するが，1/2j(j +1)により有限となるので，
プラナーと非プラナーの 2点相関関数の違いは有限となる．
では一般の lについて，INP − IP がどうなるかを近似的に確かめる．まず，2点相関関数への
プラナーの寄与

IP =

2j∑
K=0

2K + 1

K(K + 1) + µ2
∼ log j +O(1) (3.3.11)

は，j →∞で古典的な球面上の対応する項に一致して対数発散する．次に非プラナーの寄与を考
える．そのために，6j symbolの近似式{

j j l

j j K

}
≈ (−1)l+2j+K

2j
Pl

(
1− K2

2j2

)
, l≪ j, 0 ≤ K ≤ 2j (3.3.12)

15



を使う．ここで，Pl(x)は Legendre多項式 4である．すると INP − IP は，

INP − IP =

2j∑
K=0

2K + 1

K(K + 1) + µ2

[
(−1)l+K+2j(2j + 1)

{
j j l

j j K

}
− 1

]

≈
2j∑

K=0

2K + 1

K(K + 1) + µ2

[
Pl

(
1− K2

2j2

)
− 1

]
(3.3.13)

となる．全ての lに対して，Pl(1) = 1なので，K ≫ 1のみが効いて和を積分に近似できる．

INP − IP ≈
∫ 2

0
du

2u+ 1
j

u2 + u
j +

(
µ
j

)2[Pl

(
1− u2

2

)
− 1

]
y 1− u2

2
= t とおく

=

∫ 1

−1
dt
Pl(t)− 1

1− t
+O

(
1

j

)
. (3.3.14)

この積分は全ての lに対して有限となる．また，積分に関して，∫ 1

−1
dt
Pl(t)− 1

1− t
= −2

l∑
k=1

1

k
= −2h(l) (3.3.15)

がいえる．ここで，h(l)は調和数で，h(0) = 0である．大きい lに対しては h(l) ≈ log lである．
一方，小さい l に対しては有限になり，UV/IR mixingは生じない．したがって，1-loopの有効
作用として

S1-loop = Sfuzzy +
1

2j + 1
tr

[
1

2
Φ
{
δµ2 − 2λh

(
∆̃
)}

Φ

]
+O

(
1

j

)
(3.3.16)

を得る．ここで，h
(
∆̃
)
は Ŷlmの固有値 lを持つラプラシアンの関数で，

δµ2 = 3λ

2j∑
K=0

2K + 1

K(K + 1) + µ2
(3.3.17)

はくりこまれた質量の 2乗である．ここから，非可換性による効果は，1/j について解析的であ
る．これは非自明な有限量子効果で，l依存性がある．このように，非可換R2の場合と異なり，
ファジー球面上では赤外発散は生じない．
可換極限での場の理論は，j →∞ で，R, λ, µを固定する極限で定義される．この極限では，可
換球面上で量子化して得られる有効作用と 1-loopの有効作用では，

Γ
(2)
anomaly = − λ

2j + 1
tr
[
Φh
(
∆̃
)
Φ
]

(3.3.18)

だけ異なる．量子有効作用の一部に (3.3.18)が入っていて，大きい lに対しては h(l) ≈ log lであ
るから，非局所的といえる．この項は量子化することと可換極限をとることは交換しないことを
示す．通常の場の理論では現れない効果で，これがUV/IR anomalyである．

4Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l.
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図 3.1: ブロッホコヒーレント状態．

3.4 ブロッホコヒーレント状態

行列模型とファジー球面上の場の理論との対応関係を考えるにあたり，ブロッホコヒーレント
状態 (Bloch coherent state) を用いるのが便利である．

3.4.1 定義

2j +1次元のヒルベルト空間の標準的な基底 (3.1.5)とこの基底への SU(2)の生成子 L̂
[j]
i の作用

(3.1.6)を思い出すと，以下のようなものであった．

|jr⟩ (r = −j,−j + 1, . . . , j),

L̂
[j]
± ≡ L̂

[j]
1 ± iL̂

[j]
2 ,

L̂
[j]
± |jr⟩ =

√
(j ∓ r)(j ± r + 1) |j r ± 1⟩ ,

L̂
[j]
3 |jr⟩ = r |jr⟩ .

ここから先では，L̂
[j]
i を簡単に Liと書くことにする．このとき，|jj⟩は球の北極に対応する．こ

こで，球面上のΩ = (θ, φ)に対応する状態 |Ω⟩は |jj⟩に回転行列を作用させたものである（図 3.1

を参照）．
|Ω⟩ = eiθ(L1 sinφ−L2 cosφ) |jj⟩ . (3.4.1)

ここから，
niLi |Ω⟩ = j |Ω⟩ (3.4.2)

が成り立つ．ここで，⃗n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) である．この状態 |Ω⟩をブロッホコヒーレ
ント状態という．また，(3.4.1)は z = tan θ

2e
iφとすると，次のように書き換えることができる．

(3.4.1) = ezL−e−L3 log (1+|z|2)e−z̄L+ |jj⟩ (3.4.3)

=

j∑
r=−j

(
2j

j + r

) 1
2
(
cos

θ

2

)j+r(
sin

θ

2

)j−r

ei(j−r)φ |jr⟩ . (3.4.4)
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3.4.2 性質

(3.4.4)から，ブロッホコヒーレント状態は以下を満たす．

⟨Ω1|Ω2⟩ =

[
cos

θ1
2
cos

θ2
2

+ sin
θ1
2
sin

θ2
2
ei(φ2−φ1)

]2j
, (3.4.5)

|⟨Ω1|Ω2⟩| =
(
cos

χ

2

)2j
, χ = arccos(n⃗1 · n⃗2), (3.4.6)

(2j + 1)

∫
dΩ

4π
|Ω⟩⟨Ω| = 1. (3.4.7)

以上の性質に関する導出は，付録Aを参照してほしい．
(3.4.6)の右辺に χ = 2/

√
jを代入すると，

(
cos

χ

2

)2j
=

(
cos

1√
j

)2j

≃
(
1− 1

2j

)2j
j→∞−→ e−1 (3.4.8)

がわかる．これより，ブロッホコヒーレント状態は 1/
√
jの幅を持つ．

3.5 行列模型との対応

3.5.1 Berezin symbol

3.4節のブロッホコヒーレント状態を用いて，新たに Berezin symbolというものを考える．

fΦ(Ω) ≡ ⟨Ω|Φ|Ω⟩ . (3.5.1)

ここで，Φは (2j + 1)× (2j + 1)エルミート行列である．

fΦ(Ω) = ϕ(Ω) (3.5.2)

とおいて Berezin symbolを用いると，

f[Li,Φ](Ω) = LifΦ(Ω) (3.5.3)

がいえる．この証明は付録Aを参照してほしい．次に，Berezin symbolを用いてスター積を以下
のように定義する．

fA(Ω) ⋆ fB(Ω) ≡ fAB(Ω) = ⟨Ω|AB|Ω⟩ . (3.5.4)

この定義とブロッホコヒーレント状態の完全性 (3.4.7)から，

fA(Ω) ⋆ fB(Ω) = (2j + 1)

∫
dΩ′

4π

⟨
Ω
∣∣A∣∣Ω′⟩ ⟨Ω′∣∣B∣∣Ω⟩ (3.5.5)

と書けて，行列模型と場の理論との対応を見ることができる．
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図 3.2: ステレオグラフィックプロジェクション．球面上の角度 θの点を南極から赤道上の z平面
に射影する．

3.5.2 ステレオグラフィックプロジェクション

3.2節では，球面調和関数を使って行列模型と場の理論との対応を見たが，この節では Berezin

symbolを使って対応を見る．そのために，球面上の理論を z平面に射影する（図 3.2を参照）．こ
れをステレオグラフィックプロジェクション (stereographic projection) という．

z = tan
θ

2
eiφ (3.5.6)

とおけば，
∂z

∂θ
=

1

2

1

cos2 θ
2

eiφ,
∂z

∂φ
= i tan

θ

2
eiφ (3.5.7)

であり，

dzdz̄ =

∣∣∣∣∣∂z∂θ ∂z
∂φ

∂z̄
∂θ

∂z̄
∂φ

∣∣∣∣∣ dθdφ = −i
tan θ

2

cos2 θ
2

1

sin θ
sin θdθdφ

= −i 1

cos2 θ
2

sin θ
2

cos θ
2

1

2 sin θ
2 cos

θ
2

dΩ

= − i

2

(
1

cos2 θ
2

)2

dΩ

= − i

2

(
1 + |z|2

)2
dΩ (3.5.8)

となる．ここで，z = x+ iy, z̄ = x− iyとすると，

dzdz̄ =

∣∣∣∣∣ ∂z∂x ∂z
∂y

∂z̄
∂x

∂z̄
∂y

∣∣∣∣∣ dxdy =

∣∣∣∣∣1 i

1 −i

∣∣∣∣∣ dxdy = −2idxdy ≡ −2id2z (3.5.9)

となるので，

dΩ = 4
d2z(

1 + |z|2
)2 (3.5.10)

がいえる．
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今，ブロッホコヒーレント状態に対して，

|Ω⟩ = |z⟩ (3.5.11)

とおくと，(3.4.4)から，

|z⟩ =

j∑
r=−j

(
2j

j + r

) 1
2
(
cos

θ

2

)j+r(
sin

θ

2

)j−r

ei(j−r)φ |jr⟩

=

(
1

2
sin θeiφ

)j j∑
r=−j

(
2j

j + r

) 1
2

(
1

tan θ
2e

iφ

)r

|jr⟩

=

(
z

1 + |z|2

)j j∑
r=−j

(
2j

j + r

) 1
2 1

zr
|jr⟩ (3.5.12)

がいえる．また，完全性は

2j + 1

4π
4

∫
d2z(

1 + |z|2
)2 |z⟩⟨z| = (2j + 1)

∫
dΩ

4π
|Ω⟩⟨Ω| = 1 (3.5.13)

となる．
α, βを複素としたとき，

⟨β|A|β⟩ ≡ fA(Ω) = fA(β, β̄) (3.5.14)

と表せば，スター積は
fA ⋆ fB(β, β̄) = ⟨β|AB|β⟩ (3.5.15)

となる．ここで，
⟨β|A|α⟩
⟨β|α⟩

(3.5.16)

を導入する．

⟨β|A|α⟩
⟨β|α⟩

= e−β ∂
∂α
⟨β|A|α+ β⟩
⟨β|α+ β⟩

= e−β ∂
∂α e

α ∂
∂β
⟨β|A|β⟩
⟨β|β⟩

= e−β ∂
∂α e

α ∂
∂β ⟨β|A|β⟩

= e−β ∂
∂α e

α ∂
∂β fA(β, β̄). (3.5.17)

同様に考えると，
⟨α|A|β⟩
⟨α|β⟩

= e−β̄ ∂
∂ᾱ e

ᾱ ∂
∂β̄ ⟨β|A|β⟩ = e−β̄ ∂

∂ᾱ e
ᾱ ∂

∂β̄ fA(β, β̄) (3.5.18)

となる．すると，スター積は，

fA ⋆ fB(β, β̄)

= ⟨β|AB|β⟩

=
2j + 1

4π
4

∫
d2α(

1 + |α|2
)2 ⟨β|A|α⟩⟨β|α⟩

⟨α|B|β⟩
⟨α|β⟩

|⟨β|α⟩|2

=
2j + 1

4π
4

∫
d2α(

1 + |α|2
)2 e−β ∂

∂α e
α ∂

∂β fA(β, β̄)e
−β̄ ∂

∂ᾱ e
ᾱ ∂

∂β̄ fB(β, β̄)|⟨β|α⟩|2 (3.5.19)
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となる．ここで，

⟨β|α⟩ =

 β̄α(
1 + |β|2

)(
1 + |α|2

)
j

j∑
r=−j

(
2j

j + r

)(
1

β̄α

)r

=

 β̄α(
1 + |β|2

)(
1 + |α|2

)
j

2j∑
s=0

(
2j

s

)(
1

β̄α

)s−j

=

 1(
1 + |β|2

)(
1 + |α|2

)
j(

1 + β̄α
)2j

(3.5.20)

である．
以上の関係から，行列模型の作用における 2次の項とスカラー ϕ4理論の作用における 2次の項
とが一致することを見る．

4π

2j + 1
tr(AB)

=
4π

2j + 1

(
2j + 1

4π
4

)2 ∫ d2α(
1 + |α|2

)2 d2β(
1 + |β|2

)2 ⟨β|A|α⟩ ⟨α|B|β⟩
=

2j + 1

4π
42
∫

d2α(
1 + |α|2

)2 d2β(
1 + |β|2

)2 e−β ∂
∂α e

α ∂
∂β fA(β, β̄)e

−β̄ ∂
∂ᾱ e

ᾱ ∂
∂β̄ fB(β, β̄)|⟨β|α⟩|2

y α, ᾱ について部分積分

=
2j + 1

4π
42
∫

d2αd2β
1(

1 + |α+ β|2
)2 1(

1 + |β|2
)2 |⟨β|α+ β⟩|2eα

∂
∂β fA(β, β̄)e

ᾱ ∂
∂β̄ fB(β, β̄).

(3.5.21)

ここで (3.5.20)より，

|⟨β|α+ β⟩|2

= ⟨β|α+ β⟩ ⟨α+ β|β⟩

=

 1(
1 + |β|2

)(
1 + |α+ β|2

)
2j[

1 + β̄(α+ β)
]2j[

1 + β
(
ᾱ+ β̄

)]2j
. (3.5.22)

であり，e
α ∂

∂β と e
ᾱ ∂

∂β̄ が作用して，β → β − αと β̄ → β̄ − ᾱ のようにずれることを考えると，

(3.5.22)y β → β − α とする

→

{[
1 + β̄(α+ β − α)

][
1 + (β − α)

(
ᾱ+ β̄

)][
1 + β̄(β − α)

][
1 +

(
ᾱ+ β̄

)
(α+ β − α)

]}2j
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図 3.3: 状態間の角度．

y β̄ → β̄ − ᾱ とする

→

{[
1 +

(
β̄ − ᾱ

)
β
][
1 + (β − α)

(
ᾱ+ β̄ − ᾱ

)][
1 +

(
β̄ − ᾱ

)
(β − α)

][
1 +

(
ᾱ+ β̄ − ᾱ

)
β
]}2j

=


[
1 +

(
β̄ − ᾱ

)
β
][
1 + (β − α)β̄

](
1 + |β − α|2

)(
1 + |β|2

)


2j

(3.5.23)

となる．γ = β − αとおくと，

(3.5.23) =

 (1 + γ̄β)
(
1 + γβ̄

)(
1 + |γ|2

)(
1 + |β|2

)
2j

= |⟨β|γ⟩|2 (3.5.24)

となり，

(3.5.21) =
2j + 1

4π
42
∫

d2β(
1 + |β|2

)2 d2γ(
1 + |γ|2

)2 |⟨β|γ⟩|2fA(β, γ̄)fB(β, γ̄) (3.5.25)

がいえる．非可換平面上の自由場におけるスター積では，積分は 1つだったので（(2.1.22)を参
照），ここでは γ積分を実行する．|β⟩を北極 |0⟩として，そこから θだけ離れた点での状態を |γ⟩
とする（図 3.3を参照）．このとき，

|⟨β|γ⟩|2 =
(
cos

θ

2

)4j

(3.5.26)

となり，これは j →∞で θ = 0となって，鋭いピークを持つ．よって，次の量

2j + 1

4π
4

∫
d2γ(

1 + |γ|2
)2 |⟨0|γ⟩|2 =

2j + 1

4π

∫
dθdφ sin θ

(
cos

θ

2

)4j

=
2j + 1

2

∫ ε

0
dθ 2 sin

θ

2
cos

θ

2

(
cos

θ

2

)4j
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y cos θ = xとおく

= 2(2j + 1)

∫ 1

cos ε
2

dxx4j+1

=
2(2j + 1)

4j + 2

[
1−

(
cos

ε

2

)4j+2
]

y cos
ε

2
< 1より

(
cos

ε

2

)j j→∞−→ 0

j→∞−→ 1 (3.5.27)

は δ関数のように振る舞うことがわかる．よって，

4π

2j + 1
tr(AB) = 4

∫
d2β(

1 + |β|2
)2 fA(β, β̄)fB(β, β̄) = ∫ dΩfA(Ω)fB(Ω) (3.5.28)

であり，これと (3.5.3)から行列模型の作用における 2次の項とスカラー ϕ4理論の作用における 2

次の項とが一致することがわかる．
次に，相互作用項である 4次の項について考える．スター積を北極で評価すると，

(fA ⋆ fB)(0, 0) ≈
∑
p=0

(2j)−p

p!

[
∂p

∂αp

∂p

∂β̄p
fA(α, ᾱ)fB(β, β̄)

]
α=β=0

= e
1
2j

∂
∂α

∂
∂β̄ fA(α, ᾱ)fB(β, β̄)

∣∣∣∣
α=β=0

(3.5.29)

となる．[(fA ⋆ fB)(0, 0)] ⋆ [(fC ⋆ fD)(0, 0)]は部分積分を行っても，スター積から微分をなくすこ
とができないので，非可換平面と同様にファジー球面においても 4次の項は可換空間上の理論と
一致しない．非可換パラメーターはΘ ∼ 1/jとわかる．可換極限では Θ→ 0となるが，量子論に
おいて非可換性の効果はUV/IR anomalyとして残る．
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第4章 数値シミュレーションの結果と考察

ファジー球面上の場の理論の可換極限を考えるために，今回は行列模型を用いて 1点相関関数，
2点相関関数，連結な（connected）4点相関関数の 3つに注目して数値シミュレーションを行っ
た．以下にその結果 5と考察を示す．なお，相互作用がない自由場の場合は連続理論と一致する
ことを確かめた．これは，作成したプログラムのコードが正しいか確認する意味もある．詳しく
は付録Dを参照してほしい．

4.1 結果

ここでは 2次元で相互作用のある場合について議論する．
相互作用がある場合，行列模型の作用は (3.2.1)より

S =
1

N
tr

(
−1

2
[Li,Φ]

2 +
µ2

2
Φ2 +

λ

4
Φ4

)
であった．ここで，ファジー球面の半径はR = 1とした．また，N = 2j+1は行列サイズであり，
第 3章で見たように紫外のカットオフである．つまり，N を大きくすることは紫外のカットオフ
を大きくすることに相当する．
行列 Φの Berezin symbolと場 ϕ(Ω)を対応させるためにここで，

⟨Ω|Φ|Ω⟩ = φ(Ω) (4.1.1)

と表記する．行列 Φがくりこまれた行列 Φrを用いて

Φ =
√
Z(N)Φr (4.1.2)

のように表されるとする．ここで，Z(N)は波動関数くりこみの因子であり，行列サイズN に依
存する．このとき，Berezin symbolもくりこまれて，

φr(Ω) = ⟨Ω|Φr|Ω⟩ (4.1.3)

と書ける．数値シミュレーションで計算する相関関数は，

1点相関関数：⟨φ(Ω1)⟩, (4.1.4a)

2点相関関数：⟨φ(Ωi)φ(Ωj)⟩ (1 ≤ i < j ≤ 4), (4.1.4b)

4点相関関数：⟨φ(Ω1)φ(Ω2)φ(Ω3)φ(Ω4)⟩ (4.1.4c)

の 3種類である．付録 Cで示すように，

⟨φ(Ω1)⟩ = 0, (4.1.5a)

⟨φ(Ωi)φ(Ωj)
⟩
c

= ⟨φ(Ωi)φ(Ωj)
⟩

(4.1.5b)
5本修士論文提出後に得られたいくつかの結果に内容を更新してある．
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図 4.1: 球面上での点のとり方．

である．したがって，(4.1.4)と (4.1.5)から連結な 4点相関関数は

⟨φ(Ω1)φ(Ω2)φ(Ω3)φ(Ω4)⟩c = ⟨φ(Ω1)φ(Ω2)φ(Ω3)φ(Ω4)⟩ − ⟨φ(Ω1)φ(Ω2)⟩⟨φ(Ω3)φ(Ω4)⟩
−⟨φ(Ω1)φ(Ω3)⟩⟨φ(Ω2)φ(Ω4)⟩ − ⟨φ(Ω1)φ(Ω4)⟩⟨φ(Ω2)φ(Ω3)⟩

(4.1.6)

と書ける．すると，くりこまれた相関関数は

⟨φ(Ω1)⟩ =
√

Z(N)⟨φr(Ω1)⟩, (4.1.7a)

⟨φ(Ωi)φ(Ωj)⟩ = Z(N)⟨φr(Ωi)φr(Ωj)⟩, (4.1.7b)

⟨φ(Ω1)φ(Ω2)φ(Ω3)φ(Ω4)⟩c = Z(N)2⟨φr(Ω1)φr(Ω2)φr(Ω3)φr(Ω4)⟩c (4.1.7c)

となる．このくりこまれた相関関数が行列サイズN に依らなくなることを見る．
球面上の角度は，

Ω1 =
(π
2
+ ∆θ, 0

)
, Ω2 =

(π
2
, 0
)
, Ω3 =

(π
2
,
π

12

)
, Ω4 =

(π
2
,− π

12

)
(4.1.8)

であり，Ω1をΩ2から南極の方へ変化させ，他の 3点については固定した（図 4.1を参照）．なお，
∆θは 0.1刻みで 0.3 ≤ ∆θ ≤ 1.5の範囲でとった．
4.1.1節と 4.1.2節で，λと µ2をそれぞれ固定した場合の結果を示す．このとき，異なるN につ
いてのくりこまれた相関関数が，波動関数くりこみによって一致するように固定していないパラ
メーター（µ2または λ）を選んだ．波動関数くりこみのやり方は，

log⟨φ(Ω1)φ(Ω2)⟩ = logZ(N) + log⟨φr(Ω1)φr(Ω2)⟩ (4.1.9)

として，2つの異なる行列サイズN,N ′について，log [Z(N)/Z(N ′)] ≡ αN ′→N だけ行列サイズN ′

の対数をとった 2点相関関数をシフトさせた．2つの対数をとった 2点相関関数の各∆θにおける
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N µ2

24 −7.97
32 −11.5
40 −14.08

表 4.1: λ = 1.0に固定したときの各N に対する µ2の値．

N ′ → N αλfixed
N ′→N δαλfixed

N ′→N ζλfixed
N ′→N

(
ζλfixed
N ′→N

)2
24→ 32 0.2334 0.0108 1.263 1.595

40→ 32 −0.1489 0.0101 0.8617 0.7425

表 4.2: αλfixed
N ′→N，δαλfixed

N ′→N，ζλfixed
N ′→N と

(
ζλfixed
N ′→N

)2
．

値の差の 2乗が最小になるように最小二乗法を行い，シフトさせる値 αN ′→N とその誤差 δαN ′→N

を決めた．また，この αN ′→N から波動関数くりこみの因子の比 Z(N)/Z(N ′)が

Z(N)

Z(N ′)
= eαN′→N ≡ ζN ′→N (4.1.10)

であることがわかる．

4.1.1 λを固定した場合

今回，3つの行列サイズN = 24, 32, 40に関して相互作用項の係数を λ = 1.0で固定して，µ2を
表 4.1にあるように選んだ．µ2の選び方は 4.2節で考察する．
まず，対数をとった 2点相関関数 log⟨φ(Ω1)φ(Ω2)⟩を考える．N = 32のグラフに合うように

N = 24のグラフをシフトしたものが図 4.2であり，N = 32のグラフに合うようにN = 40のグ
ラフをシフトしたものが図 4.3である．シフトの値は，表 4.2にある αλfixed

N ′→N である．
次に，2点相関関数 ⟨φ(Ω1)φ(Ω2)⟩を考える．N = 32のグラフに合うようにN = 24のグラフ
を ζλfixed

24→32 = 1.263倍したものが図 4.4であり，N = 32のグラフに合うようにN = 40のグラフを
ζλfixed
40→32 = 0.8617倍したものが図 4.5である．ここで，ζλfixed

N ′→N は波動関数くりこみの因子の比であ
り，表 4.2で与えられている．図 4.4と図 4.5を比べると，行列サイズが大きくなるにつれて中心
値が一致する様子が見て取れる．
最後に，連結な 4点相関関数 ⟨φ(Ω1)φ(Ω2)φ(Ω3)φ(Ω4)⟩cについて見る．N = 32のグラフに合
うようにN = 24のグラフを

(
ζλ fixed
24→32

)2
= 1.595倍したものが図 4.6であり，N = 32のグラフに

合うようにN = 40のグラフを
(
ζλfixed
40→32

)2
= 0.7425倍したものが図 4.7である．
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図 4.2: N = 32についての対数をとった 2点相関関数のグラフに合うように，N = 24のグラフを
αλfixed
24→32だけ縦軸の方向にシフトさせたもの．

図 4.3: N = 32についての対数をとった 2点相関関数のグラフに合うように，N = 40のグラフを
αλfixed
40→32だけ縦軸の方向にシフトさせたもの．
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図 4.4: N = 32についての 2点相関関数のグラフに合うように，N = 24のグラフを ζλfixed
24→32倍し

たもの．

図 4.5: N = 32 についての 2点相関関数のグラフに合うように N = 40 のグラフを ζλfixed
40→32 倍し

たもの．
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図 4.6: N = 32についての連結な4点相関関数のグラフに合うように，N = 24のグラフを
(
ζλfixed
24→32

)2
倍したもの．

図 4.7: N = 32についての連結な4点相関関数のグラフに合うように，N = 40のグラフを
(
ζλfixed
40→32

)2
倍したもの．
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N λ

32 1.0

40 1.234

表 4.3: µ2 = −6.0に固定したときの各N に対する λの値．

N ′ → N αµ2 fixed
N ′→N δαµ2 fixed

N ′→N ζµ
2 fixed

N ′→N

(
ζµ

2 fixed
N ′→N

)2
32→ 40 0.122 0.007 1.129 1.275

表 4.4: αµ2 fixed
N ′→N ，δαµ2 fixed

N ′→N ，ζµ
2 fixed

N ′→N と
(
ζµ

2 fixed
N ′→N

)2
．

4.1.2 µ2を固定した場合

ここでは，N = 32, 40に関して質量項の係数を µ2 = −6.0で固定して，λを表 4.3にあるよう
に選んだ．
2 点相関関数 ⟨φ(Ω1)φ(Ω2)⟩ について，N = 40 のグラフに合うように N = 32 のグラフを

ζµ
2 fixed

32→40 = 1.129倍したものが図 4.8であり，連結な 4点相関関数 ⟨φ(Ω1)φ(Ω2)φ(Ω3)φ(Ω4)⟩cにつ

いて，N = 40のグラフに合うようにN = 32のグラフを
(
ζµ

2 fixed
32→40

)2
= 1.275倍したものが図 4.9

である．どちらのグラフも波動関数くりこみをすることで一致することが見て取れる．
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図 4.8: N = 40についての 2点相関関数のグラフに合うように，N = 32のグラフを ζµ
2 fixed

32→40 倍し
たもの．

図 4.9: N = 40 についての連結な 4 点相関関数のグラフに合うように，N = 32 のグラフを(
ζµ

2 fixed
32→40

)2
倍したもの．
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4.2 考察

行列サイズの異なる対数をとった 2点相関関数のグラフを縦軸方向のシフトにより重ねること
ができた．ここから Z(N)の比がわかり，対数をとらない 2点相関関数や連結な 4点相関関数に
ついても異なる行列サイズのグラフ同士が重なる様子を見ることができた．
今回，グラフを示す際に 0 ≤ ∆θ ≤ 0.2の範囲は除いた．この理由としては，紫外のカットオフ

（行列サイズに依存）による影響を考慮したためである．行列サイズN を大きくすれば，∆θが小
さいところも採用できるようになるはずである．
次に µ2について考える．以下では，N の関数として µ2(N)と表す．µ2(24)と µ2(32)について
は，様々な値について相関関数を調べ，4.1.1節で示した図 4.4や図 4.6のような一致が見られる
値をN = 24, 32それぞれに対する µ2(N)の値とした．そして，関数形を

µ2(N) = µ2
0 − a logN (4.2.1)

と仮定すると，

µ2(24)− µ2(32) = −7.97 + 11.5 = 3.53

= a log
32

24

a =
3.53

log(4/3)
≃ 12.3 (4.2.2)

となる．ここから，µ2(40)は

µ2(32)− µ2(40) = a log
40

32

−11.5− µ2(40) = 12.3 log
5

4
≃ 2.74

µ2(40) = −11.5− 2.74 ≃ −14.2 (4.2.3)

であると予想される．これは図 4.5や図 4.7で一致が見られた µ2(40) = −14.08に近いものの異な
る値となっている．したがって，µ2(N)にはN →∞で消えるような補正項が含まれていると考
えられる．
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第5章 まとめと展望

図 5.1: 相図
(
[2] Figure 6より．λ̃ ≡ λ/N, µ̃2 ≡ µ2/N3/2.

)
．

本研究では，ファジー球面上の場の理論における相関関数をBerezin symbolを用いた数値シミュ
レーションにより計算した．シミュレーションではハイブリッドモンテカルロ法（付録 F.1節を
参照）を用いた．
付録Dや付録 E.2に示したように相互作用がない場合は 2次元と 3次元で，シミュレーション
により計算された 2点相関関数と連続理論の 2点相関関数が一致することを確かめたので，プロ
グラムのコードが正しいことが保証された．
4.1.1節で示したように，相互作用があって λを固定した場合，異なる行列サイズの 2点相関関
数から波動関数くりこみの因子 Z(N)の比がわかり，これを用いて連結な 4点相関関数のグラフ
を重ねることができた．このことから，波動関数くりこみを行えば 1つのパラメーター（このと
きは µ2）の調整をするだけで，くりこみができることが示唆された．4.1.2節では，µ2を固定し λ

を調整して，4.1.1節と同様のことを行った．以上 2つの結果から，波動関数くりこみを行えば 1

つのパラメーター（µ2または λ）の調整をするだけで，くりこみができることが強く示唆される．
UV/IR anomalyの存在により，ファジー球面上の場の理論がくりこみできるかどうかは自明で
はなかったので，ファジー球面上の場の理論も通常の場の理論のようにくりこめて，well-defined

であることが強く示唆される．
さらに，図 5.1のような相図が [2]で報告されている．今回調べた (µ2, λ)の組は図 5.1における

disordered phaseに存在している．これは確かに 1点相関関数が 0になることと合致している．
今後の課題は以下のものを調べることである．

• Z(N)の関数形
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µ2については

µ2(N) = µ2
0 − a logN +O

(
1

N

)
という関数形をとることが示唆されたが，Z(N)がどのような関数形を取るかを調べるには，
より多くのN について調べなければいけない．

• 異なる相でのくりこみ

図 5.1における non-uniform ordered phaseや uniform ordered phaseにある (µ2, λ)の組で
もくりこみができるかどうか調べたい．

• 相転移線直上での振る舞い

図 5.1の相転移線直上で，通常の共形場理論（Conformal field theory: CFT）と同じになる
かどうかにも興味がある．

• 非可換性の効果

今回の結果から，ファジー球面上の場の理論が通常の場の理論のようにくりこみができるこ
とが強く示唆されたが，ファジー球面上の場の理論と対応する S2上の場の理論の相関関数
を比較することにより，非可換性の効果がどのように見えるのかを調べたい．
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付 録A 式の導出

ここでは，本文中に出てきた式の導出を与える．

A.1 3.3節

A.1.1 (3.3.5)

まず，次のものを考える．以下では，非可換球面調和関数 Ŷ
[j]
lm を Ŷlmと略記する．

λ

4

1

2j + 1
tr
(
Φ4
)

=
∑

l1,...,l4

∑
m1,...,m4

ϕl1m1 · · ·ϕl4m4

λ

4

1

2j + 1
tr
(
Ŷl1m1 · · · Ŷl4m4

)
, (A.1.1)

V (l1,m1; . . . ; l4,m4) ≡
λ

4

1

2j + 1
tr
(
Ŷl1m1 Ŷl2m2 Ŷl3m3 Ŷl4m4

)
y (3.1.12)

=
λ

4

∑
l,l′

∑
m,m′

Ĉ l m
l1 m1 l2 m2

Ĉ l′ m′
l3 m3 l4 m4

1

2j + 1
tr
(
ŶlmŶl′m′

)
y (3.1.10), (3.1.11)

=
λ

4

∑
l,l′

∑
m,m′

Ĉ l m
l1 m1 l2 m2

Ĉ l′ m′
l3 m3 l4 m4

(−1)mδl,l′δ−m,m′

=
λ

4

∑
l′,m′

(−1)m′
Ĉ l′ −m′

l1 m1 l2 m2
Ĉ l′ m′
l3 m3 l4 m4y (3.1.13)

=
λ

4
(2j + 1)

4∏
i=1

√
2li + 1

×
∑
l′,m′

(−1)m′
C l′ −m′

l1 m1 l2 m2
C l′ m′
l3 m3 l4 m4

{
l1 l2 l′

j j j

}{
l3 l4 l′

j j j

}
y (B.0.1)

=
λ

4
(2j + 1)(−1)

∑4
i=1 li

4∏
i=1

√
2li + 1

∑
l,m

(−1)m(2l + 1)

×

(
l1 l2 l

m1 m2 m

)(
l3 l4 l

m3 m4 −m

){
l1 l2 l′

j j j

}{
l3 l4 l

j j j

}
.

(A.1.2)
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図 A.1: プラナーの contract．

A.1.2 (3.3.6)

図A.1では ϕlmと ϕl1m1， ϕ∗
l′m′ と ϕl2m2，ϕl3m3 と ϕl4m4 を contractさせているが，8通り全て

が同じ寄与になる．

8
∑

l1,...,l4

∑
m1,...,m4

(−1)m
δl1,lδm1,−m

l1(l1 + 1) + µ2

δl′,l2δm′,m2

l′(l′ + 1) + µ2
(−1)m4

δl3,l4δm3,−m4

l3(l3 + 1) + µ2

×λ

4
(2j + 1)(−1)

∑4
i=1 li

4∏
i=1

√
2li + 1

∑
l′′,m′′

(−1)m′′(
2l′′ + 1

)
×

(
l1 l2 l′′

m1 m2 m′′

)(
l3 l4 l′′

m3 m4 −m′′

){
l1 l2 l′′

j j j

}{
l3 l4 l′′

j j j

}

= 2λ(2j + 1)
(−1)m

l(l + 1) + µ2

√
(2l + 1)(2l′ + 1)

l′(l′ + 1) + µ2

∑
l3,m3

(−1)−m3

l3(l3 + 1) + µ2
(−1)l+l′+2l3(2l3 + 1)

×
∑
l′′,m′′

(−1)m′′(
2l′′ + 1

)( l l′ l′′

−m m′ m′′

)(
l3 l3 l′′

m3 −m3 −m′′

){
l l′ l′′

j j j

}{
l3 l3 l′′

j j j

}
y (B.0.3)

= 2λ(2j + 1)
(−1)m

l1(l1 + 1) + µ2
(−1)l+l′

√
(2l + 1)(2l′ + 1)

l′(l′ + 1) + µ2

∑
l3,mm

√
2l3 + 1

l3(l3 + 1) + µ2
(−1)l′′+m′′+l3−m3

×C l3 −m3
l3 −m3 l′′ m′′δm′′,0

(
l l′ l′′

−m m′ m′′

){
l l′ 0

j j j

}{
l3 l3 0

j j j

}
y (B.0.4), (B.0.5)

= 2λ(2j + 1)
(−1)m

l(l + 1) + µ2

δl,l′δm,−m′

l′(l′ + 1) + µ2
(−1)4l+l′

√
2l′ + 1

×
∑
l3

2l3 + 1

l3(l3 + 1) + µ2
(−1)l3

√
2l3 + 1

{
l l′ 0

j j j

}{
l3 l3 0

j j j

}
y (B.0.9), (B.0.10)

=

2λ(2j + 1)δl,l′δm,−m′(−1)m
∑
l3

2l3 + 1

l3(l3 + 1) + µ2

× 1

l(l + 1) + µ2

1

l′(l′ + 1) + µ2
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図 A.2: 非プラナーの contract．

=
(
Γ
(2)
planar

)ll′
mm′
× 1

l(l + 1) + µ2

1

l′(l′ + 1) + µ2
. (A.1.3)

ここで，l, l′, l′′, li,m,m′,m′′,mi (i = 1, . . . , 4)は整数で，jは半整数であることに注意する．

A.1.3 (3.3.7)

図A.2ではϕlmとϕl1m1，ϕ
∗
l′m′とϕl3m3，ϕl2m2とϕl4m4を contractさせているが，ϕlmと contract

する ϕlimi
(i = 1, . . . , 4)を決めると，ϕ∗

l′m′ と contractするものは決まってしまうので，この場合
は同じ寄与になるものは 4つしかない．

4
∑

l1,...,l4

∑
m1,...,m4

(−1)m
δl1,lδm1,−m

l1(l1 + 1) + µ2

δl′,l3δm′,m3

l3(l3 + 1) + µ2
(−1)m4

δl2,l4δm2,−m4

l2(l2 + 1) + µ2

×λ

4
(2j + 1)(−1)

∑4
i=1 li

4∏
i=1

√
2li + 1

∑
l′′,m′′

(−1)m′′(
2l′′ + 1

)
×

(
l1 l2 l′′

m1 m2 m′′

)(
l3 l4 l′′

m3 m4 −m′′

){
l1 l2 l′′

j j j

}{
l3 l4 l′′

j j j

}

= λ(2j + 1)
(−1)m

l(l + 1) + µ2

√
(2l + 1)(2l′ + 1)

l′(l′ + 1) + µ2

∑
l4,m4

(−1)−m4

l4(l4 + 1) + µ2
(−1)l+l′+2l4(2l4 + 1)

×
∑
l′′,m′′

(−1)m′′(
2l′′ + 1

)( l l4 l′′

−m −m4 m′′

)(
l′ l4 l′′

m′ m4 −m′′

){
l l4 l′′

j j j

}{
l′ l4 l′′

j j j

}
y (B.0.6), (B.0.7)

= λ(2j + 1)
(−1)m

l(l + 1) + µ2

√
(2l + 1)(2l′ + 1)

l′(l′ + 1) + µ2

∑
l4,m4

2l4 + 1

l4(l4 + 1) + µ2
(−1)m+l+l′+2l4

×
∑
l′′,m′′

(−1)2l+l′+3l′′+3l4+m′′ 2l′′ + 1

2l4 + 1
C l4 m4
l′′ m′′ l−mC l4 m4

l′′ m′′ l′ −m′

{
l l4 l′′

j j j

}{
l′ l4 l′′

j j j

}
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y (B.0.8)

= λ(2j + 1)
(−1)m

l(l + 1) + µ2

1

l′(l′ + 1) + µ2

√
2l′ + 1

2l + 1
δl,l′δm,−m′(−1)m+3l+2l′

×
∑
l4,l′′

2l4 + 1

l4(l4 + 1) + µ2
(2l′′ + 1)(−1)5l4+l′′

{
l l4 l′′

j j j

}{
l′ l4 l′′

j j j

}
y (B.0.11)

=

λ(2j + 1)δl,l′δm,−m′(−1)m
∑
l4

(−1)l+l4+2j (2l4 + 1)(2j + 1)

l4(l4 + 1) + µ2

{
j j l

j j l4

}
× 1

l(l + 1) + µ2

1

l′(l′ + 1) + µ2

√
2l′ + 1

2l + 1

=
(
Γ
(2)
nonplanar

)ll′
mm′
× 1

l(l + 1) + µ2

1

l′(l′ + 1) + µ2

√
2l′ + 1

2l + 1
. (A.1.4)

A.2 3.4節

A.2.1 (3.4.5)

⟨Ω1|Ω2⟩ =

j∑
r=−j

(
2j

j + r

)(
cos

θ1
2
cos

θ2
2

)j+r(
sin

θ1
2
sin

θ2
2

)j−r

ei(j−r)(φ2−φ1) ⟨jr|jr⟩

=

j∑
r=−j

(
2j

j + r

)(
cos

θ1
2
cos

θ2
2

)j+r(
ei(φ2−φ1) sin

θ1
2
sin

θ2
2

)j−r

=

[
cos

θ1
2
cos

θ2
2

+ sin
θ1
2
sin

θ2
2
ei(φ2−φ1)

]2j
. (A.2.1)

A.2.2 (3.4.6)

⟨Ω1|Ω2⟩の 2乗を考える．

|⟨Ω1|Ω2⟩|2 =

{[
cos

θ1
2
cos

θ2
2

+ sin
θ1
2
sin

θ2
2
ei(φ2−φ1)

]2j}2

=

[
cos2

θ1
2
cos2

θ2
2

+ sin2
θ1
2
sin2

θ2
2

+ 2 cos
θ1
2
cos

θ2
2
sin

θ1
2
sin

θ2
2
ei(φ2−φ1)

]2j
=

[
1 + cos θ1

2

1 + cos θ2
2

+
1− cos θ1

2

1− cos θ2
2

+
sin θ1 sin θ2

4
· 2 cos (φ2 − φ1)

]2j
=

[
1

2
+

1

2
{cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2 cos (φ2 − φ1)}

]2j
=

(
1

2
+

1

2
cosχ

)2j

=
(
cos2

χ

2

)2j
. (A.2.2)

38



したがって，

|⟨Ω1|Ω2⟩| =
(
cos

χ

2

)2j
(A.2.3)

となる．なお，

n⃗1 · n⃗2 = (sin θ1 cosφ1, sin θ1 sinφ1, cos θ1) · (sin θ2 cosφ2, sin θ2 sinφ2, cos θ2)

= sin θ1 cosφ1 sin θ2 cosφ2 + sin θ1 sinφ1 sin θ2 sinφ2 + cos θ1 cos θ2

= sin θ1 sin θ2(cosφ1 cosφ2 + sinφ1 sinφ2) + cos θ1 cos θ2

= sin θ1 sin θ2 cos(φ2 − φ1) + cos θ1 cos θ2

≡ cosχ (A.2.4)

である．

A.2.3 (3.4.7)

(2j + 1)

∫
dΩ

4π
|Ω⟩⟨Ω| =

2j + 1

4π

∫ 1

−1
d(cos θ)

∫ 2π

0
dφ

j∑
r,r′=−j

(
2j

j + r

) 1
2
(

2j

j + r′

) 1
2

×
(
cos

θ

2

)2j+r+r′(
sin

θ

2

)2j−r−r′

ei(−r+r′)φ
∣∣jr⟩⟨jr′∣∣

=
2j + 1

2

∫ 1

−1
d(cos θ)

j∑
r=−j

(
2j

j + r

)(
cos2

θ

2

)j+r(
sin2

θ

2

)j−r

|jr⟩⟨jr|y cos θ = xとおく

=
2j + 1

22j+1

∫ 1

−1
dx

j∑
r=−j

(
2j

j + r

)
(1 + x)j+r(1− x)j−r |jr⟩⟨jr|y j − r回部分積分

=
2j + 1

22j+1

j∑
r=−j

1

(2j)!

∫ 1

−1
dx(1 + x)2j(−1)2j d2j

dx2j
(1− x)2j |jr⟩⟨jr|

=
2j + 1

22j+1

j∑
r=−j

1

(2j)!

∫ 1

−1
dx(1 + x)2j |jr⟩⟨jr|

=

j∑
r=−j

|jr⟩⟨jr| = 1. (A.2.5)

39



A.3 3.5節

A.3.1 (3.5.3)

まず，f[L3,Φ](Ω)について考える．

f[L3,Φ](Ω) = ⟨Ω|[L3,Φ]|Ω⟩
= ⟨Ω|(L3Φ− ΦL3)|Ω⟩

=

j∑
r,r′=−j

(
2j

j + r

) 1
2
(

2j

j + r′

) 1
2
(
cos

θ

2

)2j+r+r′(
sin

θ

2

)2j−r−r′

ei(r−r′)φ
⟨
jr
∣∣Φ∣∣jr′⟩

= −i ∂

∂φ
⟨Ω|Φ|Ω⟩

= L3fΦ(Ω). (A.3.1)

次に f[L+,Φ](Ω)について考える．

f[L+,Φ](Ω) = ⟨Ω|[L+,Φ]|Ω⟩ .

=

j∑
r,r′=−j

(
2j

j + r

) 1
2
(

2j

j + r′

) 1
2
(
cos

θ

2

)2j+r+r′(
sin

θ

2

)2j−r−r′

×ei(r−r′)φ
⟨
jr
∣∣(L+Φ− ΦL+)

∣∣jr′⟩ (A.3.2)

ここで，

⟨jr|L+ =
√

(j + r)(j − r + 1) ⟨j r − 1| , (A.3.3a)

L+

∣∣jr′⟩ =
√

(j − r′)(j + r′ + 1)
∣∣j r′ + 1

⟩
(A.3.3b)

であるから，

(A.3.2) =

j∑
r,r′=−j

(
2j

j + r

) 1
2
(

2j

j + r′

) 1
2
(
cos

θ

2

)2j+r+r′(
sin

θ

2

)2j−r−r′

×ei(r−r′)φ
√

(j + r)(j − r + 1)
⟨
j r − 1

∣∣Φ∣∣jr′⟩
−

j∑
r,r′=−j

(
2j

j + r

) 1
2
(

2j

j + r′

) 1
2
(
cos

θ

2

)2j+r+r′(
sin

θ

2

)2j−r−r′

×ei(r−r′)φ
√

(j − r′)(j + r′ + 1)
⟨
jr
∣∣Φ∣∣j r′ + 1

⟩y 第一項目では r − 1→ r，第二項目では r′ + 1→ r′とする

=

j−1∑
r=−j−1

j∑
r′=−j

(
2j

j + r + 1

) 1
2
(

2j

j + r′

) 1
2
(
cos

θ

2

)2j+r+r′+1(
sin

θ

2

)2j−r−r′−1

×ei(r−r′+1)φ
√

(j − r)(j + r + 1)
⟨
jr
∣∣Φ∣∣jr′⟩

−
j∑

r=−j

j+1∑
r′=−j+1

(
2j

j + r

) 1
2
(

2j

j + r′ − 1

) 1
2
(
cos

θ

2

)2j+r+r′−1(
sin

θ

2

)2j−r−r′+1

×ei(r−r′+1)φ
√
(j + r′)(j − r′ + 1)

⟨
jr
∣∣Φ∣∣jr′⟩
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=

j−1∑
r=−j−1

j∑
r′=−j

√
j − r

j + r + 1

(
2j

j + r

) 1
2
(

2j

j + r′

) 1
2
(
cos

θ

2

)2j+r+r′+1(
sin

θ

2

)2j−r−r′−1

×ei(r−r′+1)φ
√

(j − r)(j + r + 1)
⟨
jr
∣∣Φ∣∣jr′⟩

−
j∑

r=−j

j+1∑
r′=−j+1

(
2j

j + r

) 1
2

√
j − r′

j − r′ + 1

(
2j

j + r′

) 1
2
(
cos

θ

2

)2j+r+r′−1(
sin

θ

2

)2j−r−r′+1

×ei(r−r′+1)φ
√

(j + r′)(j − r′ + 1)
⟨
jr
∣∣Φ∣∣jr′⟩

=

j−1∑
r=−j−1

j∑
r′=−j

(
2j

j + r

) 1
2
(

2j

j + r′

) 1
2
(
cos

θ

2

)2j+r+r′+1(
sin

θ

2

)2j−r−r′−1

×ei(r−r′+1)φ(j − r)
⟨
jr
∣∣Φ∣∣jr′⟩

−
j∑

r=−j

j+1∑
r′=−j+1

(
2j

j + r

) 1
2
(

2j

j + r′

) 1
2
(
cos

θ

2

)2j+r+r′−1(
sin

θ

2

)2j−r−r′+1

×ei(r−r′+1)φ(j + r′)
⟨
jr
∣∣Φ∣∣jr′⟩ . (A.3.4)

一方で，L+ ⟨Ω|Φ|Ω⟩を見ると，

L+ ⟨Ω|Φ|Ω⟩ = eiφ
(

∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂φ

)
⟨Ω|Φ|Ω⟩

= eiφ
(

∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂φ

) j∑
r,r′=−j

(
2j

j + r

) 1
2
(

2j

j + r′

) 1
2

ei(r−r′)φ

×
(
cos

θ

2

)2j+r+r′(
sin

θ

2

)2j−r−r′ ⟨
jr
∣∣Φ∣∣jr′⟩

=

j∑
r,r′=−j

(
2j

j + r

) 1
2
(

2j

j + r′

) 1
2

×

[(
−1

2

)2j+r+r′(
cos

θ

2

)2j+r+r′−1(
sin

θ

2

)2j−r−r′+1

+

(
1

2

)2j−r−r′(
cos

θ

2

)2j+r+r′+1(
sin

θ

2

)2j−r−r′−1
]
ei(r−r′+1)φ

⟨
jr
∣∣Φ∣∣jr′⟩

+

j∑
r,r′=−j

(
2j

j + r

) 1
2
(

2j

j + r′

) 1
2

×

[
− r − r′

2

(
cos

θ

2

)2j+r+r′+1(
sin

θ

2

)2j−r−r′−1

+
r − r′

2

(
cos

θ

2

)2j+r+r′−1(
sin

θ

2

)2j−r−r′+1
]
ei(r−r′+1)φ

⟨
jr
∣∣Φ∣∣jr′⟩
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=

j∑
r,r′=−j

(
2j

j + r

) 1
2
(

2j

j + r′

) 1
2

×

[
− 2j + r + r′ − r + r′

2

(
cos

θ

2

)2j+r+r′−1(
sin

θ

2

)2j−r−r′+1

+
2j − r − r′ − r + r′

2

(
cos

θ

2

)2j+r+r′+1(
sin

θ

2

)2j−r−r′−1
]

×ei(r−r′+1)φ
⟨
jr
∣∣Φ∣∣jr′⟩

=

j∑
r,r′=−j

(
2j

j + r

) 1
2
(

2j

j + r′

) 1
2

×

[
(j − r)

(
cos

θ

2

)2j+r+r′+1(
sin

θ

2

)2j−r−r′−1

−(j + r′)

(
cos

θ

2

)2j+r+r′−1(
sin

θ

2

)2j−r−r′+1
]
ei(r−r′+1)φ

⟨
jr
∣∣Φ∣∣jr′⟩(A.3.5)

となり，L+ ⟨Ω|Φ|Ω⟩ = f[L+,Φ](Ω)がいえた．同様にして，

L− ⟨Ω|Φ|Ω⟩ = f[L−,Φ](Ω) (A.3.6)

がいえて，(3.5.3)が示せた．

42



付 録B 3j symbolと6j symbol

ここでは，[3]を参考に 3j symbolと 6j symbolの具体的な表式を求める．
まず，3j symbolについて考える．Clebsch-Gordan係数は 3j symbolを用いると，

C l′ −m′

l1 m1 l2 −m2
= (−1)l1−l2−m′√

2l′ + 1

(
l1 l2 l′

m1 −m2 m′

)
(B.0.1)

と書ける．一方，3j symbolは Clebsch-Gordan係数を用いると，(
l3 l3 l′′

m3 −m3 −m′′

)
=

(−1)m′′

√
2l′′ + 1

C l′′ m′′
l3 m3 l3 −m3

=
(−1)l′′+m′′+l3−m3

√
2l3 + 1

C l3 −m3
l3 −m3 l′′ m′′ (B.0.2)

と書ける．ここで角運動量保存から，m3 +m′′ = m3なのでm′′ = 0となり，

(B.0.2) =
(−1)l′′+m′′+l3−m3

√
2l3 + 1

C l3 −m3
l3 −m3 l′′ m′′δm′′,0 (B.0.3)

となる．m3についての和をとれば，∑
m3

C l3 −m3
l3 −m3 l′′ m′′ = (2l3 + 1)δl′′,0 (B.0.4)

となる．また， (
l l′ 0

m m′ 0

)
=

(−1)l−m

√
2l + 1

δl,l′δm,−m′ , (B.0.5)(
l l4 l′′

−m −m4 m′′

)
=

(−1)l′′+m′′+l−m

√
2l4 + 1

C l4 m4
l′′ m′′ l−m, (B.0.6)(

l′ l4 l′′

m′ m4 −m′′

)
=

(−1)−l4+m′′−m′

√
2l4 + 1

C l4 m4
l′′ m′′ l′ −m′ (B.0.7)

であり，(B.0.6)と (B.0.7)の Clebsh-Gordan係数の積についてm4とm′′の和をとれば，∑
m4,m′′

C l4 m4
l′′ m′′ l−mC l4 m4

l′′ m′′ l′ −m′ =
2l4 + 1

2l + 1
δl,l′δm,−m′ (B.0.8)

となる．
また，6j symbolについては，{

l l′ 0

j j j

}
=

(−1)l+2j√
(2l′ + 1)(2j + 1)

δl,l′ , (B.0.9){
l3 l3 0

j j j

}
=

(−1)l3+2j√
(2l3 + 1)(2j + 1)

, (B.0.10)

∑
l′′

(−1)2j+l′′(2l′′ + 1)

{
l l4 l′′

j j j

}{
l l4 l′′

j j j

}
=

{
j j l

j j l4

}
(B.0.11)

がいえる．
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付 録C 1点相関関数

図 C.1: N = 32, µ2 = −11.5, λ = 1.0の 1点相関関数．

図 C.1はN = 32, µ2 = −11.5, λ = 1.0の 1点相関関数を第 4章に示した∆θの範囲でプロット
したものである。第 4章に示されたグラフ中のその他のパラメーターの 1点相関関数についても，
エラーバーの範囲で 0になることを確かめた．よって，

⟨φ(Ω1)⟩ = 0 (C.0.1)

がいえて，相は破れていない．
なおここから，連結な 2点相関関数は

⟨φ(Ωi)φ(Ωj)⟩c = ⟨φ(Ωi)φ(Ωj)⟩ (1 ≤ i < j ≤ 4) (C.0.2)

といえるので，2点相関関数に関しては数値シミュレーションで計算したものをそのまま用いた．
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付 録D 自由場

自由場の場合に，数値シミュレーションにより計算された 2点相関関数が連続理論のそれと一
致することを確かめた．これを行う目的は，シミュレーションのコードが正しいかどうかを調べ
るというものである．
2次元自由場における連続理論の作用は

S =

∫
dΩ

4π

{
−1

2
[Liϕ(Ω)]2 +

µ2

2
ϕ2(Ω)

}
=

∫
dΩ

4π

1

2

[
ϕ(Ω)L2iϕ(Ω) + µ2ϕ2(Ω)

]
(D.0.1)

である．ここで，球面調和関数 Ylm(Ω)を用いて ϕ(Ω)を展開すると，

ϕ(Ω) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

ϕlmYlm(Ω), ϕ∗
lm = (−1)mϕl−m (D.0.2)

となり，

L2iϕ(Ω) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

l(l + 1)ϕlmYlm(Ω) (D.0.3)

であるから，作用は

S =
1

2

1

4π

∞∑
l=0

l∑
m=−l

(−1)mϕl−m[l(l + 1) + µ2]ϕlm (D.0.4)

となる．このとき，

⟨ϕlmϕl′m′⟩ = 4π(−1)m

l(l + 1) + µ2
δl,l′δm,−m′ (D.0.5)

がいえて，ここから

⟨ϕ(Ω1)ϕ(Ω2)⟩ =
∑
l,l′

∑
m,m′

⟨ϕlmϕl′m′⟩Ylm(Ω1)Yl′m′(Ω2)

= 4π

∞∑
l=0

l∑
m=−l

(−1)m

l(l + 1) + µ2
Ylm(Ω1)Yl−m(Ω2) (D.0.6)

となることがわかる．
Ω = (θ, φ) で，z = tan θ

2e
iφ であるが，

Ω1 =
(π
2
+ ∆θ, 0

)
, Ω2 =

(π
2
, 0
)
, z1 = tan

(
π

4
+

∆θ

2

)
, z2 = 1 (D.0.7)

とおいて 2点相関関数の振る舞いを確かめた． 図D.1の曲線は µ2 = 1.0として (D.0.6)から求ま
る可換理論の 2点相関関数を指数関数でフィットしたものであり，

⟨ϕ(Ω1)ϕ(Ω2)⟩ = ae−b∆θ + c, a = 4.05(2), b = 1.63(1), c = 0.44(4) (D.0.8)
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図 D.1: 2次元自由場の 2点相関関数．

z1 2 3 4 5 10 15 20

∆θ 0.64 0.93 1.08 1.18 1.37 1.44 1.47

表 D.1: z1と∆θの読み替え

である．エラーバーがついているものは，Berezin symbolを用いて数値シミュレーションを行っ
て求めた 2点相関関数である．5つの行列サイズN = 16, 20, 24, 28, 32に対してシミュレーション
を行い，各点でN →∞に外挿したものをプロットした．ここでの点のとり方は本文中と異なり，
z2 = 1と z1 = 2, 3, 4, 5, 10, 15, 20の 7点の間についての 2点相関関数を見ていることに注意した
い．z1と∆θの読み替えは表D.1のとおりである．
図D.1より，2次元自由場においては連続理論と Berezin symbolを用いて計算した 2点相関関
数が一致したので，プログラムのコードに誤りがないことが確かめられた．

46



付 録E 3次元への拡張

本修士論文では角度のみの 2次元の場合のみを考えたが，ここでは時間方向を入れた 3次元の
場合に拡張することを考える．

E.1 作用

(3.2.1)と (3.2.2)を 3次元に拡張した作用は，

S3d
fuzzy =

R2

2j + 1

∫ β

0
dt tr

{
1

2
Φ̇2(t)− 1

2R2

[
L̂
[j]
i ,Φ(t)

]2
+

µ2

2
Φ2(t) +

λ

4
Φ4(t)

}
, (E.1.1)

S3d
S2 = R2

∫
dΩ

4π

∫ β

0
dt

{
1

2
ϕ̇2(t,Ω)− 1

2R2
[Liϕ(t,Ω)]2 +

µ2

2
ϕ2(t,Ω) +

λ

4
ϕ4(t,Ω)

}
(E.1.2)

となる．なお，時間方向を円周 βの S1上にとった．このとき，βは温度の逆数として物理的に解
釈される．以下では，ファジー球面の半径と S2の半径をそれぞれR = 1とする．

E.2 自由場

3次元自由場における連続理論の作用は，Liについて部分積分を行えば，以下のようになる．

S =

∫
dΩ

4π

∫ β

0
dt

{
1

2
ϕ̇2(t,Ω)− k

2
[Liϕ(t,Ω)]2 +

µ2

2
ϕ2(t,Ω)

}
=

∫
dΩ

4π

∫ β

0
dt

[
1

2
ϕ̇2(t,Ω) +

k

2
ϕ(t,Ω)L2iϕ(t,Ω) +

µ2

2
ϕ2(t,Ω)

]
. (E.2.1)

次に，ϕ(t,Ω)をフーリエモードで書き換える．

ϕ(t,Ω) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iωtϕ̃(ω,Ω) =

1

β

∞∑
K=−∞

e
−i 2πK

β
t
ϕ̃(K,Ω). (E.2.2)

ここで，ω ≡ 2πK/βとした．さらに tを

t = sa, a ≡ β

M
(E.2.3)

と離散化すると，

ϕ(s,Ω) =
1

Ma

M−1∑
K=0

e−i 2πK
M

sϕ̃(K,Ω) (E.2.4)

となる．ϕ(s,Ω)の複素共役は，
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ϕ∗(s,Ω) =
1

Ma

M−1∑
K=0

ei
2πK
M

sϕ̃∗(K,Ω)y K = M −K ′ とする

=
1

Ma

M−1∑
K′=1

e−i 2πK′
M

sϕ̃∗(M −K ′,Ω)

=
1

Ma
ϕ̃∗(0,Ω) +

1

Ma

M−1∑
K=0

e−i 2πK
M

sϕ̃∗(M −K,Ω) = ϕ(s,Ω) (E.2.5)

となる．したがって，

ϕ̃(0,Ω) = ϕ̃∗(0,Ω), ϕ̃(K,Ω) = ϕ̃∗(M −K,Ω) (K = 1, 2, . . . ,M − 1) (E.2.6)

となるので，これをまとめると，

ϕ̃(K,Ω) = ϕ̃∗(M −K,Ω) (K = 0, 1, . . . ,M), ϕ̃(M,Ω) = ϕ̃(0,Ω) (E.2.7)

がいえる．
上記の離散化をこの作用に用いると，時間に関する微分は差分になり，

S = a

M∑
s=1

∫
dΩ

4π

[
1

2

{
ϕ(s+ 1,Ω)− ϕ(s,Ω)

a

}2

+
1

2
ϕ(s,Ω)L2iϕ(s,Ω) +

µ2

2
ϕ2(s,Ω)

]
(E.2.8)

となる．ここで，各項について見ると，

M∑
s=1

[ϕ(s+ 1,Ω)− ϕ(s,Ω)]2

=
1

M2a2

M∑
s=1

M−1∑
K,K′=0

(
e−i 2πK

M − 1
)(

e−i 2πK′
M − 1

)
e−i

2π(K+K′)
M

sϕ̃(K,Ω)ϕ̃(K ′,Ω)y ϕ̃(K ′,Ω) = ϕ̃(M −K ′,Ω), M −K ′ = K ′′ とする

=
1

M2a2

M∑
s=1

M−1∑
K=0

M∑
K′′=1

(
e−i 2πK

M − 1
)(

ei
2πK′′

M − 1
)
e−i

2π(K−K′)
M

sϕ̃(K,Ω)ϕ̃∗(K ′′,Ω)

=
1

Ma2

M−1∑
K=0

(
e−i 2πK

M − 1
)(

ei
2πK
M − 1

)
ϕ̃(K,Ω)ϕ̃∗(K,Ω)

=
1

Ma2

M−1∑
K=0

(
2− 2 cos

2πK

M

)
ϕ̃(K,Ω)ϕ̃∗(K,Ω), (E.2.9)

M∑
s=1

ϕ(s,Ω)L2iϕ(s,Ω) =
1

M2a2

M∑
s=1

M−1∑
K,K′=0

e−i
2π(K+K′)

M
sϕ̃(K,Ω)L2i ϕ̃(K ′,Ω)

=
1

M2a2

M∑
s=1

M−1∑
K=0

M∑
K′′=1

e−i
2π(K−K′′)

M
sϕ̃(K,Ω)L2i ϕ̃∗(K ′′,Ω)

=
1

Ma2

M−1∑
K=0

ϕ̃(K,Ω)L2i ϕ̃∗(K,Ω), (E.2.10)
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図 E.1: S1 × S2．（ i⃝は Ωiを表す．）

M∑
s=1

ϕ2(s,Ω) =
1

M2a2

M∑
s=1

M−1∑
K,K′=0

e−i
2π(K+K′)

M
sϕ̃(K,Ω)ϕ̃(K ′,Ω) =

1

Ma2

M−1∑
K=0

ϕ̃(K,Ω)ϕ̃∗(K,Ω)

(E.2.11)

となる．よって，作用は以下のように書き換わる．

S =
1

Ma

∫
dΩ

4π

M−1∑
K=0

1

2
ϕ̃(K,Ω)

[
2

a2

(
1− cos

2πK

M

)
+ L2i + µ2

]
ϕ̃∗(K,Ω) (E.2.12)

ここで，ϕ̃(K,Ω)を球面調和関数 6Ylm(Ω)を用いて展開すると，

ϕ̃(K,Ω) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

˜̃
ϕlm(K)Ylm(Ω) (E.2.13)

となり，作用は球面調和関数の正規直交関係 (3.1.17)に注意すると，

S =
1

4πMa

M−1∑
K=0

∞∑
l=0

l∑
m=−l

1

2
˜̃
ϕlm(K)

[
2

a2

(
1− cos

2πK

M

)
+ l(l + 1) + µ2

]
˜̃
ϕ∗
lm(K) (E.2.14)

と書ける．よって，⟨
˜̃
ϕlm(K)

˜̃
ϕ∗
l′m′(K ′)

⟩
=

4πMa
2
a2

(
1− cos 2πK

M

)
+ l(l + 1) + µ2

δK,K′δl,l′δm,m′ (E.2.15)

がわかる．したがって，3次元での 2点相関関数は

⟨ϕ(s1,Ω1)ϕ(s2,Ω2)⟩

=
1

M2a2

M−1∑
K,K′=0

∞∑
l,l′=0

l∑
m=−l

l′∑
m′=−l′

e−i 2πK
M

s1ei
2πK′
M

s2Ylm(Ω1)Y
∗
l′m′(Ω2)

⟨
˜̃
ϕlm(K)

˜̃
ϕ∗
l′m′(K ′)

⟩

=
4π

Ma

M−1∑
K=0

∞∑
l=0

l∑
m=−l

e−i 2πK
M

(s1−s2)Ylm(Ω1)Y
∗
lm(Ω2)

2
a2

(
1− cos 2πK

M

)
+ l(l + 1) + µ2y (3.1.16) より，Y ∗

lm(Ω2) = (−1)mYl−m(Ω2)

=
4π

Ma

M−1∑
K=0

∞∑
l=0

l∑
m=−l

(−1)me−i 2πK
M

(s1−s2)Ylm(Ω1)Yl−m(Ω2)
2
a2

(
1− cos 2πK

M

)
+ l(l + 1) + µ2

(E.2.16)

6この球面調和関数は，通常の球面調和関数の
√
4π 倍で定義されている．
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図 E.2: 3次元自由場の 2点相関関数．

となる．M を時間方向の分割数とすれば，時間の格子間隔は，(E.2.3)の aである（図 E.1を参
照）．図 E.2は µ2 = 1.0, β = 1.0,M = 16, 0.6 ≤ ∆θ ≤ 1.5の範囲で∆θを 0.1刻みとして，

(s1,Ω1) =
(
7,

π

2
+ ∆θ, 0

)
, (s2,Ω2) =

(
1,

π

2
, 0
)

(E.2.17)

の間の 2点相関関数を示したものである．曲線は (E.2.16)から求まる可換理論の 2点相関関数を
指数関数でフィットしたものであり，

⟨ϕ(s1,Ω1)ϕ(s2,Ω2)⟩ = ae−b∆θ + c, a = 4.25(6), b = 1.72(4), c = 0.47(2) (E.2.18)

である．エラーバーがついているのは，Berezin symbolを用いて数値シミュレーションを行って
求めた 2点相関関数である．3つの行列サイズN = 16, 20, 24に対してシミュレーションを行い，
各点でN →∞に外挿したものをプロットした．∆θ = 0.6の値がずれているのは，より大きな行
列サイズでシミュレーションした 2点相関関数の値も含めて外挿すれば曲線に合うようになる可
能性がある．また，ずれの原因としては非可換性が効いている可能性も考えられる．これについ
ては，さらなるシミュレーションを行うことで原因が明らかになると考えられる．

E.3 UV/IR anomaly

時間方向を入れて 3次元とした場合，(3.3.1)から (3.3.7)までは以下のように書き換えられる．

Φ(t) =

∞∑
p=−∞

2j∑
l=0

l∑
m=−l

e
−i 2πp

β
t
ϕlmpŶ

[j]
lm , ϕ∗

lmp = (−1)mϕl−m−p. (E.3.1)
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n点相関関数は，

⟨ϕl1m1p1 · · ·ϕlnmnpn⟩ =

∫
[DΦ] e−S3d

fuzzyϕl1m1p1 · · ·ϕlnmnpn∫
[DΦ] e−S3d

fuzzy

(E.3.2)

であり，2点相関関数は⟨
ϕlmpϕ

∗
l′m′p′

⟩
= (−1)m

⟨
ϕlmpϕl′ −m′ −p′

⟩
=

1

β

1(
2πp′

β

)2
+ l(l + 1) + µ2

δl,l′δm,m′δp,p′ (E.3.3)

となる．ϕ4理論のヴァーテックスは，

ϕl1m1p1 · · ·ϕl4m4p4V (l1,m1, p1; . . . ; l4,m4, p4), (E.3.4)

V (l1,m1, p1; . . . ; l4,m4, p4)

= βδ(
∑4

i=1 pi),0

λ

4
(2j + 1)(−1)

∑4
i=1 li

4∏
i=1

√
2li + 1

2j∑
l=0

l∑
m=−l

(−1)m(2l + 1)

×

(
l1 l2 l

m1 m2 m

)(
l3 l4 l

m3 m4 −m

){
l1 l2 l

j j j

}{
l3 l4 l

j j j

}
(E.3.5)

となる．なお，V (l1,m1, p1; . . . ; l4,m4, p4)は (li,mi, pi)の巡回置換に対して対称である．
プラナーの寄与は，[(

Γ
(2)
planar

)ll′
mm′

]
pp′

= 2λδl,l′δm,−m′δp,−p′(−1)m
(
IP
)
p
, (E.3.6a)

(
IP
)
p
≡

2j∑
p=0

2j∑
K=0

2K + 1(
2πp
β

)2
+K(K + 1) + µ2

(E.3.6b)

であり，非プラナーの寄与は，[(
Γ
(2)
nonplanar

)ll′
mm′

]
pp′

= λδl,l′δm,−m′δp,−p′(−1)m
(
INP

)
p
, (E.3.7a)

(
INP

)
p
≡

2j∑
p=0

2j∑
K=0

(−1)l+K+2j (2K + 1)(2j + 1)(
2πp
β

)2
+K(K + 1) + µ2

{
j j l

j j K

}

(E.3.7b)

となる．
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付 録F 数値シミュレーションの方法

F.1 ハイブリッドモンテカルロ法

本研究では，行列要素を生成するためにハイブリッドモンテカルロ（Hybrid Monte Carlo）法
を用いた．この付録 F.1ではその概要について説明する．
ある状態 ϕの確率を決める作用を S(ϕ)としたとき，次の手順で変数 ϕを更新する．

1. ϕを初期状態にとり，その共役運動量 πを確率

P (π) ∝ e−π2/2 (F.1.1)

で生成する．

2. 分子動力学法により，ϕを以下のように更新する．

ϕ̇(t) =
∂H[ϕ(t), π(t)]

∂π(t)
= π(t), (F.1.2)

π̇(t) = −∂H[ϕ(t), π(t)]

∂ϕ(t)
= −∂S(ϕ(t))

∂ϕ(t)
, (F.1.3)

H[ϕ(t), π(t)] =
π2

2
+ S(ϕ(t)). (F.1.4)

この表式は時間 tが連続の場合だが，実際の数値シミュレーションは離散的に行われるので，
時間についても離散化する必要がある．時間が 0 ≤ t ≤ τ の範囲にあるとき，ステップ数Nτ

で分割する．ここで，ε = τ/Nτ とする．このとき，分子動力学法による運動方程式はリー
プフロッグ（leap-frog，かえる跳び）法により，次のように差分化される．

初期条件を ϕ(0) = 0

π(0) = π
(F.1.5)

として，第 1ステップで

π

(
1

2

)
= π(0)− ε

2

∂S(ϕ(0))

∂ϕ(0)
(F.1.6)

とする．そして，主ステップ（n = 0, 1, · · · , Nτ − 2）で
ϕ(n+ 1) = ϕ(n) + επ

(
n+

1

2

)
π

(
n+

3

2

)
= π

(
n+

1

2

)
− ε

∂S(ϕ(n+ 1))

∂ϕ(n+ 1)

(F.1.7)
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として，最終ステップで

ϕ′ = ϕ(Nτ ) = ϕ(Nτ − 1) + επ

(
Nτ −

1

2

)
, (F.1.8)

π′ = π(Nτ ) = π

(
Nτ −

1

2

)
− ε

2

∂S(ϕ(Nτ ))

∂ϕ(Nτ )
(F.1.9)

とする．ここで，ϕ(n) ≡ ϕ(t = nε)と略記している．

3. ϕ′と π′を以下の確率で受け入れる．これをメトロポリス・テスト（Metropolis test）という．

P
(
{ϕ, π} →

{
ϕ′, π′}) = min

{
1, e−∆H

}
, (F.1.10)

∆H = H
[
ϕ′, π′]−H[ϕ, π] (F.1.11)

ここで，

min
{
1, e−∆H

}
=

受け入れ, ∆H < 0

確率 e−∆H で受け入れ, ∆H > 0
(F.1.12)

である．数値シミュレーションを行う際には，乱数を用いてメトロポリス・テストを行う．

4. メトロポリス・テストによって受け入れられた場合，{ϕ, π}を {ϕ′, π′}に更新し，拒否され
た場合には {ϕ, π}を保持する．

5. πの生成に戻る．

πの生成に引き続いた分子動力学法による ϕの更新（ハイブリッド分子動力学法）と受け入れ・
拒否の段階を組み合わせることから，ハイブリッドモンテカルロ法という．これにより，効率よ
いモンテカルロシミュレーションが可能となる．

F.2 Schwinger-Dyson 方程式

時間方向の入った，3次元の場合に作成したプログラムのコードが正しいかを確かめるために，
Schwinger-Dyson方程式

0 =

∫
dΦ

∂

∂Φij(s)

[
Φij(s)e

−S3d
fuzzy

]
(F.2.1)

から求まる期待値を数値シミュレーションにおいて計算した．以下ではその期待値の導出を行う．

0 =

∫
dΦ

∂

∂Φij(s)

[
Φij(s)e

−S3d
fuzzy

]
=

∫
dΦN2e−S3d

fuzzy −
∫

dΦΦij(s)
∂S3d

fuzzy

∂Φij(s)
e−S3d

fuzzy

N2

∫
dΦe−S3d

fuzzy =

∫
dΦΦij(s)

∂S3d
fuzzy

∂Φij(s)
e−S3d

fuzzy (F.2.2)

ここで，分配関数 Z とある物理量Oの期待値は，

Z =

∫
dΦe−S , (F.2.3)

⟨O⟩ =

∫
dΦOe−S∫
dΦe−S

=
1

Z

∫
dΦOe−S (F.2.4)
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であるから，

N2 =
⟨
Φij(s)

∂S3d
fuzzy

∂Φij(s)

⟩
(F.2.5)

となる．さらに，時間についての和を取れば，

∑
s

⟨
Φij(s)

∂S3d
fuzzy

∂Φij(s)

⟩
= N2M (F.2.6)

がいえる．ここで，N はエルミート行列 Φ(s)のサイズで，M は時間方向の分割数である．
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付 録G 誤差評価

数値シミュレーションにより相関関数を計算したが，その値には誤差が存在する．その評価の
ために，ジャックナイフ（jackknife）法を用いた．この付録Gでは，誤差評価について述べる．

G.1 統計誤差と誤差伝搬

物理量Oの期待値をN 個の平均で近似した場合，平均値とその統計誤差は次式で与えられる．

⟨O⟩ =
1

N

N∑
i=1

Oi, (G.1.1)

δ⟨O⟩ =

√⟨
(O − ⟨O⟩)2

⟩
N − 1

=

√
⟨O2⟩ − ⟨O⟩2

N − 1
. (G.1.2)

より複雑な物理量に対しては，次の誤差伝搬の式を用いる．

δ⟨f({Oa})⟩ ≡
∑
a

∣∣∣∣⟨ ∂f

∂Oa

⟩
δ⟨Oa⟩

∣∣∣∣. (G.1.3)

ここで，{Oa}は様々な物理量の集まりで，f はそれらの任意関数である．

G.2 ジャックナイフ法

複雑な物理量に対して誤差伝搬の式を使うと，大抵の場合は誤差を過大に見積もってしまう．こ
れは，各 Oaに相関があり，誤差の一部が相殺されて真の誤差が誤差伝搬の評価より小さくなるた
めである．この欠点を補うのがジャックナイフ法である．bin size nのジャックナイフ法の手順は
以下の通りである．

1. 全データ数がN = n ×Nnとなるように全体をNn ≡ N/n個の binに分ける．それぞれの
binには，n個のデータがある．

2. 1つの bin bのデータに対する添字の集合をBbとして，その binを除いた平均を

⟨O⟩b =
1

N − n

∑
k/∈Bb

Ok (G.2.1)

と定義する．

3. ⟨O⟩b を用いると，f の平均と誤差は

⟨f(O)⟩ =
1

Nn

Nn∑
b=1

f(⟨O⟩b), (G.2.2)

δ⟨f(O)⟩ =
√

(Nn − 1)[⟨f(O)2⟩ − ⟨f(O)⟩2] (G.2.3)

となる．

55



ジャックナイフ法の長所としては，以下のものが挙げられる．

• 任意の物理量 f(O)に対し，誤差計算ができる．

• 物理量の間の相関を取り入れた評価になっている．

• 取り除くデータの大きさを増加させると，モンテカルロ法で生成されたデータ間の自己相関
を評価できる．

G.3 自己相関

モンテカルロ法によって生成された変数で計算されたデータ {Oi}を考える．このとき，異なっ
た変数上で計算されたデータ間の相関を自己相関（auto correlation）と呼ぶ．自己相関は，以下
で定義される自己相関関数A(t)から評価される．

A(t) =
1

N − t

N−t∑
i=1

OiOi+t − ⟨O⟩2. (G.3.1)

自己相関時間 τaは規格化されたA(t)の漸近的な振る舞いとして，次のように定義される．

C(t) =
A(t)

A(0)
≃ exp(−t/τa). (G.3.2)

τaはモンテカルロ法により熱平衡に達するモンテカルロ時間の目安を与える．
また，積分された自己相関時間 τa,intは，

τa,int =
1

2
+ lim

t→∞

t∑
i=1

C(i) (G.3.3)

で与えられるが，実際には有限の tで定義された τa,intが tの関数として，

τa,int =
1

2
+

t∑
i=1

C(i)→ const. (G.3.4)

となったときに，それを τa,intとして採用する．ただし，t ≪ N でないと信頼できる評価はでき
ない．
τa,int がわかっている場合，δ⟨O⟩ は

δ⟨O⟩ =

√
⟨O2⟩ − ⟨O⟩2

N/2τa,int − 1
(G.3.5)

で与えられる．つまり，自己相関のために独立な配位はN → N/2τa,intになったと考えられる．

G.4 最小二乗法

本研究における数値シミュレーションでは，様々なサイズの行列の配位を生成し，そこから相関関
数の計算を行っている．解析的な結果と比較のために，ファジー球面上の各点における相関関数の
値を各Nごとにプロットしたものを，N →∞に外挿する．1/N2について，1次関数 y = a/N2+b
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のフィッティングができ，1/N2 = 0がN →∞に対応する．各相関関数の値には誤差が含まれる
ので，bの値にも誤差が生じる．その誤差を求めるために，最小二乗法が必要となる．
一般に，n個の (xi, yi) (1 ≤ i ≤ n)という組があり，xiには誤差はなく，yi には σiという誤差
があるとする．yiが xiについて 1次関数のように振る舞うとき，

S =
n∑

i=1

(
yi − axi − b

σi

)2

(G.4.1)

を最小にするような a, bが採用されるべきである．つまり，

∂S

∂a
= 2

n∑
i=1

xi(axi + b− yi)

σ2
i

= 2

n∑
i=1

ax2i + bxi − xiyi
σ2
i

= 0, (G.4.2)

∂S

∂b
= 2

n∑
i=1

axi + b− yi
σ2
i

= 0 (G.4.3)

を満たす a, bを見つければよい．これら 2式から，

a =

1

σ2

n∑
i=1

xiyi
σ2
i

−
n∑

i=1

xi
σ2
i

n∑
i=1

yi
σ2
i

1

σ2

n∑
i=1

(
xi
σi

)2

−

(
n∑

i=1

xi
σ2
i

)2 , (G.4.4)

b =

n∑
i=1

(
xi
σi

)2 n∑
i=1

yi
σ2
i

−
n∑

i=1

xi
σ2
i

n∑
i=1

xiyi
σ2
i

1

σ2

n∑
i=1

(
xi
σi

)2

−

(
n∑

i=1

xi
σ2
i

)2 , (G.4.5)

1

σ2
≡

n∑
i=1

1

σ2
i

(G.4.6)

が導かれる．bの誤差を求めるには bをさらに yiについて微分する．

∂b

∂yi
=

1

σ2

n∑
i=1

(
xi
σi

)2

− xi
σ2
i

n∑
i=1

xi
σ2
i

1

σ2

n∑
i=1

(
xi
σi

)2

−

(
n∑

i=1

xi
σ2
i

)2 . (G.4.7)

これを用いると bの誤差 σbは，以下のようになる．

σb =

√√√√ n∑
i=1

(
σi

∂b

∂yi

)2

. (G.4.8)
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