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くりこみ群方程式を用いた非線型方程式の漸近解析の方法を発展方程式の縮約への応用に焦点を絞り、初等的且つ明快な手続きとし
て解説する。そこでは、永年項を含む摂動解の包絡線として大域解を構成することで不変多様体の構成とその上での縮約された方程
式の導出が達成される。くり込み群方程式が包絡線方程式として解釈できることを示す。くり込み群の方法に基づく縮約理論は、非
線形振動子に対する Krylov-Bogoliubov-Mitropolskyや蔵本によって定式化された縮約の一般論によく対応することが強調される。

1. はじめに

まず、次の簡単な力学の問題を摂動展開で解くことから

話しを始めよう:

ẍ + εẋ + x = 0, (1.1)

ここで ε は正の小さなパラメータ。これは減衰振動の方程

式でその厳密解は

x(t) = A(t) sin φ(t), (1.2)

ここに A(t) = Ā exp(−εt/2), φ(t) = ωt + θ̄ (ω ≡
√

1 − ε2/4) である。（Ā、 θ̄ は定数。）εに比例する減衰項

のために角速度 ω は小さくなり、振幅 A(t)は時間と共に
ゆっくりと減小する。

単純な摂動展開 x = x0 + εx1 + ε2x2 + · · ·を行ってこの
方程式を解くことを試みよう。x0 = A sin(t + θ)と取ると、
1次の摂動方程式は、

Lx1 ≡ ẍ1 + x1 = −ẋ0 = −A cos(t + θ), (1.3)

となる。ただし、L ≡ d2/dt2 + 1。この方程式は 減衰のな
いときの強制振動の方程式と同じであり、しかも外力の振

動数が固有振動数と一致するので 共鳴が起こり、振幅は時

間とともに単調に増大する；x1 = −A/2 · t sin(t + θ). これ
は「永年項」である。2次の摂動でも同様のことが起こり、
結局 2次の摂動解は

x(t) = A sin(t + θ) − ε
A

2
t sin(t + θ)

+ε2
A

8
{t2 sin(t + θ) − t cos(t + θ)}, (1.4)

と書け、永年項のため振幅は時間の冪で増大していく。こ

れは減衰とはほど遠く、全くまずい結果である。永年項の

出現は左辺の線形演算子 Lのゼロモードが非斉次項になっ
ていることに起因している。

しかし、一方で (1.4) は厳密解 (1.2) を ε について展

開した式になっている。実際、摂動解は ε2 のオーダーで

x � A(1 − ε/2 · t + ε2/8 · t2) sin((1 − ε2/8)t + θ) �
Aexp(−εt/2) sin(

√
1 − ε2/4t+θ)とまとめることができる。

ここに、摂動展開の典型的な問題が現れている。斉次方

程式を与える線形演算子 Lのゼロモードが存在するとき、
単純な摂動展開には永年項が出現し摂動展開が破綻する。

そこで課題は永年項の出現をどう避けるか、あるいは、摂

動級数を如何に 総和するか、ということである。さらに、

摂動の「総和」された項は小さいパラメータに依存してい

るので、少なくとも一部の摂動の効果は振幅や位相などの

ゆっくりした運動に「くり込める」ことが予想されるので、

そのようなゆっくりしたスケールの運動を分離し、明示的

な方程式が得られることが望ましい。それはそのスケール

固有の運動法則を抉り出すとともに、自由度の縮減を行う

ことを意味する。実際、減衰振動の場合、振幅A(t)は次の
簡単な微分方程式を満たしている；Ȧ = −ε/2 · A. この解
説で説明する「くり込み群法」と呼ばれる方法1, 2)は、これ

らの課題を初等的且つ系統的に実行する方法である。

いうまでもなく、くりこみ群 (RG)の方法は、場の理論
や臨界現象などの統計物理学の問題に適用され大きな成功

を収めている3)。RGは最初、摂動論に基づいて定式化され
たが、その本質は非摂動的である。それを明らかにしたの

はWilson4)である。

くりこみ群の考え方はおおざっぱには以下のように定式

化される: Γ(φ,g(Λ),Λ)を非常に大きなエネルギースケー
ル Λ0 から Λまで積分して得られた有効作用とする; ただ
し、g(Λ) = (g1, g2, ..., gn)は結合定数のセットである。g

が Λ に依存することが重要である。くりこみ群方程式は
次の等式を要請することにより得られる；Γ(φ,g(Λ),Λ) =
Γ(φ,g(Λ′),Λ′). ここで、 極限 Λ′ → Λを取ると,

dΓ(φ,g(Λ),Λ)
dΛ

= 0, (1.5)

が得られる。これは Wilsonのくりこみ群方程式4)である。

あるいは、Wegner5)にならってフロー方程式とも呼ばれる。
この方程式は摂動論と無関係に成立している。

RGのこの非摂動性のため、くりこみ群には少なくとも次
の２つのメリットがある。（１）低次の摂動計算の結果に、

くりこみ群方程式を作用させることであるクラスのダイア

グラムを無限次足し上げることができる。すなわち、RG法
は摂動級数の総和法になっている。（２）Wilson型の RG
は、低エネルギーでの実効的な、すなわち、低エネルギー

および長波長の領域で漸近的に厳密な有効作用あるいはハ

ミルトニアンを得る体系的な方法になっている。

ところで、摂動級数が発散級数になっていることは場の

理論に限らず数学を使うすべての科学の分野で一般的であ

り1、何らかの便利な「総和法」が必要とされ、実際、いく
1永年項は場の理論における対数発散項に対応している
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つかの総和法が知られている6)。また、ゆっくりした長波長

の運動を記述する少数自由度の方程式をもとの多自由度の

系から取り出す課題、あるいはより一般に、系に存在する

運動のいくつかのスケールを分離し、あるスケールの運動

法則を抉り出すことは、パターン形成の物理を含む統計物

理学、多体系の集団運動理論等、物理学のほとんどあらゆ

る分野で基本的な課題であり、理想化を一つの柱とする物

理学の精神そのものであるとも言える。

９０年代初頭にイリノイ・グループ1) によって、非線形

拡散方程式や、その他様々な非線形（偏）微分方程式の漸

近解の解析に、くりこみ群の方法が有効であることが示さ

れ、さらに応用範囲が広がった。これは非平衡系研究者の

みならず、（応用）数学者にも多大なインパクトを与えて今

でも盛んに研究されている。彼らの方法の処方箋は場の理

論や統計物理におけるくりこみ群法に馴染みのある人には

理解しやすいであろう。その「哲学的」背景も含めた含意

のある解説が大野によって与えられている2)。

この解説ではくりこみ群法1) による縮約の背景にある一

般的論理構造を明らかにし、その方法を「解析のことば」

を用いて7) 説明する。この方法の初等的かつ明快な手続き

がより明らかになるはずである2。くりこみ群法による方程

式の縮約が可能であるのは、非摂動演算子の固有値がある

性質を持ち、非摂動項に永年項が現れる場合である。その

典型例は非摂動演算子の固有値の実数部がゼロの場合であ

る。大ざっぱに言えば、中立安定解9) というものになって

いる場合である。この場合の縮約は、蔵本10) が提示した発

展方程式の縮約の普遍的構造と一致することを強調する。

また、くりこみ群方程式が古典解析でよく知られている

包絡線を構成するための基本方程式11)と同じ形であること

を指摘し、くりこみ群法による漸近解析の解析的な側面が

包絡線の概念3を使って解釈できることを示す7)。

もちろん、くりこみ群の数理がすべて包絡線の概念に帰

着されるわけではないことは強調されるべきであるが、こ

の解釈による定式化は場の理論のくりこみ群に不慣れな人

達、たとえば、数学者などには、微分方程式の問題を古典

解析の言葉で記述しているので理解しやすいかもしれない。

この解説は極簡単な例から始めるので学部学生以上なら十

分理解可能である。

2イリノイグループのくりこみ群法については、非常に多くの研究がさ
れており、いくつかの流儀による再定式化もされている8)。しかし、それ
らを公平に網羅し解説することは不可能なので、編集者からの要請によ
り、ここでは主に著者と共同研究者による定式化にもとづいた解説になっ
ていることをお断りしておく。

3包絡線の概念が理論物理学において有効であることが最初に示された
のは、鈴木増雄氏による CAM(Coherent Anomaly Method）12) におい
てであろう。

2. 線形振動子における「縮約」

「はじめに」で取り上げた減衰振動の方程式を例に取り、

くりこみ群法とはどういう方法か説明しよう7)。中立安定

解である非摂動解の 積分定数がゆっくりとした運動の自然

な集団座標を与えることを示す。また、その包絡線の概念

による解釈を与える。

まず、任意の初期時刻 t = t0 付近での局所解 x̃(t, t0)を
設定し、次のように展開しておく；x̃(t, t0) = x̃0(t, t0) +
εx̃1(t, t0) + ε2x̃2(t, t0) + ... 重要なのは t = t0 での初期値

W (t0)の設定である。この初期値は、厳密解曲線上 x = x(t)
にあると想定する。すなわち、̃x(t0, t0) = W (t0) = x(t0). 厳
密解x(t)は εで展開できているとすると、初期値も次のよう

に展開できる；W (t0) = W0(t0) + εW1(t0) + ε2W2(t0)+ ....
前節で求めた 0次解を、

x̃0(t; t0, C(t0)) = A(t0) sin(t + θ(t0)), (2.1)

と書こう。ただし、C(t0) ≡ (A(t0), θ(t0))は積分定数。こ
こで、積分定数 A(t0) と θ(t0) が初期時間 t0 に依存して

よいことに注意する。これに対応して初期値はW0(t0) =
x̃0(t0; t0, C(t0)) = A(t0) sin(t0 + θ(t0)), である。高次項を
求めるとき、初期値の高次項を以下の原理で決めるのがこ

の定式化のポイントである13)：

(I) t = t0において、非摂動解が高次項に現れないようにす

る。

(II) 速い運動を記述する項が消える。
前者は高次の効果をあらかじめ非摂動解の定数にくり込ん

でおくことに相当する。後者の意味は、後述するように、

解の乗る安定多様体の歪みを高次項として取り入れ、解が

その多様体内のゆっくりした運動となるための条件である。

しかし、本節では無関係なので当面無視してよい。規則 (II)
の具体的な適用例は 4.4節で与えられる。
このような「くりこみ条件」は高次項に現れ得る斉次項

の処理のためにどのような摂動論でも必要とされる6)。こ

の処方箋あるいは上記規則に従えば、特解の選択の不定性

の問題14)は存在しないことを注意しておく。この規則に従

い構成した２次までの摂動解は

x̃(t; t0, C(t0)) = A sin φ(t) − εA/2 · (t − t0) sin φ(t)

+ε2A/8 · {(t − t0)2 sin φ(t)

−(t − t0) cos φ(t)}, (2.2)

となる。ここで、t + θ(t0) ≡ φ(t)と置いた。上で説明した
規則 (I)に整合的に、t = t0での初期値は 0次解が厳密解に
できるだけ近いと想定しているので、摂動項のうち t = t0

で非摂動解（0次解）を用いて消せる項は消せるように摂
動解の形を選んでいる。この点が単純な摂動解 (1.4)と形が
異なる理由である。これは、高次項が 0次解の振幅 A(t0)
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と θ(t0)にくり込んでいることに相当する。このため、こ
の線形方程式の場合W1(t0) = W2(t0) = 0となり初期値の
補正がない。その代わり、t0依存性はまだその関数形は分

かっていない A(t0)と θ(t0)を通しても入っている。
しかし、ここで得られた解も永年項のために tが「初期

時刻」t0から離れると、振幅が単調増加し減衰振動とはか

け離れた悲惨な結果を与える。

ここで 観点を変えてみよう。t ∼ t0 での局所解 (2.2)は
t0をパラメータとする曲線群を表している。この曲線群は

t ∼ t0 では厳密解に等しいと想定されている。そこで、こ

の局所解としての曲線群の包絡線を構成すれば大域的に妥

当な解が得られると期待できる。（実際そうなっていること

は後に一般的に示す。）

一般に、パラメータ t0で区別される (t, x)平面上の曲線
群が x = x̃(t; t0)と表されているとき、その曲線群の包絡
線を表す方程式 x = xE(t)（の候補）は包絡線方程式、

dx̃(t; t0)
dt0

= 0 (2.3)

から t0を tの関数 t0 = t0(t)として求め、x = x̃(t; t0)に代
入することで得られる11)。すなわち、

xE(t) = x̃(t; t0(t)). (2.4)

いま我々が扱っている最も近似のよい解を構成する問題

においては、局所解 x̃(t; t0, C(t0))の構成の仕方から要請さ
れるように摂動解を構成し始める初期時間であるパラメー

タ t0は接点の座標 tに取るべきである。すると、包絡線方

程式は次のように未定の関数C(t)を求めるための方程式、
すなわち、くりこみ群方程式になる7)：

dx̃(t; t0, C(t0))
dt0

∣∣
∣
∣
∣
t0=t

=
∂x̃(t; t0, C(t0))

∂t0

∣∣
∣
∣
∣
t0=t

+
∂x̃(t; t0, C(t0))

∂C

dC

dt0

∣
∣
∣
∣
∣
t0=t

.(2.5)

(2.5)において独立な関数の係数をそれぞれ 0と置くと

dA

dt
+ εA = 0,

dθ

dt
+

ε2

8
= 0, (2.6)

を得る。ただし、 dA/dt = O(ε) であることを用いてO(ε3)
の項を無視した。これを 厳密に解いて A(t) = Āe−εt/2,
θ(t) = −ε2/8 · t + θ̄, を得る。こうして、包絡線 x = xE(t)
は xE(t) = x̃(t; t, C(t)) = W0(t) = Ā exp(−ε/2 · t) sin((1−
ε2/8)t+ θ̄), となって初期値関数で与えられ、しかも元の方
程式の大域的に妥当な近似解になっている:

√
1 − ε2/4 =

1− ε2/8 + O(ε4),に注意する。xE(t) = x̃(t; t, C(t))が大域
的に妥当な解であることは厳密解との比較から明らかであ

るが、後でより一般的に証明する。

まとめると、この線形の方程式の場合、自由度の減少と

いう意味での縮約はないが、包絡線方程式としてのくりこ

み群方程式が、非摂動解の積分定数であった振幅A(t)と位
相 θ(t)の従う運動方程式を分離して与えており、それはま
た摂動級数の総和のための方程式にもなっている。

3. 非線形振動子

次に、非線形振動子の問題を取り上げよう。例として極

限閉軌道を持つ次の van der Pol方程式を考える：

ẍ + x = ε(1 − x2)ẋ. (3.1)

ここに、εは小さいパラメータである。

3.1. Krylov-Bogoliubov-Mitropolskyの方法

まず概要でも言及した Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky
(KBM)の方法15)で解いてみよう。x = x0 +εx1+ε2x2 + · · ·
と展開すると、0次の方程式は ẍ0 +x0 = 0である。この解
は x0(t) = A0 cos(t + θ0) ≡ u0(A0, φ); (φ ≡ t + θ0), と書
ける。

そこでKBMの方法では解をx(t) = u(A, φ) = u0(A,φ)+
ρ(A,φ), ρ(A,φ) = ερ1(A,φ)+ ε2ρ2(A,φ)+ · · ·, と書く。こ
の意味は、高次の展開項の一部は 0次解 u0の振幅と位相に

くりこむことができ、その他にくりこめない項 ρがあるこ

とを想定しているのである。したがって、 ρi (i = 1, 2, , , , )
は 0次解である基準振動を含んではならない。
さて、時間発展は 0次解で積分定数であったAと φを通

してのみであると仮定し、その発展方程式を次のように設

定する：

dA

dt
= F (A),

dφ

dt
= 1 + Ω(A). (3.2)

ただし、F (A),Ω(A)自身もテーラー展開しておく；F (A) =
εF1(A) + ε2F2 + · · ·, Ω(A) = εΩ1(A) + ε2Ω2 + · · ·.
これらのAnsatzを元の (3.1)に代入して少し面倒な計算

をすると、次の方程式が得られる：∂2ρ1/∂φ2 +ρ1 = (2F1−
A+A3/4) sinφ+2AΩ1 cos φ+A3/4 ·sin 3φ ≡ B1(A,φ). さ
て、この方程式が可解であるためにはFredholmの交代定理
16)により、B1は u0や du0/dφの成分を含んではならない。

（可解条件と呼ぶ。）この条件より、sin φと cos φに比例す

る項が消えないといけない。すなわち、可解条件は永年項

が出ない条件である。具体的には、F1 = A/2 · (1−A2/4),
Ω1 = 0が得られるので、発展方程式は

dA

dt
= ε

A

2
(
1 − A2

4
)
,

dφ

dt
= 1, (3.3)

となる。この方程式は固定点 A = 2を持ち、van der Pol
方程式の解が半径 2の極限閉軌道を持つことを示している。
このとき、ρ1 = −A3/32 · sin 3φ.
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以上をまとめると、解 x(t)は確かに振幅 Aと位相 φで

表現でき、x(t) = A(t) cos φ(t)− εA3(t)/32 · sin 3φ(t), とな
り、ダイナミクスは (3.3)で与えられ、Aと φのそれに簡

約（縮約）される。

3.2. くりこみ群の方法

次に、「くりこみ群」の方法で解いてみよう。この方法の

特徴は永年項の出現を許すことである。そして、くりこみ

群方程式でその永年項を総和し大域的に妥当な解を構成す

る。そのとき、KBMの方法でAnsatzとした解の構造が自
然に導かれる。

t ∼ t0での局所解を x̃(t; t0)と書き、x̃ = x̃0+εx̃1+ε2x̃2+
· · ·、と展開する。0次解は、x̃0 = A(t0) cos(t+ θ(t0)).ここ
に、A(t0), θ(t0)は積分定数である。以前と同様に、初期
時間 t0に依存してよいとした。x̃1 が満たす方程式は、

¨̃x1 + x̃1 = −A
(
1 − A2

4
)
sin φ(t) +

A3

4
sin 3φ(t). (3.4)

ただし、φ(t) = t + θ(t0).　右辺第一項により共鳴が起き、
解に永年項が現れる。基準 (I),(II) によって、解を構成す
ると、

x̃1(t; t0) = (t − t0)
A

2
(
1 − A2

4
)
sin φ(t) − A3

32
sin 3φ(t)(3.5)

となる。第一項は永年項だが、t = t0 で消えるように設定

されている。第二項は、非摂動解とは独立な 3倍振動部分
である。これは、解の不変多様体の「歪み」を与えている。

ここまでの近似で解は x̃ = x̃0 + εx̃1で与えられる。永年項

のために、大域的には妥当な解とはならない。

そこで、くりこみ群/包絡線方程式 dx̃/dt0|t0=t = 0を適
用すると、KBM法で得られたのと同じ (3.3)が得られる。
さらに、この解を代入して包絡線を構成すると大域的に妥

当な解が得られ、それは KBM法で得られた解と厳密に一
致する。

以上より明らかなように、ここで定式化したくりこみ群

法は KBMの方法と等価であり、その初等的な導出を与え
る。特に、非摂動解 u0(A,φ)に現れる積分定数 (A, φ)のく
りこみと、それと独立な関数 ρ(A,φ)の和で与えられると
いう解構造が自然に現れる。さらに、解のダイナミクスは

くりこまれた積分定数のくりこみ群方程式で与えられる。

以上の解の縮約の論理構造は、時間の粗視化を含む一般

の発展方程式に対しても成り立つことである13, 17)。そのこ

とを以下に示す。

4. Wilson/Wegner型くりこみ群（フロー）方
程式による発展方程式の縮約と安定多様体の
構成

この節ではまず、Wilson/Wegnerのくり込み群（フロー）
方程式4, 5) から出発して漸近解析の「くりこみ群法」の一

般的定式化を行う。ここでも、包絡線の概念による解釈が

直感的な理解を与えることを見るだろう。次に、t → ∞で
の解が配位空間内のある多様体に閉じ込められる場合、す

なわち、安定多様体9) が存在する場合、を扱う。くりこみ

群法を用いて安定多様体とその上の縮約方程式の構成方法
13) を説明する。

4.1. くりこみ群（フロー）方程式による発展方程
式の縮約

次の n次元（0 < n ≤ ∞）の連立方程式を考える;

dX

dt
= F (X, t). (4.1)

スカラー関数についての任意の階数の微分方程式はベクト

ル関数についての 1階の方程式に変換できることに注意す
る。したがって、以下の議論は前節で扱った振動子に対す

る方程式に対しても適用できる。

ここで F はあらわに tに依存していてもよいことに注意

しておく。この方程式の初期値問題は厳密に解けているもの

とし、その解をX(t)と書くことにする。ある任意の初期時
間 t = ∀t0における初期値をW (t0)と書き、この値を厳密解
の値に設定する；W (t0) = X(t0)。この初期値問題をなんら
かの近似を用いて解き、その（近似）解を X̃(t; t0, W (t0)),
と書くことにする。このとき、初期値の設定の仕方と定義

より

W (t0) = X̃(t = t0; t0, W (t0)) = X(t0). (4.2)

もちろん、方程式が厳密に解ければ任意の t に対して

W (t) = X̃(t; t0, W (t0)) = X(t) である。しかし、厳
密解 X(t) 自体は今のところ未知である。この近似解
X̃(t; t0, W (t0))を用いて任意の時間 t = t0 での “初期値”
としての厳密解W (t) = X(t)の情報を得る方法として一
般的に「くりこみ群法」を定式化することができる。その

基礎は次の簡単な事実にある。もし、初期条件が t′0でのも
の X̃(t = t′0; t

′
0, W (t′0)) = X(t′0) に変更されても 得られ

る解は同じである；

X̃(t; t0, W (t0)) = X̃(t; t′0, W (t′0)). (4.3)

ここで t′0 → t0の極限を取ると,

dX̃

dt0
≡ ∂X̃

∂t0
+

∂X̃

∂W

dW

dt0
= 0, (4.4)
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を得る。この方程式は、初期値W (t0)についての発展方程
式 (フロー方程式）である。この方程式は場の理論におけ
るくりこみ群（フロー）方程式と同じ形をしている。t0が

エネルギースケール Λの対数に対応している。

具体的に摂動展開を用いて X̃(t; t0, W (t0)) を求める場
合、X̃(t; t0, W (t0)) と X̃(t; t′0, W (t′0)) はそれぞれ t ∼ t0

および t ∼ t′0でのみ意味のある妥当な解となっている。し
たがって、等値性 (4.3)の条件およびそれから導かれたく
りこみ群方程式 (4.4)が妥当であるためには t0 < t < t′0 ≡
t0 + Δt0 を満たす tを取る必要がある。このときΔt0 → 0
の極限では、必然的に t = t0, となる。したがって、摂動論
で X̃(t; t0, W (t0))を構成するときには次の t = t0 という

条件のついたくりこみ群方程式を要請することになる18)；

dX̃

dt0

∣
∣
∣
∣
t0=t

=
∂X̃

∂t0

∣
∣
∣
∣
t0=t

+
∂X̃

∂W

dW

dt0

∣
∣
∣
∣
t0=t

= 0. (4.5)

前節において我々はこの初期値W (t0)についての方程式が
包絡線方程式として解釈できることを見た。

このようにしてくりこみ群方程式で改善された解は、包

絡線として、

XE(t) = X̃(t; t0 = t, W (t0 = t)) = X(t), (4.6)

となる。最後の等式で、初期値の関係式 (4.2)において t0 = t

と置いた。しかし今や右辺の引数の中のW (t)はくりこみ
群方程式 (4.5)の解である。

X̃ が近似的に、たとえば o(εn)を無視する近似で、(4.1)
を満たしているとしよう；

dX̃

dt
= F (X̃, t) + o(εn). (4.7)

すると、この近似の程度で包絡線 (4.6)は元の方程式を大
域的に満たすことが言える。実際、任意の t = t0において

dXE

dt

∣
∣
∣
t0

=
dX̃(t; t0, W (t0))

dt

∣
∣
∣
t=t0

+
dX(t; t0, W (t0))

dt0

∣
∣
∣
t=t0

=
dX̃(t; t0, W (t0))

dt

∣
∣
∣
t=t0

= F (X̃ , t)|t=t0 + o(εn)

= F (XE , t)|t=t0 + o(εn). (4.8)

ここで、第 2行目で (4.5)、最後の等式で (4.6)を用いた。

ここで一つ注意事項を述べる。BBGKY階層からボルツマ
ン方程式を導出する場合や、ランジュバン方程式からフォッ

カー-プランク方程式を出すような粗視化が伴う場合には、
ミクロな系での無限小時間と上の階層の無限小時間のオー

ダーが異なるので、ミクロスケールでは t− t0 → ∞だが、
マクロスケールでは t − t0 << Δt0 という状況を設定しな

いといけない17)。

4.2. 不変多様体の存在する場合

方程式系 (4.1) に不変多様体Mがある場合を考える。こ
の場合の発展方程式の解の振る舞いの幾何学的なイメージ

を図 1に示した4: n次元ベクトルX は十分時間が経った

後、ある位相空間の中の多様体（次元m < n）に緩和し、

そのダイナミクスが m次元ベクトル s(t)によって記述さ
れる。このとき、sの従う発展方程式は

ds

dt
= G(s), (4.9)

であり、dims = mのために、X = X(s)はm次元多様体

Mの中だけを運動する: M = {X|X = R(s)}.

Geometrical image of reduction
of dynamics

nR
t X

M dim M m n

dim X n

( )ts

O dim ms

Invariant and attractive manifold

( )
d

dt

X
F X

( )
d

dt

s
G s

M={ ( )}X X X s

eg.

1 2 1 2, ,..., ) ( , ,..., )n mg g g s s sX = ( g s =
renormalizable

In Field theory,

Invariant manifold M dim M m n

n-dimensional dynamical system:

図 1 発展方程式の縮約の幾何学的イメージ。n次元位相空間内の力学変
数�(t)は、ある時間経過するとよく定義されたm次元多様体Mに近づ
き、漸近的にはこの多様体中のみに値を持つようになる。自由度は n か
ら m に縮減する。

発展方程式の縮約理論の主眼は、(4.1)から縮約された方
程式 (4.9)と不変多様体Mを求めることである。すなわち、
ベクトル場G およびMの表現Rを求めることである。

議論を少し具体的にするために、|ε| < 1 として F =
F 0(X) + ε ·P (X, t), と書ける場合を考える。ここで、F 0

にはあらわな時間依存性がないとしたことに注意する。こ

のときの初期値問題の解をX(t)とする。X(t)はM上に
あるとし、次の展開を仮定する；X(t) = X0(t)+ εX1(t)+
ε2X2(t) + . . . .

前小節の一般論に従い、任意の時間 t = t0 での初期値

W (t0)が（未だ解けていない）厳密解の値に一致している
と想定し、このときの形式的摂動解を X̃(t; t0, W (t0))とす
る；X̃(t = t0; t0, W (t0)) = X(t0). 以下では、表記を簡単
にするために X̃ のW (t0)の依存性を書かない。摂動展開
は、X̃(t; t0) = X̃0(t; t0) + εX̃1(t; t0) +ε2X̃2(t; t0) + . . . .

対応して、初期値も展開しておく; W (t0) =
∑

i εiWi(t0).

4ここでの記号の選択および図は蔵本のもの10) にできるだけ従ってい
る。実際、以下の内容は参考文献10) の内容をくりこみ群法のことばを用
いて定式化を試みたものである。
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さて、最低次の方程式 dX̃0/dt = F 0(X̃0) の解がある関
数 R を用いて X̃0(t; t0) = R(t;C(t0)), と書けたしよう。
ここで、C(t0)は積分定数であり、以前と同様、初期時間 t0

への依存性を持つとした。dim C の値をmと書こう; dim
C = m。ここで、W 0(t0) = X̃0(t0; t0) = R(t0; C(t0))で
あるから、初期値W 0(t0)は今や積分定数C(t0)を用いて
具体的に表現されていることに注意する。これに対応して、

最低次の不変多様体M0 の自然な座標は s(t0) = C(t0) で
与えられる。これは簡単だが重要な洞察である。われわれ

は不変多様体の表現について何の仮説も必要ない。単に方

程式を解きさえすればよい。そのときの積分定数の組が不

変多様体の自然な座標となるのである。

このように非摂動解が求まり、以下のくりこみ群の処方

がうまく機能する場合としては次の２通りの場合が知られ

ている： [A] F (X̃0) = 0、すなわち、X̃0 =定数、が固
定点 (fixed point）になっている場合。固定点の作る集合が
この力学系の不変多様体（あるいは、その基底空間）にな

り、その次元がmである。たとえば、ボルツマン方程式の

流体極限をとる場合、X0(t)は局所熱平衡分布関数（マク
スウェルあるいはジュトナー分布関数）であり、Cは密度、

温度、流速ベクトルになる。 [B] X̃0が振動解になってい

る場合: (B1) F 0(X̃)が線形の場合、すなわち、Lを線形
演算子として F 0(X̃) = LX となっている場合、X0(t)は
調和振動の線形結合であり、不変多様体の座標C はそれら

の振幅と位相になる。これは、前節で扱った（非）線形振

動子の場合やホップ分岐が現れる場合18) がその例である。

(B2) F 0(X̃)が非線形の場合、たとえば、秩序変数の緩和
を記述する λφ4 模型の場合19)、X0(t)は楕円関数になり、
C は位相と母数である。

１次の摂動方程式は dX̃1/dt = F ′
0(X̃0)X̃1+P (X̃0). こ

の非同次方程式の解はその特解と、右辺第２項を０とした

同次方程式の一般解の和で表される。

一般に、摂動方程式としての非同次方程式の特解は永年

項と非摂動解に独立な解の重ね合わせになっている。くり

こみ群法の要点は永年項が t = t0では 0次の非摂動解に繰
り込んで無くすることができることの認識にある。初期値

の１次の摂動はW 1(t0) = X̃1(t = t0)と与えられ、X1(t0)
は永年項は含まず０次解に独立な関数である。重要な点は

X̃1(t)は摂動方程式の具体的な解であり、あらわに与えら
れているということである5。

以上の手続きを任意の次数まで繰り返すことができる。

重要なことは、この手続きにより
∑∞

i=1 W i(t) ≡ ρ(t0)は、
非摂動解と関数として独立であり、その意味で解空間（不変

多様体）の「歪み」を与え、しかもその「歪み」は０次解の
5技術的な注意をすると、非同次方程式の解に同次方程式の解を重ね合

わせて 0次解の「形を整える」ことができる。すなわち、同次方程式の解
は 0 次解の定数の相殺項 (counter terms）を与える。上のように構成し
た解はその意味で minimal の特解である。

積分定数C(t0)のみで書かれるということである; X(t0) =
X0[C(t0)] + ρ[C(t0)].

RG方程式 (4.5)がこの積分定数を動的変数に「格上げ」
しその運動方程式を与える;

dX̃

dt0

∣∣
∣
∣
t0=t

=
∂X̃

∂t0

∣∣
∣
∣
t0=t

+
∂X̃

∂C
· dC

dt0

∣∣
∣
∣
t0=t

= 0. (4.10)

この方程式の未知関数はC(t)であり、(4.10)は確かにC(t)
の時間発展を与えている。解は包絡線として XE(t) =
X0[C(t)] + ρ[C(t)] となる。この解は最初の初期値設定
と整合的であり、tの関数としては解軌道を与え、C の関

数としては不変多様体Mを与えている。こうして、方程式
の縮約が実行できた。すなわち、不変多様体の構成とその

上を動く軌道を与える運動方程式が組で得られた。

ここで場の量子論との関連について言及しておくのも教

育的であると考える。場の理論におけるくりこみ可能性と

力学系の理論9) における有限次元の不変多様体の存在が対

応している：積分定数 C = (C1, C2, . . . , Cm) がくりこみ
可能な結合定数の組に対応し、C のみで書かれた ρ(C)は
QEDにおけるパウリ項のようなくりこみ不可能な演算子に
対応している。この構造はWilson流のくりこみ群でも一
般に維持される20)。

4.3. 非摂動線形演算子が 0固有値を持つ場合の
一般論

次の一般的方程式に、射影演算子法と組み合わせてくり

こみ群法を適用する13)：

∂tX = AX + εF (X), (4.11)

ただし、∂tX = ∂X/∂t、Aは線形演算子、F (X)はXの非

線形関数、そして ε は小さな展開パラメタである (|ε| < 1)。
Aは必ずしも対称でもエルミートでもない。ここでは、A

は半単純で、m重に縮退した 0固有値を持ち、他の固有値
は負の実部を持つ場合を扱う。これは前節の [A]の場合で
ある6。AU i = 0, (i = 1, 2, . . . , m), AUα = λαUα, (α =
m + 1, m + 2, · · · , n). ただし、 Reλα < 0. KerAへの射影
演算子を P、そして、Q = 1 − P と書く。

このような 0固有値を持つ線形演算子が現れる物理的な
状況は比較的一般的にあり、たとえば、系の持つ対称性あ

るいは保存則を反映している場合や相転移の臨界点でゼロ

モードが発生する場合などである。

ここでは t → ∞での系の漸近的な振る舞いを記述する
縮約された方程式をくりこみ群法で求めてみよう7。

6[B]の場合、すなわち、Aが互いに共役な純虚数の固有値を持つ場合
（ホップ分岐等）18) や、符号の異なる実数解を持つ場合13) における縮約
（不安定多様体の構成）の実際については紙数の都合でその説明は割愛す
る

7力学系の用語を用いれば、attractive manifold9) としての安定多様
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4.4. １次の摂動解

最低次の方程式は (∂t −A)X̃0 = 0である。0固有値以外
の固有値はすべて負の実部を持つので、t → ∞での最低次
の漸近解の初期値はKerAに属するとする。X̃(t = t0; t0) =
W 0(t0) =

∑m
i=1 Ci(t0)U i ≡ X0[C]. このとき、解は定常状

態にある: X̃0(t; t0) = e(t−t0)AW 0(t0) =
∑m

i=1 Ci(t0)U i.
最低次の不変多様体M0 の自然なパラメトリゼイションは

積分定数C = t(C1, C2, · · · , Cm)で与えられている。
１次の方程式は (∂t −A)X̃1 = F (X̃0)と与えられる。初

期値をW 1(t0)としたとき、解は

X̃1(t; t0) = e(t−t0)A[W 1(t0) + A−1QF (X0(t0))]

+(t − t0)PF (X0(t0))

−A−1QF (X0(t0)), (4.12)

である。第 2項の永年項の形は前節の規則 (I)によって設定
されている。右辺第１項はQ空間による速い運動を含んで
いる。規則 (II)により、また、ゆっくりした運動を引き出し
たいという動機により、この項の存在は避けるべきである。

ところが、うまいことにこの項は未だ決められていない初

期値W 1(t0)を次のように選ぶことで消すことができる；
W 1(t0) = −A−1QF (X0(t0)). W 1(t0)は P空間と独立で
あり（PW 1(t0) = 0）解空間の歪みを与えるが、C(t0)の
みの関数であることを注意しておく。こうして、１次の摂動

解は、規則 (I)、(II)にしたがい、X̃1(t; t0) = (t− t0)PF −
A−1QF , と自然に構成できた。このとき、不変多様体は次
のものに変更されている；M1 = {X|X = X0 + ρ1(X0)}.
ここで、ρ1(X0) ≡ −εA−1QF (X0)は不変多様体のM0か

らの「歪み」を表している。

ここまでで近似を止めるとすると、近似解は X̃(t; t0) =
X0 + ε{(t− t0)PF −A−1QF }, となる。摂動により、P空
間に属する永年項が出現したことに注意しよう。　この解

に、くりこみ群方程式 dX̃/dt0|t0=t = 0を適用すると、縮
約された方程式 Ẋ0(t) = εPF (X0(t)), が得られる。実際
この方程式はC(t)についてのm次元連立方程式である；

Ċi(t) = ε〈Ũ i, F (X0[C])〉, (i = 1, 2, · · · , m). (4.13)

dCi/dt ∼ O(ε)なので、C(t)の運動は「ゆっくり」であるこ
とが分かる。このC(t)を用いて、大域的領域で妥当な解は
次のように包絡線として得られる；XE(t) = X̃(t; t0 = t) =
∑m

i=1 Ci(t)U i +ρ1. ここに、ρ1 ≡ −εA−1QF (X0[C]). 一
般論で述べた不変多様体M0、そしてM全体の座標 sが非

摂動解の積分定数Cで与えられていることを強調しておく。

以上の手続きはもちろん 2次以上の高次項まで進めてい
くことができる。ここで与えた表式は縮約方程式として普

体 M とその上での縮約された運動方程式を求めることに対応するであろ
う。

遍的であり、多くの個別の縮約の問題はこれらの方程式に

具体的な射影子 P および Qを代入するだけで得られる。

ここで与えた縮約の幾何学的イメージは図 2に示されて
いる。

( )ts

X
M

0M

( )s

O

図 2 摂動論的縮約の幾何学的イメージ。非摂動解の積分定数 � = �

が 0 次の不変多様体M0 の自然な座標を与える。摂動により、M の歪み
�(�)とM 上のベクトル場 G(�)が同時に与えられる。すべて、M0 の座
標 � = � を通して書かれている。

ここでいくつかコメントをする:
（i） ここで定式化したくりこみ群法による縮約法は、蔵

本が設定した発展方程式の摂動論的縮約理論（の少なくと

も重要な部分）の初等的で簡明な実現であると言える。実

際、図 2と類似の図が10) には描かれている。 (ii) 非摂動
線形演算子がジョルダン細胞を持つ場合も一般論を展開す

ることができる13)。すなわち、たとえば、２次元のジョル

ダン細胞を持つ場合は、AU1 = 0, AU2 = U1, となる対
状態 U1 U2 が現れる。ジョルダン細胞が現れる問題とし

ては KdV方程式にしたがうソリトン-ソリトン相互作用や
KdV方程式に高次の微分項を付け加えた Benny方程式の
ソリトンの速度を求める問題21) などがある。

5. おわりに

ここで紹介した系のゆっくりした運動を取り出す方法とし

てのくりこみ群法は、他の問題にも適用できる。たとえば、

離散系の包絡線を定義することができ、差分方程式へ適用

することができる22)。クラマース方程式から断熱的に速い

運動を消去してスモルコフスキー方程式を導くフォッカー-
プランク方程式の縮約の問題17)、ランジュバン方程式から

フォッカー-プランク方程式を導く問題17), また、BBGKY
階層からボルツマン方程式を導くこと17)もくりこみ群法で

できる。また、この方法は最近、津村らによって相対論的

ボルツマン方程式から粘性を含む相対論的流体を導出する

ことに適用され、興味深い結果が得られている23)。

非摂動解が振動解となる典型例は外部パラメーターの変

化によりホップ分岐が起こる場合である。その場合は18)で
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扱われていて、10) で展開されているのと同じ構造で縮約が

行われることが示される。蔵本の論考10)との対応でいうと、

phase dynamics については佐々の仕事24) がある。偏微分

方程式へのくりこみ群法の適用1, 25)については個人的には

十分明快な定式化の余地はまだ残っているように思われる
26)。縮約に対する蔵本の方法では、偏微分方程式に対して

も明快な定式化がされている10)。常微分系については、力

学系の観点からの基礎付けが千葉27)によって精力的に行わ

れていることを付記してこの解説の終わりとしたい。

最後に、有益なコメントを下さった査読者に感謝します。
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Reduction of Differential Equations and En-
velopes —- geometrical interpretation of the

renormalization-group method and construction of
invariant manifolds

Teiji Kunihiro

abstract: An elementary account is given of the
renormalization-group(RG) method as a powerful method for
an asymptotic analysis of differential equations, especially for
the reduction of evolution equations. In this method, the in-
variant manifold and reduced differential equation are simul-
taneously derived by constructing the envelope of perturba-
tive solutions involving secular terms. We show that the RG
equation may be identified as the envelope equation. The
reduction theory based on the RG method as formulated in
the present report actually well corresponds to the Krylov-
Bogoliubov-Mitropolsky theory for nonlinear oscillators and
also Kuramoto’s formulation of the reduction theory of the
evolution equations.
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