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概 要

Maldacenaによって予想されたゲージ/重力対応では，重力理論の弱結合領域と場の理論の強

結合領域とが対応している．このことから，近年ゲージ/重力対応を用いることで場の理論の

非摂動効果を解明しようという試みが盛んに行われている．これらの研究では，低エネルギー

で特定の場の理論を実現するようなDブレイン系を構成し，その系を重力理論による近似で

解析することが行われる．なかでも，QCDにおけるカイラル対称性の破れや閉じ込め，ハド

ロンのスペクトルなどを重力理論の解析で理解しようという模型はホログラフィックQCDと

呼ばれ，注目を集めている．このホログラフィックQCDでは，低エネルギーでQCDを実現

するDブレイン系を構成することが重要となる．現在のところ，massless QCDを最もよく再

現しているとされるのが，酒井・杉本模型である．本論文ではこの模型について紹介し，さら

にこの模型からバリオンのスペクトルを導くという筆者の研究も含めた最近の研究について

も紹介する．



第1章 Introduction

弦理論は 70年代にハドロンの理論として提唱された．この理論では，弦の端にChan-Paton

factorと呼ばれる chargeをもたせ，これをフレーバーとみなすことで弦をメソンとみなした．

その結果，Regge軌跡やVeneziano振幅などをよく再現したのだが，tachyonicモードを含ん

でしまうことや時空を 26次元としなければならないことなど，ハドロンの理論としては重大

な欠陥があった．そのころ，漸近的自由性の発見などからQCDが脚光を浴び始め，ハドロン

の理論は弦理論ではなく点粒子描像に基づくQCDである，とされるようになった．

しかし，80年代に入って弦理論は別の観点から再び注目を集めることになる．弦理論が重

力相互作用を含むことが示唆されたことや超弦理論の発見などから，弦理論は統一理論の候補

として再認識されるようになった．すなわち，超弦理論の低エネルギー有効理論としてQCD

が実現しており，さらに低エネルギーではハドロンの有効理論が実現していると考えられるよ

うになった．この意味では，超弦理論でいう基本的な弦 (fundamental string)とハドロンとの

間には直接的な関係はないと思える．

にもかかわらず，超弦理論からある意味で ‘直接的に’ハドロンの性質を調べる試みが近年活

発に行われるようになった．これらの研究では，弦理論から得られる模型でQCDと双対とな

るような模型を構成し，それを解析する．こういった模型はホログラフィックQCDと呼ばれ，

fundamental stringをメソンと解釈するという意味で ‘直接的に’ハドロンを記述しているとい

える．また，QCDの非摂動的性質が比較的容易な手計算によって導けることから，大変注目

を集めている．QCDに双対な模型を構成するにあたっては，Dブレインが特に重要な役割を

果たす．Dブレインとは，開弦の端点が乗る空間のことであり，Polchinskiによってその重要

性が認識されるようになった [26]．また，N 枚の重なったDブレインの低エネルギー有効理

論は，弱結合ではU(N) Yang-Mills (YM)理論，強結合ではブラックブレイン解と呼ばれる重

力解で記述できることが分かっている．特にD3ブレインの場合では，YM理論はConformal

field theory (CFT)となり，重力解はAnti de Sitter (AdS)空間となることから，Maldacenaは

AdS/CFT対応を予想した [27]．さらにこの予想はより一般化され，「YM理論の強 (弱)結合領

域は弱 (強)結合の重力理論で解析できる」というゲージ/重力対応として知られるに至った．

そして，このゲージ/重力対応を用いてYM理論，なかでもQCDの非摂動効果を明らかに

することを目的とした模型が，上述のホログラフィックQCDである．ホログラフィーという

言葉は，文字通り次元の違いからきている．というのも，一般にゲージ/重力対応では高次元

の重力理論と低次元の場の理論との対応が予想されており，ホログラフィックQCDでは 4次

元のQCDを高次元の重力理論の解析によって調べる．低エネルギーで正しくQCDを実現す
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るようなブレイン系をいかにして構成するか，というところが重要な課題である．これまでの

ところ，massless QCDに最も近い模型とされるのが酒井・杉本模型である [2, 3]．この模型は

Nc枚のD4ブレインとNf 枚のD8ブレイン，D8ブレインから成り，D4ブレイン上のゲージ

場 (D4に両端を置く開弦)を gluon，D4ブレインとD8(D8)とに両足を置き，交差点上に局在

した開弦を left(right)-handed quarkとみなせば，低エネルギーでmassless QCDが実現する

ことを示した (図 1.1参照)．そして，D8(D8)ブレイン上のゲージ対称性として U(Nf)L(R) カ

図 1.1: 酒井・杉本模型

イラル対称性が実現されている．一方，D4ブレインをブラック 4ブレインに置き換え，その

background上にプローブとしてのD8ブレインとD8ブレインを置くと，この 2つがつながっ

て 1つのD8ブレインになることが分かる (図 1.2)．これは，カイラル対称性が自発的に破れ

たことを表している．このように，QCDの性質が geometricalに理解できることは大変興味深

い．また，彼らはD8ブレイン上の開弦がメソンと同じ量子数を持つことから，これらに対す

図 1.2: ブラック 4ブレインとメソン

る解析を行った．その結果，この模型がmassless pionを含むことやベクトルメソンのスペク

トルを再現することなど，現実のメソンの物理をよく再現することが分かった．つまり，先述

の通りD8ブレインに両端をおく fundamental stringがメソンを記述しているのである．

さらに，この模型が solitonとしてバリオンの自由度を含むことも [2]で示唆されていた．そ

して [23]では 2-flavorの場合に，バリオンを表す solitonの集団座標を量子化することでスペ

クトルを求めた．その後畑氏と筆者との共同研究 [21]では，3-flavorでのバリオンについて議

論した．さらに最近になって，畑氏と山戸氏との共同研究で核子の電荷密度や磁気能率などの
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静的性質を調べた．そこで本論文では酒井・杉本模型を導入し，それから得られるメソン物理

やバリオンのスペクトルについてレビューする．さらに 3-flavorでの議論や核子の静的性質な

ど，筆者が関わった研究について紹介したい．

本論文の構成は以下の通りである．2章では，Dブレインについて紹介し，ブラックブレイ

ン解の導出を行った上で，この 2つの比較からゲージ/重力対応の予想に至るまでの議論を行

う．3章では酒井・杉本模型を導入し，そこから導かれるメソンの物理，有限温度・有限密度

での相転移などについて紹介する．そして 4章では solitonとしてのバリオンの性質を調べて

いく．5章では，関連する研究で，ここに載せられなかったものについて簡単に紹介するとと

もに，この模型の持つ問題点などについて議論する．付録Aでは，本文中で省略した計算や

議論などを載せておく．また，4章での理解を助けることを目的として，付録Bでは Skyrme

modelにおけるバリオンの量子化について説明する．

なお，本論文では計量は時間成分が負となるような notationを採用する．
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第2章 Dブレインとゲージ/重力対応

「p + 1次元の世界体積を持ち，開弦の端点となる物体」であるDpブレインが，実は閉弦

（RR場，graviton etc...）の源としての役割も担うことがPolchinskiによって発見された [26]．

一方，超弦理論の低エネルギー有効理論である 10次元超重力理論（SUGRA）には，ブラック

pブレインと呼ばれる解が存在し，これもまたRR場や gravitonの源になっていることが知ら

れている．この 2つの事実から，PolchinskiはDブレインがブラックブレインと同一視できる

ことを見出した．

さらに，decoupling極限 (2.1.1節)という極限ではDブレイン上の開弦理論とバルク中の閉

弦理論が decoupleする．このとき，Dpブレイン上の開弦理論の低エネルギー極限は p+1次

元平坦時空上のYang-Mills(YM)理論になることが知られている．これに対して，超重力理論

における decoupling極限はブラックブレイン解の地平面近傍に他ならない (2.3節)．これらの

考察をもとにMaldacenaは「YM理論が地平面近傍の重力理論と対応する」と予想した [27]．

この対応のことをゲージ/重力対応，あるいはAdS/CFT対応と呼ぶ．ここ数年では，この対

応を用いて場の理論の非摂動的性質を調べようという試みが盛んに行われてきた．その中でも

場の理論としてQCD likeな理論を重力理論の解析によって調べようという研究が，本修士論

文のテーマであるホログラフィックQCDであり，近年盛んに研究されている．

本章ではまずDブレインの性質について簡単に紹介し，ブラックブレイン解やAdS/CFT対

応について解説する．

2.1 Dブレイン

まずDブレインの性質について簡単に復習しておく．ここでは主にボソン的なモードのみ

を扱う．N枚のDpブレインの有効作用は次のように書けることが知られている [25] *1)．

SDp = S
DBI
Dp + SCSDp (2.1.1)

SDBIDp = −Tp
Z
dp+1ξe−Φ trN [− det(Gab + Bab + 2πα0Fab]

1
2 (2.1.2)

SCSDp = µp

Z X
q

Cq ∧ Tr e2πα
0F+B (2.1.3)

*1)これ以外にも集団座標Xi の交換し [Xi, Xj ]などの寄与があるが，本論文ではDブレインが重なっている状
況のみを扱うので，この作用で十分だと考えられる．より一般的な作用は [25]を参照されたい．
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ここに，

Tp = µp =
1

(2π)plp+1s

, (2.1.4)

F = dA+ iA2はU(N)ゲージ場の field strengthである．ここで，Gµν = ηµν ,φ = φ0+ eφ,φ0 =
ln gsとして場の 2次まで展開すると，

−1
4
Tpg

−1
s (2πα

0)2
Z
dp+1ξ trN F

2
µν (2.1.5)

というYM理論の作用を含むことが分かる．特に，YM結合定数 gYMは

g2YM =
gs

Tp(2πα0)2
= (2π)p−2gsl

p−3
s (2.1.6)

で与えられることが分かる．

2.1.1 decoupling極限

次の極限を考えよう：

g2YM = (2π)
p−2gsl

p−3
s = fixed, ls → 0 (2.1.7)

この極限では，10次元の重力定数 κ = (2π)
7
2gsl

4
s/
√
2は 0になる．従って，Dブレイン上の開

弦とバルク中の閉弦とが decoupleして，理論は次の 2つに分かれる．

• 平坦時空上の閉弦理論 Sclesod

• p+ 1次元YM理論 Sopen

極限 (2.1.7)は decoupling極限と呼ばれ，この性質は本修士論文において重要な役割を果たす．

2.1.2 RR charge

Dpブレインがあるとき，RR-(p+1)形式の有効理論は

S = − 1

4κ210

Z
Fp+2 ∧ ∗Fp+2 + µp

Z
Cp+1 ∧ ∗jp+1 (2.1.8)

と書ける．ここに，κ10は弦理論から決まる定数で，

κ210 =
1

2
(2π)7l8s (2.1.9)
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また，p ≥ 4ではCp+1はC7−p のmagnetic dualとして定義されている．従って，この場合に

は Fp+2 は F8−p = dC7−p のHodge dualと理解する．jp+1 はDpブレインによる (magnetic for

p ≥ 4 electric for p ≤ 3) カレントで，Z
B9−p
∗jp+1 = (−1)p+1 (2.1.10)

となる．ただし，B9−pはDpブレインを内包する球とし，∗jp+1はB9−p上の 9− p形式である．

この作用から EOMは
1

2κ210
d ∗ Fp+2 = (−1)p+1µp ∗ jp+1 (2.1.11)

となり，これをB9−p上で積分すると，Z
S8−p
∗Fp+2 =

Z
S8−p

F8−p = 2κ
2
10µp = (2πls)

7−p (2.1.12)

を得る．これはDpブレインのRR chargeである．

2.2 ブラックブレイン

次に，Dpブレインに相当する重力解を探そう．

SUGRA action and EOM

前節の結果から，N 枚のDpブレインがあるとき，Z
S8−p

F8−p = (2πls)
7−pN (2.2.1)

となる．前述のように，p ≥ 4ではこの式はRR (7-p)形式のmagnetic chargeを表し，p ≤ 3
においてはRR (p+1)形式の electric chargeを表していおり，F8−p は Fp+2 = dCp+1 のHodge

dualと理解する．また，Dpブレインに相当する解に求められる性質は，

1. 静的

2. Ck = 0 (for k 6= 7− p)

3. BMN = 0

4. Dブレインに平行な空間成分 xi (i = 1, . . . , p)には並進対称性と回転対称性がある．

5. Dブレインと垂直方向は球（S8−p）対称
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6. 計量 gMN，RR(7− p)形式C7−p，ディラトン φの非自明な解

7. 無限遠で gMN → ηMN , e
φ → eφ0 = gs

ここで，M = 0, 1, . . . , 9で，gsは弦理論の結合定数である．この解を求める為の作用は IIA型

と IIB型とをまとめて

S =

Z
d10x
√−g

∙
e−2φ

¡
R+ 4(∇φ)2

¢
− 1
2
|F8−p|2

¸
(2.2.2)

と書ける*2)．ここにRはRicci scalarであり，

|F8−p|2 ≡
1

(8− p)!g
M1N1 . . . gM8−pN8−pFM1...M8−pFN1...N8−p (2.2.3)

φ→ φ0の解は

φ̃ ≡ φ− φ0, F̃8−p ≡ eφ0F8−p = gsF8−p (2.2.4)

と置き換えることで，φ→ 0の解に帰着される．そこで，以下では tildeを省略して，まずは

φ→ 0の解を求める．性質 1,4,5を満たす計量は一般に次のように書ける．

ds2 = eAdŝ2 + eB
pX
i=1

dxidxi (2.2.5)

= eA(r̂)
¡
−λ(r̂)2dt2 + λ(r̂)−2dr̂2 + R(r̂)2dΩ28−p

¢
+ eB(r̂)

pX
i=1

dxidxi (2.2.6)

xiは p次元のデカルト座標でありDpブレインに平行な方向を表し，dŝ2 = ĝµνdx
µdxν は 10−p

次元Lorentzian計量で時間成分以外はDpブレインに垂直な方向を表している．ここで，A(r̂)

に対する EOM

0 =
δS

δA
∝ ĝµν

δS

δĝµν

は ĝµν に対する EOM
δS

δĝµν
= 0

に含まれている．この事実から，A,B,φを二つの変数 ρ,σで次のように表すことが許される：

βφ =
p− 3
2

ρ− 7− p
2

µ
p

8− p

¶ 1
2

σ

βA = −6− p
8− pρ−

µ
p

8− p

¶ 1
2

σ

*2)この作用は SUGRAの作用で gMN ,φ, C7−p 以外の場を 0としたものである．また，古典解を求めるにあたっ
ては作用全体に掛かる係数は関係しないので，ここでは適当に定数倍しておいた．
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βB = ρ+
p− 6p
p(8− p)

σ (2.2.7)

ここに，β = −
p
2(9− p)/8− p．実際，新しい変数でのEOM

δS

δρ
=
δS

δσ
=

δS

δĝµν
= 0

と元々の EOM
δS

δA
=

δS

δB
=

δS

δĝµν
= 0

は明らかに等価である．そこで，新しい変数 ρ,σを用いて (2.2.2)を書き直すと，

S =

Z
dDx

p
−ĝ
∙ bR− 1

2
(∇̂ρ)2 − 1

2
(∇̂σ)2 − e

βρ

2
|F8−p|2

¸
(2.2.8)

となる．ただし，|F8−p|2 に現れる計量は ĝµν であることに注意されたい．これから導かれる

EOMは次のようになる．

d(∗eβρF8−p) = 0 (2.2.9)

∇̂2σ = 0 (2.2.10)

∇̂2ρ = βeβρ

2(8− p)! |F8−p|
2 (2.2.11)

bRµν =
1

2
∂µρ∂νρ+

1

2
∂µσ∂νσ +

eβρ

2(7− p)!Fµλ1···λ7−pF
λ1···λ7−p

ν

− ĝµν
(7− p)
2(8− p)e

βρ|F8−p|2 (2.2.12)

(2.2.10)から，

σ = 0 (2.2.13)

そして，F8−pに対しては次の ansatzをおく．

F8−p = Q(r̂)²8−p (2.2.14)

ここに ²8−pは S8−pのworld volumeである．すると，Bianchi identity dF8−p = 0からQ(r̂)が

定数であると分かる：

Q(r̂) = Q (2.2.15)

このとき，球対称性から (2.2.9)は自動的に満たされる．Riemann tensorおよび Ricci tensor

の定義式

Rµ
νρσ = Γ

µ
νσ,ρ − Γµνρ,σ + ΓµαρΓανσ − ΓµασΓανρ (2.2.16)

Rµν = R
ρ
µρν (2.2.17)
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と (2.2.14)も用いると，結局運動方程式 (2.2.11)，(2.2.12)がR,λ, ρの微分方程式として書ける：

∇2ρ = Rp−8(λ2R8−pρ0)0 = 1

2
βeβρR−2(8−p)Q2 (2.2.18)

bRt
t = −

1

2
Rp−8(R8−p(λ2)0)0 = − 7− p

2(8− p)e
βρR−2(8−p)Q2 (2.2.19)

bRr̂
r̂ = −

1

2
R8−p(R8−p(λ2)0)0 − (8− p)λ2R−1R00

=
1

2
λ2ρ0 2 − 7− p

2(8− p)e
βρR−2(8−p)Q2 (2.2.20)

bRa
b = δab

¡
Rp−8(R7−pλ2R0)0 − (7− p)R−2

¢
= δab

1

2(8− p)e
βρR−2(8−p)Q2 (2.2.21)

ここに，primeは r̂に関する微分を表し，a, bは S8−p上の座標を表す．

Solving EOM

さて，それではこの方程式を解いていくことにしよう．

まず，(2.2.19)と (2.2.21)から，

∂r
©
rp−6∂r(R

2(7−p)λ2)
ª
= 2(7− p)3r6−p (2.2.22)

となる．ここで，rは r6−pdr = R6−pdr̂で定義される．これを 2回積分すれば，

R2(7−p)λ2 = r2(7−p)f+f− (2.2.23)

を得る．ここに

f±(r) ≡ 1−
r7−p±
r7−p

(2.2.24)

であり，r±は積分定数である．

次に，(2.2.18)と (2.2.19)から， bRt
t = −(7− p)/β(8− p)∇2ρ，すなわち，

∂r

³
R2(7−p)λ2rp−6∂r ln(λ

2e−
2(7−p)
β(8−p)ρ)

´
= 0 (2.2.25)

を得る．これを積分していくと，

λ2e−
2(7−p)
β(8−p)ρ =

µ
f+
f−

¶c2
(2.2.26)

を得る．ここで，積分においては境界条件としてλ = 1, ρ = 0 (r →∞)を課した．また，c1, c2
は積分定数である．そして，(2.2.23)と (2.2.26)とから，r = r+で ρ, Rが正則とすると，c2 = 1

と決まる．このとき，

eβρ = rβ
2(8−p)f

β2(8−p)
7−p

− R−β
2(8−p) (2.2.27)
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R = rf
1

7−p
− e

− 1
β2(8−p)βρ (2.2.28)

となる．

さらに，(2.2.19)と (2.2.20)から得られる式：

1

2
(∂rρ)

2 = −(8− p)R−1
¡
∂2rR + (6− p)R−1(∂rR)2 − (6− p)r−1∂rR

¢
(2.2.29)

を考えよう．ここで，ξ(r)を用いてRを次のように表してみよう．

R = rf
γ
2
− e

ξ (2.2.30)

ここに，

γ ≡ 2β2(8− p)
(7− p) (2(7− p) + β2(8− p)) =

9− p
(8− p)(7− p) (2.2.31)

ただし 2つ目の等式では β の顕な表式 β = −
p
2(9− p)/(8− p)を用いた．また，このとき，

(2.2.29)を ξに関する微分方程式に書き直すと，

∂r(r
−1ξ̇) = −1

2

¡
β2(8− p) + 2(7− p)

¢
r(r−1ξ̇)2

r → ∞で Rが有限であるような解は ξ = const. ≡ ln c3 となる．そして，境界条件 φ → 0

(r →∞)を課すと，結局 c3 = 1，つまり

R = rf
1
2
γ
− , eβρ = f

γ(7−p)
− (2.2.32)

を得る．

最後に，Qをパラメータ r+, r−で表そう．そこで，(2.2.18)を rについての微分方程式に書

き直し，(2.2.23)を代入すると，

1

2
βQ2r6−pR−2(7−p)eβρ = ∂r(r

8−pf+f−∂rρ) (2.2.33)

となる．これに対して (2.2.32)を代入すると，

Q2 = 2β−2γ(7− p)3(r+r−)7−p = (7− p)2(r+r−)7−p (2.2.34)

を得る．以上で EOM (2.2.18)-(2.2.21)の解が求まった*3)．

ここで，(2.2.7)を用いると，φ, A,Bはそれぞれ

eφ = f
p−3
4
− , eA = f

− 6−p
2(8−p)

− , eB = f
1
2
− (2.2.35)

*3)我々が解いた EOMは φ, C7−p, gµν に対するものであったが，この解が giM に対する EOMも満たすかどう
かは一般には非自明である．しかし，今の場合にはこれも成り立つことが容易に示される．
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と求まる．

最後に，φ→ φ0の解を実現するため，(2.2.4)を思い出そう．元々の場の notationに戻すと，

eφ = gsf
p−3
4
− (2.2.36)

F8−p = g
−1
s Q²8−p = g

−1
s (7− p)(r+r−)

7−p
2 ²8−p (2.2.37)

となる．ここに，2行目の 2つ目の等式では (2.2.34)を用いた．ここで，(2.2.1)から，

N =
1

dpgsl
7−p
s

(r+r−)
7−p
2 (2.2.38)

ここに，V8−p = 2π
9−p
2 /Γ

¡
9−p
2

¢
は S8−pの体積であり，dp は

dp = 2
5−pπ

5−p
2 Γ

µ
7− p
2

¶
(2.2.39)

で定義される．

まとめると，我々が得たDpブレイン解は次のように表される．

ds2 = −f+f−
1
2

− dt2 + f−

pX
i=1

(dxi)2 + f−1+ f
− 1
2
− 5−p
7−p

− dr2 + r2f
1
2
− 5−p
7−p

− dΩ28−p

F =
(2πls)

7−pN

V8−p
²8−p, eφ = gsf

p−3
4
− (2.2.40)

r = r+では timelike Killig vectorが nullになる．従って r = r+は事象の地平線である．一方，

r = r−では S8−pの半径が零になるため，curvature singularityが存在する．

2.2.1 Another representation and another frame

上の解では singularityが r = r−で表されていた．これに対して，singularityを動径座標の

原点に取る座標も [9] をはじめ良く用いられる*4)．そこで，次のような座標を考える．

U7−p = r7−p − r7−p− , U7−pKK ≡ r7−p+ − r7−p− (2.2.41)

ここで，

H(U) = 1 +
R7−pDp

U7−p
, f(U) = 1− U

7−p
KK

U 7−p
, r− ≡ RDp (2.2.42)

*4)[9]で用いられている座標 ρ, rが本論文の r, uにそれぞれ対応している．また，[9](1.12)式第 4項の r2 は ρ2

の誤り
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を用いて (2.2.40)を書き直すと，

ds2s = H(U)
− 1
2

Ã
−f(U)dt2 +

pX
i=1

(dxi)2

!
+H(U)

1
2

¡
f(U)−1dU2 + U2dΩ28−p

¢
eφ = gsH

− p−3
4 , F8−p =

(2πls)
7−pN

V8−p
²8−p, N =

1

dpgsl
7−p
s

³
R
2(7−p)
Dp + (RDpUKK)

7−p
´

(2.2.43)

となる．この座標系において地平面はU = UKKで表されており，singularityはU = 0にある．

一方，文献によっては ([11]など)Einstein fremeの解も良く用いられる*5)．そこで，(2.2.43)

をEinstein frameで表すと，

ds2E = H(U)
p−7
8

Ã
−f(U)dt2 +

pX
i=1

dxidxi

!
+H(U)

p+1
8

¡
f(U)−1dU2 + U 2dΩ28−p

¢
(2.2.44)

2.2.2 Some properties

重力理論においてソリトンのADM質量はEinstein frameでの計量の 00成分 gE,00の平坦時

空からのずれで与えられる [22]：

gE,00 ∼ −1 +
16πG10−pN

(8− p)V8−p
MADM

U 7−p
, (U →∞) (2.2.45)

従って，ブラック pブレインのADM質量は

MADM ≥
(8− p)

128(2πls)7−pG
10−p
N

N (2.2.46)

なる不等式を満たすことが分かる．ここに，等号は r+ = r−の時にのみに成り立つ．この条

件は質量に対する BPS条件に他ならない．従って，r+ = r−では超対称性が保たれているこ

とが期待される．実際，この解は 16個の保存する super chargeを持つことが知られている．

[10]この r+ = r−すなわちUKK = 0の解は特に extremalブラック pブレインと呼ばれている．

super chargeの数の一致から，この extremal解こそがDpブレインに相当すると考えられる．

一方，r+ > r−の解は non extremalブラック pブレイン解と呼ばれている．BPS条件が破

れていることから，この解は超対称性を破っており，コンパクト化などで超対称性の破れたD

ブレインに対応すると考えられる．

*5)[11](87) 式の一番下の式の右辺で (d − 2) は (d − 2)2 に置き換えるのが正解と思われる．また，本論文の
notationでは [11]のD, d,∆, h,Qは

D = 10, d = 9− p, 4 = 16, h = r− Q = (7− p)dpgsl7−ps N

と表されることに注意されたい．
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さらに，上の議論から，UKKは超対称性の破れの度合いを表している．特に，超対称性の破

れが小さい場合 (RDp À UKK)は near extremalブラック pブレインと呼ばれている．このと

き (2.2.43)のうちN の表式だけが少し変わって，解は

ds2s = H
− 1
2

Ã
−f(U)dt2 +

pX
i=1

(dxi)2

!
+H

1
2

¡
f(U)−1dU 2 + U2dΩ28−p

¢
eφ = gsH

− p−3
4 , F8−p =

(2πls)
7−pN

V8−p
²8−p, N =

R
2(7−p)
Dp

dpgsl
7−p
s

(2.2.47)

さらに，AdS/CFT対応においては，U ∼ UKK という地平面近傍が重要になる．特に上の

near extremalブラック pブレイン解においてはこの領域はRDp À u ∼ UKK と表せる．この

とき，H(U)は

H(U) ∼
R7−pDp

U7−p
(2.2.48)

と書ける．従って，near extremal解の地平面近傍を表す解は次のように書ける．

ds2s = (RDpU
−1)−

7−p
2

Ã
−f(U)dt2 +

pX
i=1

(dxi)2

!
+ (RDpU

−1)
7−p
2

¡
f(U)−1dU2 + U 2dΩ28−p

¢
eφ = gsH

− p−3
4 , F8−p =

(2πls)
7−pN

V8−p
²8−p, N =

R
2(7−p)
Dp

dpgsl
7−p
s

(2.2.49)

2.3 ゲージ/重力対応

前節では，II型超重力理論の解で，Dブレインに対応すると考えられるブラックブレイン解

(2.2.43)を導出した．この解では，地平面から十分離れたところで時空は平坦になる．つまり，

この領域では平坦時空上の閉弦理論が実現される．従って，理論は以下の二つに別れる．

• 平坦時空上の閉弦理論 Sflatclosed

• 地平面近傍 (2.2.49)上の閉弦理論 SNHclosed

これを (2.1.1)と比較すると，

Sopenと SNHclosedとが等しい

という予想に到達する．この対応は「ゲージ/重力対応」などと呼ばれる．

もう少しこの対応についてみておく．N枚のDブレインのうち 1枚を∆xだけ離したとする

と，その間に伸びる開弦は∆x/l2s という質量を持つことになる．Dブレイン上のゲージ理論に
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ついての情報を得るためには，この量を有限に保つ必要があるだろう．decoupling極限 (2.1.7)

でこの量を有限にとることは，U が非常に小さい領域，つまり地平面近傍を見ることに等し

い．このことからも，地平面近傍の閉弦理論がDブレイン上のゲージ理論と等価であること

が期待できる．

2.3.1 AdS5/CFT4対応

特に今，D3ブレインを考えよう．コンパクト化などで超対称性が破れていない場合には，対

応する重力解は extremalブラック 3ブレインだと考えられる．このとき，地平面近傍の時空は

ds2s = H(U)
− 1
2

Ã
−dt2 +

pX
i=1

(dxi)2

!
+H(U)

1
2

¡
dU 2 + U2dΩ28−p

¢
, eφ = gs, (2.3.1)

となる．この時空はAdS5×S5である．一方，D3ブレイン上のゲージ理論は 4次元N = 4SYM

理論で，共形不変な理論 (CFT)となる．この 2つの間の対応は特に「AdS5/CFT4」対応と呼

ばれる．
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第3章 酒井・杉本模型におけるメソン

2章で述べたゲージ/重力対応が予想されてから，non-AdS/non-CFT対応への拡張 (レビュー

としては [4])ややフレーバーを加える [5]など，よりQCDに近い模型，すなわちホログラフィッ

クQCDへの応用がなされてきた．Dブレインなどを用いてよりQCDに近い模型を構成するこ

とが重要となる．これまでにいくつかの模型が考案されてきたが，なかでもとりわけmassless

QCDに近い模型とされるのが，ここで紹介する酒井・杉本模型である．この模型は低エネル

ギー極限でmassless QCDを実現していると考えられる．重力理論による解析の結果，massless

pionの有効理論として Skyrme model+WZW項を含み，メソンのスペクトルをよく再現する

ことなどが分かった．

そこで，本章では酒井・杉本模型から導かれるメソン物理について，以下の構成の基でレ

ビューする．3.1節では模型の構成を紹介し，弱結合での振舞いについて議論する．強結合で

の超重力理論を用いた解析を 3.2節で行い，低スピンメソンのスペクトル (3.3)および相互作

用 (3.4)，高スピンメソンのスペクトルを計算していく．さらに，3.6，3.7節では有限温度，有

限密度系を考え，QCDの相構造について考察する．

3.1 酒井・杉本模型

本節では酒井・杉本模型を導入し，’tHooft couplingが十分小さい領域での振る舞いを調べ

る．この模型では IIA型超弦理論においてNc 枚のD4ブレインとNf 枚のD8ブレイン，Nf
枚のD8ブレインから構成される系を考える．後にラージNc極限を考えるが，その時Nf は常

に有限としておく．より具体的な構成は，以下の表および図 3.1を見ると分かりやすい．

0 1 2 3 (4) 5 6 7 8 9

D4 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ × × × × ×
D8 ◦ ◦ ◦ ◦ × ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

(3.1.1)

一段目の数字は時空の方向を表し，二段目にある記号 ◦ (×)はDブレインがその方向に広がっ

ている (いない)ことを表している．また，x4 方向は S1 にコンパクト化されているものとし，

そのコンパクト化半径をM−1KK と表す*1)．

*1)文献によってはコンパクト化されていることを分かりやすくするため，この x4 を τ と書くことがある．し
かし，本論文ではそのまま x4 と表記する．
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図 3.1: D-braneの配置

上の表と図からすぐに分かる性質についていくつかまとめておく．D4ブレインと D8(D8)

ブレインとに端をもつ開弦（以下これを 4-8(8) stringと呼ぶ）を考えると，ND方向は 6個な

ので，系全体では超対称性 (SUSY)は破れている．また，S1にD4ブレインを巻きつけること

で，半周期境界条件を課すことによりフェルミオンが decoupleし，さらにループ効果でスカ

ラー場も質量をもつことから，D4ブレイン上の低エネルギー有効理論はゲージ場だけの理論

となる．さらに，N枚の重なったDブレイン上にはU(N)ゲージ対称性があることから，この

理論はU(Nc) pure YM理論となる [1]．また，後にこのU(Nc)ゲージ対称性をQCDのカラー

対称性と同一視する．（実際には scalar場の一部のモードがmasslessとなる．詳しくは 3.1.1節

参照．）

3.1.1 対称性とゼロモード

理論の持つ対称性とmasslessモードについて考えよう．ここで言う decoupling極限という

のは，

gs = fixed, g2YMNc = 2πgslsMKKNc = fixed, ls → 0, κ ∼ gsl2s → 0 (3.1.2)

のことを指す．ここに，

gYM = (2πlsMKKNc)
1
2 (3.1.3)

は上で述べた pure YM理論の結合定数であり，我々の目的から言って，有限に保つべきであろ

う．また，κは 10次元 SUGRAの重力定数で，κ→ 0というのは，閉弦と開弦の相互作用が切

れることを意味している．今の場合にはD4ブレイン上にU(Nc)ゲージ対称性があり，D8(D8)

ブレイン上に U(Nf )L(R) ゲージ対称性があることが分かる．さらに，(3.1.1)にあるようにブ

レインの配置は x5-x9の SO(5)回転の下で不変である．また，3+1次元 (x0-x3)の Lorentz 対

称性もある．

上で挙げた対称性変換に対する表現を中心に，MKK 以下のスケールでどのようなmassless

モードがあるのか，順に見ていこう．

4-4 string 上述のように，MKK 以下のスケールでは 3+1 次元 U(Nc) ゲージ場 Aµ (µ =

0, 1, 2, 3)はmassless モードとして振舞い，全てのフェルミオン場 (コンパクト化)とほ
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とんどのスカラー場 (ループ効果)は decoupleする．しかし，例外として 5次元ゲージ場

の第 4成分A4 の U(1)部分 a4 とスカラー場 Φi (i=5,6,7,8,9)の U(1)部分 φi はmassless

モードとなる．これは次のように理解できる．まず，a4がmasslessになるのはD4ブレ

インのDBI作用が constant shift a4 → a4 + a1Nf の下で不変であることから分かる．次

に，φiがmasslessとなるのは，これらのモードがD4ブレインの位置を表していること

から理解できる．しかしながら，実際に作用を書き下してみると a4,φ
iは irrelevantな項

のみに現れることが分かる．すなわち，低エネルギーではこれらのモードは現れない．

以上の議論から，decoupling極限では 4-4 stringの物理は U(Nc) pure YM理論となる

ことが分かる．

4-8(8) string ND方向が6個あるので，NS sectorからはmasslessモードは出てこない．一方，

R sectorにはフェルミオン的なmasslessモード qfL(q
f̄
R)がある．ここに，f(f̄)はU(Nf )L(R)

の表現に対する添え字であり，U(Nc)の添え字は implicitに含まれている．また，この

モードは 3+1次元の Lorentz群においてWeyl spinorとして振舞う．

8-8 string massless モードは確かにあるのだが，decoupling極限においてはD8ブレインの

張力はD4ブレインのそれに比べて l−4s のスケールで大きくなるため，これらのモードは

dynamicalでなくなる．そのため，U(Nf)L(R) ゲージ対称性は decoupling 極限において

大域的対称性となる．

8-8 string D8ブレインとD8ブレインとの距離を∆x4とおくと，8-8 stringの lowest モード

の質量は

m2 =

µ
∆x4

2πα0

¶2
− 1

2α0
(3.1.4)

となる．ただし，α0 = l2s．本論文では，

2πls < ∆x
4 = O(M−1KK) (3.1.5)

の場合を考える．このときm2 > 0となり，tachyonicモードはなく，かつ低エネルギー

では全てのモードが decoupleしている．

まとめると，系の低エネルギーに現れるmasslessモードは以下の通り．

U(Nc) SO(3, 1) SO(5) U(Nf )L × U(Nf )R
Aµ adj 4 1 (1, 1)

qfL Nc 2+ 1 (Nf , 1)

qfR Nc 2− 1 (1, Nf)

(3.1.6)

従って，この理論はカラー対称性が U(Nc)で，U(Nf )L × U(Nf)Rのフレーバー対称性を持っ

たmassless QCDである．このとき，Aµは gluon，qfL(q
f
R)は quarkである．

17



3.1.2 作用とdecoupling極限

前節で挙げたmasslessモードが低エネルギーでどのような理論を構成するか，もう少し詳

しく見ていこう．系全体の作用は

S = SD4 + SD8 + SD8 + Sbulk + Smix (3.1.7)

と書けるだろう．まず，SDpというのは 9+1次元の平坦時空におかれたDブレイン (上の開弦)

の有効理論であり，つまり (平坦時空上の)DBI作用である．次に，Sbulkは 9+1次元 flat時空

中の閉弦の作用である．最後に，Smix は Dブレインとバルク中の閉弦との相互作用 (Chern-

Simons term，etc)や開弦同士の相互作用 (4-4 stringと 4-8 stringの結合 etc...)，4-8 stringの

運動項などを含んでいる．この作用自体は’tHooft couplingの大小にかかわらず成り立つもの

であることに注意されたい*2)．

decoupling 極限おいては，閉弦と開弦との相互作用が無視でき，作用は閉弦の作用Sclosed =

Sbulkと開弦の作用 Sopenに完全に decoupleする．

そこで，Sopenに注目しよう．この作用は次の 3つの寄与からなる．

Sopen = SD4 + SD8 + SD8 + S
open
mix (3.1.8)

ここで，Sopenmix は 4-4 stringと 8-8 stringとの couplingや 4-8 stringの運動項などを含む．とこ

ろが，decoupling 極限 (3.1.2)においてD8 (D8)ブレイン上のYM couplingはD4ブレイン上

のそれに比べて十分小さくなる為，Sopenは

SD8, SD8, S0open = SD4 + S4,8,8 (3.1.9)

の三つに decoupleする．ここに，S4,8,8は 4-4 string，4-8 string，4-8 stringからなり，

S4,8,8 = −
X
f

Z
x4=x4D8

d4x
¡
qfL
¢†
σµDµq

f
L −

X
f

Z
x4=x4

D8

d4x
¡
qfR
¢†
σµDµq

f
R

+（massive modes，higher order terms） (3.1.10)

と書ける．ここに，Dµ = ∂µ + iAµは共変微分であり，ηµν = diag(−,+,+,+)．また，前節の

議論から，S 0open 中のmasslessモードは (3.1.6)で与えられ，SD4 は 3+1次元 U(Nc) pure YM

理論の作用になる．さらに，MKKより小さなスケールでにおいて∆x4 = x4D8−x4D8 = O(M
−1
KK)

を零とみなしてよいことに注意すれば，結局 S 0openはこの極限でmassless QCDの作用になる

ことが分かる．

S 0open = SQCD

=

Z
d4x tr

µ
− 1

4g2YM
F 2µν −

X
f

¡
qfL
¢†
σµDµq

f
L −

X
f

¡
qfR
¢†
σµDµq

f
R

¶
(3.1.11)

*2)ただし gs は十分小さいとする．

18



以上の考察をまとめると，弱結合 (g2YMNc ¿ 1)では decoupling極限においてMKK 以下の

理論は以下の４つの理論に deoupleする．

• 平坦時空上の閉弦の理論 Sclosed

• 平坦時空におかれたD8ブレインの理論 SD8

• 平坦時空におかれたD8ブレインの理論 SD8

• 4-4 string，4-8 string，4-8 stringからなる理論 S4,8,8 = SQCD

3.2 強結合

次に，g2YMNc À 1の場合を考える．この領域では前節のYM理論による描写は適切でなく

なる．しかしながら，下記のように（古典）重力理論による記述が可能となる．まず，作用

(3.1.7)を考えよう．一般にDブレインの張力は枚数に比例するから，ラージNc 極限ではD4

ブレインの張力は無限大となる．作用 (3.1.7)のうち，O(N2
c )となるのは

SN2
c
= SD4 + S4−4,closed (3.2.1)

の部分で，これ以外の部分（SN1
c
と書く）はO(N1

c )となる．ただし，S4−4,closed は 4-4 string

と閉弦の相互作用項である．ラージNc極限では SN2
c
のみを古典的に扱い，その古典解の上で

SN1
c
を考えればよい．つまり，SN1

c
に含まれる 4-4 string場や閉弦場は全て古典解に置き換え

た上で，4-8 string，8-8 string etc...の理論を考えればよい．

ところで，ラージNc極限において SN2
c
の古典解はブラック 4ブレイン解で与えられるとい

うことが，Polchinskiによって示唆されている．そこで，ここでもD4ブレインをブラック 4

ブレインに置き換える．このとき，D4ブレインがなくなってしまうので，4-8(8) stringなど

もなくなり，残る stringは 8-8 stringと 8-8 string，閉弦のみとなる*3)．

今，我々に興味があるのは，D4ブレイン上の場の理論であった．そこで，場の理論の特徴

的な量としてWボソンの質量を考えてみよう．Nc枚のD4ブレインのうち一枚だけが平行に

δlだけ離れたとしよう．このとき，二つのD4ブレインに端を持つ開弦，すなわちWボソン

の質量は

mW ∼
δl

l2s
(3.2.2)

となる．場の理論の性質を見る為に我々は当然こういった量を有限に保つべきであろう．つま

り，ブラック 4ブレインの地平面近傍 (U ∼ UKK) *4)が場の理論に対応していると考えられる．

*3)本来なら SN2
c
を真面目に解きそれを SN1

c
に代入して 4-8(8) stringが decoupleするところを見るべきだが，

これまでのところそういった研究はなされていない．
*4)後に与える計量を見れば分かるように，U ∼ UKK は通常の意味での地平面にはなっていない．これは，こ

こで用いた解が元々のブラック 4ブレイン解を double Wick回転したものであることに起因する．
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一方，地平面近傍の外では，重力が徐々に小さくなり，平坦になる．その領域では前節の

弱結合での議論と同様にして，decoupling極限では Sclosed, SD8, SD8 の３つの理論に decouple

する．

以上の考察をまとめると，強結合 (g2YMNc À 1)領域では decoupling極限において次の４つ

の理論に decoupleする．

• 平坦時空上の閉弦の理論 Sclosed

• 平坦時空におかれたD8ブレインの理論 SD8

• 平坦時空におかれたD8ブレインの理論 SD8

• ブラック 4ブレインの地平面近傍でのD8ブレインとD8ブレインおよび閉弦の理論 SNH

この結果を 3.1節で得た結果と比較すると，

SNHが SQCDの強結合領域を記述している

という予想に到達する．

そこで，本論文では SNHを解析することでQCDの非摂動効果を調べていく．

3.2.1 ブラック 4ブレインの地平面近傍

我々の目標はブラック 4ブレインの地平面近傍でのD8ブレインやD8ブレインおよび閉弦

の物理，SNHを調べることにある．そこで，ここではまずブラック 4ブレイン解を与える．ま

ず，S1に巻きついたD4ブレイン上のフェルミオンに反周期境界条件を課すことでD4ブレイ

ン上の SUSYを破っていたことを思い出そう．従って，我々の用いるべき解は non-extremal

ブラック 4ブレイン解である．特に後述のように我々は near-extremalブラック 4ブレイン解

を用いる必要がある．その解は次のように表される*5)．

ds2 = H(U)−
1
2 (ηµνdx

µdxν + f(U)dτ 2) +H(U)+
1
2

¡
f(U)−1dU2 + U2dΩ24

¢
,

e−φ = g−1s H(U)
+ 1
4 , F4 = dC3 =

2πNc
V4

²4,

H(U) =

µ
1 +

R3D4
U3

¶
, f(U) = 1− U

3
KK

U 3
, R3D4 = πgsNcl

3
s À UKK, V4 =

8π3

3
(3.2.3)

ここで，RD4 À UKKが near-extremal条件である．また，UKKはMKKを用いて次のように表

される．

UKK =
4

9
M2
KKR

3
D4 (3.2.4)

*5)2章とは RR場の normalizationが異なることに注意されたい．詳しくは Appendix A.9参照．
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これは x4-U 平面上の点U = UKKに現れる conical singularityを避けるためである．具体的な

決め方についてはAppendix A.4を参照されたい．このとき x4の周期 δx4は

δx4 = 2πM−1KK =
4π

3

µ
R3D4
UKK

¶ 1
2

(3.2.5)

また，RD4, UKK, gsをYM理論のパラメータ gYM , MKKを用いて表すと，

R3D4 =
1

2

g2YMNcl
2
s

MKK

, UKK =
2

9
g2YMNcMKKl

2
s , gs =

1

2π

g2YM
MKKls

(3.2.6)

と書ける．そして，この関係式を用いれば，near-extremal条件RD4 À UKK はYM理論の言

葉で次のように表せる．

1¿ (g2YMNc)
2(MKKls)

4 (3.2.7)

SUGRA近似の妥当性

(3.2.3)では SUGRA近似の下でD4ブレインを IIA型 SUGRAの解であるブラック 4ブレイ

ンに置き換えた．ところで，SUGRA‘近似’というからには，それが成り立つ為の条件がある．

ここでその条件について考えてみよう．

IIA型 SUGRAは IIA型超弦理論の有効理論であり，lsより大きいスケールでのみ有効とな

る．従って，(3.2.3)が妥当である為には曲率が l−2s より十分大きいことが必要となる．そこで，

(3.2.3)から曲率 Rを計算すると，Appendix A.2の (A.2.10)より，

R ∼ (UR3)− 1
2 < (UKKR

3
D4)
− 1
2 (3.2.8)

となる．(3.2.6)を用いれば，曲率が大きい：R À l−2s という条件は

g2YMNc À 1 (3.2.9)

と書ける．つまり，SUGRA近似が成り立つ為にはラージ ’tHooft coupling であることが必要

条件となる．

さらに，弦のループ補正が suppressされるための条件として弦の有効結合定数 eφ が十分小

さいことが必要となる．今，eφ は U の単調増加関数であり，

eφ(Ucrit) ∼ 1, Ucrit = RD4g
− 4
3

s (3.2.10)

となる．ただし，gs ¿ 1を用いた．つまり，(3.2.3)は U ¿ Ucrit でのみ信頼できるものであ

り，これより外では 11次元のM理論の物理を考えなくてはならない．ここで，U > UKK で
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あったことを思い出すと，(3.2.3)が信頼できる領域が存在するためには，Ucrit À UKKでなけ

ればならない．YM理論の言葉でこの条件を書き直すと*6)，

RD4g
− 4
3

s À 2

9
g2YMNcMKKl

2
s

∴ 1

g4YM
À g2YMNc (3.2.11)

と書ける．

以上の議論をまとめると，SUGRA近似が信頼できるものであるためには

1¿ g2YMNc ¿
1

g4YM
(3.2.12)

が成り立たなければならない．

地平面近傍

ところで，対応する場の理論の物理 (Wボソンの質量 etc...)を見るために我々の取るべき極

限は，

ls → 0 with
U

l2s
= fixed (3.2.13)

であった．この極限では，

R3D4
U3

=
πgsNcl

3
s

U3
=
g2YMNc
2lsMKK

1

(U/l2s)
3

1

l3s

=
g2YMNc
2

l−4s
MKK(U/l2s)

3

À 1 (3.2.14)

となる．ただし，MKKが string scale l−1s より小さいことを用いた．このとき，

H(U) ' R3D4
U 3

(3.2.15)

と近似できるから，我々の用いるべきブラック 4ブレイン解は

ds2 = (UR−1D4)
3
2 (ηµνdx

µdxν + f(U)(dx4)2) + (UR−1D4)
− 3
2 (f(U)−1dU2 + U2dΩ24)

eφ = gs(UR
−1
D4)

3
4 , F4 = dC3 =

2πNc
V4

²4,

*6)ちなみにこの条件は g
−4/3
s À (λ2(MKKls)

4)1/3 とも書け，near-extremal条件：(3.2.7)を用いれば gs ¿ 1
と書け，(3.2.10)の下にある条件と consistentである．
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f(U) = 1− U
3
KK

U3
, R3D4 = πgsNcl

3
s À UKK, V4 =

8π3

3
, UKK =

4

9
M 2
KKR

3
D4 (3.2.16)

と書ける．

ところで，この地平面近傍はRD4 À U > UKKで表されているが，この領域が存在するため

には，RD4 À UKK でなければならない．この条件は near-extremal条件に他ならない．こう

して，我々が用いるべき解が near-extremalブラック 4ブレイン解の地平面近傍 (3.2.16)であ

ることが分かった．

3.2.2 プローブD8ブレイン

前述のように，ブラック 4ブレインの地平面近傍におけるD8ブレイン，D8ブレイン，閉

弦の理論 SNH を調べることが我々の目標である．3.2.1節では，その第一歩としてブラック 4

ブレイン解を与えた．そこで，本節ではD8ブレインとD8ブレインの物理を見ていくことに

する．図 3.2にあるように，ブラック 4ブレインのつくる時空はU > UKKで定義されており，

U < UKKには時空は存在しない．従って，この背景時空ではD8ブレインとD8ブレインはつ

ながって 1つのD8ブレインになると考えられる．

図 3.2: D4ブレインのつくる背景時空

D8ブレインの形

そこで，このD8ブレインの形を求めよう．仮定として，D8ブレインはR3,1 方向に広がっ

ていて，かつ S4 に巻きついているものとする．このとき，D8ブレインは (U, x4)平面上の曲

線U(x4)で表せる．(3.2.16)より，D8ブレイン上の誘導計量は

ds2D8 =

µ
U

RD4

¶ 3
2

Ã
ηµνdx

µdxν + f

µ
dx4

dU

¶2
dU2

!
+

µ
RD4
U

¶ 3
2

f−1dU2 +

µ
RD4
U

¶ 3
2

U2dΩ24
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=

µ
U

RD4

¶ 3
2

ηµνdx
µdxν +

µ
RrmD4
U

¶ 3
2

γ(U)dU2 +

µ
RD4
U

¶ 3
2

U2dΩ24 (3.2.17)

ここに，

γ(U) ≡ f(U)−1 + f(U)(UR−1D4)3(x4 0)2 (3.2.18)

であり，x4 0 ≡ dx4/dU．これから，

det(−gD8) = U8
µ
RD4
U

¶ 3
2

γ(U) (3.2.19)

を得る．ゲージ場の揺らぎを無視すると，D8ブレインの作用は

SD8 = −T8
Z
d4xdUdΩ4e

−φpdet(−gD8)
∝
Z
dU

µ
U

RD4

¶− 3
4

U4
µ
U

RD4

¶− 3
4

γ(U)
1
2

∝
Z
dU U

5
2

q
f(U)−1 + f(U)(UR−1D4)

3(x4 0)2 (3.2.20)

となる．ここに，T8はD8ブレインの張力で，

T8 =
1

(2π)8l9s
(3.2.21)

である．この作用から導かれる運動方程式 (EOM)は，

d

dU

⎛⎝ U
11
2 f(U)x4 0q

f(U)−1 + f(U)(UR−1D4)
3(x4 0)2

⎞⎠ = 0 (3.2.22)

と書ける．ところで，つながったD8ブレインでは点U = U0で x4 0 =∞となる点が存在する．

この点を x4の原点にとることにすると，EOMから，

U
11
2 f(U)x4 0q

f(U)−1 + f(U)(UR−1D4)
3(x4 0)2

= R
3
2
D4U

4
0f(U0)

1
2

∴ (x4 0)2 = (UR−1D4)
−3 f(U0)U

8
0

f(U)2 {f(U)U8 − f(U0)U80}
(3.2.23)

を得る．これを積分すると，D8ブレインの形は

x4(U) = U40f(U0)
1
2

Z U

U0

(UR−1D4)
− 3
2dU

f(U)
p
f(U)U8 − f(U0)U80

(3.2.24)

のように求まる．
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ここで，この解の性質について少し見ておこう．x4∞ ≡ x4(U =∞)はU0の単調減少関数で

あり，

x4∞(U0 = UKK) = ±
δx4

4
, x4∞(U0 =∞) = 0 (3.2.25)

となる．特にU0 = UKKなる解は，appendix A.5より，x4(U) = ±δx4/4となり，D8ブレイン

の端がちょうど anti-podalな点にある．

3.3 D8ブレイン上の開弦理論

SNHは上で求めたD8ブレインに両端を持つ開弦：8-8 stringとバルク中の閉弦からなる．フ

レーバー対称性U(Nf )V を考えれば，8-8 stringはメソンに対応し，閉弦はグルーボールなどに

対応すると考えられる．そこで本節では，メソンのスペクトルを求めていく．ただし，SO(5)

に対応する大域的対称性はQCDにはない．そこで，以下では場の S4 依存性を無視し，ゲー

ジ場の S4成分もゼロとしておく．

3.3.1 低スピンモードのスペクトル

ここでは，スピン 0の (擬)スカラーメソンとスピン 1の (軸性)ベクトルメソンのスペクト

ルを求める．直ぐに分かるように，これらのモードは，Dブレインの有効作用であるDBI+CS

作用に含まれる．特にスペクトルに関係があるのはDBI作用であり，

SDBID8 = −T8
Z
d4xdUdΩ4e

−φcl trf
p
− det(gD8 + 2πα0F ) (3.3.1)

で与えられる．ここに，添え字 clはブラック 4ブレイン解を表し，trf は U(Nf)に関するト

レースを表している．また，gD8はD8ブレイン上の誘導計量 (3.2.17)に x4 = x4cl +X4(x, U)

を代入したものである．ここに，x4cl は上で求めたD8ブレイン解を表し，X4 はD8ブレイン

の集団座標を表す開弦モードである*7)．このとき，計量は次のように書ける．

ds2D8 = (UR
−1
D4)

3
2 (ηµν + f(U)∂µX

4∂νX
4)dxµdxν + 2f(U)(UR−1D4)

3
2∂µX

4∂Ux
4dxµdU

+ (UR−1D4)
− 3
2γ(U,X4)dU2 + (UR−1D4)

− 3
2U2dΩ24

≡ ds25 + (UR−1D4)−
3
2U2dΩ24 (3.3.2)

ここに，

γ(U,X4) = f(U)−1 + f(U)(UR−1D4)
3

µ
d(x4cl +X4)

dU

¶
*7)より一般にはX4 は行列で表され，Nf 枚の各々のD8ブレインの集団座標などを表すが，ここでは簡単のた

めその U(1)部分，すなわちNf 枚の D8ブレインの重心運動だけ考える．
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= γcl(U) + f(U)(UR
−1
D4)

3(X4 0)2 (3.3.3)

γcl(U) =
U 8

f(U)U 8 − f(U0)U80
(3.3.4)

である．これから，p
− det(gD8 + 2πα0F ) = (UR−1D4)−3U4

p
− det(g5 + 2πα0F ) (3.3.5)

となる．上に書いた計量を用いてこれを計算していこう．

g5 + 2πα
0F =

Ã
A Bµ
Cµ Dµν

!
(3.3.6)

と書くと，よく知られた公式から，

det(g5 + 2πα
0F ) = detA · det(D − CA−1B) (3.3.7)

となる．各小行列は

A = (UR−1D4)
− 3
2γ (3.3.8)

Bµ = (UR
−1
D4)

3
2f(U)∂µX

4∂Ux
4 + 2πα0FµU (3.3.9)

Cµ = (UR
−1
D4)

3
2f(U)∂µX

4∂Ux
4 − 2πα0FµU (3.3.10)

Dµν = (UR
−1
D4)

3
2 (ηµν + f(U)∂µX

4∂νX
4) + 2πα0Fµν (3.3.11)

と書けるから，

− det(D − CA−1B) = − exp trg ln
∙
(UR−1D4)

3
2 (ηµν + f∂µX

4∂νX
4) + 2πα0Fµν

− (UR−1D4)
3
2γ−1((UR−1D4)

3
2f∂µX

4∂Ux
4 − 2πα0FµU)((UR−1D4)

3
2f∂νX

4∂Ux
4 + 2πα0FνU)

¸
= −(UR−1D4)6 exp trg ln

∙
ηµν + (f − f2γ−1(UR−1D4)3(x4 0)2)∂µX4∂νX

4

+ 2πα0(UR−1D4)
− 3
2Fµν + (2πα

0)2γ−1FµUFνU

− fγ−1(UR−1D4)
3
22πα0(∂µX

4FνU − ∂νX
4FµU)(x

4 0
cl )

+O((∂µX4)2∂UX
4, ∂µX

4∂UX
4FµU)

¸
' (UR−1D4)6 exp trg ln

∙
δµν + γ−1∂µX4∂νX

4 + 2πα0(UR−1D4)
− 3
2F µν + (2πα

0)2γ−1F µUFνU

¸
(3.3.12)

ここで，'において ∂µX
4FνU やO()で書かれる項などを無視した．最後に trg を取ることま

で考えると，これらの項は場や ∂µ について 5次以上となることが分かる．今後出てくる 5次

以上の項も無視して計算を続けると，

− det(D − CA−1B)
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= (UR−1D4)
6 exp

∙
γ−1∂µX4∂µX

4 + (2πα0)2γ−1F µUFµU −
1

2
(2πα0)2(UR−1D4)

−3F µνF
ν
µ

¸
= (UR−1D4)

6

∙
1 + γ−1(∂µX

4)2 +
1

2
(2πα0)2(UR−1D4)

−3F 2µν + (2πα
0)2γ−1F 2µU

¸
(3.3.13)

ここに，添え字 µ, νの上げ下げは ηµν = ηµν = diag(−,+,+,+)で行っており，

(∂µX
4)2 ≡ ∂µX4∂µX

4, F 2µν ≡ F µνFµν , F 2µU ≡ F µUFµU (3.3.14)

と定義されている．これから，

− det(g5 + 2πα0F ) = −A det(D − CA−1B)

= (UR−1D4)
− 3
2γ(UR−1D4)

6

∙
1 + γ−1(∂µX

4)2 +
1

2
(2πα0)2(UR−1D4)

−3F 2µν + (2πα
0)2γ−1F 2µU

¸
= (UR−1D4)

9
2γcl

¡
1 + γ−1cl f(U)(UR

−1
D4)

3(X4 0)2
¢

×
∙
1 + γ−1(∂µX

4)2 +
1

2
(2πα0)2(UR−1D4)

−3F 2µν + (2πα
0)2γ−1F 2µU

¸
(3.3.15)

を得る．後に行うモード展開から分かるように，ここにあるX4 02F 2µU などは (擬)スカラーメ

ソンとパイオン，(軸性)ベクトルメソンとの 4点相互作用を表している．しかし，本論文では

この相互作用は扱わないことにする．すると，

− det(g5 + 2πα0F )

= (UR−1D4)
9
2γcl

∙
1 + γ−1cl (∂µX

4)2 + γ−1cl f(U)(UR
−1
D4)

3(X4 0)2

+
1

2
(2πα0)2(UR−1D4)

−3F 2µν + (2πα
0)2γ−1cl F

2
µU

¸
(3.3.16)

を得る．従って，

SDBID8 = −2T8
Z
d4xdUdΩ4e

−φcl trf
p
− det(gD8 + 2πα0F )

= −2T8V4g−1s
Z
d4xdU(UR−1D4)

− 3
4 trf (UR

−1
D4)
−3U 4

p
− det(g5 + 2πα0F )

= −2T8V4g−1s
Z
d4xdU(UR−1D4)

− 15
4 U4(UR−1D4)

9
4γ

1
2
cl

∙
1 +

1

2
γ−1cl (∂µX

4)2

+
1

2
γ−1cl f(U)(UR

−1
D4)

3(X4 0)2 +
1

4
(2πα0)2(UR−1D4)

−3F 2µν +
1

2
(2πα0)2γ−1cl F

2
µU

¸
= SX + S

DBI
F + const

SX = −2T8V4g−1s R
3
2
D4

Z
d4xdU U

5
2γ

1
2
cl

∙
γ−1cl

1

2
(∂µX

4)2 +
1

2
γ−1cl f(U)(UR

−1
D4)

3(X4 0)2
¸

SDBIF = −2(2πα0)2T8V4g−1s R
9
2
D4

Z
d4xdU U−

1
2γ

1
2

cl

∙
1

4
F 2µν +

1

2
(UR−1D4)

3γ−1cl F
2
µU

¸
(3.3.17)
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となる．ここにおいても，X4とF の（4次以上の）相互作用を無視した．ここで，無次元座標

U ≡ UKKu (3.3.18)

を導入すると，

SX = −2T8V4g−1s R
3
2
D4U

7
2
KK

Z
d4xduu

5
2γ
− 1
2

cl

∙
1

2
(∂µX

4)2 +
1

2
f(u)u3(UKKR

−1
D4)

3U2KK(∂uX
4)2
¸

= −TX
Z
d4xdu

∙
1

2
u
5
2γ
− 1
2

cl (∂µX
4)2 +

2

9
M2
KKγ

− 1
2

cl f(u)u
11
2 (∂uX

4)2
¸

SDBIF = −2(2πα0)2T8V4g−1s R
9
2
D4U

1
2
KK

Z
d4xdu

∙
1

4
u−

1
2γ

1
2
clF

2
µν +

2

9
M2
KKu

5
2γ
− 1
2

cl F
2
µu

¸
= −TF

Z
d4xdu

∙
1

4
u−

1
2γ

1
2
clF

2
µν +

2

9
M2
KKu

5
2γ
− 1
2

cl F
2
µu

¸
= −TF

Z
d4xdZ

µ
1

3
u−

1
2γ
− 1
2

cl

¶ ∙
1

4
u−

1
2γ

1
2
clF

2
µν +

2

9
M 2
KKu

5
2γ
− 1
2

cl

µ
3

2
u
1
2γ

1
2
cl

¶2
F 2µZ

¸
= −1

3
TF

Z
d4xdZ

∙
1

4
u(Z)−1F 2µν +

1

2
M 2
KKu(Z)

3F 2µZ

¸
(3.3.19)

となる．ここで，

γcl(u) =
u8

f(u)u8 − f0u80
, f(u) = 1− u−3, u0 ≡

U0
UKK

(3.3.20)

TX = 2T8V4g
−1
s R

3
2
D4U

7
2
KK,

TF = 2(2πα
0)2T8V4g

−1
s R

9
2
D4U

1
2
KK

=
(g2YMNc)Nc
36π3

(3.3.21)

である．

解の安定性

前節でD8ブレインの形を求めたが，その形が本当に安定かどうかは SX を見ることで分か

る．SX をルジャンドル変換すると，エネルギーは

² = TX

Z
d3xdu

∙
1

2
u
5
2γ
− 1
2

cl

3X
i=1

(∂iX
4)2 +

2

9
M2
KKγ

− 1
2

cl f(u)u
11
2 (∂uX

4)2
¸
≥ 0 (3.3.22)

となり，これはこの解が安定であることを表している．
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モード展開

X4やゲージ場をU 方向についてモード展開すれば，4次元の理論が得られる．そのKK質

量がメソンの質量とみなせる．まずX4から始めよう．

X4(x, u) =
X
n

X(n)(x)ηn(u) (3.3.23)

と展開すると，

SX = −TX
Z
d4xdu

X
n,m

∙
1

2
u
5
2γ
− 1
2

cl ηnηm∂
µX(n)∂µX

(m) +
2

9
M2
KKγ

− 1
2

cl fu
11
2 ∂uηn∂uηmX

(n)X(m)

¸
(3.3.24)

となる．ここで，規格化として

TX

Z ∞
u0

du u
5
2γ
− 1
2

cl ηnηm = δnm (3.3.25)

−4
9
u−

5
2γ

1
2
cl∂u(γ

− 1
2

cl f(u)u
11
2 ∂uηn) = αnηn (3.3.26)

を採用すると，このとき，

2

9
TX

Z ∞
u0

duγ
− 1
2

cl f(u)u
11
2 ∂uηn∂uηm = −

2

9
TX

Z ∞
u0

du∂u(γ
− 1
2

cl f(u)u
11
2 ∂uηn)ηm

=
1

2
TX

Z ∞
u0

du u
5
2γ
− 1
2

cl αnηnηm

=
1

2
αnδnm (3.3.27)

となる．これらを用いれば，作用は

SX = −
Z
d4x

X
n

∙
(∂µX

(n))2 +
1

2
M2
KKαn(X

(n))2
¸

(3.3.28)

となる．従って，(擬)スカラーメソンの質量は

m2
sn =M

2
KKαn (3.3.29)

と書ける．つまり，スペクトルを求めるという問題は (3.3.26)の固有値αnを求めることに帰着

された．一般の U0 に対してこれを解くのは容易ではないが，U0 = UKK の場合には γcl = f
−1

となるため，解析が比較的容易になる．このときのαnの値は数値的に求められており [2]，そ

の結果は次のようになる．

α1 = 3.3, α2 = 5.3, . . . (3.3.30)
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次に，SDBIF を考えよう．ここで，

du = ±2
3
u−

1
2γ−

1
2dZ (3.3.31)

なる Z ∈ (−∞,∞)を導入する．ただし，U = U0 を Z = 0とし，右辺の符号は Z のそれと

一致する．このとき，uは Z → −Z の下で偶となる．ちなみに，U0 = UKK の場合には Z は

Appendix A.6のそれと一致する．このZを用いてゲージ場を

Aµ(x, Z) =
X
n

B(n)µ (x)ψn(Z) (3.3.32)

AZ(x, Z) =
X
n

ϕ(n)(x)φn(Z) (3.3.33)

とモード展開すると，

Fµν =
X
n

(∂µB
(n)
ν − ∂νB

(n)
µ )ψn +

X
m,n

[B(n)µ , B(n)ν ]ψnψm (3.3.34)

FµZ =
X
n

¡
∂µϕ

(n)φn − B(n)µ ∂Zψn
¢
+ [B(n)µ ,ϕ(n)]ψnφn (3.3.35)

となり，これを (3.3.19)に代入すると，

SDBIF = −1
3
TF

Z
dtd3xdZ

X
n,m

"
1

4
u−1(∂µB

(n)
ν − ∂νB

(n)
µ )(∂µBν(n) − ∂νBµ(n))ψnψm

+
1

2
M 2
KKu

3
¡
∂µϕ

(n)φn − B(n)µ ∂Zψn
¢ ¡
∂µϕ(m)φm − Bµ(m)∂Zψm

¢ #
+ Sint (3.3.36)

を得る．ここに，Sint は場の 3次以上の項からなる相互作用項であり，3.4節で扱う．ここで

はまずスペクトルをみよう．そこで，B
(n)
µ の運動項を規格化するため，

1

3
TF

Z
dZu−1ψnψm = δmn (3.3.37)

−u(Z)∂Z(u(Z)3∂Zψn) = λnψn (3.3.38)

とすると，

1

6
TF

Z
dZu3∂Zψn∂Zψm = −

1

6
TF

Z
dZ∂Z(u

3∂Zψn)ψm

=
1

6
TF

Z
dZuλnψnψm

=
1

2
λnδmn (3.3.39)

を得る．またこの式から λn ≥ 0と分かる．そして，ϕ(n)の運動項の規格化は

1

3
TFM

2
KK

Z
dZu3φnφm = δnm (3.3.40)
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とすればよい．これを (3.3.39)と比較すると，

φn =M
−1
KKλ

− 1
2

n ∂Zψn (3.3.41)

とすれば良いことが分かる．しかしながら，(3.3.40)を満たし，∂uψm と直行するモードはも

う 1つある．それは，

φ0 = Cu
−3 (3.3.42)

である．実際， Z
dZu3φ0φn ∝

Z
dZ∂Zψn = 0 (3.3.43)

となり，確かに直交する．ここに，Cは規格化定数で，

1 =
1

3
TFM

2
KKC

2

Z
dZu−3 (3.3.44)

から決まる．さらに，φ0は φnの方程式：

−∂Z(u∂Z(u3φn)) = λnφn (3.3.45)

の zero-modeになっていることが分かる．またこのとき (3.3.36)をみれば，

B(n)µ → B(n)µ +M−1KKλ
− 1
2

n ∂µϕ
(n) (3.3.46)

とゲージ変換することでNG-bosons ϕ(n) (n ≥ 1)はmassiveなゲージ場に吸収されることがわ

かる．

以上の規格直交化により作用は

SDBIF = −
Z
dtd3x

"
1

2
∂µϕ

(0)∂µϕ(0) +
X
n≥1

µ
1

4
F (n)µν F

µν(n) +
1

2
m2
nB

(n)
µ Bµ(n)

¶#
(3.3.47)

となる．すなわち，

m2
n ≡ λnM

2
KK (3.3.48)

が (擬)ベクトルメソンの質量 (の 2乗)を表している．後は λn，すなわち (3.3.38)の固有値問

題を解けばよい．

U0 = UKKの場合には λnの値は数値的に求まっており [2]，その結果は以下の通りである．

λ1 = 0.67, λ2 = 1.6, λ3 = 2.9, λ4 = 4.5, · · · (3.3.49)
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3.3.2 パリティと荷電共役

これまでに得たスペクトルを現実のメソンと同一視するためには，ローレンツ変換性だけでな

く，パリティ変換Pや荷電共役変換Cに対する変換性をみる必要がある．そこで，まずは我々の

5次元理論から4次元理論のP,Cを定義することからはじめよう．座標としてZ (3.3.31)を用い

よう．このとき，(3.3.26)や (3.3.38)はZ → −Zの下で不変だから ηn(Z),ψn(Z)は偶関数か奇

関数のどちらかとなる．また，ローレンツ対称性から，作用は (x1, x2, x3, Z)→ −(x1, x2, x3, Z)
の下で不変となる．この変換は 4次元 (x0, x1, x2, x3)で見ればまさにパリティである．

一方，A→ −AT ではDBI作用は不変だが，CS項：

SCS ∼
Z
C3 trf F

3 (3.3.50)

は符号を変える．しかし，A→ −AT , Z → −Zの下では作用は不変になる．4次元で見ればこ

れは荷電共役変換に他ならない．まとめると，パリティP と荷電共役変換 Cは次の変換で与

えられる：

P : (x1, x2, x3, Z)→ −(x1, x2, x3, Z) (3.3.51)

C : (A,Z)→ (−AT ,−Z) (3.3.52)

次に，X4, Aµ, AZ の P,C変換性を調べよう．Aµ, AZ は定義から明らかで，

P : Aµ → Aµ, AZ → −AZ (3.3.53)

C : Aµ → −ATµ , AZ → ATZ (3.3.54)

と振舞う．これから，

P : B(n)µ → ±Bµ(n), ϕ(0) → −ϕ(0) (3.3.55)

C : B(n)µ → ∓B(n)Tµ , ϕ(0) → +ϕ(0)T (3.3.56)

を得る．ここに，符号は ψnが偶 (奇)関数のときに上 (下)をとるものとする．JPC で書くと，

B(n)µ : 1±±, ϕ(0) : 0−+ (3.3.57)

つまり，ψnが偶 (奇)関数ならB
(n)
µ は (軸性)ベクトルメソンとなる．従って，偶関数で固有値

の小さいほうから順に ρ, ρ(1450)メソンとみなせ，奇関数の最低固有値は a1(1260)メソンとみ

なせる．また，ϕ(0)は質量 0の擬スカラーであり，カイラル対称性の自発的破れに伴うNGボ

ソン，すなわちパイオンとみなせる．パイオンの質量が 0というのも，quarkが質量 0である

ことと符合する．次にX4の変換性を見よう．作用には

SCS ∼
Z
trf F

2 ∧ C5, C5 ∼ ±X4dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dZ (3.3.58)
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なる項がある．ここに，C5の符号はZの符号と同じである．従って，作用が不変であるため

には P,CでX4 → −X4でなければならない．つまり，

P,C : X(n) → ∓X(n) (3.3.59)

従って，奇関数で固有値の最も小さいのが a0(1450)メソンとみなせる．

3.3.3 U0 = UKKでの数値結果

U0 = UKKにおいては λn,αnの値が数値的に求まっている．P,Cに対する変換性も合わせて

λPCn などと書くと，

λCPn = 0.67−−, 1.6++, 2.9−−, 4.5++, · · · (3.3.60)

αCPn = 3.3++, 5.3−−, · · · (3.3.61)

ρメソンの質量を再現するようにMKKの値を 949MeVに選んだとき，他の粒子の質量は以下

のように表される．

(軸性)ベクトルメソン スカラーメソン

ρ a1 ρ0 (a01) ρ00 a0(1450)

実験値 (MeV) 776 1230 1465 1640 1720 1474

予言値 (U0 = UKK) [776] 1189 1607 2023 2435 1722

素朴には，理論の cut offはMkk程度と考えられるから，ρ00 メソンの質量まで比較的再現さ

れるのは驚きに値する．

3.4 メソンの相互作用

この 3.4節では，ゲージ場として anti-Hermitianなもの：

eA ≡ iA, eA† = − eA (3.4.1)

を用いる．前節で得た固有モードをもとに，パイオンや ρメソンなどの相互作用を解析しよ

う．相互作用項はDBI作用からだけでなく，CS項からも出てくる．特に今のD4 background

の場合で，S4依存性をみない限りにおいてはCS項は*8)，

SCS = iµ

Z
D8

C3 tr eF 3 (3.4.2)

*8)RR場の normalizationは 1章のそれに κ210µ
6−p/π = µ6−p(2πls)7/(2πµp) 倍したものである．詳細は Ap-

pendix A.9参照．
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だけが nonzeroになる．ここに，µ = 1/48π2．ここで，

tr eF 3 = dω5( eA) (3.4.3)

ω5( eA) = trµ eA eF 2 − 1
2
eA3 eF + 1

10
eA5¶ (3.4.4)

を用いて部分積分を行い，全微分項を落すと*9)，

SCS = iµ

Z
D8

F5ω5( eA)
=
iNc
24π2

Z
M5

ω( eA) (3.4.5)

ここに，M5は x0-x3, Zで張られる 5次元空間であり，2つ目の等式ではZ
S4
F4 =

Z
S4

2πNc
V4

²4 = 2π (3.4.6)

を用いた．

従って，我々がこの節で扱うべき作用は，

SF = S
DBI
F + SCS

=
1

3
TF

Z
d4xdZ

∙
1

4
u(Z)−1 eF 2µν + 12M 2

KKu(Z)
3 eF 2µZ¸+ iNc

24π2

Z
M5

ω( eA) (3.4.7)

と書ける．

3.4.1 パイオンの有効作用

まずはパイオンの有効作用を導こう．ϕ(n)をB
(n)
µ のゲージ変換で吸収してしまうと，

U(x) ≡ P exp
µ
−
Z ∞
−∞
dZ eAZ(x, Z)¶ (3.4.8)

= P exp

µ
−i
Z ∞
−∞
dZϕ(0)(x)φ0

¶
(3.4.9)

となり，U(x)はパイオン場とみなせる：

U(x) = e2iπ(x)/fπ (3.4.10)

今，ゲージ変換 g(x, Z)：

lim
Z→±∞

g(x, Z) = g±(x) (3.4.11)

*9)これを落とすのが正しいかどうかは，今のところ良く分かっていない．しかし，こうすることで後述のよう
にメソンの物理を上手く再現できる．
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の下で，

U(x)→ g+U(x)g
−1
− (3.4.12)

と変換することから，g±はU(Nf)L/R対称性をゲージ化したときの元とみなせる．

さらに，

A±µ(x) ≡ lim
Z→∞

eAµ(x, Z) (3.4.13)

を考えると，これは (3.4.11)の下で

A± → g±A±g
−1
± + g±∂µg

−1
± (3.4.14)

と変換する．そこで，このA±µ をゲージ化された U(Nf )L/R のゲージ場とみなそう．そして，

Aµ(x, Z)のモード展開として normalizableモードB
(n)
µ だけでなくA±µも取り入れて

eAµ(x, Z) = A+µ(x)ψ+ + A−µ(x)ψ− +X
n≥1

B(n)µ ψn(Z) (3.4.15)

と書こう．ここに，ψ±は，

lim
Z→±∞

ψ± = 1, lim
Z→∓∞

ψ± = 0 (3.4.16)

を満たす関数である．B
(n)
µ の再定義により ψ±は自由に取ることが出来るが，ここでは特に

ψ±(Z) =
1

2

µ
1± 2

3
TFM

2
KKC

Z Z

0

dZ 0φ0(Z
0)

¶
=
1

2

µ
1± 2

3
TFM

2
KKC

2

Z Z

0

dZ 0u(Z 0)−3
¶
(3.4.17)

と選ぶこととする．

今， eAZ = 0ゲージへ移るため，

g(x, Z)−1 = Pexp

µ
−
Z Z

−∞
dZ 0 eAZ(x, Z 0)¶ (3.4.18)

なる gでゲージ変換すると，

eAgM = g eAMg−1 + g∂Mg−1 (3.4.19)

となるが，このとき，

lim
Z→∞

eAgµ(x, Z) = AU−1+µ , lim
Z→−∞

eAgµ(x, Z) = A−µ (3.4.20)

となるので，Agµのモード展開は

eAgµ(x, Z) = AU−1+µ ψ+(Z) + A−µψ−(Z) +
X
n≥1

B(n)µ (x)ψn(Z) (3.4.21)

と書ける．
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Skyrme model

この節ではまずパイオンの相互作用だけに着目したいので，A±µ, B
(n)
µ (x)を落して (3.4.7)に

代入する．このとき， eAµ = U−1(x)∂µU(x)ψ+(Z) (3.4.22)

と書ける．これから，field strengthは

eFµν = [U−1(x)∂µU(x), U−1(x)∂νU(x)]ψ+ψ−eFZµ = U−1(x)∂µU(x)∂Zψ+(Z) (3.4.23)

となる．これを SDBIF に代入すると，

SDBIF =
1

3
TF

Z
M5

d4xdZ tr

∙
1

4
u(Z)−1F 2µν +

1

2
M 2
KKu(Z)

3F 2µZ

¸
=

Z
M4

d4x tr

∙
A(U−1∂µU)

2 + B[U−1(x)∂µU(x), U
−1(x)∂νU(x)]

2

¸
(3.4.24)

を得る．ここに，

A =
1

6
TFM

2
KK

Z
dZu(Z)3(∂Zψ+)

2 (3.4.25)

B =
TF
12

Z
dZu(Z)−1ψ2+ψ

2
− (3.4.26)

である．(3.4.24)はまさに Skyrme modelと同じ形である．これを良く知られた Skyrme model

の作用 [31]：

S =

Z
d4x

µ
f2π
4
tr(U−1∂µU)

2 +
1

32e2
tr[U−1(x)∂µU(x), U

−1(x)∂νU(x)]
2

¶
(3.4.27)

と比較すると，

f 2π = 4A =
2

3
TFM

2
KK

Z
dZu(Z)3(∂Zψ+)

2 =
2

3
TFM

2
KK

µ
1

3
TFM

2
KKC

2

¶2 Z
dZu(Z)−3

=
2

3
TFM

2
KK

µZ
dZu(Z)−3

¶−1
e2 =

1

32B
(3.4.28)

Wess-Zumino-Witten (WZW)項

今度はパイオンと外場の相互作用としてWZW項 [32, 33] が導かれることをみよう．この場

合にはモード展開として eAgµ = AU−1+µ ψ+(Z) + A−µψ−(Z) (3.4.29)
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を用いる．ここで注意しなければならないのは，SCSがゲージ不変でないことである．実際，

ω5( eAg) = ω5( eA) + 1

10
tr(gdg−1)5 + dα4(dg

−1g, eA) (3.4.30)

である．ここに，

α4(V, eA) ≡ −1
2
tr

µ
V ( eAd eA+ d eA eA+ eA3)− 1

2
V eAV eA− V 3 eA¶ (3.4.31)

である．これを用いれば，

SCS[ eA] = iNc
24π2

Z
ω5( eA)

=
iNc
24π2

Z µ
ω5( eAg)− 1

10
tr(gdg−1)5 − dα4(dg−1g, eA)¶

= − iNc
24π2

Z
M4

¡
α4(dUU

−1, A+)− α4(0, A−)
¢

+
iNc
24π2

Z µ
ω5( eAg)− 1

10
tr(gdg−1)5

¶
(3.4.32)

となる．ここで，ω5( eAg)に (3.4.29)のモード展開を代入すると，Z
M5

ω5( eAg) = 1

2

Z
M4

tr

∙
(AU

−1
+ A− − A−AU

−1
+ )d(AU

−1
+ + A−)

+
1

2
AU

−1
+ A−A

U−1
+ A− +

³
(AU

−1
+ )3A− − A3−AU

−1
+

´¸
(3.4.33)

を得る．従って，

SCS = −
iNc
48π2

Z
M4

Z − iNc
240π2

Z
M5

tr(gdg−1)5 (3.4.34)

となる．ここに，

Z = tr
£
(A−dA− + dA−A−LA

3
−)(U

−1A+U + U
−1dU)− p.c.

¤
+ tr

£
dA−dU

−1A+U − p.c.
¤
+ tr

£
A−(dU

−1U)3 − p.c.
¤

+
1

2
tr
£
(A−dU

−1U)2 − p.c.
¤
+ tr

£
UA−U

−1A+dUdU
−1 − p.c.

¤
− tr

£
A−dU

−1UA−U
−1A+U − p.c.

¤
+
1

2
tr
£
A−U

−1A+U
¤2

(3.4.35)

である．これはまさにWZW項に他ならない．

3.4.2 Vector meson dominance

Vector meson dominance (VMD)とは，パイオンがフォトンと相互作用する際，直接の相互

作用 Vππ (図 3.3)よりも ρメソンを介した相互作用 (図 3.4)の方が支配的になるという実験事
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図 3.3: Vππ coupling

図 3.4: ρメソンを介した coupling

実のことを言う．結論から言うと，この模型ではVππの結合定数が 0になり，VMDが再現さ

れる．

この事実を見るためには，外場のベクトル成分 V = 1
2
(A+ +A−)とパイオン π，ベクトルメ

ソンB(n)の相互作用を調べれば良い．そこで，ゲージ変換で ϕ(n) = 0となるゲージへ移り，

eAµ(x, Z) = Vµ(x) +X
n≥1

eB(n)µ (x)ψn(Z) (3.4.36)

eAZ(x, Z) = −iπ(x)φ0(Z) (3.4.37)

という展開を用いる．このとき，field strengthは

eFµν = eF Vµν +X
n≥1
(∂µ eB(n)ν − ∂ν eB(n)µ )ψn +

X
n≥1

³
[Vµ, eB(n)ν ]− [Vν , eB(n)µ ]

´
ψn

+
X
n,m≥1

[ eB(n)µ , eB(n)ν ]ψnψm

eFZµ =X
n≥1

eB(n)µ ∂Zψn + i∂µπφ0 − i[π,Vµ]φ0 − i
X
n≥1
[π, eB(n)µ ]φ0ψn (3.4.38)

となるから，

1

12
TF

Z
M5

d4xdZu(Z)−1 tr eF 2µν
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=
1

12
TF

Z
M5

d4xdZu(Z)−1 tr

∙
( eF Vµν)2 + 2X

n≥1
(∂µVν − ∂νVµ)(∂µ eB(n)ν − ∂ν eB(n)µ )ψn

+
X
n,m≥1

(∂µ eB(n)ν − ∂ν eB(n)µ )(∂µ eBν(m) − ∂ν eBµ(m))ψnψm +O3(π0)

¸
=

Z
d4x tr

∙
1

2

X
n≥1

aVBn(∂µVν − ∂νVµ)(∂µ eB(n)ν − ∂ν eB(n)µ ) +
1

4

X
n≥1
(∂µ eB(n)ν − ∂ν eB(n)µ )2

+O3(π0)

¸
+ L(V) (3.4.39)

となる．ここに，O3(π0)は場について 3次以上の項だが πを含まないような項である．また，

aVBn ≡
1

3
TF

Z
dZu−1ψn (3.4.40)

L(V)はVの運動項だが，発散している．これはψ±が non-normalizabeであることによる．こ

こで， eB(n)µ の運動項を対角化するため，

B
(n)

µ ≡ eB(n)µ + aVBnVµ (3.4.41)

とおくと，

1

12
TF

Z
M5

d4xdZu(Z)−1 tr eF 2µν
=

Z
d4x tr

∙
1

4

X
n≥1
(∂µB

(n)

ν − ∂νB
(n)

µ )
2 +O3(π0)

¸
+ L0(V) (3.4.42)

を得る．同様にして，

1

6
TFM

2
KK

Z
M5

d4xdZu(Z)3 tr eF 2µZ
=
1

6
TFM

2
KK

Z
M5

d4xdZu3 tr

∙ X
n,m≥1

eB(n)µ
eBµ(m)∂Zψn∂Zψm − (∂µπ)2(φ0)2

+ 2
X
n≥1

eB(n)µ ∂µπφ0∂Zψn − 2i
X
n≥1

eB(n)µ [π,Vµ]∂Zψnφ0 + 2∂µπ[π,Vµ](φ0)2

− i
X
n,m≥1

³ eB(n)µ [π, eBµ(m)](∂Zψn)ψm − eB(m)µ [π, eBµ(n)]ψn∂Zψm´φ0
+ 2∂µπ

X
n≥1
[π, eBµ(n)]φ20ψn +O4

¸
=

Z
d4x tr

∙
1

2

X
n≥1

λnM
2
KK(B

(n)

µ − aVBnVµ)2 −
1

2
(∂µπ)

2 + ∂µπ[π,Vµ]

+
X
n≥1

gBnππ∂µπ[π, B
(n)

µ − aVBnVµ] +O4

¸
+ L(B2π, BπV, πV2) (3.4.43)
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を得る．ここに，

gBnππ ≡
1

3
TFM

2
KK

Z
dZu3φ20ψn (3.4.44)

そして，SCSは πに対して 1次の項しか含まないから，Vππの結合定数は

1−
X
n≥1

gBnππaVBn = 1−
1

9

X
n≥1

T 2FM
2
KK

Z
dZdZ 0u(Z)−1ψn(Z)u(Z

0)3φ20(Z
0)ψn(Z

0) (3.4.45)

となる．ここで，完全性

1

3
TF
X
n≥1

u(Z)−1ψn(Z)ψn(Z
0) = δ(Z − Z 0) (3.4.46)

を用いると，

1−
X
n≥1

gBnππaVBn = 1−
1

3
TFM

2
KK

Z
dZu3φ20 = 0 (3.4.47)

となる．従って，Vππ coupling，図 3.3の寄与は存在しない．このことからほぼ VMDは明

らかだが，念のため図 3.4の寄与が確かにあることを見よう．これを見るにはBππ coupling

gBnππ とBV coupling gBngBn が non-zeroになることを言えばよい．実際，これらの coupling

は (3.4.43)第 1項に含まれており，その係数は

gBn = m
2
BnaVBn (3.4.48)

となり，軸性ベクトルメソンに対しては 0となるが，ベクトルメソンに対しては non-zeroで

ある．一方，Bππ couplingは (3.4.43)第 4項に含まれており，その係数もやはりベクトルメソ

ンに対しては non-zeroとなる．従って，確かに図 3.4の寄与は存在する．こうしてVMDが説

明できた．

3.4.3 KSRF関係式

河原林-鈴木-Riazuddin-Fayyazuddin (KSRF)関係式 [13, 14]とは次の 2つの関係式を指す：

2gρππf
2
π

m2
ρ

= 1 (3.4.49)

gρgρππ
m2
ρ

= 1 (3.4.50)

また，これらに対する実験値は

2gρππf
2
π

m2
ρ

¯̄̄̄
exp

= 1.02 (3.4.51)

40



gρgρππ
m2

ρ

¯̄̄̄
exp

= 1.20 (3.4.52)

となっている．これに対し，この模型の評価では，

2gρππf
2
π

m2
ρ

= 2m−2ρ

µ
1

3
TFM

2
KKC

2

Z
dZu−3ψρ

¶
4

3
TFM

2
KK

µZ
dZu−3

¶−1
=
8

3
TFλ

−1
ρ

µZ
dZu−3

¶−2 Z
dZu−3ψρ (3.4.53)

gρgρππ
m2

ρ

= m−2ρ

µ
1

3
TFM

2
KKC

2

Z
dZu−3ψρ

¶
m2

ρ

1

3
TF

Z
dZu−1ψρ

=
1

3
TF

µZ
dZu−3

¶−1µZ
dZu−3ψρ

¶µZ
dZu−1ψρ

¶
(3.4.54)

ここに，λρ,ψρ は ρメソンに対応するモードの固有値および固有関数である．

さらに，Appendix A.8の計算から，より一般化されたKSRF関係式：X
n≥

2g2Bnππf
2
π

m2
Bn

=
2

3
(3.4.55)

が成り立つことが分かる．同様に，(3.4.47)から，次の式が成り立つ．X
n≥1

gBngBnππ
m2
Bn

=
X
n≥1

gBnππaVBn = 1 (3.4.56)

3.4.4 U(1)Aアノマリーと η0メソンの質量

Nf 枚のD8ブレインがあるとき，D8ブレイン上のゲージ変換 δΛ eA = dΛ+ [Λ, eA]でRR1形

式は

δΛC1 = −i tr(Λ)δ(x4)dx4 (3.4.57)

と変換する．

ところで，D4ブレイン上にはCS項

1

8π2
µ4

Z
D4

C1 trc F
2
c (3.4.58)

がある．ここに，FcはD4ブレイン上のゲージ場の field strengthである．従って，θパラメー

タは

θ =

Z
S1
C1 =

Z
R2
F2 (3.4.59)
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ここで，S1の座標は x4で表され，U →∞にある*10)．これから，(3.4.57)を用いて

δΛθ = −i
Z
S1
tr(Λ)δ(x4)dx4 = −i tr(Λ)|z=+∞ + i tr(Λ)|z=−∞ (3.4.60)

を得る．特に今，U(1)A変換はΛ|z=±∞ = ±iα · 1Nf で表されるから，

δΛθ = 2Nfα (3.4.61)

これはまさにQCDの U(1)Aアノマリーである．

さらに，(3.4.57)より，F2はゲージ不変ではなく，

eF2 ≡ dC1 + i tr( eA) ∧ δ(x4)dx4 (3.4.62)

が不変となる．このとき， Z
R2
eF2 = θ + i

Z ∞
−∞
dZ tr( eAZ) (3.4.63)

ここで，(3.4.8)と (3.4.10)とから，ϕ(n) = 0 (n ≥ 0)ゲージでは

i

Z ∞
−∞
dZ tr( eAZ) = 2

fπ
tr(π) =

p
2Nf

fπ
η0(x) (3.4.64)

となることを用いると， Z
R2
eF2 = θ +

p
2Nf

fπ
η0 (3.4.65)

となる．このとき，ゲージ不変な作用は (A.9.4)より，

SC1 = −
1

4π(2πls)6

Z
d10x| eF2|2 (3.4.66)

である．今，(3.4.65)を満たすような eF2は
eF2 = c

U 4

Ã
θ +

p
2Nf

fπ
η0
!
dU ∧ dx4 (3.4.67)

と書ける．ここに，

c ≡ 3U
3
KK

δx4
(3.4.68)

(3.4.67)を (3.4.66)に代入すると，

SC1 = −
χg
2

Z
d4x

Ã
θ +

p
2Nf

fπ
η0
!2

(3.4.69)

*10)U →∞を考えるのはこれは bulk-boundary対応による
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ここに，

χg =
1

4(3π)6
(gYMNc)

3M4
KK (3.4.70)

である．さらに，(3.4.69)から，

χg =

µ
∂2ENH
∂θ2

¶
θ=0

(3.4.71)

と書ける．ただし，ENHは地平面近傍の理論 (作用は SNHと書かれていた)の真空エネルギー

である．従って，η0メソンの質量は

m2
η0 =

2Nf
f 2π

µ
∂2ENH
∂θ2

¶
θ=0

(3.4.72)

となり，これはWitten-Venezianoの公式 [29, 30]に他ならない．

3.4.5 U0 = UKKでの数値結果

これまでに与えられた表式は U0 = UKKにおいては数値的に求まっている．

Skyrme modelのパラメータ

Nf = 3の場合，Skyrme項は

1

32e2S
tr[U−1∂µU,U

−1∂νU ]
2 = L1P1 + L2P2 + L3P3 (3.4.73)

と書ける．ここに，

P1 =
¡
tr(∂µU

−1∂µU)
¢2
, P2 = tr(∂µU

−1∂νU) tr(∂
µU−1∂νU),

P3 = tr(∂µU
−1∂µU∂νU

−1∂νU)
(3.4.74)

L1 =
1

32e2S
, L2 =

1

16e2S
, L3 = −

3

16e2S
(3.4.75)

一方，この模型ではf 2π と eSはTF をMKKの2つのパラメータで表されている．MKKはρメソン

に合わせてMKK ' 949MeVに選ぶことにして，残ったパラメータ TF は実験値 fπ ' 92.4MeV
を再現するように選ぶと，Li(i = 1, 2, 3)に対するこの模型の予言値が決まる：

L1 L2 L3

実験値 (×10−3) 0.4± 0.3 1.4± 0.3 −3.5± 1.1
予言値 (U0 = UKK) 0.584 1.17 −3.51
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KSRF関係式

(3.4.53)，(3.4.54)から，ρ メソンに対する固有値 λρ と固有関数ψρ(Z)が数値的に求まれば，

KSRF関係式の右辺の値が求まる．その結果は以下の通りである．

2gρππf
2
π

m2
ρ

= 0.654 (3.4.76)

gρgρππ
m2

ρ

= 1.31 (3.4.77)

3.5 高スピンメソン

メソンは両端をD8ブレインにおく開弦で表される．前節では，KK モードとして現れるス

ピン 0の (擬)スカラーメソンやスピン 1の (軸性)ベクトルメソンのスペクトルおよび相互作

用をみた．しかし，この方法ではより大きなスピンをもったモードの解析は困難である．

ところが，角運動量 J が十分大きければ，開弦は古典的に扱うことができる．というのも，

(3.5.28)式で見るように，J が大きいことは開弦が長く，角速度が遅いことを表しているから

である．そこで，(x1, x2)平面内で回転し，U = U0に両端を持つような開弦を考える．今，D4

backgroundを

ds2 =

µ
U

RD4

¶ 3
2 ¡
−(dx0)2 + dR2 + R2dθ2 + (dx3)2 + f(dx4)2

¢
+ R

3
2
D4ρ

−2U
1
2 (dρ2 + ρ2ω2) (3.5.1)

と表す．ここに，(R , θ)は (x1, x2)平面の極座標である．また，ここではU の代わりに ρを用

いる:

U =

µ
ρ
3
2 +

U3KK

4ρ
3
2

¶ 2
3

, ρKK =
1

2
2
3

UKK, (3.5.2)

f(U) = 1− U
3
KK

U 3
= U−3

µ
ρ
3
2 − U

3
KK

4ρ
3
2

¶2
(3.5.3)

dU

dρ
=
2

3

µ
ρ
3
2 +

U3KK

4ρ
3
2

¶− 1
3
µ
3

2
ρ
1
2 − 3U

3
KK

8ρ
5
2

¶
= ρ−1Uf

1
2 (3.5.4)

そして，回転する開弦を次の様に表す：

X0 = eτ, θ = eωτ, ρ = ρ(σ), R = R(σ) (3.5.5)

ここに τ,σは世界面の時間的および空間的座標 (−π
2
≤ σ ≤ π

2
)である．また，開弦の中心σ = 0

でR = 0としておく．このとき，世界面上の誘導計量 γab( , a, b = τ, σ)は，

γττ = gMN∂τx
M∂τx

N = (UR−1D4)
3
2

¡
−(∂τX0)2 + (∂τθ)

2R2
¢
= −²2

µ
U

RD4

¶ 3
2
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γσσ = gMN∂σx
M∂σx

N = R
3
2
D4ρ

−2U
1
2 (∂σρ)

2 + (UR−1D4)
3
2 (∂σR)

2

γστ = 0 (3.5.6)

ここに ² ≡
p
e2 − (eω)2R2．

このとき，南部・後藤作用は

SNG = −Ts
Z
dτdσ

√−γab

= −Ts
Z
dτdσ

r
(UR−1D4)

3
2 ((∂τX0)2 + R2(∂τθ)2)

³
R

3
2
D4ρ

−2U
1
2 (∂σρ)2 + (UR

−1
D4)

3
2 (∂σR)2

´
= −Ts

Z
dτdσ²U

q
ρ−2(∂σρ)2 + UR

−3
D4(∂σR)

2 (3.5.7)

= −Ts
Z
dτdR²U

q
UR−3D4 + ρ−2ρ̇2 (3.5.8)

と書ける．(3.5.8)から導かれる EOMは，

d

dR

⎛⎝ ²U ρ̇

ρ2
q
UR−3D4 + ρ−2ρ̇2

⎞⎠ = dU

dρ

²q
UR−3D4 + ρ−2ρ̇2

µ
3

2
UR−3D4 + ρ−2ρ̇2

¶
− ²U ρ̇2

ρ3
q
UR−3D4 + ρ−2ρ̇2

(3.5.9)

となる．ここに上付き dotは d/dRを表す．この EOMを解析的に解くのは困難であるから，

開弦を次の 2つの領域に分けることで簡単化してみる．

領域 I ∂σR = 0；D8ブレイン (U = U0)から地平面 (U = UKK)へと降りる線

領域 II ∂σρ = 0；地平面上を這うように伸びる線

弦が十分長ければ，この近似は妥当だと考えられる．また，領域 I,IIのそれぞれではこのEOM

は満たされていることに注意しよう．実際，領域 Iでは ρ̇ = ∞ , R = Lだから，EOMは近似

的に

LHS =
d

dR

µ
²U

ρ

¶
, RHS =

dU

dR
²
ρ̇

ρ
− ²U ρ̇

ρ2
=

d

dR

µ
²U

ρ

¶
(3.5.10)

と書け，確かに満たされている．同様に領域 IIでは ρ̇ = 0 , ρ = ρKKだから，EOMは近似的に

LHS = 0, RHS ∝ dU
dρ

¯̄̄̄
ρ=ρKK

= 0 (3.5.11)

となり，確かに満たされている．

各領域でEOMが満たされていることが分かったが，今の場合，領域の境界からの寄与も含

めて最小作用の原理を満たさなければならない．ところが，2つの領域に分けたものはあくま
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で解に対する近似的な描像に過ぎず，これそのものが解であるわけではない．つまり，最小作

用の原理を満たす必要はない．しかしながら，2つの領域に分かれるという条件を保った上で

の最小作用の原理は満たすべきであろう．そこで，次の条件付の変分 δR, δρを考える．

∂σδR = 0 (for σ ∈ I), ∂σδρ = 0 (for σ ∈ II), δρ|∂I = 0 (3.5.12)

南部・後藤作用 (3.5.7)をRと ρのそれぞれについて変分してみよう：

− 1
Ts
δRS =

Z
dτdσ

"
(∂σδR)

²U 2R−3D4∂σRq
ρ−2(∂σρ)2 + UR

−3
D4(∂σR)

2

− δR
(eω)2R

²
U
q
ρ−2(∂σρ)2 + UR

−3
D4(∂σR)

2

#
(3.5.13)

− 1
Ts
δρS =

Z
dτdσ

"
(∂σδρ)

²U∂σρ

ρ2
q
ρ−2(∂σρ)2 + UR

−3
D4(∂σR)

2

+ δρ

⎛⎝dU
dρ

²(ρ−2(∂σρ)2 +
3
2
UR−3D4(∂σR)

2)q
ρ−2(∂σρ)2 + UR

−3
D4(∂σR)

2

− ²U(∂σρ)
2

ρ3
q
UR−3D4(∂σR)

2 + ρ−2(∂σρ)2

⎞⎠#
(3.5.14)

すると，

− 1
Ts
δRS

I
NG = −

Z
I

dτdσδR
(eω)2R∂σρ

²ρ
U = −(eω)

2L

²L

Z
I

dτdσδR
U

ρ

− 1
Ts
δRS

II
NG =

Z
∂II

dτδR²U
3
2R
− 3
2

D4 −
Z
II

dτdσδR

µ
∂σ(²U

3
2R
− 3
2

D4 )−
∂²

∂σ
U

3
2R
− 3
2

D4

¶
= ²LU

3
2
KKR

− 3
2

D4

Z
∂II

dτδR (3.5.15)

となる．ここに ²L = ²(R = L)．特に δRとして領域 Iでσに依らないものを考えると，δRS
I
NG =

0から，

(eω)2L

²L

Z
dρ
U

ρ
= ²L(UKKR

−1
D4)

3
2 (3.5.16)

となる．ここで，

mq = Ts

Z ρ0

ρKK

dρ
p
−g00gρρ = Ts

Z ρ0

ρKK

dρ
U

ρ
(3.5.17)

Teff = Ts(UKKR
−1
D4)

3
2 (3.5.18)

を用いると，この関係は

1− ω2L2 =
ω2Lmq

Teff
, or mq = ((ωL)

−2 − 1)TeffL (3.5.19)
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と書ける．

次に，δρSNGについて考えてみよう．各領域での変分は次のようになる．

− 1
Ts
δρS

I
NG =

Z
I

dτdσ

µ
(∂σδρ)

²LU

ρ
+ δρ

µ
dU

dρ
²Lρ

−1∂σρ−
²LU∂σρ

ρ2

¶¶
= ²L

UKK
ρKK

Z
∂I

dτδρ = 0

− 1
Ts
δρS

II
NG = 0 (3.5.20)

従って，停留条件は満たされている．

ところで，この弦のエネルギーと角運動量は

E = Ts

Z
dσ

∂
√
−h

∂(∂τX0)
= Ts

Z
dσ
e

²
U
q
ρ−2(∂σρ)2 + UR

−3
D4(∂σR)

2 (3.5.21)

J = Ts

Z
dσ

∂
√
−h

∂(∂τθ)
= Ts

Z
dσ
eωR2

²
U
q
ρ−2(∂σρ)2 + UR

−3
D4(∂σR)

2 (3.5.22)

で表される．これから，各領域からの寄与はそれぞれ，

EI = Ts
e

²L

Z
dσ

∂σρ

ρ
= 2

eTs
²L

Z ρ0

ρKK

U

ρ
=

2mq√
1− ω2L2

(3.5.23)

JI =
2ωL2mq√
1− ω2L2

(3.5.24)

EII = Tse(UKKR
−1
D4)

3
22

Z L

0

dR
1

²
= 2Teff

Z L

0

dR
1√

1− ω2R2

= 2Teffω
−1 sin−1(ωL) (3.5.25)

JII = Tseω(UKKR
−1
D4)

3
22

Z
dR
R2

²
= 2Teffω

−2
Z sin−1(ωL)

0

dφ sin2 φ

= Teffω
−2(sin−1(ωL)− ωL

√
1− ω2L2) (3.5.26)

従って，全エネルギーEtotおよび全角運動量 Jtotは

Etot = EI + EII = 2Teffω
−1 sin−1(ωL) +

2mq√
1− ω2L2

(3.5.27)

Jtot = JI + JII = Teffω
−2
³
sin−1(ωL)− ωL

√
1− ω2L2

´
+

2ωL2mq√
1− ω2L2

(3.5.28)

となる．

ここで特に非相対論的極限 ωL→ 0を考えると，

Etot → 2mq + 2TeffL (3.5.29)
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Jtot → 2mqωL
2 +

2

3
TeffωL

3 (3.5.30)

となる．これは長さ 2L，線密度 Teff の棒の両端に質量mq の粒子がついている状況を表してい

る．このことから，mq, Teff をそれぞれ constituent quark mass，弦の有効張力とみなせること

が分かる．また，(3.5.17)からこのときの quarkの質量は

mq À TeffL (3.5.31)

となり，非常に重いことが分かる．

一方，相対論的極限 ωL→ 1では，

Etot → πTeffL (3.5.32)

Jtot →
1

2
πTeffL

2 (3.5.33)

mq → 0 (3.5.34)

となり，Regge軌跡が再現される：

J =
1

2πTeff
E2 (3.5.35)

48



3.6 有限温度

場の理論では，有限温度系は Euclidian timeを S1コンパクト化することで得られた．これ

に双対な重力解としては，t方向が同じ周期で S1コンパクト化された解を採用すべきだろう．

ここでもD8ブレインはプローブとして扱い，まずはD4ブレインに対応した重力解を探そう．

3.6.1 D4 background

t, x4 のそれぞれに S1 コンパクト化されたD4ブレイン解を求めよう．実は，この性質を持

つ重力解は 2つあることがある．後に示すように，この二つの解がそれぞれ閉じ込め相と非閉

じ込め相に対応している．

まず 1つ目の解は，単に零温度の重力解 (3.2.16)において t方向を周期的にしたものである：

ds2 = (UR−1D4)
3
2 (dt2 + (dxi)2 + f(dx4)2) + (UR−1D4)

− 3
2 (f−1dU2 + U2dΩ24)

f(U) = 1− (UKKU−1)3, F4 =
2πNc
V4

²4, eφ = gs(UR
−1
D4)

3
4 , RD4 = πgsNcl

3
s (3.6.1)

以下これをX4と呼ぶことにする．この場合には，tの周期β = 1/Tは他のパラメータ (UKK, RD4)

とは独立にとれるが，x4の周期は

δx4 = 2πM−1KK =
4π

3

µ
R3D4
UKK

¶ 1
2

(3.6.2)

と表される．この解は図 3.5のようにかける．

図 3.5: X4 (T < Tc)

2つ目の解は，上の解で tと x4を入れ替えたものである：

ds2 = (UR−1D4)
3
2 ( ef(dt)2 + (dxi)2 + (dx4)2) + (UR−1D4)− 3

2 ( ef−1dU 2 + U2dΩ24)
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ef(U) = 1− (UTU−1)3, F4 =
2πNc
V4

²4, eφ = gs(UR
−1
D4)

3
4 , RD4 = πgsNcl

3
s (3.6.3)

ただし，U の最小値UT は上の解のUKKとは一般には異なる．以下これをXtと呼ぶ．この解

では，x4の周期 2πM−1KKはUT , RD4に依らないが，tの周期 β = 1
T
は

β =
1

T
=
4π

3

µ
R3D4
UT

¶ 1
2

(3.6.4)

となる．この解は図 3.6のようにかける．

図 3.6: Xt (T > Tc)

3.6.2 相転移

有限温度の場の理論では，エネルギーは作用に時間周期をかけたもので与えられる．従って，

ある温度下で前小節で求めた 2つの解X4，Xtのうちどちらの解が支配的であるかをみるには，

両者の作用を比較すればよい．それぞれの作用の値を S(X4), S(Xt)と書くと，Appendix A.3

より，

S(X4) = s0

Z ∞
UKK

dU U2

S(Xt) = s0

Z ∞
UT

dU U2 (3.6.5)

となる．ここに，s0は UKK, UT に依らない正の定数である．従って，両者の差は，

S(X4)− S(Xt) = s0

Z UT

UKK

dU U2 =
1

3
so(U

3
T − U 3KK) = s00

µ
T 6 − 1

(2πR)6

¶
(3.6.6)

となる．ただし，s00もUKK, UT に依らない正の定数である．これから，Tc ≡MKK/2πが相転

移温度であることが分かる：
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低温 (T < Tc)： 　X4が選ばれる．すなわち，閉じ込め相．

高温 (T > Tc)： 　Xtが選ばれる．すなわち，非閉じ込め相．

このようにQCDで期待される閉じ込め相転移が記述できた．

3.6.3 有限温度でのプローブD8ブレイン

上で見たように，ホログラフィックQCDでの閉じ込め/非閉じ込めの判定はD4ブレインの

つくる背景時空の性質による．一方，D8ブレイン上のゲージ対称性として実現されるカイラ

ル対称性はD8ブレインの性質を調べることによって初めて分かる．

ところで，系全体のエネルギー (作用)は近似的に

Stot = SD4 + SD8 (3.6.7)

で与えられる．ここに，SD4 は前節で与えたD4 backgroundのエネルギーであり，SD8 はD4

時空中のプローブD8ブレインのエネルギーである．本来，閉じ込め/非閉じ込めを論じる際

にもD8ブレインの寄与をきちんと加味しなければならない．しかしながら，SD4 = O(N2
c )，

SD8 = O(Nc)から，ラージNc 極限ではD8ブレインによる寄与は十分小さく，前節の解析は

変更を受けない．

さて，それでは前節で得た 2つの相でのD8ブレインの振る舞いを見て，カイラル相転移に

ついて考えていこう．

低温相

前節の結果から，低温で実現される背景時空はX4：(3.6.1)で与えられる．このときは，零

温度のときと同様に，D8ブレインとD8ブレインとがつながって 1つのD8ブレインとなり，

カイラル対称性は破れている．(U, x4)平面におけるD8ブレインの形も零温度のときと同様で

ある．

高温相

実現される背景時空はXtである．このときにもつながった解は存在して，カイラル対称性

が破れた (χSB)相に対応する．ところが，この時空にはもう 1つ許される解がある．いま，

U = UT には time like killingベクトルが存在し，事象の地平面とみなせる．従って，D8(D8)
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ブレインはこの地平面に端を置くことが出来る*11)．すなわち，x4 = 0で表されるD8ブレイ

ンと x4 = Lで表されるD8ブレインからなる解が存在しうる．この解はカイラル対称性が回

復した (χS)相に対応する．

図 3.7: U-shape解 (左)と平行解 (右)

これら 2つの解のうちどちらの解が実現されるかは，やはり作用の比較を行うことによって

分かる．D8ブレインの有効作用としては次のものを用いる*12)：

SD8 = 2T8

Z
dtd3xdUdΩ4e

−φ√−gD8 (3.6.8)

今の場合，D8ブレイン上に誘導される計量は，

ds2D8 = (UR
−1
D4)

3
2

³ ef(U)dt2 + δijdx
idxj

´
+

Ã
(UR−1D4)

3
2

µ
dx4

dU

¶2
+ (UR−1D4)

− 3
2 ef−1! dU2

+ (UR−1D4)
− 3
2U 2dΩ24 (3.6.9)

である．従って，

SD8 = 2T8V4g
−1
s

Z
dtd3xdU(UR−1D4)

− 3
4U 4 ef 1

2

s
(UR−1D4)

3
2

µ
dx4

dU

¶2
+ (UR−1D4)

− 3
2 ef−1

= 2T8V4g
−1
s

Z
dtd3xdx4U4 ef 1

2

s
1 + (UR−1D4)

−3 ef−1µ dU
dx4

¶2
(3.6.10)

となる．

そこで，まず，U-shape解を求めよう．x4を時間とみなすと，ラグランジアン L(U(x4))は

時間に陽に依存していない．従って，ハミルトニアンは保存する．そして，dU/dx4|U=U0 = 0
となるから，

U4 ef 1
2q

1 + (UR−1D4)
−3 ef−1 ¡ dU

dx4

¢2 = U40 ef 1
2
0

*11)端を持つというのは余り正確な表現ではない．確かに，図 3.7のように (x4, U)平面で見ると U = UKK に端
があるように見えるが，時間方向まで加味すると端点を持たず広がった物体である．この点については高柳氏に

指導していただいた．
*12)Euclid化されていることに注意．
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∴
µ
dx4

dU

¶2
=

U80
ef0

U 8 ef − U80 ef0 (UR−1D4)−3 ef−1 (3.6.11)

を得る．よって，U-shape解の作用は

SUD8 = 2T8V4g
−1
s

Z
dtd3xdUU 4(UR−1D4)

− 3
2

s
U8 ef(U)

U 8 ef(U)− U80 ef(U0)
= 2T8V4g

−1
s R

3
2
D4

Z
dtd3x

Z ∞
U0

dU U
5
2

s
U8 ef(U)

U 8 ef(U)− U80 ef(U0)
= 2T8V4g

−1
s R

3
2
D4U

7
2
0

Z
dtd3x

Z ∞
1

dy y
5
2

s
y8 ef(y)

y8 ef(y)− ef(1) (3.6.12)

となる．ここに，

y ≡ U

U0
, ef(y) = 1− y3T

y3
, yT =

UT
U0
(< 1) (3.6.13)

である．

次に，平行解の作用を計算しよう．dx4/dU = 0を (3.6.10)に代入すると，

SPD8 = 2T8V4g
−1
s R

3
2
D4

Z
dtd3x

Z ∞
UT

U
5
2

= 2T8V4g
−1
s R

3
2
D4U

7
2
0

Z
dtd3x

Z ∞
yT

y
5
2 (3.6.14)

ここに，全体にかかる係数 2はD8とD8の 2つの寄与があることを表している．

従って，2つの解の作用の差は

∆s(yT ) ≡
SUD8 − SPD8

2T8V4g−1s R
3
2
D4U

5
2
0

R
dtd3x

=

Z ∞
1

dy y
5
2

Ãs
y8 ef(y)

y8 ef(y)− ef(1) − 1
!
− 2
7
(1− y

7
2
T ) (3.6.15)

となる．

ここで少し問題点を挙げておく．見ての通り，∆sは yT = UT/U0 にのみ依存する．UT , U0
はそれぞれ温度 T とLに依存するから，相も T とLによって決まる．しかしながら，Lに対

する低エネルギーでの物理的解釈は今のところ明らかになっていない*13)．

そこで，まずは Lを固定した上で T を変化させたときに相がどのように変化していくかを

見ておこう．(3.6.15)の解析は数値的には行われており [6]，相転移点は

ycT =
16π2

9

R3D4T
2
χSB

U0
= 0.73532

*13)そもそも低エネルギーで実現されると考えられる QCDには Lというパラメータは入っていない．
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T 2χSB ≡ 0.73572×
9

16π2
R−3D4U0(L) (3.6.16)

であり，yT < (>)y
c
T では∆S < (>)0となる．すなわち，T < TχSB ではU-shape解が選ばれ，

カイラル対称性は破れている．一方，T > TχSB では平行解が選ばれ，カイラル対称性は回復

する．

ここで１つ注意しておかなければならないのは，Tdと TχSB の大小関係である．Td < TχSB
の場合には，零温度から徐々に温度を上げていくとまず温度 T = Tdで背景時空がX4からXt

へと転移し，さらに上げていくと T = TχSB でD8ブレインがU-shape解から平行解へと転移

する．言い換えれば，温度 T = Td で閉じ込め相転移が起こり，T = TχSB でカイラル相転移

が起こる．

一方，Td > TχSB では状況が異なる．このときには，零温度から熱していくと，T = Td で

背景時空がX4 からXt へと転移し，同時にD8ブレインも U-shape解から平行解へと転移す

る．つまり，閉じ込め相転移とカイラル相転移が同時に起こる．

次はこれをもう少し定量的に議論してみよう．Td = 2πM
−1
KKであり，TχSB はU0を通してL

に依存する．より具体的には，

L = 2

Z ∞
U0

dU
dx4

dU
= 2

Z ∞
U0

dU

s
U80
ef0

U8 ef − U80 ef0 (UR−1D4)−3 ef−1
= R

3
2
D4U

− 1
2

0 l(yT ) (3.6.17)

l(yT ) = 2

Z ∞
1

dy

s ef(1)
y3 ef(y)(y8 ef(y)− ef(1)) (3.6.18)

に数値計算の結果 ycT ∼ 0.73572を代入すれば，相転移温度での Lは，

L ≡ R
3
2
D4U

− 1
2

0 l(yT = 0.73572) ∼ 0.751R
3
2
D4U

− 1
2

0 (3.6.19)

となる．これを (3.6.16)に代入して逆に解けば，Lが与えられたときに一意的に決まる相転移

温度は，

TχSB =

r
0.73572× 9

16π
× 0.751

L
∼ 0.154

L
(3.6.20)

となる．従って，Td = TχSB となるのは，

Lc = 0.154× 2πM−1KK ∼ 0.97M−1KK (3.6.21)

が成り立つときということになる．

TχSB が Lに関して単調減少であることに注意して，以上の結果をまとめると，

L < 0.97R： TχSB > Tdとなり，閉じ込め相転移とカイラル相転移が独立に起こる．
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L > 0.97R： TχSB < Tdとなり，閉じ込め相転移とカイラル相転移が同時に起こる．

この結果を (TR)-(L/R)という 2つのパラメータに対する相図として表現すると，図 3.8の

ようになる．

図 3.8: TR-(L/R)相図

3.6.4 各相でのスペクトル

これまでに見てきたように，我々の系は温度に応じて相 (真空)が変わる．従って，当然な

がら，その上の励起モードもことなる．本節では，各相で得られるスペクトルを定性的に議論

する．

低温相X4

背景時空も D8ブレインの形も零温度の時と同じである．従って，モードとしては SD8 の

KK reductionから得られる低スピンメソンと (3.5)節で扱った高スピンメソンのみである．そ

して，結果として得られるスペクトルは定量的にも零温度のそれと全く同じになる．

高温相Xt

このときには地平面に両端を持つような開弦が存在する．この弦はいくらでも小さな質量を

持つことが出来る．従って，高温相ではmass gapが存在しない．また，D8ブレインから地平

面へと伸びる開弦が存在し，これは quarkとみなせる．
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L < Lcでは，T < TχSB においてU-shape解が選ばれる．D8ブレインと地平面とが離れて

いるので，quarkは質量mq > 0を持つ．また，零温度のときと同様，D8ブレイン上に両端を

持つ開弦のスペクトルにはmass gapが生じる．M > 2mq ではD8ブレインから地平面に伸び

て地平面上を這うように伸び，そして再びD8ブレインに戻るような開弦が存在する．この開

弦は地平面上の弦の距離を変えれば質量を連続的に変えることが出来る．つまり，M > 2mq

では連続スペクトルとなる．

T > TχSB，あるいはL > Lcでは，平行解が選ばれる．このときには quarkはmasslessであ

り連続スペクトルとなる．

3.7 有限密度

有限温度の場の理論では，経路積分がカノニカル分布の分配関数に対応していた．有限密度

系を扱うにはグランドカノニカル分布の大分配関数を考える必要がある．そのためには，作

用に

−µ
Z
dtd3xq†(x)q(x) (3.7.1)

なる項を加えればよい．ここに，µは化学ポテンシャルであり，q†qはバリオン数密度，ある

いはU(1)B カレントの第 0成分である．この項を加えることは重力側で何をすることに対応す

るのか，考えてみよう．[2]では，ゲージ場Aµの z → ±∞での値をU(Nf )L/Rの外場とみなし

ていた．このことから，ゲージ場の U(1)部分の第 0成分 bA0 の無限遠での値 bA0(x4 = ±L/2)
を µとみなし，これに coupleするものを U(1)B カレントとみなすべきだという考えに到達す

る*14)．しかし，このままではゲージ不変でなく，5次元ゲージの取り方に依存してしまうの

で，具合が悪い．そこで，これまでに µのゲージ不変な定義として以下の二つのものが考案さ

れた．

1. µ ≡ 1
β

R β
0
bA0(U =∞)

2. µ ≡ 1
β

R∞
U0
bF0U(U)

ただし，2つ目の定義は平行解の場合は積分領域は U0 ではなく UT から始まる．静的でかつbA0(U0) = 0の場合には 2つの定義は等価である．本論文ではこれら 2つの定義を対等に扱い，

それぞれから導かれる結果について考察する．

どちらの定義を採用しようとも，共通してるのは，有限密度系に対応する重力解はx4(U)のみ

ならず bA0(U)の非自明な解だということである．そういった解を求めるためにはD4 background

中のD8ブレインの作用として，次のものを考えればよい：

SD8 = T8

Z
d4xdUdΩ4e

−φ trf

q
det(gD8 + 2πα0 bF ) (3.7.2)

*14)この節では bAの規格化は bA = bA1Nf×Nf
としておく．バリオンの場合とは異なるので注意されたい．
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ここでは field strengthのうちで non-zeroになるのは bF0U のみであるような場合を考えている

から，CS項は考えなくて良い．さらに，以下では bAU = 0とし，そのため bF0U = − bA00となる．

3.7.1 低温相

低温*15)X4に対しては (3.3.19)の計算から，

SD8 = 2T8V4g
−1
s R

3
2
D4Nf

Z
d4xdU U

5
2γ

1
2

q
1− (2πα0)2γ−1 bF 20M +O( bF 3)

= 2T8V4g
−1
s R

3
2
D4Nf

Z
d4xdU U

5
2

q
f−1 + f(U)(UR−1D4)

3(x4 0)2 − (2πα0)2( bA00)2 (3.7.3)

ここに primeはU による微分を表しており，2つ目の等式ではO( bF 3)を無視した．また，

γ(x4 0(U), U) = f(U)−1 + f(U)(UR−1D4)
3(x4 0(U))2 (3.7.4)

である．この作用から導かれる EOMは，

d

dU

⎛⎝ U
11
2 x4 0q

f−1 + f(U)(UR−1D4)
3(x4 0)2 − (2πα0)2( bA00)2

⎞⎠ = 0 (3.7.5)

d

dU

⎛⎝ U
5
2 bA00q

f−1 + f(U)(UR−1D4)
3(x4 0)2 − (2πα0)2( bA00)2

⎞⎠ = 0 (3.7.6)

(3.7.5)は x4に関するEOMで，(3.7.6)は bA0に関するEOMである．低温X4では，D8ブレイ

ンはD8ブレインとつながって，一つのD8ブレインになるのであった．このとき，x40(U0) =∞
なるU0が存在する．従って，(3.7.6)から

2πU
5
2 bA00q

1− (2π bA00)2 + f(U)(UR−1D4)3(x4 0)2 =
2πU

5
2
0 cq

−(2πc)2 + f(U0)(U0R−1D4)3
(3.7.7)

ここに，c = d bA0/dx4|U=U0．これから，Ã
d bA0
dx4

!2
> 0 (3.7.8)

つまり，bA0がx4について単調であることが分かる．従って，bA00 6= 0から得られる解は bA0(x4 =
L/2) = − bA0(x4 = −L/2)となり，これではU(1)V に対応する化学ポテンシャル µとは呼べな

*15)我々は常に D8ブレインをプローブとして扱っている．つまり，今のように D8ブレイン上の開弦の非自明

な解を考えても，それからくる back reactionは無視している．従って，X4 が低温相，Xt が高温相，相転移温
度が Td = 1/2πRであることに変わりはない．
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い．つまり，µを導入することに対応する解は bA0 = µのみである．このとき，EOMを解くと

x4(U)は bA0 = 0のときと同じで，(3.2.24)で与えられる：µ
dx4

dU

¶2
=

U80 f(U0)

(UR−1D4)f(U)
2(f(U)U8 − f(U0)U80 )

(3.7.9)

従って，低温では µの値にかかわらず χSB相が実現される．

しかしながら，もし µの定義として定義 2を採用すると，この解は µ = 0に対応することに

なる．つまり，(3.7.3)には有限密度に対応した解は存在しない．有限密度に対応する解見つけ

るには，(3.7.3)よりももっと一般的な作用から出発する必要があるだろう．一方，定義 1を採

用すると， bA0 = µは立派に化学ポテンシャル µに対応する解だと言え，密度を上げてもカイ

ラル対称性が回復しないという結論にいたる．

実際のQCDにおいては，低温でも µを大きくしていけば chiS相へと転移すると予想され

ている*16)．一方，定義 1から導かれる結論では，µを大きくしてもカイラル相転移は起こら

なかった．この結論が導かれたことの原因としては，プローブ近似，すなわちラージNc極限

をとったことが考えられる．従って， bA0 からの back reactionなどを正しく評価すれば，D4

backgroundが変更を受け，D8とD8とが離れるような解が許されるかもしれない．

3.7.2 高温相

一方，高温Xtでは，

SD8 = 2T8V4g
−1
s R

3
2
D4Nf

Z
d4xdU U

5
2 ef 1

2eγ 1
2

q
1− (2πα0)2eγ−1 ef−1 bF0U(U)2 +O( bF 3)

= 2T8V4g
−1
s R

3
2
D4Nf

Z
d4xdU U

5
2

q
1 + ef(UR−1D4)3(x4 0)2 − (2πα0)2( bA00)2 (3.7.10)

ここに，2つ目の等式ではO( bF 3)を無視した．また，

eγ(x4 0(U), U) = ef(U)−1 + (UR−1D4)3(x4 0(U))2 (3.7.11)

これから導かれる EOMは

d

dU

⎛⎝ U
11
2 ef x4 0q

1 + ef (UR−1D4)3(x4 0)2 − (2πα0)2( bA00)2
⎞⎠ = 0 (3.7.12)

d

dU

⎛⎝ U
5
2 bA00q

1 + ef (UR−1D4)3(x4 0)2 − (2πα0)2( bA00)2
⎞⎠ = 0 (3.7.13)

*16)有限密度系は格子QCDによる数値的解析が困難であり，未だ満足のいく解析手法が確立したとは言い難い．

より確かな手法が確立した際にラージNc 極限での相図がここでの結果と一致するかどうかを比較することは興
味深い．
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気を付けなければならないのは，高温XtではU-shape解だけでなく平行解もありうることで

ある．

そこで，まずはU-shape解を探そう．このときには，低温度での議論を繰り返せば

bA0 = µ (3.7.14)µ
dx4

dU

¶2
=

U80
ef0

(UR−1D4)
3 ef (U8 ef − U80 ef0) (3.7.15)

が定義 1の場合での有限密度に相当する解である．定義 2の有限密度に相当する解は，これと

は別の解を探す必要がある．この解の作用は，µ = 0のときと同じで，(3.6.12)：

SUD8(µ, yT ) = 2T8V4g
−1
s R

3
2
D4U

7
2
0 Nf

Z
dtd3x

Z ∞
1

dy y
5
2

s
y8 ef(y)

y8 ef(y)− ef(1) (3.7.16)

次に，平行解x4 0 = 0を考えよう．このとき，(3.7.12)は明らかに満たされる．そして (3.7.13)

から，

2πα0 bA00U 5
2q

1− (2πα0 bA00)2 = C (3.7.17)

∴ (2πα0 bA00)2 = C2

C2 + U5
(3.7.18)

を得る．後はこれを積分すれば，µ(C)が求まる．

ところが，積分には積分定数が伴うため，定義 1では µの値はこの積分定数にもよる．しか

し，作用の値はこの積分定数に依らない．我々の目標は作用を µの関数として表し，U-shape

解と平行解のどちらが選ばれるかを議論することにある．今のように作用の値を変えることな

く µの値を変えられるというのは望ましくない．

この問題は次のように考えると一応解決する．積分定数を決める原理を導入するのである．

[35]では，「電荷密度が 0になるときには µ = 0とする」とした．ここで，電荷密度は bulk-

boundary対応から，

δS

δ bA0(U =∞) |onshell = δS

δ bA00 (U =∞)|onshell
=

U
5
2 bA00q

1 + ef (UR−1D4)3(x4 0)2 − (2πα0)2( bA00)2 (3.7.19)

で与えられる．上の原理を採用すると，µ = 0は bA00 = 0，すなわち C = 0に対応する．従っ

て，上で問題にしていた積分定数は 0とすれば良く，

µ =
1

2πα0

Z ∞
UT

dU

r
C2

C2 + U 5
(3.7.20)
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=
C

2
5

2π

Ã
Γ( 3

10
)Γ(6

5
)√

π
− UT
C

2
5

F1

µ
5

1
,
1

2
,
6

5
,−U

5
T

C2

¶!
(3.7.21)

と決まる．そして，この解の作用は

SPD8(µ, yT ) = 2T8V4g
−1
s R

3
2
D4Nf

Z
dtd3x

Z ∞
UT

dUU
5
2

s
U5

C(µ)2 + U5

= 2T8V4g
−1
s R

3
2
D4U

7
2
0 Nf

Z
dtd3x

Z ∞
yT

dy
y5p

c(µ)2 + y5
(3.7.22)

となる．ここに，c(µ) ≡ C(µ)/U5/20 ．

従って，作用の差は

∆S(µ, yT ) ≡
SUD8 − SPD8

2T8V4g−1s R
3
2
D4U

7
2
0 Nf

R
dtd3x

=

Z ∞
1

dy y
5
2

s
y8 ef(y)

y8 ef(y)− ef(1) −
Z ∞
yT

dy
y5p

c(µ)2 + y5
(3.7.23)

となる．ここで (3.6.4)と (3.6.17)とから得られる式，，

T =
3

4π
(UTR

−3
D4)

1
2 =

3

4π
(U0R

−3
D4)

1
2y

1
2
T =

3

4π

1

L
y
1
2
T l(yT ) (3.7.24)

から，yT は TLの関数として表せる．これから，さらに，∆Sはµ(c), LT の関数として表すこ

とができ，相転移点は

µc = µc(LT ) (3.7.25)

という曲線で表される．さらに，(3.7.20)より，

µc(LT ) =
U0
2πα0

Z ∞
yT

r
c2

c2 + U 5

=
R3

2πα0L2
φ(LT ) (3.7.26)

ここに φ(LT )は与えられた関数であり，数値的には求められている．結果として．L一定の

上で (µ̃ = 2πα0L2µ/R3D4, LT )平面に描かれる相図は図 3.9のようになる．

低温領域も含めると，全体の相図は図 3.10になる．
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図 3.9: µ̃-T̃ 相図（[34]より）

図 3.10: µ-T 相図
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第4章 酒井・杉本模型におけるバリオン

4.1 導入

前章でみたように，酒井・杉本模型はメソンの物理をよく記述している．特に 3.4.1節では

この模型からパイオンの有効理論として Skyrme model+WZW項が導かれることも見た．ま

た，Appendix Bにある様に Skyrme model+WZW項はソリトン解としてバリオンを記述す

る．従って，酒井・杉本模型自体も soliton解としてバリオンの情報を含んでいると考えるの

が自然に思える．そこで，本章では実際にバリオンに相当する解が存在することを示し，得ら

れたスペクトルなどを実験値と比較することを行う．

Skyrme modelとの比較

Skyrme modelでは，パイオンや ρメソンなどの (軸性)ベクトルメソンを含むような場合で

バリオンが考えられてきた．一方，この模型はパイオンと無限個の (軸性)ベクトルメソンか

らなる．

4.1.1 バリオン

酒井．杉本模型からいかにしてバリオンを記述するか，ここで考察してみよう．[2]でも指摘

されているように，Wittenの baryon vertex [1]の考えに従えば，バリオンは S4に巻きついた

D4ブレインとみなせる．さらに，[36]によればこのD4ブレインはD8ブレイン上の instanton

とみなせる．従って，前章で考えたプローブD8ブレイン上の有効理論の instantonがバリオ

ンであると期待できる．

4.1.2 Outline

そこで，次節からは以下のステップでバリオンを導いていく．

• λÀ 1(SUGRA近似が妥当になる)を考え，λ−1展開を行う．
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• BPST instanton解を求める．(このとき，CS項のU(1)部分がバリオンを安定化する．)

• instantonの集団座標を量子化．得られた量子状態=バリオン．

4.1.3 The model

本章ではYM-CS作用 (3.4.7)で U0 = UKKの場合を考える*1)：

SF = SYM + SCS,

SYM = −κ
Z
d4xdz tr

µ
1

2
h(z)F2

µν + k(z)F2
µz

¶
,

SCS =
Nc
24π2

Z
M4×R

ω5(A),

(4.1.1)

κ ≡ λNc
216π3

≡ aλNc, h(z) ≡ (1 + z2)−1/3, k(z) ≡ 1 + z2 (4.1.2)

ω5(A) = tr
µ
AF2 − i

2
A3F − 1

10
A5
¶

(4.1.3)

また，本章ではエルミートなU(Nf)ゲージ場をAと書く：

A† = A , F ≡ dA+ iA2 (4.1.4)

Decomposition

U(Nf )ゲージ場Aを SU(Nf )部分と U(1)部分とに分ける：

A = A+ 1p
2Nf

bA = Aata + 1p
2Nf

bA, tr(tatb) =
1

2
δab (4.1.5)

このとき，作用は次のように書ける．

SYM = −κ
Z
d4xdz tr

µ
1

2
h(z)F 2µν + k(z)F

2
µz

¶
− 1
2
κ

Z
d4xdz

µ
1

2
h(z) bF 2µν + k(z) bF 2µz¶ (4.1.6)

SCS =
Nc
24π2

Z ∙
ω5(A) +

3p
2Nf

bA trF 2 + 1

2
p
2Nf

bA bF 2
+

1p
2Nf

d

µ bA trµ2FA− i
2
A3
¶¶¸ (4.1.7)

*1)TF = 6κ
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4.2 Nf = 2の場合

まずはNf = 2の場合を考えよう．この場合は恒等的に

ω5(A) = 0 (4.2.1)

となるから，作用は

S = SYM + SCS (4.2.2)

SYM = −κ
Z
d4xdz tr

µ
1

2
h(z)F 2µν + k(z)F

2
µz

¶
− 1
2
κ

Z
d4xdz

µ
1

2
h(z) bF 2µν + k(z) bF 2µz¶ (4.2.3)

SCS =
Nc
24π2

²MNPQ

Z
d4xdz

∙
3

8
bA0 tr(FMNFPQ)

− 3
2
bAM tr(∂0ANFPQ) + 3

4
bFMN tr(A0FPQ) + 1

16
bA0 bFMN

bFPQ
− 1
4
bAM bF0N bFPQ + (total derivatives)¸ (4.2.4)

と書ける．ここに，M,N = 1, 2, 3, zであり，²0123z = ²123z = +1．

4.2.1 古典解

作用から EOMを立て，その古典解を求めていこう．

SYMの soliton解

まずは λ À 1として 1/λ 展開の leadingのみを扱い，バリオンに相当する解を探していこ

う．作用を見ると，

SYM ∼ O(λ1), SCS ∼ O(λ0)
なので，ここではSYMのみを考える．さらに，SYMにおいてはSU(2)部分とU(1)部分とが完

全に独立である．そこで，ここではSU(2)部分のみを扱う．すなわち，この小節で扱う作用は

S
SU(2)
YM = −κ

Z
d4xdz tr

∙
1

2
h(z)F 2µν + k(z)F

2
µz

¸
(4.2.5)

と書ける．
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一方，バリオン数は (anti-)instanton数で与えられる：

NB = −
1

32π2

Z
d3xdz²MNPQ tr(FMNFPQ) (4.2.6)

実際，この instanton数NB が Skyrme modelで定義されたバリオン数Bと等しいことが以下

のように分かる．

Aµ → 0を満たす静的な解に対して，

g(x)−1 = Pexp

µ
−i
Z z

−∞
dz0Az(x, z

0)

¶
(4.2.7)

でゲージ変換すると，

lim
z→+∞

Aµ(x) =
1

i
U−1(x)∂iU(x) , lim

z→−∞
Aµ(x) = 0 (4.2.8)

U(x) ≡ P exp
µ
−i
Z ∞
−∞
dz0Az(x, z

0)

¶
(4.2.9)

そこで，

trF 2 = dω3(A), ω3(A) = tr

µ
AF − i

3
A3
¶

(4.2.10)

を用いると，

NB = −
1

8π2

Z
trF 2 = − 1

8π2

Z
ω3(A)

¯̄z=∞
z=−∞ =

i

24π2

Z
tr

µ
1

i
U−1dU

¶3
(4.2.11)

これはまさに (B.1.3)で定義されるバリオン数Bに等しい．

BPST instanton解

今，我々に興味があるのはNB = 1のバリオンである．特に，k(z) = h(z) = 1の場合には，良

く知られたBPST instanton解*2)がこれに相当する：

AM(x) = −if(ξ)ginst(x, z)∂Mginst(x, z)−1, (4.2.12)

f(ξ) ≡ ξ2

ξ2 + ρ2
, ξ ≡

p
(x−X)2 + (z − Z)2 (4.2.13)

ginst(x, z) ≡
1

ξ

¡
(z − Z)− i(xi −X i) · τi

¢
(4.2.14)

Fij =
2ρ2

(ξ2 + ρ2)2
²ijaτa, Fzj =

2ρ2

(ξ2 + ρ2)2
τj (4.2.15)

τa(a = 1, 2, 3) は Pauli行列，x = (x1, x2, x3)である．(X, Z) と ρ はそれぞれ instantonの位

置と大きさを表すパラメータである．今の場合，k(z) 6= h(z) 6= 1だが，取りあえず ansatzと

してこの解を仮定することにする．

*2)通常の用語では，この解は anti-instantonである．
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すると，この解の持つエネルギーが計算できて，

E(ρ) = κ

Z
d3xdz tr

µ
1

2
h(z)F 2ij + k(z)F

2
iz

¶
= 3π2κρ4

Z
dz(z2 + ρ2)−5/2 (h(z) + k(z))

(4.2.16)

となる．ところが，
dE

dρ
> 0, for all ρ

となるから，instantonはつぶれてしまう．ちなみに，このときの最小エネルギーはE(0) = 8π2κ

となる．こうして次の結論が得られた．

SYM のみではBPST instantonは不安定

そこで，次節では 1/λの next leading orderまでを考える．その結果，CS項が instantonを

安定化させることが分かる．

次節に行く前に，別の角度からこの不安定性を示してみよう．F 2ij = (²ijkFjk)
2/2から，

E(ρ) =
κ

4

Z
d3xdz

µ
1

2
h(z)(²ijkF

a
jk)

2 + k(z)(F aiz)
2

¶
≥ κ

2

Z
d3xdz

p
h(z)k(z)|²ijkF ajkF aiz|

≥
¯̄̄̄
κ

2

Z
d3xdz²ijkF

a
jkF

a
iz

¯̄̄̄
= 8π2κ|NB|

(4.2.17)

ここで，一つ目の不等式は Schwartzの不等式であり，最後の等式では (4.2.6)を用いた．等式

が成り立つのは p
h(z)²ijkF

a
jk =

p
k(z)F aiz

が成り立つときであり，これは今の BPST instanton解 (4.2.12)で言うと ρ = 0に相当する．

従って，やはり instantonはつぶれてしまう．

ちなみに，E(0) = 8π2κは S4に巻きついたD4ブレインの質量と同じである [2]．

SCSからの寄与

1/λ 展開の leadingでは安定な soliton解がないことが分かったので，next-leading-orderま

で考えてみよう．結果としては [23, 19, 20]でも指摘されたように，CS項が解を安定化させる

ことが分かる．
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naive expectation

instantonが安定化することを定性的な議論から予想してみよう．SCSには

²MNPQ

Z bA0dt tr(FMNFPQ)

なる項が存在している．²MNPQ tr(FMNFPQ)がNBに比例することから，バリオン数は bAに対

する electric chargeとみなせる．ところで，electric chargeを持つ粒子のエネルギーはE ∼ ρ−2

だから，この項が instantonが潰れるのを防いで安定化することが期待される．

1/λ展開

上の naive expectationを実証していこう．まず，作用を 1/λ の next-to-leadingまで書き下す．

そこで，次の rescaleを施す．

exM = λ+1/2xM , ex0 = x0eρ = λ+1/2ρ , eXM = λ+1/2XM

eA0(t, ex) = A0(t, x) , eAM(t, ex) = λ−1/2AM(t, x) (4.2.18)eFMN(t, ex) = λ−1FMN(t, x) , eF0M(t, x̃) = λ−1/2F0M(t, x)

tilde付の量をO(λ0)として扱う．また，これ以後 tildeを省略する．この rescaleの下で，作

用は

SYM = −aNc
Z
d4xdz tr

∙
λ

2
F 2MN +

µ
−z

2

6
F 2ij + z

2F 2iz − F 20M
¶
+O(λ−1)

¸
− aNc

2

Z
d4xdz

∙
λ

2
bF 2MN +

µ
−z

2

6
bF 2ij + z2 bF 2iz − bF 20M¶+O(λ−1)¸ (4.2.19)

SCS =
Nc
24π2

²MNPQ

Z
d4xdz

∙
3

8
bA0 tr(FMNFPQ)

− 3
2
bAM tr(∂0ANFPQ) + 3

4
bFMN tr(A0FPQ) + 1

16
bA0 bFMN

bFPQ
− 1
4
bAM bF0N bFPQ + (全微分項)

¸
(4.2.20)

と書ける．ここで，Aはこの rescaleの下で不変なので SCSも不変であることに注意されたい．

この作用から導かれる EOMは

A0; DMF0M +
1

64π2a
²MNPQ bFMNFPQ +O(λ−1) = 0 (4.2.21)

AM ; DNFMN +O(λ−1) = 0 (4.2.22)

bA0; ∂M bF0M + 1

64π2a
²MNPQ

µ
tr(FMNFPQ) +

1

2
bFMN

bFPQ¶+O(λ−1) = 0 (4.2.23)

bAM ; ∂N bFMN +O(λ−1) = 0 (4.2.24)
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となる．ここでも ansatzとしてSU(2)部分はBPST instanton解 (4.2.12)を仮定する：FMN =

FBPSTMN ．確かにこれは (4.2.22)を満たす．また，(4.2.24)から，

bFMN = 0 (4.2.25)

→ bAM = 0 (4.2.26)

を得る．さらにこれを (4.2.21)に代入すると，

D2
MA0 = 0 (4.2.27)

→ A0 = 0 (4.2.28)

を得る．これらを (4.2.23)に代入れば，

∂2M bA0 + 3

π2a

ρ4

(ξ2 + ρ2)4
= 0 (4.2.29)

→ bA0 = 1

8π2a

1

ξ2

µ
1− ρ4

(ξ2 + ρ2)2

¶
(4.2.30)

となる．

まとめるとNB = 1のBPST instanton解は

A0 = 0

AM = ABPSTM = −if(ξ)ginst(x, t)∂Mginst(x, t)−1bA0 = 1

8π2a

1

ξ2

µ
1− ρ4

(ξ2 + ρ2)2

¶
bAM = 0

(4.2.31)

と書ける．

そこで，S = −M
R
dtを用いてこの instantonの質量を評価すると，

M = 8π2κ

∙
1 + λ−1

µ
ρ2

6
+

1

32pi4a2
1

ρ2
+
Z2

3

¶
+O(λ−2)

¸
(4.2.32)

となり，

ρ2 =
1

8π2a

r
6

5
(4.2.33)

で最小値

Mmin = 8π
2κ+

r
2

15
Nc (4.2.34)

をとる．つまりこの解は安定である．
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高階微分項の寄与

rescaleする前の量 (4.2.33)で表すと，

ρ2 =
1

8π2a

r
6

5
λ−1 (4.2.35)

となる．つまり，instantonの大きさはO(λ−1/2)である．

ところで，次元解析から高次の項は次元の分だけ ls を伴う (e.g. ls∂,lsA,α
0F ,...)．そして，

ls = O(λ+1/2)である．一方，instantonの大きさがO(λ−1/2)なので，∂ = O(λ+1/2)となり，

ls∂ = O(λ0) (4.2.36)

となる．同様にして，高階微分項は全てO(λ0)となり，本来はこれらを無視することが出来な

い．これは深刻な問題ではあるが，“ non-Abelian DBI + CS”を考えも，結果が変わらないこ

とは示されている [23]．しかし，これ以外の高階微分項の寄与については今のところ調べられ

ていない．ここでは，これらの寄与を無視して解析を続けることにしよう．

4.2.2 集団座標

1/λ展開の leadingではSU(2) pure YM理論だった．その理論の古典解であるBPST instanton

にはモジュライがある．その座標は以下の通り．

• instantonの位置　：XM = (X, Z)

• instantonの大きさ：ρ

• SU(2) orientation ：W = a = a4 + iaaτ
a ∈ SU(2)　　 (

P4
a=1 a

2
I = 1, a ∼ −a)

この節では，これらの集団座標“Xα = (XM , ρ),W ”を時間に依存する力学変数Xα(t),W (t)

とし，これらに対する量子力学系を考える．

ところで，1/λの next-leading-orderまで含めると，(4.2.32)のようになり，厳密には ρ, Zは

モジュライではない．しかし，Appendix A.10で見るように，λÀ 1では ρやZに対する質量

は他のモードの質量に比べると十分小さい．従って，以下ではこれらも集団座標として扱う．

そこで，集団座標を次のようにとる：

A0(t, x) = ∆A0(t, x)

AM(t, x) = W (t)A
cl
M(x;X

α(t))W (t)−1
(4.2.37)
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∆A0 は運動方程式を満たすために導入されたものである．このとき，field strengthは次のよ

うになる．⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
FMN = WF clMNW

−1,

F0M = ∂0AM − ∂M∆A0 + i[∆A0, AM ]

= −W [AclM ,W−1Ẇ ]W
1
+W∂0AMW

−1 −WDcl
M(W

−1∆A0W )W−1

= W
³
Ẋα ∂

∂XαA
cl
M −Dcl

MΦ
´ (4.2.38)

ここに，上付きドットは時間微分 ∂0を表し，

Φ ≡ W−1∆A0W − iW−1Ẇ (4.2.39)

このとき，(4.2.37)は次のようにも表せる．

A(t, x) = (Acl(x;Xα(t)) + Φ(t, x)dt)W (t) (4.2.40)

さらに，運動方程式 (4.2.21)，(4.2.22)はそれぞれ以下のようになる．

(4.2.21)→ Dcl
M

µ
Ẋα ∂

∂Xα
AclM −Dcl

MΦ

¶
= 0 (4.2.41)

(4.2.22)→ Dcl
NF

cl
MN = 0 (4.2.42)

また，明らかに (4.2.23)，(4.2.24)は不変である．従って， bA0, bAM は (4.2.31)の通り：

bA0 = 1

8π2a

1

ξ2

µ
1− ρ4

(ξ2 + ρ2)2

¶
, bAM = 0 (4.2.43)

従って，非自明な方程式は (4.2.41)のみであり，この式からWとΦとの関係が求まる．Appendix

A.11によると，結果は次のようになる．

Φ(t, x) = −ẊN(t)AclN(x) + χa(t)Φa(x), Φa = f(ξ)ginsttag
−1
inst

χa(t) = −2i tr(taW−1Ẇ ) = 2(a4ȧa − ȧ4aa + ²abcabȧc) (4.2.44)

(4.2.37)と (4.2.43)を作用 (4.1.1)に代入すると，集団座標に関する lagrangian を得る：

L = LX + LZ + Ly +O(λ−1) (4.2.45)

LX = −M0 +
mX

2
Ẋ

2
, (4.2.46)

LZ =
mZ

2
Ż2 − mZω

2
Z

2
Z2, (4.2.47)

Ly =
my

2
(ρ̇2 + ρ2ȧ2I)−

myω
2
ρ

2
ρ2 − Q

ρ2
(4.2.48)
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ここに，

M0 ≡ 8π2κ, mX ≡ mZ ≡
my

2
≡ 8π2κλ−1 ≡ 8π2aNc (4.2.49)

ω2Z ≡
3

2
, ω2ρ ≡

1

6
, Q ≡ N2

c

5mx

=
Nc
40π2a

(4.2.50)

rescaleする前の質量を見るには，X̃α = λ+1/2Xα を用いて lagrangian を書き直せばよい：

mX = mZ =
my

2
= 8π2κ =M0, Q =

N2
c

5mxλ
=

Nc
40π2aλ

(4.2.51)

4.2.3 量子化

前節で得た系を量子化しよう．ここでは，Xの運動は考えないことにする．すなわち，考

える lagrangian は

L = −M0 + LZ + Ly (4.2.52)

また，(ρ, aI)を 4次元の極座標とみなし，対応する直交座標 yI を次のように定義する．

yI ≡ ρaI , ρ =
q
y2I (4.2.53)

すると，Ly は次のように書ける．

Ly =
my

2
ẏI
2 − myω

2
ρ

2
ρ2 − Q

ρ2
(4.2.54)

これらを用いて量子系の hamiltonianを書き下すと，

H =M0 +Hy +HZ (4.2.55)

Hy = −
1

2my

∂2

∂y2I
+
1

2
myω

2
ρρ
2 +

Q

ρ2
(4.2.56)

HZ = −
1

2mZ
∂2Z +

1

2
mZω

2
ZZ

2 (4.2.57)

となる．この形から，バリオン状態の波動関数は yIに関する部分ψ(yI)とZに関する部分φ(Z)

との積で書かれる．ところで，モジュライ空間上では yI と−yI は同一視されていたから，波

動関数 ψ(yI)は

ψ(yI) = ±ψ(−yI)
を満たす．特に Skyrme modelでは，バリオンのようなフェルミオン的状態に対しては

ψ(yI) = −ψ(−yI) (4.2.58)

を課すと良いことが知られている [15, 16]．
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Schrödinger 方程式

Hy の固有値：Ey
(4.2.56)を極座標で書き直すと，

Hy = −
1

2my

µ
1

ρ3
∂ρ(ρ

3∂ρ) +
1

ρ2
(∇2S3 − 2myQ)

¶
+
1

2
myωρ2ρ

2 (4.2.59)

ここで，波動関数を

ψ(yI) = Rl(ρ)T
(l)(aI), ∇2S3T (l)(aI) = −l(l + 2)T (l)(aI) (4.2.60)

と書くと，R(ρ)の満たすべき式は

Hl̃R(ρ) = EyR(ρ) (4.2.61)

Hl̃ = −
1

2my

µ
1

ρ3
∂ρ(ρ

3∂ρ)−
1

ρ2
(l(l + 2) + 2myQ)

¶
= − 1

2my

Ã
1

ρ3
∂ρ(ρ

3∂ρ)−
l̃(l̃ + 2)

ρ2

! (4.2.62)

となる．ここに，

l̃ ≡ −1 +
q
(l + 1)2 + 2myQ, l̃(l̃ + 2) = l(l + 2) + 2myQ (4.2.63)

である．

ここで，R(ρ)を

R(ρ) = exp
³
−myωρ

2
ρ2
´
ρl̃v(myωρρ

2) (4.2.64)

と定義すると，(4.2.61)は v(x)に対する合流型超幾何微分方程式となる：µ
x∂2x + (l̃ + 2− x)∂x +

1

2

µ
Ey
ωρ
− l̃ − 2

¶¶
v(x) = 0 (4.2.65)

規格化可能で正則な解は

1

2

µ
Ey
ωρ
− l̃ − 2

¶
= n ∈ Z (4.2.66)

のときにのみ存在することが知られている．

このとき，波動関数は合流型超幾何関数 F (α, γ; z)を用いて

R(ρ) = exp
³
−myωρ

2
ρ2
´
ρl̃ F (−n,el;myωρρ

2) (4.2.67)
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と書け，固有値は

Ey = ωρ(l̃ + 2n+ 2) (4.2.68)

=

r
(l + 1)2

6
+
2

15
N2
c +

2nρ + 1√
6

(4.2.69)

となる．

HZ の固有値：EZ
(4.2.57)は調和振動子の hamiltonianである．従って，

EZ = ωZ

µ
nZ +

1

2

¶
=
2nZ + 1√

6
(4.2.70)

バリオンの質量：M

バリオンの質量は hamiltonian(4.2.55)の固有値である．従って，(4.2.69)と (4.2.70)とから，

M =M0 + Ey + EZ

=M0 +

r
(l + 1)2

6
+
2

15
N2
c +

2(nρ + nZ + 1)√
6

(4.2.71)

物理的解釈

4.2.3節に現れた量子数 l, nρ, nZ に対する物理的な解釈を与え，同一視すべきバリオンを見

出そう．

spinと isospin

今，W に対する右変換

W 7→WgJ(R), gJ(R) ∈ SU(2)J (4.2.72)

の下で，

AM(t, x) 7→WgJ(R)A
cl
M(x;X

α(t))gJ(R)
−1W−1

=
¡
AclM(Rx;RX, yI)

¢W (4.2.73)

と変換されるので，gJ は空間回転 ‘spin’とみなせる．一方，左変換

W 7→ gIW, gI ∈ SU(2)I (4.2.74)

の下で

AM(t, x) 7→ gIAM(t, x)g
−1
I (4.2.75)
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と変換されるので，gI は ‘isospin’とみなせる．そして，これらの変換の下で集団座標W は次

のように変換される．

W 7→ gIWgJ (4.2.76)

つまり，Wは (SU(2)I×SU(2)J)/Z2表現に属している．ところで，S3上の球面調和関数T (l)(aI)

は

T (l)(aI) = CI1···IlaI1 · · · aIl (4.2.77)

と書けることが知られている．ここに，CI1···IlaI1 は symmetric traceless tensorである．この

T (l)(aI)は (SU(2)I ×SU(2)J)/Z2の下では spin ( l
2
, l
2
)として変換する．つまり，前節の量子数

lと spinJ，isospin J との間には

I = J =
l

2
(4.2.78)

という関係が成り立つことになる．

パリティ

3.3.2節によると，パリティ変換は

P： xM 7→ −xM (4.2.79)

で定義されている．一方，調和振動子系では nZ の偶奇性と波動関数の Z 7→ −Z に対する偶

奇性とが一致することが知られている．従って，

nZ の偶奇性　↔　パリティ偶奇性

となる．

Nc 依存性

Nc À 1に対しては，(4.2.71)は

M 'M0 +

r
2

15
Nc +

1

4

r
5

6

(l + 1)2

Nc
+
2(nρ + nZ + 1)√

6
(4.2.80)

Ncに比例する性質はラージNcから予想される振る舞いと一致している [17]．

4.2.4 実験値との比較

(4.2.78)から，例えば，(l, nρ, zZ) = (1, 0, 0)が核子N に相当する．質量公式 (4.2.71)を用い
て，核子の質量 940 MeVを再現するようにMKKを 500 MeVに選ぶと，バリオンの質量は以
下のように決まる．

(nρ, nz) (0, 0) (1, 0) (0, 1) (1, 1) (2, 0)/(0, 2) (2, 1)/(0, 3) (1, 2)/(3, 0)

N (l = 1) 940+ 1348+ 1348− 1756− 1756+, 1756+ 2164−, 2164− 2164+, 2164+

∆ (l = 3) 1240+ 1648+ 1648− 2056− 2056+, 2056+ 2464−, 2464− 2464+, 2464+
(4.2.81)
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一方，[24]より，これらに対する実験値は*3)

(nρ, nz) (0, 0) (1, 0) (0, 1) (1, 1) (2, 0)/(0, 2) (2, 1)/(0, 3) (1, 2)/(3, 0)

N (l = 1) 940+ 1440+ 1535− 1655− 1710+, ? 2090−∗ , ? 2100+∗ , ?
∆ (l = 3) 1232+ 1600+ 1700− 1940−∗ 1920+, ? ?, ? ?, ?

(4.2.82)

*3)添え字*は粒子の存在が未だ不確定であることを表している．
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4.3 核子の諸性質

Appendix Bにある様に，Skyrme modelでは，hedgehog解の集団座標を量子化することで

バリオンのスペクトルおよび電荷密度などの静的性質を計算した．ここでも，上で得られた

Nf = 2の解を基に [46]に沿って核子の諸性質を解析する．

4.3.1 4次元カレント

5次元理論 (4.1.1)から 4次元QCDのカレントをいかに定義するかを議論する．酒井・杉本

模型では，パイオン場U(x)はA→ 0ゲージで

U(x) = P exp

µ
−i
Z ∞
−∞
dzAz(x, z)

¶
. (4.3.1)

と書かれていた．そして，U に対する左右変換 U(x)→ gLU(x)g
−1
R はゲージ変換

A→ Ag = g(A− id)g−1 (4.3.2)

で実現する．ただし，gL/R は z = ±∞での g(x, z)の値であり，xµ に依らないとする．つま

り，chiral変換は 5次元局所ゲージ変換に含まれている．

そこで，局所ゲージ変換を考えよう：

δζAM = DMζ = ∂Mζ + i[AM , ζ]. (4.3.3)

この変換の下で作用は不変であり，これに伴う 5次元カレントは

JMζ (x, z) = J
M
YM,ζ(x, z) + J

M
CS,ζ(x, z) (4.3.4)

ここに，JMYM,ζ , J
M
CS,ζ はそれぞれ SYM, SCSからの寄与で，

JµYM,ζ(x, z) = −2κ tr (h(z)FµνDνζ + k(z)FµzDzζ) (4.3.5)

JzYM,ζ(x, z) = −2κk(z) tr (F zνDνζ) (4.3.6)

JMCS,ζ(x, z) = −
Nc
64π2

²MNPQR tr({FNP ,FQR}ζ) (4.3.7)

と書ける．

そこで，ここでは次のように 4次元カレントを定義する：

jζµ =

Z ∞
−∞

dzJζµ(x, z) (4.3.8)
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実際，Jz → 0 (z → ±∞)なる解に対してはこのカレントは保存する：

∂µj
ζ
µ =

Z ∞
−∞
dz∂µJ

ζ
µ =

Z ∞
−∞
dz∂zJ

ζ
z = J

ζ
z (x, z)

¯̄̄z=∞
z=−∞

= 0 (4.3.9)

上の議論から，パイオン場 U(x)の左右変換に対応する局所ゲージ変換は変換パラメータ

ζ = ζataを次のように選ぶことで得られると期待できる．

ζa±(x, z = ±∞) = 1, ζa±(x, z = ∓∞) = 0 (4.3.10)

カレントの非一意性

ここで少し上で定義したカレントの問題点について触れておく．

1つ目はカレントがゲージ不変でないことである．保存電荷Qζ =
R
d3xj0ζ は無限遠での振

舞いを変えない様なゲージ変換の下で不変であるが，カレントそのものは不変にはならない．

つまり，どのゲージで計算するかによって結果が変わってしまう．

2つ目は (4.3.10)を満たすような ζa± が無数にあり，一意的に決められないことである．当

然，ζ の選び方によって結果は変わる．また，この問題は 1つ目のゲージ不変性の問題と深く

関係している．今，カレント (4.3.8)が次の変換の下で不変であることに注意しよう．

A→ Ag, ζ → ζg = gζg−1 (4.3.11)

従って，異なるゲージで同じ結果 (カレント)を導くためには，異なる ζ (具体的には，両者を

つなぐ変換パラメータ gを用いて zetag と書けるもの) を用いなければならない．

一方，bulk-boundary対応の流儀から 4次元カレントを定義することも可能である．このと

きには，z = ±∞での量を読み取ることになるので，無限遠での場の振舞いを変えないよう

なゲージ変換の下で確かに不変となる．しかしながら，バリオンを表す instantonは z = 0に

localizeした解であり，無限遠ではこれらの持つ情報は消えてしまう．また，次節で扱うSkyrme

modelの chiral currentもこの定義は再現しない．

こういった理由から，ここでは4次元カレント (4.3.8)を採用することにする．そして，ζ(x, z)±
はゲージ場Aµの zero mode

ψ±(z) =
1

2
± 1

π
arctan z (4.3.12)

を用いて

ζ±(x, z) = ψ±(z)ta (4.3.13)

と書くことにする．

ここで，ζ(x, z) = ψ(z)taに対して，積分する前の 5次元カレントは次の様に書ける．

Jµζ,a = −2iκ tr
h³
h(z)[Fµν ,Aν ] + k(z)[Fµz,Az]

´
ta

i
ψ(z)− 2κk(z) tr(Fµzta)∂zψ(z)
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− Nc
64π2

²µNPQR tr
¡©
FNP ,FQR

ª
ta
¢
ψ(z) (4.3.14)

また，上の議論から，vector current，axial currentに対してはそれぞれ ψ(z)として

ψV (z) = ψ+(z) + ψ−(z) = 1, ψA(z) = ψ+(z)− ψ−(z) =
2

π
arctan z (4.3.15)

を用いればよいことが分かる．

4.3.2 Skyrme近似

上で定義した4次元カレントがSkyrme modelのカレントを再現できるどうか調べよう．3.4.1

節ではAz = 0ゲージへ移り，massive モードを落とし，zero mode ψ±(z)のみを残すことで

酒井・杉本模型から Skyrme modelを再現した．このように ψ±モードのみを残す近似では，

ψ2± ' ψ±, ψ+ψ− ' 0, ψ+ + ψ− = 1 (4.3.16)

とでき，これを ‘Skyrme近似’と呼ぶ．

Skyrme近似での jζµ

Skyrme近似では，(4.3.10)を満たす ζ±0は

ζ±(z) = ψ±(z)ta (4.3.17)

に他ならない．

ところで，我々のカレントはA→ 0ゲージで定義されていた．この小節では，jζµ(x)を計算

するため，Az = 0ゲージへと移ろう．このとき，(4.3.11)での不変性から，

Jµζ (x) = −2κ tr
³
h(z)Fg,µνDgνζg(x, z) + k(z)Fg,µzDgzζg(x, z)

´
− Nc
64π2

²µNPQR tr
¡©
Fg
NP ,Fg

QR

ª
ζg
¢

(4.3.18)

と書ける．ここに，g(x, z)は

g(x, z)−1 = Pexp

µ
−i
Z z

−∞
dz0Az(x, z0)

¶
(4.3.19)

であり，Skyrme近似では，

g(x, z)−1 ' ψ−(z) + U(x)ψ+(z), g(x, z) ' ψ−(z) + U
−1ψ+(z) (4.3.20)
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と表される．

さらに，Az = 0ゲージのゲージ場や field strengthは

Agµ(x, z) = Rµ(x)× ψ+(z) + (massive modes) (4.3.21)

Agz(x, z) = 0 (4.3.22)

Fg
µν(x, z) = −i [Rµ(x), Rν(x)]× ψ+(z)ψ−(z) + (massive modes) (4.3.23)

Fg
zν(x, z) = Rν(x)×

ψ+(z)

dz
+ (massive modes) (4.3.24)

と展開される．ここにRµ(x)は

Rµ(x) = −iU(x)−1∂µU(x) (4.3.25)

で与えられる．

右・左カレントの計算

まず ζ+(x, z) = ψ+(z)taの場合を考えよう．Skyrme近似では ζg+は

ζg+(x, z) =
¡
ψ− + U

−1ψ+
¢
ψ+ta

¡
ψ− + Uψ+

¢
' ψ+(z)U(x)

−1taU(x) (4.3.26)

と書ける．また，

Dgνζg+ = ∂νζ
g
+ + i [Agν , ζg+] = ψ+∂ν

¡
U−1taU

¢
+ i
£
Rνψ+,ψ+U

−1taU
¤

= −i
£
Rν , U

−1taU
¤
ψ+ + i

£
Rν , U

−1taU
¤
ψ2+ = −i

£
Rν , U

−1taU
¤
ψ+ψ− (4.3.27)

となる．

これらを用いて，

jµ,YMζ+, a
(x) = −2κ

Z ∞
−∞
dz tr

½
h(z)

¡
−i [Rµ, Rν ]ψ+ψ−

¢ ¡
−i
£
Rν , U

−1taU
¤
ψ+ψ−

¢
− k(z)

¡
Rµbφ0¢ d

dz
ψ+(z)U

−1taU

¾
= 2κ tr

½µ
1

π
Lµ + cS

£
[Lµ, Lν ], Lν

¤¶
ta

¾
(4.3.28)

jµ,CSζ+, a
(x) = − iNc

4π2
²µνρσ tr

¡
RνRρRσU

−1taU
¢ Z ∞
−∞
dzψ2+(1− ψ+)

dψ+
dz

= − iNc
48π2

²µνρσ tr (LνLρLσt
a) (4.3.29)

を得る．ここに，

Lµ(x) = U(x)RµU(x)
−1 = iU(x)∂µU(x)

−1 (4.3.30)

79



である．

従って，4次元カレントは

jµζ+, a = 2κ tr

½µ
1

π
Lµ + cS

£
[Lµ, Lν ], Lν

¤¶
ta

¾
− iNc
48π2

²µνρσ tr (LνLρLσt
a) (4.3.31)

となり，これは Skyrme modelでの左変換に対応するカレントに他ならない．ただし，cS は

cS =

Z ∞
−∞
dz h(z) [ψ+(z)ψ−(z)]

2 = 0.15659 . . . (4.3.32)

で与えられる．

次に，ζ−(z) = ψ−(z)ta の場合を考えよう．ζg−(z)は

ζg−(x, z) =
¡
ψ− + U

−1ψ+
¢
ψ−ta

¡
ψ− + Uψ+

¢
' ψ−(z)ta (4.3.33)

となり，元々のゲージでのそれと同じである．

これから，

jµ,YMζ−, a (x) = −2κ
Z ∞
−∞
dz tr

½
h(z)

¡
−i [Rµ, Rν ]ψ+ψ−

¢
i [Rνψ+, taψ−]− k(z)

¡
Rµbφ0¢ d

dz
ψ−(z)ta

¾
= −2κ tr

½µ
1

π
Rµ + cS

£
[Rµ, Rν ], Rν

¤¶
ta

¾
(4.3.34)

jµ,CSζ−, a = −
iNc
4π2

²µνρσ tr (RνRρRσt
a)

Z ∞
−∞
dzψ+ψ

2
−
dψ+
dz

= − iNc
48π2

²µνρσ tr (RνRρRσta) (4.3.35)

となり，結局

jµζ−, a = −2κ tr
½µ

1

π
Rµ + cS

£
[Rµ, Rν ], Rν

¤¶
ta

¾
− iNc
48π2

²µνρσ tr (RνRρRσta) (4.3.36)

を得る．これは Skyrme modelでの右変換に相当するカレントに等しい．

4.3.3 バリオンの静的性質

この小節では上で定義したカレントと 4.2節で与えられた解を基にバリオンの諸性質を解析

する．
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Rescaling

再び (4.2.18)のように座標と場を rescaleし，1/λ展開を行う．こうして rescaleされた量で

表すと，leading orderで Jζ は次のように書ける*4)．

J0ζ (x, z) = −2κλ tr
³
F0iDieζ + F0zDzeζ´− Nc

64π2
λ2²MNPQ tr

³©
FMN ,FPQ

ªeζ´ (4.3.37)

J iζ(x, z) = −2κλ
3
2 tr

³
FijDjeζ + FizDzeζ´+ λ

3
2

8π2
²ijk tr

³
FjkF0zeζ + 2F0jFkzeζ´ (4.3.38)

Jzζ (x, z) = −2κλ
3
2 tr

³
FziDieζ´− λ

3
2

32π2
²µνρσ tr(FµνFρσeζ) (4.3.39)

ここに，eζ(t, x) = ζ(t,λ−
1
2x). 特に，ζ(z) = ψ(z)taに対しては，

J0a(x, z) = −2κλ
(
i tr
h³
[F0i,Ai] + [F0z,Az]

´
ta

i eψ(z) + tr¡F0zta¢d eψ(z)
dz

)
− Nc
64π2

λ2²MNPQ tr
¡©
FMN ,FPQ

ª
ta
¢ eψ (4.3.40)

J ia(x, z) = −2κλ
3
2

(
i tr [([Fij,Aj] + [Fiz,Az]) ta] eψ + tr(Fizta)deψ

dz

)

+
λ
3
2

8π2
²ijk tr [(FjkF0z + 2F0jFkz) ta] eψ (4.3.41)

Jza (x, z) = −2κλ
3
2 tr ([Fzi,Ai]ta) eψ(z)− λ

3
2

32π2
²µνρσ tr(FµνFρσta) eψ (4.3.42)

ここに eψ(z) = ψ(λ−
1
2 z) (4.3.43)

である．

singularゲージの導入

ここで，後に有用となる singularゲージを導入しておく．singularゲージでのバリオン解A
cl

はAclを通して次のように書ける．

A
cl
=
¡
Acl
¢g−1

= g−1
¡
Acl − id

¢
g (4.3.44)

つまり，

A
cl

M=i,z(x, z) = −if(ξ)g(x)−1∂Mg(x), A
cl

0 (x, z) = 0 (4.3.45)

*4)κ = O(λ)であるから，JζM の第 2項は subleading のように見える．しかし，U(1)カレントに対しては YM
partからの寄与はなく，これらの項が leadingとなる．
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である．ここに，

f(ξ) = 1− f(ξ) = ρ2

ξ2 + ρ2
(4.3.46)

であり，g(x)は (4.2.14)で定義されている．顕わに書くと，A
cl
は

A
cl

i (x, z) =
2

ξ2
f(ξ)

¡
z ti − ²ijaxjta

¢
, A

cl

z (x, z) = −
2

ξ2
f(ξ)xata (4.3.47)

と書け，field strengthは

F
cl

ij =
4ρ2

(ξ2 + ρ2)2
²ijk g

−1tkg, F
cl

iz =
4ρ2

(ξ2 + ρ2)2
g−1tig (4.3.48)

と書ける．

singularゲージでは集団座標W (t), ρ(t)は次のように導入される：

A(x, z) =
¡
A
cl
+ Φdt

¢W (t)
= W (t)

³
A
cl
+ Φdt− id

´
W (t)−1 (4.3.49)

ここに，Φは次のように書ける．

Φ = g−1Φg =
3X
a=1

χa(t)Φa, Φa = f(ξ)ta (4.3.50)

ここで，Aは regularゲージA (4.2.40)にWg−1W−1でゲージ変換することで得られる：

A = AWg−1W−1 =
³¡
AW

−1¢g−1´W
(4.3.51)

singularゲージでは, F 0M は

F 0M =
¡
FWg−1W−1

¢
0M
= Wg−1W−1F0MWgW

−1 = W (t)

µ
ρ̇
∂

∂ρ
A
cl

M − χaD
cl

MΦa

¶
W (t)−1

(4.3.52)

と書ける．

核子の charge density

カレント (4.3.40)-(4.3.42)を用いて核子の charge densityを求めよう．核子の電荷は isospin

I3 とバリオン数の半分B/2との和でかけていた．そこで，isospin charge densityとバリオン

数密度を求めよう．また，ここでの解析は singularゲージで行う*5)．

まずは isospin charge densityを計算しよう．isospin回転は SU(2)V 回転であり，z = ∞と

z = −∞とで同じ変換を施すことで得られる．これに相当する 5次元カレントを V と呼ぶこ

*5)regularゲージでの計算では (4.3.59)が再現されない．
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とにする．原理的には ψ(z)は z = ±∞で 1となるような関数であればなんでもよく，特定の

関数を用いるべきだという議論は今のところない．ここでは，試行的に ψ(z)に Skyrme近似

を採用することにする．例えば今の場合なら，

ψ(z) = ψ+ + ψ− = 1 (4.3.53)

と書ける．

この式や (4.3.49)，(4.3.52)を (4.3.41)に代入すると，

V0a(x, z) = 2κλ i tr
n³£

F 0i, Ai
¤
+
£
F 0z, Az

¤´
ta

o
= −2κλ tr

n
W (t)

³
i
£
D
cl

i Φb, A
cl

i

¤
+ i
£
D
cl

z Φb, A
cl

z

¤´
W (t)−1ta

o
χb(t) (4.3.54)

これを (4.3.54)に代入することで，

V0a(t,x, z) = −2κλ×
8ρ4

(ξ2 + ρ2)3
× tr

¡
−iẆW−1ta

¢
(4.3.55)

を得る．ここで，
3X
b=1

(tb)ij(tb)k` =
1

2
δi`δkj −

1

4
δijδk` (4.3.56)

から得られる表式

3X
b=1

tr
h
W (t)tbW (t)

−1ta
i
χb(t) = −2i

X
b

tr
¡
tbW

−1taW
¢
tr
¡
tbW

−1Ẇ
¢

= −i tr
¡
W−1taWW

−1Ẇ
¢
= −i tr

¡
taẆW

−1¢ (4.3.57)

を用いた．

isospin charge density ρVa (t,x) は V0a を (rescaleする前の)zで積分することで得られる：

ρVa (t,x) =

Z ∞
−∞
d(λ−1/2z)V0a(t,x, z) = −2κλ1/2×

Z ∞
−∞
dz

8ρ4

(ξ2 + ρ2)3
×tr

¡
−iẆW−1ta

¢
(4.3.58)

これを空間積分したものは確かに (4.2.48)から導かれる isospin Iaと一致する：Z
d3(λ−1/2x) ρVa (t,x) = −

8π2κρ2

λ
tr
¡
−iẆW−1ta

¢
= Ia (4.3.59)

rescaleする前の量を用いて ρVa を表すと，

ρVa (x) =
3λ3/2

4π

ρ2

(r2 + ρ2)5/2
Ia =

3

4π

ρ2org
(r2org + ρ2org)

5/2
Ia (4.3.60)
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と書ける．ここに，rorg と ρorg は rescaleする前の量で，

rorg = λ−1/2r, ρorg = λ−1/2ρ (4.3.61)

次に，バリオン数密度を求めよう．バリオン数は instanton数であった．そこで，バリオン

数カレント jjµB を instanton数カレント

JµB = −
1

32π2
²µMNPQ tr(FMNFPQ) (4.3.62)

の z-積分で定義する．

このとき，バリオン数密度は

j0B(x) = −
4

32π2

Z ∞
−∞
d(λ−1/2z)λ2²ijk tr

¡
F clijF

cl
kz

¢
=
15λ3/2

8π

ρ4

(r2 + ρ2)7/2
(4.3.63)

となる．これを rescaleする前の量 (4.3.61)で表すと，

j0B(x) =
15

8π

ρ4org
(r2org + ρ2org)

7/2
(4.3.64)

以上の結果から，核子の単位 rorg 当たりの electric charge densityは

ρem(rorg) = 4πr
2
org

µ
ρVa=3(x) +

1

2
j0B(x)

¶
=

3ρ2orgr
2
org

(r2org + ρ2org)
5/2
I3 +

15ρ4org
4

r2org
(r2org + ρ2org)

7/2
B (4.3.65)

となる．ここに，バリオン数Bは核子に対してはB = 1である．

Mean square charge radius

Skyrme modelの場合 [38]と同じようにして，isovector mean square charge radiusを計算す

ると， 
r2
®
I=1

=

R
d3x r2ρVa=3(x)R
d3xρVa=3(x)

(4.3.66)

となり，log発散する．この結果は [37]の予想と同じである．

一方，isoscalar mean square charge radiusは


r2
®
I=0

=

Z
d3x r2j0B(x)Z
d3x j0B(x)

=

Z ∞
0

dr
r4

(r2 + ρ2org)
7/2Z ∞

0

dr
r2

(r2 + ρ2org)
7/2

=
3

2
ρ2org (4.3.67)
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と表される．

ここで，ρ2は前節で得た波動関数R(ρ) (4.2.67)を用いて得られる期待値：


ρ2
®
ρ
=

R
dρ ρ3 ρ2R(ρ)2R
dρ ρ3R(ρ)2

(4.3.68)

で評価する．核子に対しては，n = 0, l = 1であるから，

R(ρ) = ρ
elN exp

µ
−1
2
myωρρ

2

¶
,
³elN = −1 + 2p1 +N2

c /5
´

(4.3.69)

となる．従って， 
ρ2org

®
ρ
=
2 + elN
myωρ

=

√
6

8π2κ

Ã
1

2
+

r
1 +

N2
c

5

!
(4.3.70)

を得る．

また，このときのバリオンの質量は (4.2.34)で与えられ，leadingでは 8π2κである．これを

核子の質量MN とみなすと，

MN = 8π
2κ (4.3.71)

ここで，N と∆との質量の差を再現するようにMKK = 488MeVと選ぶと，

MN = 939MeV = 1.92MKK (4.3.72)

となる．

このとき， q
ρ2org

®
ρ
= 0.672 fm (4.3.73)

となる．そして，これを (4.3.67)へ代入すると，isoscalar mean square charge radiusは


r2
®1/2
I=0

=

r
3

2

q
ρ2org

®
ρ
=

r
3

2
× 0.672 fm = 0.82 fm, (ANW: 0.59 fm, Exp: 0.80 fm)

(4.3.74)

と決まる．括弧中のANWは Skyrme modelでの計算結果 [38]を，EXPは実験値を表してい

る．[38]と比較すると驚くほど実験値に近い値である．

Magnetic moment

まず，核子のmagnetic momentを求めるために必要な量を求めよう．magnetic momentは

µ =
1

2

Z
d3xx× jem(x) =

1

2
µI=1 +

1

2
µI=0 (4.3.75)
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と書けている．ここに，jemは electro-magneticカレントであり，vector current jV,a=3とバリ

オン数カレント jB との和で表される：

jem = jV,a=3 +
1

2
jB (4.3.76)

ここで，jV,aは V ia を z-積分することで得られる：

jiV,a(x) =

Z ∞
−∞
d(λ−

1
2 z)V ia(x, z)

= 2iκλ
3
2

Z ∞
−∞
dz tr

£¡
[F ij,Aj] + [F iz,Az]

¢
ta
¤

(4.3.77)

そして，jB はバリオン数カレントで，

jiB =

Z ∞
−∞
d(λ−

1
2 z)J

i

B =
λ

8π2
²ijk

Z ∞
−∞
dz tr(F jkF0z + 2F0jFkz) (4.3.78)

と書ける．これらのカレントを用いて，isovector magnetic momentや isoscalar magnetic mo-

mentはそれぞれ次のように表される．

µI=1 =

Z
d3xx× jVa=3(x), (4.3.79)

µI=0 =
1

2

Z
d3xx× jB(x) (4.3.80)

さらに，それぞれに対する g-因子は次のように定義される．

µI=1 =
gI=1
2MN

σ

2
τ3, (4.3.81)

µI=0 =
gI=0
2MN

σ

2
, (4.3.82)

ここに，σ，τ はそれぞれ spin，isospinに対するパウリ行列である．

これらの g-因子を用いて，陽子および中性子のmagnetic momentは

µp =
gp
2MN

σ

2
=
1

2
× gI=1 + gI=0

2MN

σ

2

µn =
gn
2MN

σ

2
=
1

2
× −gI=1 + gI=0

2MN

σ

2
(4.3.83)

と書け，従って，

gI=0 = gp + gn, gI=1 = gp − gn (4.3.84)

となる．
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そこで，まずは isovector magnetic momentを求めよう．(4.3.49)や (4.3.52)を (4.3.77)に代

入すると，

jiV,a(x) = −2κλ×
2π

ρ2

µ
8

r
− 8r

4 + 20ρ2r2 + 15ρ4

(r2 + ρ2)5/2

¶
²ijkx

j tr
h
tkW (t)

−1taW (t)
i

(4.3.85)

を得る．rescaleする前の座標で積分することで，isovector magnetic momentは次のように求

まる：

(µI=1)i = ²ijk

Z
d3(λ−1/2x) (λ−1/2xj) jkV,3(x) =

1

λ2

Z
d3x ²ijk x

j jkV,3(x)

= −2κλ
λ2

× 2π
ρ2

Z
d3x

µ
8

r
− 8r

4 + 20ρ2r2 + 15ρ4

(r2 + ρ2)5/2

¶
²ijkx

j²k`mx
` tr
h
tmW (t)

−1t3W (t)
i

=
8π2κρ2

λ
tr
h
tiW (t)

−1t3W (t)
i
= 8π2aNcρ

2 × tr
h
tiW (t)

−1t3W (t)
i

(4.3.86)

さらに，核子の状態ベクトル |Niに対して成り立つ公式 [38]：

hN 0| tr
h
tiW

−1taW
i
|Ni = −1

6
hN 0|σiτa |Ni (4.3.87)

を用いることで，(4.3.81)との比較から，

gI=1
4MN

= 8π2aNcρ
2 ×

µ
−1
6

¶
(4.3.88)

を得る．従って，gI は次のように求まる．

gI=1 =
16π2κ

3


ρ2org

®
ρ
MN (4.3.89)

gI=1の数値を求めるため，再び hρ2iρ に (4.3.70)を代入し，MN = 1.92MKKを用いると，

gI=1 =

r
2

3

Ã
1 + 2

r
1 +

N2
c

5

!
× 1.92 = 6.83 (ANW: 6.38, Exp: 9.4) (4.3.90)

この値は Skyrme modelの結果 [38]よりも実験値に近くなっている．

次に，isocalar magnetic moment (4.3.80)を計算しよう．(4.3.78)より，

jiB(x) =
3λ

π2

Z ∞
−∞
dz

ρ4

(ξ2 + ρ2)4

∙¡
δiaz − ²ijaxj

¢
χa(t) + 2xi

d

dt
ln ρ(t)

¸
=
15λ

16π

ρ4

(r2 + ρ2)7/2

µ
−²ijaxjχa(t) + 2xi

d

dt
ln ρ(t)

¶
(4.3.91)

を得る．そこで，(4.3.91)や (4.3.80)を代入すると，

(µI=0)i =
1

2
²ijk

Z
d3(λ−1/2x)(λ−1/2xj)jkB(x)
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=
15

16πλ

1

2
²ijk (−²k`a)

Z
d3xxjx`

ρ4

(r2 + ρ2)7/2
χa(t)

=
5

4λ

Z ∞
0

dr
ρ4r4

(r2 + ρ2)7/2
=

ρ2

4λ
χi(t) =

1

16π2κ
Ji (4.3.92)

を得る．ここに Jiは角運動量演算子であり，

Ji =
8π2κρ2

λ
tr
³
−iW−1Ẇ ti

´
=
4π2κρ2

λ
χi(t) (4.3.93)

で与えられる．

(4.3.92)を (4.3.82)と比較し，Ji = (1/2)σi を用いると，

gI=0 =
MN

8π2κ
= 1 (ANW: 1.11, Exp: 1.76) (4.3.94)

ここに，(4.3.71)を用いた．この値は Skyrme modelでの値 [38]や実験値よりも小さい．

以上で求めた値 gI=1 = 6.83 (4.3.90)と gI=0 = 1 (4.3.94)を (4.3.84)に代入すれば，核子の

g-因子が求まる：

gp =
1

2
(gI=0 + gI=1) = 3.92, gn =

1

2
(gI=0 − gI=1) = −2.915 (4.3.95)

核子のmagnetic momentをBohr magneton e~/(2MN)単位で表すと，

µp =
1

2
gp = 1.96, (ANW: 1.87, Exp: 2.79)

µn =
1

2
gn = −0.845, (ANW: −1.46, Exp: −1.91) (4.3.96)

これらの値は Skyrme modelと比べより実験値に近い．

また，その比は ¯̄̄̄
µp
µn

¯̄̄̄
= 1.59, (ANW: 1.43, Exp: 1.46) (4.3.97)

となる．これは実験値から遠ざかっている．

Axial vector coupling

次に，axial vetor coupling gAを考える．axial vector currentはSU(Nf )A変換に伴うカレン

トであった．対応する 5次元カレント JAa (x, z)は ψ(z)を次のように選ぶことで得られる．

ψA(z) = ψ+(z)− ψ−(z) =
2

π
arctan z (4.3.98)

88



従って，eψA(z)は 1/λ展開で

eψA(z) = 2

π
arctan(λ−

1
2 z) ' 2

π
λ−

1
2 z (4.3.99)

と近似できる．この eψAを (4.3.41)に代入すると，5次元 axial vector current の空間成分は

J iA,a =
4

π
κλ
©
iz tr

£¡
[Fij, Aj] + [Fiz, Az]

¢
ta
¤
+ tr(Fizta)

ª
(4.3.100)

と書ける．

バリオン解に対しては，(4.3.49)を代入することで，

J
i

A,a(x, z) =
4

π
κλ

½
16ρ4z2

ξ2(ξ2 + ρ2)3
+

4ρ2

ξ2(ξ2 + ρ2)2

µ
z2 − x

2

3

¶¾
tr
¡
tiW (t)

−1taW (t)
¢
(4.3.101)

を得る．これを z-積分することで，axial vector current jiA,aは次のように求まる．

jiA,a(x) =

Z ∞
−∞
d(λ−

1
2 z)J

i

A,a(x, z)

= 2κλ1/2 × 16
3ρ

µ
8r4/ρ4 + 12r2/ρ2 + 3

(1 + r2/ρ2)3/2
− 8r

ρ

¶
× tr

¡
tiW (t)

−1taW (t)
¢

(4.3.102)

さらに，axial vector coupling gAを求めるため，xについても積分すると，Z
d3(λ−1/2x) jiA,a(x) = 4πλ

−3/2
Z ∞
0

dr r2jiA,a(x) =
8πκρ2

3λ
tr
¡
τiW (t)

−1τaW (t)
¢

(4.3.103)

を得る．従って，公式 (4.3.87)を用いることで，

gA =
16πκρ2

3λ
=
16πκ

3


ρ2org

®
ρ

(4.3.104)

を得る．そして，

ρ2org

®
ρ
に (4.2.33)を代入することで，

gA =

√
6

3π

Ã
1 + 2

r
1 +

N2
c

5

!
= 1.13, (ANW: 0.61, Exp: 1.27) (4.3.105)

を得る．この結果は Skyrme modelよりもはるかに実験値に近い．

4.3.4 問題点

もう一度，我々のカレントの持つ問題点について解説しておく．上の計算では，ζa±(z)とし

て試行的にψ±(z)を用いた．ここでは ζa±(z)をいかにして決めるべきかを考えてみよう．今仮
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に何らかの原理で ζa±(z)を特定できたとしよう．そしてこれを用いてカレントを計算したとす

る．ところが，xM で張られる 4次元空間の境界での振舞いを変えないようなゲージ変換を施

し，そのゲージで同じ ζa±(z)を用いてカレントを計算すると，一般にはカレントの non-abelian

部分の値は変わる．(U(1)部分は不変となっている．) つまり，カレントがゲージの取り方に

依存してしまう．

実際に，我々の計算したカレントがどのようにゲージに依存するか見てみよう．部分積分を

してEOMを用いると，(4.3.14)より

jµζ =

Z ∞
−∞
dzJJµζ (x, z) = 2κk(z) tr

£
Fµz(x, z)ζ(x, z)

¤¯̄z=∞
z=−∞ + ∂νχµν (4.3.106)

と書ける．ここに，

χµν(x) = −χνµ = 2κ
Z ∞
−∞
dzh(z) tr

£
Fµν(x, z)ζ(x, z)

¤
(4.3.107)

である．今，バリオン解に対しては (4.3.106)の第1項は消える．第2項は表面項だから，カレン

トを積分したものはゲージ不変となる．つまり，axial vector coupling gAはゲージ不変となる．

一方，カレントそのものでなくxとの直積を計算した isovector magnetic moment µI=1はゲー

ジ不変にならない．また，空間積分してないカレントそのものである isospin charge densityも

やはりゲージ不変ではない．

これに対して，U(1)部分はゲージ不変とるため，バリオン数密度 jB0 や isoscalar magnetic

moment µI=0はゲージ不変となる．

上で計算した物理量をゲージ不変にするためには，4次元カレントをゲージ不変な形で定義

する必要があると考えられる．

4.3.5 カレントのもう1つの定義

そこで，4次元カレントを別の流儀で定義してみよう．U(Nf )L/R に対応するカレントを外

場AL/R との couplingから定義しよう．外場を含む場合のモード展開：

Aµ +AµLφ+(z) +AµRφ−(z) (4.3.108)

を作用に代入してAL/R との couplingを見ると，カレントは次のように表される．

j0µL/R,a = −2κk(z) tr
¡
Fµz(x, z)ta

¢¯̄
z=±∞

+
Nc
48π2

²µνρσ tr
£¡
FνρAσ −AνFρσ − iAνAρAσ

¢
ta
¤ ¯̄̄
z=±∞

(4.3.109)

ただし，導く過程において EOMを用い，4次元時空の表面項を落とした．また，φ±(z)は次

の条件を満たす任意の関数である：

φ±(z = ±∞) = 1, φ±(z = ∓∞) = 0 (4.3.110)
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この定義 (4.3.109)は確かにゲージ不変なのだが，以下の 2つの問題がある．1つ目は，Skyrme

modelのカレントを再現できない点である．実際，(4.3.21)-(4.3.24)を代入すると，Skyrme

modelのカレント (4.3.31),(4.3.36)を再現しないことが分かる．もう 1点は，この定義ではバ

リオン解に対してカレントが消えてしまうことである．

このように，酒井・杉本模型からバリオンの静的性質を調べる試みにはまだ解決しなければ

のらない問題がある．この問題が生じた背景には，この模型においてカイラル対称性がゲージ

対称性 (の一部) として実現されていることが考えられる．いかにしてゲージ不変で，しかも

Skyrme modelのカレントを再現するような 4次元カレントを定義するか，これからの課題で

ある．
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4.4 Nf = 3の場合

Nf = 3にするとき，実験と比較するには次の 2つの問題を解決したい．

quarkの質量 s quarkによる効果などを見るためには，quarkに質量を持たせる必要がある．

酒井・杉本模型では quarkは零質量であるため，これを見ることは期待できない．

拘束条件 集団座標SU(3)を空間回転SU(2)と同一視するためには，余分な対称性に対して拘

束条件が必要となる．

これまでに酒井・杉本模型を改良して quarkの質量を再現するような模型がいくつか提案され

てきた [39, 40, 41, 42]．現象論的には quarkの質量を導入してバリオンのmass splittingをみ

るのは興味深いが，それ以前の問題として，拘束条件が正しく働いて，バリオンの量子数を再

現できるかどうかを確かめる必要がある．そこで，ここでは [21]に倣い拘束条件の問題につい

て議論していく．

4.4.1 作用

(4.1.5)と全く同様にして U(3)ゲージ場を SU(3)部分とU(1)部分に分ける：

A = A+ 1p
2Nf

bA = Aata + 1p
2Nf

bA, tr(tatb) =
1

2
δab (4.4.1)

ただし，a = 1, 2, . . . , 8．このとき，作用は

S = SYM + SCS (4.4.2)

SYM = −κ
Z
d4xdz tr

µ
1

2
h(z)F 2µν + k(z)F

2
µz

¶
− 1
2
κ

Z
d4xdz

µ
1

2
h(z) bF 2µν + k(z) bF 2µz¶ (4.4.3)

SCS =
Nc
24π2

Z ∙
ω5(A) +

r
3

2
bA trF 2 + 1

2
√
6
bA bF 2

+
1√
6
d

µ bAµ2FA− i
2
A3
¶¶¸

=
Nc
24π2

Z
ω5(A) +

Nc
24π2

²MNPQ

Z
d4xdz

∙√
6

8
bA0 tr(FMNFPQ)

−
r
3

2
bAM tr(∂0ANFPQ) + √6

4
bFMN tr(A0FPQ) +

1

12
√
6
bA0 bFMN

bFPQ
− 1

3
√
6
bAM bFMN

bFPQ¸+ Nc

24
√
6π2

Z
d

µ bA trµ2FA− i
2
A3
¶¶

(4.4.4)

と書ける．

92



4.4.2 古典解

Nf = 2のときと同様に (4.2.18)で rescaleして 1/λ展開をし，その next leadingまでを考え

る．すると，やはり SCSは不変で，(4.4.4)となる．一方，SYMは，

SYM = −aNc
Z
d4xdz tr

∙
λ

2
F 2MN +

µ
−z

2

6
F 2ij + z

2F 2iz − F 20M
¶
+O(λ−1)

¸
− aNc

2

Z
d4xdz

∙
λ

2
bF 2MN + µ−z26 bF 2ij + z2 bF 2iz − bF 20M¶+O(λ−1)¸ (4.4.5)

となる．

従って，EOMは

A0; DMF0M +
1

64π2a

r
2

3
²MNPQ bFMNFPQ

+
1

32
√
3π2a

²MNPQ tr(FMNFPQ)t8 +O(λ−1) = 0 (4.4.6)

AM ; DNFMN +O(λ−1) = 0 (4.4.7)

bA0; ∂M bF0M + 1

64π2a

r
2

3
²MNPQ

µ
tr(FMNFPQ) +

1

2
bFMN bFPQ¶+O(λ−1) = 0 (4.4.8)

bAM ; ∂N bFMN +O(λ−1) = 0 (4.4.9)

となる．ここでは，解として SU(2) BPST instanton解の SU(3)への埋め込みを考える：

FMN(x, z) =

Ã
F
SU(2)BPST
MN (x, z) 0

0 0

!
(4.4.10)

確かにこれは (4.4.7)を満たす．また，(4.4.9)から

bAM = 0 (4.4.11)

を得る．さらにこれを (4.4.6)に代入すると，

D2
MA0 +

1√
3π2a

ρ4

(ξ2 + ρ2)2
t8 = 0 (4.4.12)

→A0 =
1

8
√
3π2a

1

ξ2

µ
1− ρ4

(ξ2 + ρ2)2

¶
t8 (4.4.13)

となる．同様に (4.4.8)から

∂2M
bA0 + p3/2

π2a

ρ4

(ξ2 + ρ2)2
= 0 (4.4.14)
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→ bA0 = p
2/3

8π2a

1

ξ2

µ
1− ρ4

(ξ2 + ρ2)2

¶
(4.4.15)

を得る．

まとめると，NB = 1のBPST instanton解は

A0 =
1

8
√
3π2a

1

ξ2

µ
1− ρ4

(ξ2 + ρ2)2

¶
t8

AM =

Ã
ABPSTM 0

0 0

!

bA0 = p
2/3

8π2a

1

ξ2

µ
1− ρ4

(ξ2 + ρ2)2

¶
bAM = 0

(4.4.16)

と書ける．この解から instantonの質量を計算すると，結果はNf = 2の場合 (4.2.32)と同じで，

M = 8π2κ

∙
1 + λ−1

µ
ρ2

6
+

1

32pi4a2
1

ρ2
+
Z2

3

¶
+O(λ−2)

¸
(4.4.17)

となり，大きさも (4.2.33)と同じ

ρ2 =
1

8π2a

r
6

5
(4.4.18)

で同じ質量

Mmin = 8π
2κ+

r
2

15
Nc (4.4.19)

となることが分かる．さらにこの結果はNf に依らないことが示されている [20, 21]．

4.4.3 集団座標

モジュライ空間は以下の通りである．

• instantonの位置　： XM

• instantonの大きさ： ρ

• SU(3) orientation ： W = eiξata ∈ SU(3)

集団座標を次のようにとる．

A0(t, x) = W (t)A
cl
0 (x;X

α(t))W (t)−1 +∆A0(x, t)

AM(t, x) = W (t)A
cl
M(x,X

α(t))W (t)−1
(4.4.20)
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ここに，∆A0(t, x)はAが元々の運動方程式 (4.4.6)-(4.4.9)を満たすように導入されている．こ

のとき，パイオン場U(t, x)は

U(t, x) = WU0(x)W
−1

U0(x) ≡ exp
µ
−i
Z ∞
−∞
dzAclz (x)

¶
(4.4.21)

と表される．

またこのとき，field strengthは次のようになる．

FMN = WFMNW
−1 (4.4.22)

F0M = ∂0AM − ∂MA0 + i[A0, AM ]

= W

µ
Ẋα ∂

∂Xα
AclM −Dcl

MΦ−Dcl
MA

cl
0

¶
W−1 (4.4.23)

ここに，

Φ ≡ W−1∆A0W − iW−1Ẇ (4.4.24)

であり，これを用いれば

A = (Acl + Φdt)W (4.4.25)

と書ける．

このとき，運動方程式 (4.4.6)-(4.4.9)のうち，(4.4.8)と4.4.9は不変なので，bA0, bAMは (4.4.16)

の通り．そして，(4.4.6)，(4.4.7)は

(4.4.6)→ Dcl
M

µ
Ẋα ∂

∂Xα
AclM −Dcl

MΦ

¶
= 0 (4.4.26)

(4.4.7)→ Dcl
NF

cl
MN = 0 (4.4.27)

となる．従って，SU(2)のときと同様，非自明な方程式はA0のEOM (4.4.26) 唯一つであり，

この式からW とΦとの関係が決まる．結果は，Appendix A.12より，

Φ(t, x) = −ẊN (t)AclN (x;X
α(t)) + χa(t)Φa(x;X

α(t))

χa(t) = −2i tr(taW−1Ẇ ) (4.4.28)

となる．ただし，Φaは (A.12.10)で与えられる．

拘束項の消滅

さて，Nf = 2のときと同じように集団座標 (4.4.20)を作用 (4.4.2)に代入してXα(t),W (t)

に対する lagrangian：

L = −M + LYM + LCS (4.4.29)
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を計算しよう．ここに， Z
dtLYM = SYM[A]− SYM[Acl] (4.4.30)Z
dtLCS = SCS[A]− SCS[Acl] (4.4.31)

Skyrme modelの時には，(B.3.10)の最後の項 (以下これを ‘拘束項’と呼ぶ)：

− i√
3
Nc tr(t8W

−1Ẇ ) (4.4.32)

がバリオンの spinを正しく導くのに欠かせなかった．もしこの項が出なければ，solitonをバ

リオンとみなすことはもはや不可能となってしまう．そこで，今の場合にも果たしてこれに相

当する拘束項：

− i√
3
Nc tr(t8W

−1Ẇ ) (4.4.33)

が現れるかどうかを注意深く見てみる必要がある．これがこの節の冒頭で挙げた 2つの問題の

うちの 1つであり，この節のテーマである．

LYM
集団座標 (4.4.20)を SYM (4.4.5)に代入すると，古典解からの変更を受けるのは trF 20M ただ一

つで，

SYM − SclYM = aNc
Z
d4xdz

¡
trF 20M| {z }
(4.4.23)

− tr(F cl0M)2
¢

= aNc

Z
d4xdz

(
tr

µ
Ẋα ∂

∂Xα
AclM −Dcl

MA
cl
0 −Dcl

MΦ

¶2
+− tr(f cl0M)2

)

= aNc

Z
d4xdz tr

µ
ẊN ∂

∂XN
AclM −Dcl

MΦX| {z }
ẊNF clMN

+ρ̇
∂

∂ρ
AclM −Dcl

MΦSU(3)

¶2
(4.4.34)

となる．古典解を代入して xM -積分すると，

LYM =
mX

2
(Ẋ i)2 + LZ + Lρ + LρW (4.4.35)

を得る．ここに，

LZ =
mZ

2

³
Ż2 − ω2ZZ

2
´
, (4.4.36)

Lρ =
mρ

2

¡
ρ̇2 − ω2ρρ

2
¢
− K

mρρ2
, (4.4.37)

LρW = mρ ρ
2

Ã
1

8

3X
a=1

(χa)2 +
1

16

7X
a=4

(χa)2

!
,
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= 2 I1(ρ)
3X
a=1

h
tr
¡
−iW−1Ẇ ta

¢i2
+ 2 I2(ρ)

7X
a=4

h
tr
¡
−iW−1Ẇ ta

¢i2
, (4.4.38)

であり，各量は次のように定義されている．

M0 = 8π
2κ, (4.4.39)

mX = mZ =
mρ

2
= 8π2κλ−1 = 8π2aNc, (4.4.40)

ω2Z =
2

3
, ω2ρ =

1

6
, (4.4.41)

K =
Ncmρ

40π2a
=
2

5
N 2
c , (4.4.42)

I1(ρ) =
1

4
mρρ

2, I2(ρ) =
1

8
mρρ

2 . (4.4.43)

このように，LYMからは拘束項は出てこない．

LCS
次に集団座標 (4.4.20)を SCSに代入する．今，

ω5(A) = ω5
¡
(Acl + Φdt)W

¢
= ω5(Acl + Φdt) +

1

10
tr(−iW−1Ẇdt)5 + dα4(−iW−1Ẇdt,Acl + Φdt)

= ω5(Acl) + 3 tr
¡
Φdt (F cl)2

¢
+ dβ

¡
Φdt,Acl

¢
+ dα4

¡
−iW−1Ẇdt,Acl

¢
= ω5(Acl) + 3 tr

¡
Φdt (F cl)2

¢
+ dβ

¡
Φdt, Acl

¢
+ dα4

¡
−iW−1Ẇdt, Acl

¢
, (4.4.44)

となる．ここに，α4や βはそれぞれ (A.13.2)，(A.13.4)で定義されている．また，4つ目の等

式では bAclM = bF clMN = 0を用いた．第 2項～第 4項からそれぞれW を含んだ項が現れる．

そこで，まず第 2項 3 tr
¡
Φdt (F cl)2

¢
を考えよう．この項においては field strength F cl は第

0成分を持たないから，解の表式を用いて¡
F cl
¢2
=
1

2
P2 tr

¡
F cl
¢2

(4.4.45)

とできる．ただし，

P2 =

⎛⎜⎝1 0 0

0 1 0

0 0 0

⎞⎟⎠ = 2√
3
t8 +

2

3
13, t8 =

1

2
√
3

⎛⎜⎝1 0 0

0 1 0

0 0 −2

⎞⎟⎠ . (4.4.46)

である．従って，tr(ΦP2) = χ8(t)/
√
3に注意して，

Nc
24π2

Z
M5

3 tr
¡
Φdt (F cl)2

¢
=

Nc
24π2

√
3

2

Z
dtχ8(t)

Z
M4

tr(F cl)2 = − Nc

2
√
3

Z
dtχ8(t), (4.4.47)
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を得る．ただし，最後の等式では instanton数が 1であること：

− 1

8π2

Z
M4

tr(F cl)2 = 1 (4.4.48)

を用いた．

次に，第 3項 dβ，第 4項 dα4について考えよう．ξ →∞での振る舞いを考えると，(Acl)3 →
(−iginstdg−1inst)3 ∝ P2，F cl ∼ 1/ξ4となるから，境界では F clを含む項は落ちて，

Nc
24π2

Z
M5

dβ
¡
Φdt, Acl

¢
=

Nc
24π2

Z
M5

dα4
¡
−iW−1Ẇdt, Acl

¢
=

Nc
24π2

i

4
√
3

Z
dtχ8(t)

Z
∂M4

tr
¡
−iginstdg−1inst

¢3
=
Nc

4
√
3

Z
dtχ8(t), (4.4.49)

を得る．ここで，(4.4.48)の別の表式：

i

24π2

Z
S3

¡
−igdg−1

¢3
=
1

2
P2 . (4.4.50)

を用いた．

よって，(4.4.47)と (4.4.49)とから，

SCS[A] = SCS[Acl] . (4.4.51)

すなわち，

LCS = 0 . (4.4.52)

となり，確かにLCSからも拘束項は出てこない．

4.4.4 WZW項の検証

[2]によれば，酒井・杉本模型から有効理論としてSkyrme modelが導かれる．そして，Skyrme

modelは soliton解としてバリオンを記述しているのであった．にもかかわらず，上の解析で

はバリオンを記述することに失敗した．原因の 1つとして考えられるのが，集団座標のとり方

の違いである．実は，我々のとった集団座標は，通常 Skyrme modelでとられるものと異なる．

この事実を見ておこう．

酒井・杉本模型ではA→ 0 (z → ±∞)ゲージとAz = 0ゲージとの差としてWZW項が現

れる：

ω5(A) = ω5(A
g)− tr(igdg−1)5| {z }

WZW 項

+dα4 (4.4.53)
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g(t, x)−1 ≡ P exp
µ
−i
Z z

−∞
dz0Az(x, z

0, t)

¶
(4.4.54)

この g(t, x)−1 がWZW項におけるパイオン場 U(x, t, s)に対応するとみなしていた．また，5

次元目の座標は zと解釈されている．しかし，(4.4.20)における g−1の振る舞いは

g(t, x)−1 = W (t)gcl(x)
−1W (t)−1, (4.4.55)

gcl(x)
−1 ≡ P exp

µ
−i
Z z

−∞
dz0Aclz (x, z

0)

¶
(4.4.56)

となる．W (t)は時間のみの関数であるから，Skyrme modelにおけるパイオン場の振る舞い

(B.3.8)とは異なっている．実際，この g(t, x)をWZW項に代入しても拘束項は出てこない．

それを確認しておこう．今，

gcl(x) = exp
³
iH(r, z) bx · τ´ , (4.4.57)

H(r, z) =
rp

r2 + ρ2

Ã
arctan

zp
r2 + ρ2

+
π

2

!
. (4.4.58)

と書ける．このとき，

−ig∂0g−1 = W
h
gcl
¡
−iW−1Ẇ

¢
g−1cl + iW

−1Ẇ
i
W−1 ,

−ig∂Mg−1 = WLclMW−1 , (4.4.59)

となるから，

tr(−igdg−1)5 = 5 tr
³
−iW−1Ẇ

£
(−igcl∂Mg−1cl dxM)4 − (−ig−1cl ∂MgcldxM)4

¤´
(4.4.60)

を得る．実際に gcl (4.4.57)を代入すると

(−igcl∂Mg−1cl dxM)4 = (−ig−1cl ∂MgcldxM)4 = 0 (4.4.61)

となることが分かる．従って，確かにWZW項からも拘束項は現れない．

4.4.5 CS項の見直し

前節では，我々の用いた集団座標が Skyrme modelのそれに対応していないことをみた．特

に，SU(3)回転を表すW (t)が ‘5次元目の座標’zに依存していないところが大きな違いだと

といえよう．しかし，単にW に z依存性を持たせるだけでは解決しない．こうしたところで，

パイオン場 g(x)は (B.3.8)の様には振舞わない
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New CS action

ここでは，この問題を解決するため，新たに ‘6次元目の座標’sを導入し，これをWZW項

の ‘5次元目の座標’となるようにする．具体的には，ゲージ場に ‘第 6成分’Asを導入し，

A(t, x, s) = A0(t, x, s)dt+AM(t, x, s)dxM +As(t, x, s)ds , (4.4.62)

と書く．さらに，5次元のCS項
R
M5

ω5(A)も 6次元の作用：

SnewCS =
Nc
24π2

Z
M6

trF3, (4.4.63)

で置き換える．6次元のトポロジーM6 をD2 ×M4 とする．図 4.1のようにD2 は s, tで表さ

れ，s ∈ [1, 0]はその半径で，tは角度を表し周期的であるとする．また，s = 1はD2の中心と

し，図 4.2のように s = 0は元々のM5となるようにする．つまり，As以外の成分に関して，

A(t, x, s = 0) = A(t, x), (4.4.64)

という条件を課す．また，M4の座標は xM である．こういった構成は [18]でのWZW項の構

成に倣っている．

図 4.1: D2
図 4.2: M6

このとき，作用は次のように書ける．

S = SYM + S
new
CS (4.4.65)

SYM = −κ
Z
d4xdz tr

µ
1

2
h(z)F 2µν + k(z)F

2
µz

¶
− 1
2
κ

Z
d4xdz

µ
1

2
h(z) bF 2µν + k(z) bF 2µz¶ (4.4.66)

SnewCS =
Nc
24π2

Z
M6

trF3 (4.4.67)
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古典解

今，

trF3 = dω5(A) (4.4.68)

となるから，EOMは前と変わらず (4.4.6)-(4.4.9)で与えられる．従って，BPST instanton解

(4.4.16)もこの作用の古典解である．ところが，s 6= 0については，EOMからは何も決まらな

い．そこで，古典解の s依存性を次のように仮定しよう．

Acl0 = W (s)Acl0 (x, s;Xα(s))W (s)−1,

AclM = W (s)AclM(x;Xα(s))W (s)−1,

Acls = −iW (s)∂sW (s)−1
(4.4.69)

Acl0 |s=0 = Acl0 (x;Xα), AclM |s=0 = AclM(x;Xα) (4.4.70)

Acl0 (x, s = 1) = 0, [Acl0 (x, s), g(x)] = 0 (4.4.71)

ここに，Acl(x;Xα)は (4.4.16)で与えられる．こうすることで，

SnewCS [Acl(x, s;Xα(s))] =
Nc
24π2

Z
M6

tr(F cl)3 =
Nc
24π2

Z
M6

dω5(Acl)

=
Nc
24π2

µZ
s=0

−
Z
s=1

¶
ω5(Acl)

= SCS[Acl(x;Xα)] (4.4.72)

となり，元の作用の値，つまりバリオンの質量を再現する．

4.4.6 6次元での集団座標

前小節の古典解からの揺らぎとして，次のように集団座標を取る*6)．

A(t, x, s) =
¡
Acl(x, s;Xα(t, s)) + Φ(t, x, s)dt+Ψ(t, x, s)ds

¢W (t,s)
. (4.4.73)

ただし，s = 0ではM5での集団座標になるとする：

W (t, s = 0) = W (t), Xα(t, s = 0) = Xα(t), Φ(t, xM , s = 0) = Φ(t, x) (4.4.74)

今，δA = Φdt+Ψdsとおくと，

F(A+ δA) = F(A) +DδA+ i(δA)2 , (4.4.75)

である．ここに，DδA = dδA+ i(A δA+ δAA)．
*6)Ψは singularゲージのゲージ場を ξ →∞で regularとするために導入した．
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ここで，(δA)3 = (DδA) (δA)2 = DF = 0とD2δA = i [F , δA]を用いれば，

trF(A+ δA)3 = trF(A)3 + 3 d tr
³
δAF(A)2 + δA (DδA)F(A)

´
, (4.4.76)

となる．従って，

SnewCS

£
A = (Acl + Φdt+Ψds)W

¤
− SnewCS [Acl] =

Nc
24π2

Z
M6

3 d tr
³
δA (F cl)2 + δA (DclδA)F cl

´
=
Nc
8π2

Z
M5

tr
¡
Φdt (F cl)2

¢
= − Nc

2
√
3

Z
dtχ8(t), (4.4.77)

すなわち，

LCS = −
Nc

2
√
3
χ8(t) = −Nc√

3
tr
¡
−iW (t)−1Ẇ (t) t8

¢
. (4.4.78)

を得る．これはまさにバリオンを記述するために必要な拘束項に他ならない．結局，得られた

lagrangian は，

L = −M0 + LYM −
Nc√
3
tr
¡
−iW−1Ẇ t8

¢
(4.4.79)

ここに，LYMは (4.4.35)で与えられる．

4.4.7 量子化

前節で得た lagrangian をもとに集団座標の量子化を行う．ただし，重心座標Xについては

考えないことにする．lagrangian から hamiltonianを導くと，

H =M0 +HZ +Hρ +HρW , (4.4.80)

となる．ここに，

HZ = −
1

2mZ
∂2Z +

1

2
mZω

2
ZZ

2, (4.4.81)

Hρ = −
1

2mρ

1

ρη
∂ρ
¡
ρη∂ρ

¢
+
1

2
mρω

2
ρρ
2 +

K

mρρ2
, (4.4.82)

HρW =
1

2I1(ρ)
3X
a=1

(Ja)
2 +

1

2I2(ρ)
7X
a=4

(Ja)
2. (4.4.83)

である．Nf = 2の場合には η = 3としていたが，これは SU(2)の座標 aと ρとで S4 を表す

とみなしたためである．今のNf = 3の場合では η = 8ととるのが自然と思われるが，ひとま

ずは特に ηを限定せずに解析を行う．

JaはW の右変換に対するNeother chargeで，

Ja = 2I1(ρ) tr(−iW−1Ẇ ta) = I1(ρ)χa(t) (4.4.84)
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と表される．Appendix A.15より，

[Ja,W ] = Wta, [Ja, Jb] = ifabcJc . (4.4.85)

を満たすことが分かる．ただし，系は (J1, J2, J3)からなる SU(2)部分群と J8の下でのみ不変

であることに注意しよう．この SU(2)部分群は空間回転に他ならない．

また，W の左変換 SU(3)I に対しては不変であり，Noether charge Iaは

Ia = −2I1(ρ) tr(−iẆW−1ta) (4.4.86)

と書け，

[Ia,W ] = −taW, [Ia, Ib] = ifabcIc, [Ia, Jb] = 0 . (4.4.87)

を満たす．

そして，I = Iata と J = Jata とに対して I = −WJW−1 が成り立つから，tr I2 = tr J2，

tr I3 = − tr J3となる．従って，得られる量子状態は SU(3)I と SU(3)J との互いに複素共役な

表現に属している．また，LCSにあった拘束項により第 1類拘束条件：

J8 = −
Nc

2
√
3
= −
√
3

2
(4.4.88)

が量子状態には課されている．

バリオンスペクトル

まず，Hρtot = Hρ +HρW を考えよう．SU(3)I の (p, q)表現に対しては，

8X
a=1

(Ja)
2 =

1

3

¡
p2 + q2 + pq + 3(p+ q)

¢
, (4.4.89)

3X
a=1

(Ja)
2 = j(j + 1) , (4.4.90)

となる．このとき，

H
(p,q)
ρtot = Hρ +H

(p,q)
ρW = − 1

2mρ

1

ρη
∂ρ
¡
ρη∂ρ

¢
+
1

2
mρω

2
ρρ
2 +

K 0

mρρ2
, (4.4.91)

ここに，

K 0 =
N2
c

15
+
4

3

¡
p2 + q2 + pq + 3(p+ q)

¢
− 2j(j + 1) . (4.4.92)

である．
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つまり，問題は

H
(p,q)
ρtot ψ(ρ) = E

(p,q)
ρW ψ(ρ) . (4.4.93)

なる Schrödinger方程式を解くことに帰着された．この方程式は

ψ(ρ) = e−z/2zβv(z) , (4.4.94)

z = mρωρρ
2, β =

1

4

³p
(η − 1)2 + 8K 0 − (η − 1)

´
, (4.4.95)

を用いることで合流型超幾何微分方程式：(
z
d2

dz2
+

µ
2β +

η + 1

2
− z
¶
d

dz
+

Ã
E
(p,q)
ρW

2ωρ
− β − η + 1

4

!)
v(z) = 0 . (4.4.96)

となる．正則で規格化可能な解はE
(p,q)
ρW /(2ωρ)− β − (η + 1)/4 = nρ = 0, 1, 2, 3, · · · . が成り立

つときにのみ存在する．すなわち，Hρtotの固有値は

E
(p,q)
ρW = ωρ

µ
2nρ +

1

2

p
(η − 1)2 + 8K 0 + 1

¶
. (4.4.97)

で与えられる．

次に，HZ の固有値EZ を求めよう．HZ は調和振動子の hamiltonianに他ならないから，そ

の固有値は

EZ = ωZ

µ
nZ +

1

2

¶
, (nZ = 0, 1, 2, 3, · · · ) , (4.4.98)

となる．

従って，バリオンの質量は次式で与えられる．

M(p,q) =M0 +

r
(η − 1)2
24

+
K 0

3
+

r
2

3
(nρ + nZ + 1) . (4.4.99)

(p, q)の組を指定すればK 0が決まり，

(p, q) = (1, 1), j =
1

2
, K 0 =

111

10
, (octet)

(p, q) = (3, 0), j =
3

2
, K 0 =

171

10
, (decuplet)

(p, q) = (0, 3), j =
1

2
, K 0 =

231

10
, (anti-decuplet) . (4.4.100)

これらを (4.4.99)に代入すればバリオンの質量が求まる．
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4.4.8 実験値との比較

この節では η = 8として，前節で得られた質量公式を実験値と比較する．同じ (nρ, nZ)を持

つバリオンに対しては，

M10 −M8 = 0.386208 , (4.4.101)

M10∗ −M8 = 0.724987 . (4.4.102)

となる．

今，この模型では quarkに質量が入っていないことを考えると，比較すべきバリオンはス

トレンジ quarkを含まないものにとるべきであろう．そこで，実験値M exp
10 −M exp

8 = (1232−
940)MeV = 292MeVに合わせるためには，

MKK = 756MeV . (4.4.103)

ととるのが良いことが分かる．一方，ρメソンの質量を再現するようにするとMKK = 949MeV

となり，今の値はそれよりも小さくなった．しかし，Nf = 2のMKK ' 500MeVと比べると

大きい．
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第5章 まとめと展望

本修士論文では，ホログラフィックQCDの 1つである酒井・杉本模型から導かれるメソン

(3章)やバリオン (4章)について紹介した．上で挙げた以外にも様々な試みがあるので，ここ

で簡単に紹介しておく．

5.1 Glueball

フレーバーの足を持たないことから，gravitonや dilatonなどの閉弦が glueballに対応する

と考えられる．ところが，本論文で用いたプローブ近似という手法では，D8ブレインによる

back reactionを考慮していないため，glueballのスペクトルはD4 background によって決ま

る．従って，この手法では quarkを入れるというこの模型の利点は全く反映されず，pure YM

理論ですでに得られた結果 [43]と同じである．一方，guleballとメソンとの相互作用はD8ブ

レインの作用で計量や dilatonの fluctuationを考えることで記述できる [44]．

5.2 Quark mass

4章でも述べたように，quarkに質量を与えることができれば，パイオンの質量やバリオン

のmass splittingをみることができると期待される．酒井・杉本模型を deformすることでこの

目的を果たそうという研究がいくつかある．[39]では S4上に instantonがあるような真空を考

え，その上でモード展開を行うと確かにパイオンがmassiveになること (masslessモードが存

在しないこと) を示した．ところが，パイオン場の作用を chiral perturbation theoryと比較し

てみると，カイラル対称性を破ったのは quarkの 4点相互作用などで，mass termではないこ

とが分かった．また，[41, 42]では 8-8 stringの非自明な配位を真空として選ぶことで，quark

に質量を与えられたと報告がなされている．

5.3 問題と展望

3.2.1節で述べたように，SUGRA近似が有効であるための二つの条件R À l−2s ，Ucrit À
UKK (⇔ gs ¿ 1)がそれぞれ λÀ 1，Nc À 1に対応していた．しかし，もちろんQCDにおい
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てはこれらの量は有限である．1/λ，1/Nc の補正を見たければそれぞれ gs，α0 の補正を見て

いくことが必要となるが，現在のところこういった補正を評価するのは一般には技術的に大変

困難であるとされる．

3.1節にあるように，QCDが再現されるのはMKK以下の scaleである．これより大きな scale

ではKKモードを含んだ別の理論になっていると考えられる．従って，我々の得たメソンや

バリオンの質量もMKK 以下のものしか本来信頼できないものである．これを解決するには，

MkkをQCDの scaleよりも十分大きくとる必要がある．ところが，我々の行った解析では 1/λ

展開の leadingしか考慮しておらず，例えば ρメソンの質量 mρ などはMKK の定数倍であっ

た．どうしてもMKKを大きくしたければ，まず 1/λ展開の高次の項を評価していき，mρを λ

とMKK の関数で表した上でmρ = 776MeVを再現するように λを調節しながらMKK を大き

くしていかなければならない．

プローブ近似についても，この近似が成り立つためにはNf ¿ Ncが必要であったが，我々

が扱ってきたNf = 2, 3などはこの近似が有効であるかどうか分からない．しかし，この近似

は格子QCDで行われるクエンチ近似に対応しており，経験的観点からある程度上手くいくの

では，と期待することも出来る．Nf/Nc の補正を見るには D8ブレインからの back reaction

を評価すればよいが，そもそもNf/Nc という比較的大きな量を ‘補正’として扱うことがどれ

程有効か，著者には良く分からない．理想としては，D4/D8/D8 systemに対応した SUGRA

の解を見つけ，そこでの閉弦の物理を解析できれば良いのだが，肝心の解を見つけることはそ

れ程容易とは思えない．

この他にも，化学ポテンシャルの定義 (3.7節)やバリオン解における高階微分項の寄与 (4.2

節)，4次元カレントの定義 (4.3節)など，様々な課題が残されている．

以上色々と述べてきたが，QCDの非摂動的性質が，本文中にあるような初等的な手計算で

求まることは，この模型の最大の魅力だと言えよう．また，ゲージ/重力対応のほとんど全般

に対して言えることだが，低次元の場の理論が高次元の重力理論と対応しているという点は，

次元に対する我々の考えに新しい知見を与えてくれる．今後技術面の発展によりここで挙げた

様々な問題が解決され，ハドロン物理をより正確に記述できるようになることが期待されてお

り，著者もそれに貢献したいと思っている．
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付 録A 本文に載せなかった詳細

A.1 (2.2.7)の導出

一般の場合として，d次元時空中の pブレインを考える．ここで，途中で用いる便利な公式

をここで挙げておく．

gMN = e
AgMN に対して，

eAR = R− 1
4
(d− 1)(d− 2)(∇A)2 − (d− 1)∇2A (A.1.1)

eA∇2φ = ∇2φ+ 1
2
(d− 2)∇MA∇Mφ (A.1.2)

ここに φは scalar場．

今，A,B,φを ρ, σを用いて以下のように表す．

A = aρρ+ aσσ

B = bρρ+ bσσ

φ = cρρ+ cσσ (A.1.3)

ρ,σに以下ののような性質を求める．

1. Einstein-Hilbert作用が ρ,σを含まない．→ 2

2. ρ, σの運動項が規格化されている．→ 3

3. |F |2にかかるのは ρだけ．→ 1

右の数字は各条件から得られる条件式の数を表している．6つの系数に対して 6つの条件がある

ので，全て一意的に決まる．そこで，作用 (2.2.2)を ρ, σを用いて表してみよう．まず，metric

(2.2.6)を

ds2 = eBds̃2 = eB(eA−Bdŝ2 + dx2i ) (A.1.4)

と表す．ただし，本文中と同じく xi 方向の一様等方性を仮定する．このとき，公式 (A.1.1)，

(A.1.2)から

eBR = R̃− 1
4
(d− 1)(d− 2)eB−A(∇̂B)2 − (d− 1)eB−A∇̂2B
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− 1
2
(d− 1)(d− p− 2)eB−A∇̂µ(A− B)∇̂µB (A.1.5)

eA−BR̃ = R̂− 1
4
(d− p− 1)(d− p− 2)

³
∇̂(A− B)

´2
− (d− p− 1)∇̂2(A− B) (A.1.6)

従って，

√−ge−2φR =
p
−ĝe(−2φ+ 1

2
(d−p−2)A+ p

2
B)

"
R̂− 1

4
(d− p− 1)(d− p− 2)

³
∇̂(A− B)

´2
− (d− p− 1)∇̂2(A− B)− 1

4
(d− 1)(d− 2)(∇̂B)2 − (d− 1)∇̂2B

− 1
2
(d− 1)(d− p− 2)∇̂µ(A− B)∇̂µB

#
(A.1.7)

これから，条件 1は次のように書かれる．

−2φ+ 1
2
(d− p− 2)A+ p

2
B = 0 (A.1.8)

また，この式を用いれば，

√−ge−2φR =
p
−ĝ
"
R̂− 1

4
(d− p− 1)(d− p− 2)

³
∇̂(A− B)

´2
− 1
4
(d− 1)(d− 2)(∇̂B)2

− 1
2
(d− 1)(d− p− 2)∇̂µ(A− B)∇̂µB

#
+全微分項 (A.1.9)

従って，全微分項を除くと

√−ge−2φ
¡
R+ 4(∇φ)2

¢
=
p
−ĝ
"
R̂+ 4(∇̂φ)2 − 1

4
(d− p− 1)(d− p− 2)

³
∇̂(A− B)

´2
− 1
4
(d− 1)(d− 2)(∇̂B)2 − 1

2
(d− 1)(d− p− 2)∇̂µ(A− B)∇̂µB

#
=
p
−ĝ
h
R̂+ Cρρ(∇̂ρ)2 + Cρσ∇̂µρ∇̂µσ + Cσσ(∇̂σ)2

i
(A.1.10)

ここに，

Cρρ = 4c
2
ρ −

1

4
(d− p− 1)(d− p− 2)(aρ − bρ)2 −

1

4
(d− 1)(d− 2)b2ρ

− 1
2
(d− 1)(d− p− 2)(aρ − bρ)bρ (A.1.11)

Cρσ = 8cρcσ −
1

2
(d− p− 1)(d− p− 2)(aρ − bρ)(aσ − bσ)−

1

2
(d− 1)(d− 2)bρbσ

− 1
2
(d− 1)(d− p− 2) ((aρ − bρ)bσ + (aσ − bσ)bρ) (A.1.12)

110



Cσσ = 4c
2
σ −

1

4
(d− p− 1)(d− p− 2)(aσ − bσ)2 −

1

4
(d− 1)(d− 2)b2σ

− 1
2
(d− 1)(d− p− 2)(aσ − bσ)bσ (A.1.13)

ここで，条件 2は，

Cρρ = Cσσ = −
1

2
, Cρσ = 0 (A.1.14)

と書ける．

最後に，条件 3を考える．

√−g|Fd−p−2|2 =
p
−ĝe((−d−p2 +2)A+ p

2
B)|Fd−p−2|2 (A.1.15)

ここで，RHSとLHSの |F |2では縮約をとるときのmetricが異なることに注意されたい．従っ

て，条件 3は次のように書ける．

pbσ = (d− p− 4)aσ (A.1.16)

後は (A.1.8)，(A.1.14)，(A.1.16)を解けば良い．なお，これ以降は 10次元，すなわち d = 10

の場合を考える．まず，(A.1.8)から，

ci =
(8− p)
4

ai +
p

4
bi (A.1.17)

ここに i = ρ,σ．これに (A.1.16)を代入すると，

cσ =
(7− p)
2

aσ (A.1.18)

これらを用いると，

−1
2
= Cσσ = −

9− p
p
a2σ

∴ aσ =

r
p

2(9− p) , bσ =
6− pp
2p(9− p)

, cσ =
7− p
2

r
p

2(9− p) (A.1.19)

次に，Cρσ に代入すると，

0 = Cρσ/aσ

= (7− p) ((8− p)aρ + pbρ) + (9− p)(8− p)
3− p
p
(aρ − bρ)− 36

6− p
p
bρ

− 9
2
(8− p)

µ
6− p
p
(aρ − bρ)−

6− 2p
p

bρ

¶
∴ bρ = −

8− p
6− paρ, cρ =

(8− p)(3− p)
2(6− p) aρ
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そして最後に，

−1
2
= Cρρ = −a2ρ

(8− p)(9− p)
(6− p)2

∴ aρ =
6− pp

2(8− p)(9− p)
, bρ = −

s
8− p
2(9− p) , cρ =

3− p
2

s
8− p
2(9− p) (A.1.20)

(A.1.19)と (A.1.20)から (2.2.7)が再現される．

A.2 Ricci scalarの導出

ここではDpブレイン解のRicci scalarを導出する．(A.1.7)からRicci scalarを導出する．こ

れによると，Ricci scalarは

R = e−A
"
R̂− 1

4
(9− p)(8− p)

³
∇̂(A− B)

´2
− (9− p)∇̂2(A− B)− 18(∇̂B)2

− 9∇̂2B − 9
2
(8− p)∇̂µ(A− B)∇̂µB

#
(A.2.1)

と書ける．ここで，(A.1.10)と (A.1.14)から導ける関係

1

4
(9− p)(8− p)

³
∇̂(A− B)

´2
− 18(∇̂B)2 − 9

2
(8− p)∇̂µ(A− B)∇̂µB

= −4(∇̂φ)2 − 1
2
(∇̂ρ)2 (A.2.2)

を用いると，Ricci scalarは

R = e−A
"
R̂− 4(∇̂φ)2 − 1

2
(∇̂ρ)2 − (9− p)∇̂2(A− B)− 9∇̂2B

#
(A.2.3)

と表される．

そこで，まず R̂を計算しよう．本文中に求めた解を用いれば，次の式が導かれる．

eβρR−2(8−p) = U−2(8−p)H
2p−17
8−p (A.2.4)

これを (2.2.19)-(2.2.21)に代入すると，

R̂t
t = −

7− p
2(8− p)Q

2U−2(8−p)H
2p−17
8−p

R̂r̂
r̂ = −

1

2
(∇̂ρ)2 − 7− p

2(8− p)(g
−1
s Q)

2U−2(8−p)H
2p−17
8−p
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R̂a
a =

1

2(8− p)(g
−1
s Q)

2U−2(8−p)H
2p−17
8−p

従って，

R̂ = −1
2
(∇̂ρ)2 + p− 6

2(8− p)(g
−1
s Q)

2U−2(8−p)H
2p−17
8−p

+
(9− p)(7− p)2
4(8− p) R

2(7−p)
Dp U−2(8−p)f(U)H(U)

2p−17
8−p (A.2.5)

これを見ると，第 1項の (∇̂ρ)2/2は (A.2.3)第 3項と相殺することが分かる．

次に，第 2項−4(∇̂φ)2を計算しよう．φ = ((p− 3)/2β)ρから，

−4(∇̂φ)2 = −4ĝr̂r̂
µ
∂r̂
p− 3
2β

ρ

¶2
= −(p− 3)

2(7− p)2
4

R
2(7−p)
Dp U−2(8−p)f(U)H(U)

2p−17
8−p (A.2.6)

を得る．

先述のように第 3項−(∇̂ρ)2/2はRの一部と相殺するので，あえて計算しない．

最後に，第 4項＋第 5項：

(9− p)∇̂2(A− B) + 9∇̂2B
を計算しよう．

∇̂2(A− B) = −7− p
8− pQ

2U−2(8−p)H
2p−17
8−p (A.2.7)

∇̂2B = 1

2
Q2U−2(8−p)H

2p−17
8−p (A.2.8)

従って，

(9− p)∇̂2(A− B) + 9∇̂2B =
µ
−(9− p)(7− p)

8− p +
9

2

¶
Q2U−2(8−p)H

2p−17
8−p (A.2.9)

以上の計算結果を (A.2.3)に代入すると，

R =

∙
(3− p)(RDpUKK)7−p +

(3− p)(p+ 1)
4

R
2(7−p)
Dp

+
(3− p)2
4

R
2(7−p)
Dp U 7−pKK U

−(7−p)
¸
(7− p)2U−2(8−p)H− 52 (A.2.10)
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A.3 作用の評価

有限温度・有限密度において相転移などを扱う折には作用の値を比較することがしばしばあ

る．そこでこのAppendixではDブレイン解の作用を評価する．考える作用は，(2.2.2)；

S =

Z
d10x
√−g

∙
e−2φ

¡
R+ 4(∇φ)2

¢
− 1
2
|F8−p|2

¸
(A.3.1)

である*1)．各項を順次評価していこう．

まずRだが，これはすでにAppendix A.2で求めてある．

次に，4(∇φ)2を考えよう．計量 (2.2.6)から，

4(∇φ)2 = (p− 3)2(7− p)2
4

R
2(7−p)
Dp U−2(8−p)fH−

5
2 (A.3.2)

ここに，2つ目の等号では (A.2.6)をそれぞれ用いた．ここで，(A.2.10)の 2つ目の表式から

直ちに，

e−2φ
¡
R+ 4(∇φ)2

¢
= (3− p)2g−2s Q2U−2(8−p)H

p−8
2 (A.3.3)

ここに，2つ目の等号では (2.2.43)を用いた．

最後に，|F8−p|2は

|F8−p|2 = g−2s Q2U−2(8−p)H
p−8
2 (A.3.4)

さらに，−g = U2(8−p)を用いれば，作用は

S = V9

µ
(3− p)2 − 1

2

¶
g−2s Q

2

Z ∞
U0

dU U−(8−p)H
p−8
2 (A.3.5)

ここに，V9は U に垂直な方向の体積である．

*1)相転移などを考えるときに我々が最終的に知りたいのは作用の差であって作用の値そのものではない．それ
ゆえ，作用全体にかかる係数は無視した．
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A.4 (3.2.4)の導出

一般に，2次元の計量が定数A,Bを用いて

ds2(r,t) =
dr2

B(r − r+)
+ A(r − r+)dt2 (A.4.1)

表されていると，r = r+で計量が発散するため，singularityがあるように見える．しかし，こ

こで

dρ

dr
=

1p
B(r − r+)

, ρ =
2√
B

√
r − r+ (A.4.2)

なる ρを用いて計量を表すと，

ds2 = dρ2 +
AB

4
ρ2dt2 (A.4.3)

従って，もし tが周期的で，その周期が βが
√
AB

2
β = 2π, ∴ β =

4π√
AB

(A.4.4)

と表されるなら，この計量は単に diskのそれと同じになり，singularityはない．

今，(U, x4)平面に着目すると，

ds2(U,x4) = (UR
−1
D4)

3
2f(U)(dx4)2 + (UR−1D4)

− 3
2f(U)−1dU 2 (A.4.5)

から，やはり U = UKK に singularityがあるように見える．それ以外では明らかに regularな

ので，U ∼ UKKの領域にクローズアップしよう．この領域では

f(U) ' 3

UKK
(U − UKK) (A.4.6)

と近似できるから，

ds2(U,x4) ' (UKKR−1D4)
3
2
3

UKK
(U − UKK)(dx4)2 + (UKKR−1D4)−

3
2

UKK
3(U − UKK)

dU2 (A.4.7)

となる．これは上の ds2(r,t)で定数A,Bを

A = B =
3

UKK
(UKKR

−1
D4)

3
2 (A.4.8)

と選んだものに等しい．従って，conical singularityを避けるために選ばれるべき周期 δx4は

δx4 ≡ 2πM−1KK =
4π

3

R
3
2
D4

U
1
2
KK

(A.4.9)

これから直ちに (3.2.4)が導かれる．
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A.5 x4(U)の性質

零温度でのD8ブレイン解 x4(U)の性質についてまとめておく．まず，U0 = UKK の場合を

考える．ここでは，極限の取り方に注意を要する．まず，次のような座標を考える．

U0 = (1 + ²)UKK (A.5.1)

U = UKKx, (1 + ² ≤ x < x0 <∞) (A.5.2)

x = 1 + ²y, 1 ≤ y < x0 − 1
²

(A.5.3)

ここに，x0は cut offとして導入した．このとき，

f(U) = 1− x−3, f(U0) = 1− (1 + ²)−3 = 3²+O(²2) (A.5.4)

を用いて計算すると，

x4(U)
¯̄
U0=UKK(1+²)

=
δx4

4
+O(² 12 ) (A.5.5)

となり，

x4(U)
¯̄
U0=UKK

=
δx4

4
(A.5.6)

を得る．

次に，U0 =∞の場合を考えよう．U = U0xとおいて計算すると，

lim
U0→∞

x4∞(U0) = lim
U0→∞

O(U−
1
2

0 )→ 0 (A.5.7)

となることが直ちに分かる．

A.6 X4に対する別の表示

U0 = UKKの場合には，(U, x4)よりも次の (r, θ)や (y, z)が有用となる．

U3 = U 3KK + UKKr
2, θ =

2π

δx4
x4 (A.6.1)

y = r cos θ, z = r sin θ (A.6.2)

U0 = UKK となる解は y = 0で表される．そこで，D8ブレインの集団座標として yを考えよ

う．上の関係から，yや x4の 1次で

y = ∓z 2π
δx4

X4 = ∓3
2

µ
UKK
R3D4

¶ 1
2

zX4, X4 = ∓2
3

µ
R3D4
UKK

¶ 1
2

z−1y (A.6.3)
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U = (U3z + UKKy
2)

1
3 = Uz +

1

3
UKKU

−2
z y

2, Uz ≡ U3KK + UKKz2 = U3KK(1 + Z2) (A.6.4)

これから，

dUz
dz

=
2

3
UKKU

−2
z z,

duZ
dZ

=
2

3
u−2Z Z, (A.6.5)

∂U =
dz

dUz
∂z =

3

2
U−1KKU

2
z z
−1∂z, ∂u =

3

2
u2ZZ

−1∂Z (A.6.6)

fz ≡ f(Uz) = U−3z UKKz2 = u−3Z Z2 (A.6.7)

を得る．yについてのモード展開を y =
P

n Y (x)ρn(z)と書くと，(A.6.3)から

ηn = ∓
2

3

µ
R3D4
U3KK

¶ 1
2 ρn
Z

(A.6.8)

となる．ηnの規格化条件に代入すると，

δnm = 2T8V4g
−1
s R

3
2
D4U

7
2
KK

Z
dZ

µ
1

3
u−2Z Z

¶
u
5
2
Z(u

−3
Z Z

2)
1
2
4

9
R3D4U

−3
KKZ

−2ρnρm

=
8

27
T8V4g

−1
s R

9
2
D4U

1
2
KK

Z
dZuZρnρm

αnρn = −
4

9
Zu
− 5
2

Z (u−3Z Z
2)−

1
2

µ
3

2
u2ZZ

−1∂Z

¶µ
(u−3Z Z

2)
3
2u

11
2
Z

µ
3

2
u2ZZ

−1∂Z

¶
ρn
Z

¶
= −uZZ−1∂Z

¡
u3Z(−ρn + Z∂Zρn)

¢
= −uZ

¡
−2ρn + ∂Z(u

3
Z∂Zρn)

¢
ここに，1行目の式で dZの後の括弧内の係数が 2/3でなく 1/3となっているのは，U が Zに

関して 2価であることに起因する．ちなみに，今まで出てきた関係を用いて SX を yの作用に

書き直すことも出来る．

∂UX
4 =

3

2
U−1KKU

2
z z
−1∂z

µ
∓δx

4

2π
z−1y

¶
= ∓

µ
R3D4
UKK

¶ 1
2

U−1KKU
2
z (−z−3y + z−2ẏ) (A.6.9)

(∂UX
4)2 = R3D4U

−3
KKU

4
z (z
−6y2 − z−5∂z(y2) + z−4ẏ2) (A.6.10)

1

2

Z
dUR−3D4U

11
2 f

3
2 (∂UX

4)2

=
1

2
U−3KK

Z
dz

µ
1

3
UKKU

−2
z z

¶
U

11
2
z (U

− 9
2

z U
3
2
KKz

3)U4z (z
−6y2 − z−5∂z(y2) + z−4ẏ2)

=
1

6
U
− 1
2

KK

Z
dzU3z (z

−2y2 − z−1∂z(y2) + ẏ2)

=
1

6
U
− 1
2

KK

Z
dz
¡
U3z z

−2y2 + (2UKK − U3z z−2)y2 + U3z ẏ2
¢

=
1

3
U

1
2
KK

Z
dz

µ
y2 +

U 3z
2UKK

ẏ2
¶
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1

2

Z
dU U

5
2f

1
2 (∂µX

4)2 =
1

2

Z
dz

µ
1

3
UKKU

−2
z z

¶
U

5
2
z (U

− 3
2

z U
1
2
KKz)

4

9
R3D4U

−1
KKz

−2(∂µy)
2

=
2

27
U

1
2
KKR

3
D4

Z
dzU−1z (∂µy)

2

従って，

SX = −2T8V4g−1s R
3
2
D4

Z
d4xdz

∙
2

27
U

1
2
KKR

3
D4U

−1
z (∂µy)

2 +
1

3
U

1
2
KK

µ
y2 +

U3z
2UKK

ẏ2
¶¸

= −2
3
T8V4g

−1
s R

3
2
D4

Z
d4xdz

∙
2

9

R3D4
Uz
(∂µy)

2 + y2 +
U 3z
2UKK

ẏ2
¸

(A.6.11)

あるいは，Z = U−1KKzを用いて

SX = −
8

27
T8V4g

−1
s R

9
2
D4U

−1
KK

Z
d4xdZ

∙
1

2
(∂µy)

2 +
9

8

UKK
R3D4

(2y2 + u3Z(∂Zy)
2)

¸
= − 8

27
T8V4g

−1
s R

9
2
D4U

−1
KK

Z
d4xdZ

∙
1

2
(∂µy)

2 +
1

2
M2
KK(u

3
Z(∂Zy)

2 + 2y2)

¸
(A.6.12)

とも書ける．

A.7 (3.4.33)の導出

モード展開を次のように表す．

eAg = Ae + Aoψ0 (A.7.1)

ここに，

Ae ≡
1

2
(AU

−1
+ + A−), Ao ≡

1

2
(AU

−1
+ − A−) ψ0 ≡ ψ+ − ψ− (A.7.2)

eAZ = 0ゲージでは

tr( eAg( eF g)2) = tr( eAg(d eAg)2 + 2( eAg)3d eAg) (A.7.3)

tr(( eAg)3 eF g) = tr(( eAg)3d eAg) (A.7.4)

だから，

ω5( eAg) = trµ eAg(d eAg)2 + 3
2
( eAg)3d eAg¶ (A.7.5)

そこで，各項の寄与を計算すると，Z
M5

tr( eAg(d eAg)2) = Z
M5

tr(AoAedAe − AeAodAe)∂Zψ0dZ
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= 2

Z
M4

tr(AoAedAe − AeAodAe)

=
1

2

Z
M4

tr
³
(AU

−1
+ A− − A−AU

−1
+ )d(AU

−1
+ + A−)

´
(A.7.6)

3

2

Z
M5

tr(( eAg)3d eAg) = 3

2

Z
M5

tr

µ
AoA

3
e∂Zψ0dZ +

1

3
A3oAe∂Z(ψ

3
0)

¶
=

Z
M5

tr(3AoA
3
e + A

3
oAe)

=
1

2

Z
M4

tr

µ
1

2
AU

−1
+ A−A

U−1
+ A− + (A

U−1
+ )3A− − A3−AU

−1
+

¶
(A.7.7)

従って， Z
M5

ω5( eAg) = 1

2

Z
M4

tr

∙
(AU

−1
+ A− − A−AU

−1
+ )d(AU

−1
+ + A−)

+
1

2
AU

−1
+ A−A

U−1
+ A− + (A

U−1
+ )3A− − A3−AU

−1
+

¸
(A.7.8)

A.8 (3.4.55)の導出

本文中に挙げた定義などを用いて計算していく．X
n

m−2Bng
2
Bnππ =

µ
1

3
TFM

2
KKC

2

¶2X
n≥1

m−2Bn

Z
dZdZ 0u−3ψnu

0−3ψ0n

=
X
n≥1

m−2Bn

Z
dZdZ 0(∂Zψ+)ψn(∂Z0ψ

0
+)ψ

0
n

=
X
n≥1

m−2Bn

Z
dZdZ 0ψ+(∂Zψn)ψ

0
+(∂Z0ψ

0
n)

=
X
n≥1

Z
dZdZ 0ψ+φnψ

0
+φ

0
n

=

Z
dZdZ 0ψ+ψ

0
+

¡
3(TFM

2
KK)

−1u−3δ(Z − Z 0)− φ0φ
0
0

¢
= 3(TFM

2
KK)

−1
µ
1

3
TFM

2
KKC

2

¶−1 Z
dZψ2+∂Zψ+

−
µ
1

3
TFM

2
KKC

¶−2µZ
dZψ+∂Zψ+

¶2
= (TFM

2
KK)

−1
Z
dZu−3 − 3

4
(TFM

2
KK)

−1
Z
dZu−3

=
1

4
(TFM

2
KK)

−1
Z
dZu−3
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=
1

3f 2π
(A.8.1)

これから直ちに (3.4.55)が導かれる．

A.9 RR場のnormalization

2章と 3章ではRR場の normalizationが異なる．具体的には，3章のRR場 (このAppendix

では tildeをつけて eCpと書く．)は 1章のCpと

eCp+1 = π

κ210µ6−p
Cp+1 (A.9.1)

という関係にある．このとき，Hodge dual : ∗dCp+1 = dC7−p は

∗d eCp+1 = µp
µ6−p

d eC7−p = (2πls)2(3−p)dC7−p (A.9.2)

と書ける．また，(2.2.1)は Z
d eC7−p = π

κ210µp
(2πls)

7−pN = 2πN (A.9.3)

と書ける．そして，RR場の運動項は

SkinRR = −
1

4κ210

Z
Fp+2 ∧ ∗Fp+2 = −

1

4κ210

µ
κ210µ6−p

π

¶2 Z eFp+2 ∧ ∗ eFp+2
= − 1

4π
(2πls)

2(p−3)
Z eFp+2 ∧ ∗ eFp+2 (A.9.4)

となる．
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A.10 ρ, Zはモジュライ?

前述のように，ρ, Zは質量を持つ．しかしながら，(4.2.51)にあるように，その質量はO(λ0)
である．一方，その他のmassiveな揺らぎ (φと書く)は

δ2SYM
δφ2

6= 0 (A.10.1)

となるため，質量はO(λ+1/2)となる．この点において ρ, Zは他のmassiveモードとは一線を

画しており，λÀ 1においては零質量モード，すなわちモジュライとみなすことができる．

A.11 (4.2.44)の導出

Φ(t, x)の導出を行う．(4.2.41)より，Φを次のように分割できる．

Φ = ΦX + Φρ + ΦSU(2) (A.11.1)

Dcl
M

µ
ẊN ∂

∂XN
AclM −Dcl

MΦX

¶
= 0 (A.11.2)

Dcl
M

µ
ρ̇
∂

∂ρ
AclM −Dcl

MΦρ

¶
= 0 (A.11.3)

Dcl
MD

cl
MΦSU(2) = 0 (A.11.4)

A.11.1 ΦX

解は次式で与えられる．

ΦX = −ẊNAclN (A.11.5)

実際，(∂/∂XN)AclM = −∂NAclM に注意すれば，

ẊN ∂

∂XN
AclM −Dcl

MΦX = −ẊN∂NA
cl
M + Ẋ

N∂MA
cl
N + iẊ

N [AclM , A
cl
N ]

= ẊNF clMN

(A.11.6)

となり，確かに (A.11.2)を満たす．
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A.11.2 Φρ

(4.2.31)にあるようにAclM の ρ依存性は f(ξ)のみに入っている．従って，

∂ρA
cl
M = − 2ρ

ξ2 + ρ2
AclM (A.11.7)

そして，

g∂Mg
−1 =

(
i
ξ2
((z − Z)τ i − ²ija(xj −Xj)τ a)

− i
ξ2
(xa −Xa)τ a

(A.11.8)

∂M(g∂Mg
−1) ∝ (xM −XM)g∂Mg

−1 = 0 (A.11.9)

これらを用いると，

Dcl
M ρ̇ ∂ρA

cl
M = ∂M(−

2ρ̇ρ

ξ2 + ρ2
AclM)−

2iρ̇ρ

ξ2 + ρ2
[AclM , A

cl
M ] = 0 (A.11.10)

従って，

Φρ = 0 (A.11.11)

としておけば，(A.11.3)は満たされる．

A.11.3 ΦSU(2)

計算を簡単にするため，次の singularゲージへ移ろう．

ΦSU(2) ≡ g−1ΦSU(2)g (A.11.12)

AM ≡ g−1AclMg − ig−1∂Mg = −i(1− f(ξ))g−1∂Mg (A.11.13)

すると，(A.11.4)は次のようになる．

D
2

MΦSU(2) = 0 (A.11.14)

これに対し，

ΦSU(2) =
3X
a=1

χa(t)ua(ξ)
τ a

2
(A.11.15)

という ansatzをおくと，u(ξ)に対する方程式は

1

ξ3
∂ξ(ξ

3∂ξu
a(ξ)) = 8

(1− f(ξ))2
ξ2

ua(ξ) (A.11.16)

となり，正則な解は

ua(ξ) = Caf(ξ) (A.11.17)
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となる．ただしCaは任意定数．よって，元のゲージに戻すと，

ΦSU(2) = gΦSU(2)g
−1 = χa(t)Φa(x), Φa(x) ≡ f(ξ)g

τ a

2
g−1 (A.11.18)

従って，

Φ(t, x) = ΦX + Φρ + ΦSU(2)

= −ẊNAclN + 0 + χa(t)Φa(x)

= −ẊNAclN + χa(t)Φa(x)

(A.11.19)

となる．今，singularゲージでのゲージ場は

A(t, xM) =
³
Acl(xM ;Xα(t)) + Φ(t, xM)dt

´W (t)

(A.11.20)

Φ(t, xM) = g(xM ;Xα(t))
¡
Φ(t, xM)− i∂0

¢
g(xM ;Xα(t))−1 (A.11.21)

と表さる．このゲージは無限遠では regularであるべきである．つまり，

A0 = WΦW−1 − iW∂0W
−1 → 0 (A.11.22)

が必要となる．(A.11.19)を見れば，この条件は

WχataW
−1 − iW∂0W

−1 = 0

∴ χa = −2i tr(taW−1Ẇ ) (A.11.23)

となる．こうして，(4.2.44)の導出が出来た．

A.12 (4.4.28)の導出

Φを

Φ = +ΦX + Φρ + ΦSU(3) (A.12.1)

と書くと，Appendix A.11と同様にして，

ΦX = −ẊNAclN (A.12.2)

Φρ = 0 (A.12.3)

また，ΦSU(3) に対する方程式は，singularゲージで

D
2

MΦSU(3) = 0 (A.12.4)

これに対し，

ΦSU(3) =

8X
a=1

χa(t)ua(ξ)ta (A.12.5)
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という ansatzをおくと，ua(ξ)に対する方程式は

1

ξ3
∂ξ
¡
ξ3∂ξu

a(ξ)
¢
=

⎛⎜⎝ 8

6

0

⎞⎟⎠ (1− f(ξ))2
ξ2

ua(ξ)

⎛⎜⎝for a = 1, 2, 3

4, 5, 6, 7

8

⎞⎟⎠ (A.12.6)

となり，解は

ua(ξ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
caf(ξ) (for a = 1, 2, 3),

caf(ξ)
1
2 (for a = 4, 5, 6, 7),

ca (for a = 8).

(A.12.7)

従って，

ΦSU(3) =

3X
a=1

χa(t)f(ξ)ta +

7X
a=4

χa(t)f(ξ)
1
2 ta + χ8(t)t8 (A.12.8)

よって，

ΦSU(3) = gΦSU(3)g
−1 = χa(t)Φa(x) (A.12.9)

ここに，

Φa(x) ≡

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
f(ξ)gtag

−1 a = 1, 2, 3

f(ξ)
1
2gtag

−1 a = 4, 5, 6, 7

t8

(A.12.10)

以上の結果から，

Φ(t, xM) = ΦX + Φρ + ΦSU(3)

=　− ẊNAclN + χa(t)Φa(x)
(A.12.11)

ただし，Φaは (A.12.10)で与えられる．

A.13 ω5に関する公式

ゲージ変換A→ AV = V (A− id)V −1の下で，A→ AV = V (A− id)V −1, we have

ω5(AV ) = ω5(A) +
1

10
trL5 + dα4(L,A) , (A.13.1)

ここに，L = −iV −1dV で，α4(L,A)は次のように定義される．

α4(L,A) =
1

2
tr

∙
L
¡
AF + FA− iA3

¢
+
i

2
LALA− iL3A

¸
,
¡
L = −iV −1dV

¢
. (A.13.2)
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また，微小変化A→ A+ δAの下では，

ω5(A+ δA) = ω5(A) + 3 tr
¡
δAF2

¢
+ dβ(δA,A) +O

¡
(δA)2

¢
, (A.13.3)

と変換する．ここに，β(δA,A)は

β(δA,A) = tr
∙
δA
µ
FA+AF − i

2
A3
¶¸

. (A.13.4)

である．

A.14 New actionから導かれるWZW項

次に，新しく導入した 6次元の作用 SCSnewからWZW項を導こう．refsec:pion節と同じよ

うにA → 0 (z → ±∞)ゲージからAz = 0ゲージに移ることを考える．このときゲージ場は

Ag であり，これを z方向でモード展開すると，

Ag = −iU(~x, t, s)−1dU(~x, t, s)ψ+(z) + massive modes (A.14.1)

ここに，

U(xµ, s) ≡ P exp
µ
−i
Z ∞
−∞
dzAz(x

µ, z, s)

¶
(A.14.2)

このとき，

Fαβ = i[−iU−1∂αU,−iU−1∂βU ](ψ2+ − ψ+) (A.14.3)

Fzα = ∂zAα = −iU−1∂αU∂zψ+ (A.14.4)

これから，

trF 3 =
1

23
6²αβγδκ tr(FαβFγδFzκ)d

6x

=
1

23
6(−i)3²αβγδκ tr([U−1∂αU, U−1∂βU ][U−1∂γU, U−1∂δU ]U−1∂κU)

×
¡
ψ+(ψ+ − 1)

¢2
∂zψ+d

6x

= − 6
23
22 tr(−iUdU−1)5

¡
ψ+(ψ+ − 1)

¢2
∂zψ+dz (A.14.5)

これを作用に代入すると，

Nc
24π2

Z
M6

trF 3 = − Nc
24π2

3

Z
tr(−iUdU−1)5ψ2+(ψ+ − 1)2∂zψ+dz

=
Nc
24π2

3

Z
tr(−iUdU−1)5

Z
dψ+ψ

2
+(ψ+ − 1)2| {z }
1/30
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=
Nc
240π2

Z
tr(−iUdU−1)5 (A.14.6)

を得る．これが新しい作用から導かれるWZW項である．5次元目の座標が，我々が新しく導

入した 6次元目の座標 sになっていることに注意されたい．zの定義域が−∞ < z <∞であっ

たのに対し，sの定義域は [0, 1]となっており，こちらの方がWZW項 (B.3.4)と良く対応して

いる．．

A.15 Noether charge

ここでは場の理論や量子力学においてNoether chargeをどう定義するか，notationの統一

も兼ねて復習しておく．また，Ward identityを用いることでNoether chargeの場に対する作

用を導く．

D=d+1次元時空において一般の場 ϕi(x)を考える．ここに添え字 iは内部対称性やローレ

ンツ対称性の表現を表す．作用は S[ϕ]で与えられるとし，分配関数は

Z =

Z
[dϕi]e

iS[ϕ] (A.15.1)

で与えられる．そして，相関関数は

hϕi1(y1) . . .ϕin(yn)i =
1

Z

Z
[dϕ]ϕi1(y1) . . .ϕin(yn)e

iS[ϕ] (A.15.2)

と書ける．

今，作用は

ϕi → ϕi + ²
aδaϕi(x) (A.15.3)

なる変換の下で (古典的な意味で)不変とする．ここに定数 ²aは変換パラメータであり，添え

字 aは変換の種類を表す．ここで，相関関数の積分変数である ϕi(x)として

ϕ0i(x) = ϕi(x) + ²
a(x)δaϕi(x) (A.15.4)

を用いても当然結果は変わらない．今，アノマリーがないとすると，この新しい積分変数ϕ0i(x)

に対して，

[dϕ0] = [dϕ]

S[ϕ0] = S[ϕ]−
Z
dDx²a(x)∂µJ

aµ(x) (A.15.5)

ϕ0(y) = ϕi(y) +

Z
dDx²a(x)δD(x− y)δaϕi(y) (A.15.6)
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となる．ここに，Jaµ(x)はNoether currentである．ϕ0i(x)を積分変数として評価すると，相

関関数は

hϕi1(y1) . . .ϕin(yn)i =
Z
[dϕ]

µ
ϕi1(y1) +

Z
dDx²a(x)δD(x− y1)δaϕi(y1)

¶
×

. . .×
µ
ϕin(yn) +

Z
dDx²a(x)δD(x− yn)δaϕi(yn)

¶
×

×
µ
1− i

Z
dDx²a(x)∂µJ

aµ(x)

¶
(A.15.7)

となる．これを (A.15.2)と比較すると，

0 =
1

Z

Z
dDx²a(x)

Z
[dϕ]

Ã
nX
r=1

δD(x− yr)ϕi1(y1) . . . δaϕir(yr) . . .ϕin(yn)

− i∂µJaµ(x)ϕi1(y1) . . .ϕin(yn)
!
eiS[ϕ] (A.15.8)

従って，次の式：Ward-Takahashi identityを得る．

ih∂µJaµ(x)ϕi1(y1) . . .ϕin(yn)i =
nX
r=1

δD(x− yr)hϕi1(y1) . . . δaϕir(yr) . . .ϕin(yn)i (A.15.9)

特に n = 1の場合，左辺は

i∂µhJaµ(x)ϕi(y)i = i
nX
r=1

δ(x0 − y0)h[Ja0(x),ϕi(y)]i+ . . . (A.15.10)

となる．ここに，. . .はx0 → y0で有限な項である．両辺をxで積分してWard identity (A.15.9)

を用いると，形式的に

i[Qa,ϕi(x)] = δaϕi(x) (A.15.11)

と書ける．ここに，

Qa ≡
Z
d3xJa0(x) (A.15.12)

は保存電荷を表す．

なお，量子力学では 0+1次元の場の理論だとみなして上の議論を繰り返せばよい．
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付 録B Skyrme model

このAppendixでは，Skyrme modelから soliton解としてバリオンが導かれることを復習し

ておく．ここでのプロセスは本文での解析を理解するための助けとなることが期待される．な

お，より詳細な議論については [45]などを参照して頂きたい．

ここではまず Skyrme modelを与えておく．QCDの lagrangian：

LQCD = −
1

2
trF 2µν + iΨ 6DΨ, ΨT = (ψ1, . . . ,ψNf ) (B.0.1)

F = dA+ iA2, D = d+ igA (B.0.2)

には SU(Nf )L × SU(Nf )R 大域的対称性：

ΨL/R 7→ VL/RΨL/R, ΨL/R ≡
1± γ5
2

Ψ, VL/R ∈ SU(Nf )L/R (B.0.3)

がある．しかし，低エネルギーではこの対称性は自発的に破れて，SU(Nf)V 対称性が残る．こ

のときに現れるNGボソンが π, K, . . .である．低エネルギー有効理論はNGボソン場の有効理

論となり，それは chiral lagrangianと呼ばる．その chiral lagrangianに Skyrme項と呼ばれる

項を加えたものが ‘Skyrme model’である：

S0[U(x)] =

Z
d4xL0(U, dU) =

Z
d4x

µ
−f

2
π

16
tr(LµL

µ) +
1

32e2
tr ([Lµ, Lν ][L

µ, Lν ])

¶
(B.0.4)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

U(x) ≡ exp
³
4
fπ
itaπa

´
∈ SU(Nf ),

Lµ(x) ≡ 1
i
U(x)−1∂µU(x),

fπ:パイオン崩壊率 (186 MeV), e: 定数,

t†a = ta, [ta, tb] = ifabctc, tr(tatb) =
1
2
δab,

ta =
1
2
τa forSU(2), ta =

1
2
λa forSU(3)

(B.0.5)

ここに，τ a,λa はそれぞれ Pauli行列，Gell-Mann行列である．taは SU(Nf)の生成子で，

taijt
a
kl =

1

2
δilδjk −

1

2Nf
δikδjl (B.0.6)

を満たす．

そして，作用S0[U ]はQCDの chiral 対称性に対応する対称性SU(Nf )L×SU(Nf )Rを持つ：

U(x) 7→ V −1L U(x)VR, S0[U ] 7→ S0[U ] (B.0.7)
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B.1 Nf = 2の場合

Nf = 2の場合を考える．

B.1.1 Soliton解

バリオンに相当する静的な解を探そう．(B.0.4)より，EOMは

∂µ
µ
Lµ −

1

e2f2π
[Lν , [Lµ, Lν ]

¶
= 0 (B.1.1)

と書ける．また，この理論にはトポロジカルカレント：

jµB ≡
i

24π2
²µνλρ tr(LνLλLρ) (B.1.2)

がある．ここに，²0123 = 1である．実際，このカレントは EOMを用いなくても自明に保存

する；

∂µj
µ
B = 0

ここではこれを ‘バリオンカレント’と解釈し，これに付随する保存電荷を ‘バリオン数’とみな

す：*1)

B ≡
Z
d3xj0B =

i

24π2

Z
d3x²ijk tr(LiLjLk) (B.1.3)

つまり，バリオン数は写像 S3(x)→ SU(2)(U(x))の巻きつき数である．

Hedgehog ansatz

上の議論から，バリオンに相当する solitonは非自明な topological number Bを持つことに

なる．

まず解の対称性について考察しよう．Skyrme lagrangianには二つの大域的対称性があった：

• SU(2)L × SU(2)R：U(x) 7→ V †LU(x)VR, VL/R ∈ SU(2)L/R

• SO(3)；U(x, t) 7→ U(Rx, t), R ∈ SO(3)

しかし，作用が有限であるためには，古典解はU(x→∞, t) = const.でなければならない．特

にここではこれを

U(x→∞, t) = 1 (B.1.4)

と規格化しておく．これによって，古典解の持ち得る対称性は

*1)この定義は一般に広く用いられているもの ([45]など)と符号が異なる．しかし，以下で議論するように拘束
条件を正しく出すにはこの定義を用いるべきであると筆者は考える．
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• SU(2)V：SU(2) 7→ V †U(x)V, V ∈ SU(2)V

• SO(3)：U(x, t) 7→ U(Rx, t), R ∈ SO(3)

に限定される．加えて，「SO(3)不変あるいはSU(2)V 不変な解は非自明なバリオン数を持ち得

ない」ことが分かっている [45]．

そこで，解として SO(3)と SU(2)V の同時回転：

U(x) 7→ V (R)†U(Rx)V (R), V (R)†(x · τ )V (R) = (Rx) · τ (B.1.5)

で不変なものU0(x)を探そう．この ‘hedgehog ansatz’の下で，U0(x)は一般に

U0(x) = exp (ix̂ · τF (r)) = cosF (r) + ix̂ · τ sinF (r), (x̂ ≡ x/r) (B.1.6)

と書ける [45]．ただし，r = 0での正則性と (B.1.4)により，F (r)は次の性質を持たなければ

ならない：

F (r = 0) = 0, F (r →∞) = nπ (B.1.7)

この 2つの条件から，この hedgehog解の持つバリオン数は ([45]参照)

B =

Z
d3xj0B =

i

24π2
²ijk

Z
d3x tr(LiLjLk)

=

Z
dΩ

Z ∞
0

drr2
1

2π2r2
sin2 F

dF

dr

=
1

π

Z F (r=∞)

F (r=0)

dF sin2 F

= n

(B.1.8)

と分かり，確かに非自明なバリオン数を持つ ansatzが求まったことになる．ちなみに，この

ansatzの下での EOMの解は数値的には求められている [45]．

B.1.2 集団座標とその量子化

上の solitonが持つ粒子的な自由度は，例えば

• 重心座標~a(t)；U0(x− ~a(t))

• スピン SO(3) R(t)；U0(Rx)

• アイソスピン SU(2)V VL = VR；V U0(x)V
−1
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などがある．ただし，(B.1.5)にある様に，U0(x)に対してはスピン SO(3)とアイソスピン

SU(2)とは独立でないことに注意されたい．

ここでは重心運動は考えず，‘スピン=アイソスピン’を集団座標として量子化する：

U(t,x) ≡ W (t)U0(x)W (t)−1, W (t) ∈ SU(2) (B.1.9)

このU(t,x)を Skyrme lagrangianに代入し，空間積分を実行すれば，集団座標W (t)に関する

lagrangianを得る：

LW ≡
Z
d3xL0(U = WU0W−1) = −M0 + I0 tr[(−iW−1Ẇ )2] (B.1.10)

= −M0 + 2I0
h
tr(−iW−1Ẇ ta)

i2
(B.1.11)

ただし，M0, I0は定数であり，F (r)を用いた表式や数値などは [45]を参照されたい．

ここで，W (t)を次のように表す．

W (t) ≡ exp (itaξa(t)) (B.1.12)

さらに，Hab, Kabを以下のように定義しておく．

W−1∂aW = iHab(ξ)tb, or tr(−iW−1Ẇ ta) =
1

2
Hbaξ̇

b

W∂aW
−1 = iKab(ξ)tb, or tr(−iWẆ−1ta) =

1

2
Kbaξ̇

b
(B.1.13)

ここに，∂a ≡ ∂
∂ξa

である．この定義から，

iHabWtbW
−1 = W (W−1∂aW )W

−1 = −W∂aW
−1 = −iKabtb (B.1.14)

Kab = −2Hac tr(tbWtcW
−1) (B.1.15)

Hab = −2Kac tr(tbW
−1tcW ) (B.1.16)

K−1ab HbcHdc = −2 tr(tcW−1taW )Hdc = Kda (B.1.17)

を得る．

これらを用いて，lagrangian LW と共役運動量 πa は次のように表される：

LW = −M0 +
1

2
I0ξ̇aHabξ̇cHcb (B.1.18)

πa ≡
∂L

∂ξ̇a
= I0Habξ̇cHcb (B.1.19)

そして，この系に対して通常の同時刻正準交換関係を課す：

[ξa(t),πb(t)] = iδab (B.1.20)
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アイソスピン演算子 Iとスピン演算子 J

W (t)に対する SU(2)L × SU(2)R 変換を考える；

W (t) 7→ V −1L W (t)VR (B.1.21)

この変換の下で，

U(t,x) = W (t)U0(x)W (t)
−1

7→ V −1L W (t)VRU0(x)V
−1
R W (t)VL

= V −1L U(t, Rx)VL

(B.1.22)

となるから，VL, VRはそれぞれアイソスピン回転，空間回転と解釈できる．

そこで，こららの変換に対するNoether chargeを求めよう．W → −i²aL(t)taW の下で

δLLW = 2I0
h¡
−iW−1(−i²̇aLta)W

¢
(−iW−1Ẇ )

i
=

Z
dt2I0²̇aL tr(−iWẆ−1ta)

= (I0Kbaξ̇
b)²̇aL (B.1.23)

と振舞うから，アイソスピンは

Ia = I0Kbaξ̇
b (B.1.24)

と表される．また，(B.1.17)と (B.1.19)を用いることで，

Ia = K
−1
ab πb (B.1.25)

とも書ける．同様にして，W → Wi²aRta では，

δRLW = 4I0 tr(²̇bLtbta) tr(−iW−1Ẇ ta) = I0Hbaξ̇b²̇a (B.1.26)

となり，スピンは

Ja = I0Hbaξ̇b (B.1.27)

と書ける．また，共役運動量 πa (B.1.19)を用いて

Ja = H
−1
ab πb (B.1.28)

とも書ける．

このとき，(B.1.14)から，スピンとアイソスピンには

I = Iata = I0Kbataξ̇
b = −I0HbaWtaW−1ξ̇b = −WJataW−1 = −WJW 1 (B.1.29)

なる関係があることが分かる．
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さらに，Appendix A.15の議論から，量子化するとこれらの演算子は以下の交換関係を満た

すことが分かる．

[Ia, Ib] = i²abcIc

[Ja, Jb] = i²abcJc

[Ia, Jb] = 0

(B.1.30)

ちなみに，この交換関係は正準交換関係 (B.1.20)から直接示すことも可能である．(詳しくは

[45]参照．)

また，(B.1.29)から Jaと Iaのカシミアが等しいことが分かる．

tr(I2) = tr(J2) , (B.1.31)

SU(2)においては，「二次のカシミアが等しい表現は同じ表現である」ことが言えるので，上

の関係は「Ia と Ja の表現 (=スピン)が等しい」ことを表している．また，系の hamiltonian

は次のように書かれる．

HW ≡ πaξ̇a − LW =M0 +
1

2I0
H−1ba πaH

−1
bc πc

=M0 +
1

2I0
(Ia)

2

=M0 +
1

2I0
(Ja)

2

(B.1.32)

B.1.3 バリオン

量子状態をスピンとアイソスピンとで分類する．従って，状態は |I = J, I3, J3iで表される．

この量子数から同一視すべきバリオンが分かり，その質量は hamiltonian (B.1.32)の固有値と

して与えられる．その結果は次のようになる．

MI=J =M0+
1

2I0
I(I + 1)

M1/2 =M0 +
3

8I0
：

(
|1
2
, 1
2
,±1

2
i = |p,±i,

|1
2
,−1

2
,±1

2
i = |n,±i

M3/2 =M0 +
15

8I0
：

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
|3
2
, 3
2
, J3i = |∆++i

|3
2
, 1
2
, J3i = |∆+i

|3
2
,−1

2
, J3i = |∆0i

|3
2
,−3

2
, J3i = |∆−i

(B.1.33)
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B.2 核子の静的性質 (in the Skyrme model)

上で与えられた解を基に核子の電荷密度，g-因子，axial vector coupling gA などを求める

[38]．

B.2.1 諸量の定義

そこで，これらの量がどの様に定義されているか，簡単におさらいしておく．

核子の電荷Qemはアイソスピン I3とバリオン数の半分B/2の和で書ける．従って，電荷密

度 j0emはアイソスピン密度 j0V とバリオン数密度 j0B を用いて

j0em = j
0
V +

1

2
j0B (B.2.1)

と書ける．

g-因子はmagnetic moment µN とPauli行列σとの比例係数で，

µN =
gN
2MN

σ

2
(B.2.2)

で定義される．ここに，添え字Nは核子を表しており，MN は核子の質量である．また，mag-

netic momentは電磁カレントを用いて

µN =
1

2

Z
d3xx× jem (B.2.3)

と書ける．(B.2.1)と同様に，電磁カレントは isovector current jµV と isoscalar current jµB との

線形結合で書ける：

jµem = j
µ
V +

1

2
jµB (B.2.4)

そこで，magnetic momentも isoscalarからの寄与µI=0と isovectorからの寄与µI=1とに分

けて

µI=1 =

Z
d3xx× jV,a=3 (B.2.5)

µI=0 =
1

2

Z
d3xx× jB (B.2.6)

µN =
1

2
µI=1 + µI=0 (B.2.7)

と書く．そして，それぞれに対する g-因子を

µI=1 =
gI=1
2MN

σ

2
τ3 (B.2.8)
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µI=0 =
gI=0
2MN

σ

2
(B.2.9)

で定義する．定義から，これらは核子の g-因子と

gI=0 = gp + gn, gI=1 = gp − gn (B.2.10)

なる関係があることが分かる．

最後に，axial vector coupingは axial current jµA,aを用いて

hN 0(q)|jA,a(0)|N(0)i
q→0−−→ gAhN 0|στa|Ni (B.2.11)

で定義される．

B.2.2 Currents

上の議論から分かるように，電荷密度 j0em，g-因子 gN，axial vector coupling gAはバリオン

数カレント jµB，vector current j
µ
V,a，axial current j

µ
A,a を用いて定義される．そこで，カレン

トの表式を導こう．

Skyrme modelにおいて右・左変換はそれぞれ

W → V −1L W, W → WVR (B.2.12)

で与えられていた．これに伴うNoether currentは

jµL,a = tr

½µ
f2π
8
Lµ +

1

8e2
[[Lµ, Lν ], Lν ]

¶
ta

¾
− iNc
48π2

²µνρλ tr(LνLρLλta) (B.2.13)

jµR,a = − tr
½µ

f2π
8
Rµ +

1

8e2
[[Rµ, Rν ], Rν ]

¶
ta

¾
− iNc
48π2

²µνρλ tr(RνRρRλta) (B.2.14)

となる．ここに，

Lµ = iU∂µU
−1, Rµ = U

−1LµU = −iU−1∂µU (B.2.15)

である．また，第 2項は U ∈ SU(2)の場合には存在せず，U ∈ U(2)の場合にWZW項から

くる．

そして，jµV,a, j
µ
A,aはこれらを用いて

jµV,a = j
µ
L,a + j

µ
R,a, jµA,a = j

µ
L,a − jµR,a (B.2.16)

と書ける．

また，バリオン数カレント j0B は (B.1.2)で与えられており，

jµB ≡
i

24π2
²µνλρ tr(LνLλLρ) (B.2.17)
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と書けている．

以上で vector current jµV,a，axial current j
µ
A,a，バリオン数カレント jµB の表式が求まった．

核子に対するこれらの量を求めるには，hedgehog解の集団座標 (B.1.9) をこれらの表式に代

入すればよい．数値的に求められた hedgehog解を用いて，これらの量も数値的に求められて

いる．

後は (B.2.5)-(B.2.9)，(B.2.11)のその数値結果を代入れば諸量が求まる．その結果は本文 4.3

節中に載せてある．そこでは，こうして得た Skyrme modelの結果と酒井・杉本模型での結果

を比較した．また，Skyrme modelについてのより詳細な議論は [38]を参照されたい．
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B.3 Nf = 3の場合

次に，Nf = 3の場合を考える．このときには集団座標が SU(3)となるので，これを空間回

転とみなすには拘束条件が必要となる．

B.3.1 WZW項

SU(3)の場合には SU(2)にはなかったWZW項という項が存在する．この項が上の拘束条

件を生み出すことが後に分かる．

Skyrme lagrangianにWZW項を加えるのは以下の 2つの必然性による．

対称性 QCDのパリティ変換はパイオン場 U(x, t) = exp
³
4i
fπ
taπa

´
に対して

πa(x, t) 7→ −π(−x, t), U(x, t) 7→ U(−x, t)−1 (B.3.1)

と作用する．

一方，Skyrme作用 S0には次の二つの対称性がある：

U(x, t) 7→ U(−x, t), πa(x, t) 7→ πa(−x, t) (B.3.2)

U(x, t) 7→ U(x, t)−1, πa(x, t) 7→ −πa(x, t) (B.3.3)

WZW-termを加えることで，この二つの対称性のうちQCDのパリティに相当する部分

だけが残る．

QCDのアノマリー構造 WZW項を加えることでQCDの U(Nf )A アノマリーや π0 → 2γ な

どを再現することが知られている．

上の 2つの条件を満たす ‘WZW項’とは，次の項のことを言う：

ΓWZW [U ] ≡
Nc
240π2

²µναβγ
Z
S3×D2

d5x tr(LµLνLαLβLγ) (B.3.4)

ここで，U(x → ∞, t) = 1だから，空間を S3 としている．また，時間方向にも周期的（S1）

であると仮定している．また，新たに 5次元目の座標 s ∈ [0, 1]を導入し，(s, t)で diskをなし，

その境界 s = 0が我々の世界とみなされる (図 4.1参照)．ちなみにNf = 2ではこの項は恒等

的に 0である．

WZW項を加えた後の作用は次のように書かれる．

S[U ] = S0[U ] + ΓWZW [U ]

=

Z
d4x

µ
−f

2
π

16
tr(LµL

µ) +
1

32e2
tr ([Lµ, Lν ][L

µ, Lν ])

¶
+

Nc
240π2

²µναβγ
Z
S3×D2

d5x tr(LµLνLαLβLγ)

(B.3.5)
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B.3.2 集団座標とその量子化

SU(2) hedgehog解の SU(3)への埋め込み；

U0(x) ≡
Ã
exp (ix̂ · τF (r)) 0

0 1

!
(B.3.6)

は上の作用の古典解である．そこで，集団座標として S0に対しては

U(x, t) = W (t)U0(x)W (t)
−1, W (t) ∈ SU(3) (B.3.7)

を，WZW項 ΓWZW に対しては

U(x, t, s) = W (t, s)U0(x)W (t, s)
−1, W (t, s) ∈ SU(3) (B.3.8)

を用いる．ただし，

W (t, 0) = W (t)

W (t, 1) = 1
(B.3.9)

である．

少し長い計算の後，集団座標に対する lagrangian LW は次のようになることが分かる．

LW =−M0 + 2I0
3X
a=1

{tr(−iW−1Ẇ ta)}2 + 2I 00
7X
a=4

{tr(−iW−1Ẇ ta)}2

− 1√
3
BNc tr(−iW−1Ẇ t8)

(B.3.10)

ここに，M0, I0, I 00は数値的には求まる定数で，[45]などで与えられている．また，B (B.1.8)

はバリオン数である．今後は特にB = 1の場合を考える．

アイソスピン (Ia)とスピン (Ja)

W (t)に対する右 SU(3)変換：

W (t) 7→W (t)VR, VR ∈ SU(3) (B.3.11)

に対するNoether chargeを Jaと定義する．このうち，保存するのは a = 1, 2, 3, 8のみである．

特に SU(2)部分に着目すると，

W (t) 7→ W (t)VR, VR =

Ã
V (R) 0

0 1

!
, V (R) ∈ SU(2) (B.3.12)
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の下で，

U(t,x) 7→ U(t, Rx)

U(t,x, s) 7→ U(t, Rx, s)
(B.3.13)

と変換されるから，これは ‘スピン’とみなせる．

同様に左 SU(3)変換：

W (t) 7→ V −1L W (t) (B.3.14)

の下で，

U(t,x) 7→ V −1L U(t,x)VL

U(t,x, s) 7→ V −1L U(t,x, s)VL
(B.3.15)

と変換されるから，これは ‘フレーバーSU(3)回転’とみなせる．これに対応するNoether charge

を Iaと表す．この Iaは全ての aについて保存する．

スピン Ja やアイソスピン Iaに対する表式はNf = 2の場合と同様で，(B.1.13)と同じ定義

の下で，

Ja = H
−1
ab πb, Ia = K

−1
ab πb (B.3.16)

と書ける．ここに πa ≡ ∂LW/∂ξ̇aは共役運動量であり，ξaを

W (t, s) = exp

Ã
7X
a=1

itaξa(t, s)

!
eit8ξ8(t,s) (B.3.17)

で定義した．Nf = 2の場合と同様，Ward identityから出発して，スピン Ja とアイソスピン

Iaの交換関係を導くことが出来る：

[Ja, Jb] = ifabcJc

[Ia, Ib] = ifabcIc

[Ja, Ib] = 0

(B.3.18)

ここに fabcは SU(3)の構造定数である．また，この交換関係は正準交換関係

[ξa,πb] = iδab (B.3.19)

から導くことも出来る．さらに，(B.1.29)はNf = 3でも同様に成り立つから，

tr(I2) = tr(J2) , tr(I3) = − tr(J3) , I ≡
8X
a=1

Iata , J ≡
8X
a=1

Jata (B.3.20)

が言える．すなわち，スピン Jとアイソスピン Iは互いに複素共役な表現になることが分かる．
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今，ξ, ξ̇を用いて lagrangian (B.3.10)を書き直すと，

LW = −M0 +
1

2
I0

3X
b=1

ξ̇aHabξ̇cHcb +
1

2
I 00

7X
b=4

ξ̇aHabξ̇cHcb

− Nc

2
√
3
ξ̇aHa8

(B.3.21)

となり，共役運動量 πaは

πa ≡
∂LW

∂ξ̇a
= I0

3X
b=1

Habξ̇cHcb + I 00
7X
b=4

Habξ̇cHcb −
Nc

2
√
3
Ha8 (B.3.22)

と書ける．従って，(B.3.16)より，

J8 = H
−1
8a πa = −

√
3

2
(B.3.23)

を得る．ここで，Nc = 3を用いた．

B.3.3 バリオン

これまでに得た条件は以下のようになる．

• Iと J は互いに複素共役表現．

• J8 = −
√
3
2

この条件はバリオンのスピンを正しく導く．
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