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概 要

超弦理論は現在の所、重力の量子論を唯一無矛盾に含む、統一理論の候補である。しか
し、摂動論的に安定な真空は無限に縮退していて、どのような真空（�次元模型）が実現さ
れるのか、といった物理的な指導原理は現在のところ不明のままである。それゆえ、現実的
な模型探索へのアプローチとして、摂動論的超弦理論の現象論的側面が研究されている。
そして、摂動論的な弦理論の性質だけでなく、摂動論の延長として、非摂動論的な性質

も発見された。例えば、�������、�������、���	
� �����、���	
� ��
���
��、�� ���

��
���
��の �つの理論を結び付ける �
���� �����
�の発見、さらには ���� �
����の両端を
固定している�������の発見もある。また、�
���� �����
�の発見に伴い、超弦理論の強結
合極限として�理論が提唱された。�理論は超弦理論の �つの一面とも、全ての無矛盾な
超弦理論を含んだ統一的な理論とも考えられている。しかしその全貌は明らかになってい
ない。その後、その�理論と現象論の繋がりも研究され始めた。一方、�������の発見は、
超弦理論を様々な点で一層進歩させた。現象論的な部分としても、�������は大いに研究、
活用され、弦理論から現実的な模型を出すことが、更に熱心に研究されるようにもなった。
このような新たな理論的枠組みの現象論的性質を解析し、それ以前の模型と比較すること
は重要である。
本論文では、摂動論的（�� ���） ��
���
�� �
����理論と、���� ��� �����
����� 理論

の、現象論的性質についてレビューを行う。特に、これら超弦理論を元にした、�次元の
低エネルギー �  � �������!!�
��（"#"$）有効理論においては、どのような %&�'���

��
��
���、����� (���
�� ����
���、摂動論的 �������
��
���（$�(�)� ��������）が出てく
るのか結果をまとめた。
また、!�����場（����
��場を含む）の真空期待値の決定（安定化）についても、特に

述べておいた。これらの場の真空期待値は次の 
つの点で重要である。

� これらの場の期待値は、現実的な ����� ��������、$�(�)� ��������の値や、超弦理
論の ��!���
化の �����を決める。特に、�������を使った模型では、これらの場の
期待値の決定は重要である。

� これらの場の安定化は、"#"$ ����(���とも関係がある。

しかし、これらの場は、"#"$があると（低エネルギー有効理論としても）摂動論的には
�������
��
���を持ち得ず、安定化が困難である。そこで、今までも様々な試みがされてき
が、安定化はするものの欲しい値は出ていない。それゆえ、����
��場や!�����場の安定化
について、新たな試みを行うことにする。本論文では、�� ��� ��
���
�� �
����理論に加
え、���� ��� �����
����� 理論についても安定化について調べた。特に後者の方は 
)��
��
!�����場が大きな役割を果たしている。
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超弦理論は重力の量子論を無矛盾に含む、統一理論の候補とされている。それゆえ、超弦理
論は多くの人々に興味を持たれ、盛んに研究されてきた。また、超弦理論は ��次元の時空で無
矛盾に定義されており、現実的に観測されている "次元時空を導き出すには、時空を余計な �

次元分 ��'����化しなければならない。しかし、時空を "次元に ��'����化した際、摂動論的
に安定な真空が無数に出てきてしまう。現在もこの事は問題で、どのような真空が本当の超弦
理論の真空か分かっていない。現実的な "次元超弦理論模型の実現のための、物理的な指導原
理は不明のままである。そこで現在も、現実的な模型探索のため、超弦理論を現象論に応用す
る試みがなされている。確かに、摂動論的に扱っていると、安定な "次元の真空は無数に出て
くる。しかし、超弦理論を現象論に応用し、現実的な実験結果と比べれば、無数の真空の中か
ら数少ない幾らかの模型が選ばれるはずである。
まず �-��年代は、超弦理論の摂動論的性質の多くが解明された。現象論的な立場からは、摂

動論的��������� ���� !理論の性質がよく研究された。その理由は、まず、��������� ���� !理論
は、閉弦だけの理論で、������
����に比べて簡単な事がまず挙げられる。そして、����������
���� !理論が巨大な（�� � �� �� ������）!�#!�群を持っており、この !�#!�群の中に標準模
型の !�#!�群（����������������）が含まれていると思われるからである。特に、�����

��������� ���� !理論は、その �� の部分群に ��� ������� �����を含み、特に、�� 大統一理
論（98
）との関係から一層盛んに研究されるようになった。特にそこでは、"次元理論への
��'����化の方法も盛んに研究された。また、ところで、標準模型には.������.�問題がある。そ
れを解消する �つの自然な方法は、（場の理論で記述可能な）低エネルギーで、�#�����'''����

（�8�4）がある事である。特に、標準模型のような �.����な理論を作ろうとすれば、�8�4の
数は "次元で	 : �でなければならない。そこで、"次元で	 : � �8�4を残す観点からも
��'����化は研究された。例えば、��(�)��* ��'����化や、,���(�&4�# ��'����化が研究され
た。（また、その他にも世界面上の自由なフェルミオンを用いた )��'�� �� �� ���#���� ;�<、そ
して	 : �� �次元共形場の理論（,2
）を用いた9�� �� '�*��;�< がある。）特に、摂動論的
��������� ���� !理論の ��(�)��* ��'����化は、模型を作るのが他に比べて簡単で、現象論的に
最も盛んに研究された。それは、��(�)��*は固定点を除き、至るところで平坦だからである。更
にそれだけではなく、��(�)��*の計量も �次元トーラスと同じに書けるので、簡単に弦の運動方
程式を解けるからである。また、��(�)��* は ,���(�&4�# 多様体と全く無関係なものではなく、
ある極限で ��(�)��*が,���(�&4�#多様体に一致することが知られている。よって、,���(�&4�#
��'����化の本質をつかむ上でも、��(�)��* ��'����化は重要であると思われる。
そして、�--�年代になると、摂動論の延長としての非摂動論的性質も発見された。例えば、


����理論（
������、 
������ ���� ��)��*理論）の 3&(�� �の発見がそれである。3&(�� �

は、開弦の両端をある方向に固定している物体である。また、その3&(�� �上の低エネルギー
有効理論は、4� !&0���� 理論になる事が知られている。さらに、同じ種類の3&(�� �がたくさ
ん重なれば重なるほど、3&(�� �上で大きな !�#!�群が存在するようになる。するとそれまで

������、 
������、 
����理論には登場し得なかった巨大な !�#!�群が存在するようになり、
3&(�� �の研究が盛んにされるようになった。また、超弦理論の摂動論によらない構成的定式

�



化として、行列模型も提唱された。これは今も多いに研究されており、発展が待ち望まれる。
そして、これまでに分かっている �つの理論が、すべて ���� ! *#�����によってつながることも
発見された。そう考えると、無矛盾な超弦理論を非摂動効果もいれて、�つにまとめるような、
統一的な理論が存在すると考える事もできる。それが0理論である。（無論これは �つの見方
で、単に超弦理論の �つの側面と見ることもできる。）0理論は、超弦理論の強結合極限とし
て提唱された。超弦理論は、��次元で無矛盾に定義された理論であるが、��次元で定義された
理論だと考えられている。そして、その低エネルギー有効理論は、��次元	 : � �#���!��
���

（�89��）だと考えられている。しかし、その全貌は明らかにはなっていない。
これらの発見により、現在では 3&(�� �を使った現象論が盛んに研究されるようになった。

また、��次元	 : � �89�� を元にした、"次元有効理論も盛んに研究されるようになった。
そして、
����理論、0理論自体の解析だけではなく、���� ! *#�����の存在から、これまでに
研究された��������� ���� !との関係も研究されるようになった。これらのように、様々な模型
と比較する事は、超弦理論の真の現実的な "次元模型を探す上で重要である。
本論文では、主に、盛んに研究された�� � �� ��������� ���� !理論の ��(�)��* ��'����と、

それに付随した現象論的レビューを行う。更に、
������ ���� ��)��*模型がが��������� ���� !

理論と異なる部分を、簡単にレビューする。
������ �では、 � &��'����な�� � �� ��������� ���� !理論の説明を行う。
そして ������ �では、�次元トーラス上に ��'����化した��������� ���� !理論の説明と、そ

の問題点について説明する。
������ "では、"次元に ��(�)��* ��'����化した����� ��������� ��� !理論の説明と、その

低エネルギー有効理論の説明を行う。特に、	 : � �8�4の低エネルギー有効理論で、どのよ
うな/6�.��� ���� ����、!�#!� 	� ���� )# ���� 、摂動論的 �#������� ����（4#	�+� ��#��� !）が
出てくるのか結果をまとめた。特に、現実的な !�#!� ��#��� !や、��'����化の �����を決める
上で重要な、*����� 場を含む'�*#��場の安定化についても述べておいた。そして、これらの
場の安定化は �8�4 (���	� !とも関連しており、重要である。しかし、摂動論的にはこれらの
場は �#������� ����を持たず、安定化が困難である。それゆえ、現象論的に無矛盾な、現実的
に欲しい模型（数値）は出来上がっていない。以上の理由により、安定化について、
������

���� ��)��*模型と並べて、再考することにする。
そして、������ �では
������ ���� ��)��*模型についても簡単に結果だけ述べておいた。特

にここでは、*����� 場を含む'�*#��場の安定化についても、新しい試みを考えた。またここ
では、�+����* '�*#��と呼ばれる場が、重要な役割を果たす。
そして���� *�%では、世界面上のインスタントン解から出る、古典作用の計算を載せておい

た。そしてまた、'�*#��場の安定化の際に起こり得る!��
��� '�*����� を用いた�8�4 (���	� !

の ��)� ���'の一般公式を載せておいた。

"




 �������
��� �� � �� �������	� ���	��理論
ここでは  � &��'����な場合の�� � �� ��������� ���� !理論の説明を行う。

��� ボゾン弦

まずボゾン弦を説明する。

�����  ����!�"作用

まず点粒子を元に考える。�次元の広がりを持った点粒子が時空を伝播すると �次元の世界
線を描く。
次元時空で質量�を持った点粒子の世界線上での作用は、

��� : ��
�
�


�
�������

���

�


���

�

�、� : �～
 � � �����

と書ける。
ここで、
 は世界線上での固有時間であり、������は
次元の本当の時空の背景計量であ

る。また、���
�は時空間における点粒子の座標であり、時空間に世界線がどのように埋め込
まれているかを指定する。つまり、世界線における 
 という位置が、時空間で見ると��に対
応しているという意味である。更に、この作用は点粒子の作る世界線の長さを与えており、こ
れに対する変分原理は、世界線を最小の長さにする運動を求めることを意味する。
今度は（ボゾン）弦について考える。
�次元的な広がりを持った紐が時空を伝播すると、�次元の世界面を作る。閉弦ならチューブ

のようになり、開弦なら平面のようになる。点粒子の作用を拡張した、
次元時空における紐
の世界面上での作用は、

��� : � �

����

�
����

�
�*���������������� �、� : �～
 � � �、� : �、� �����

で与えられる。この作用は南部・後藤作用と呼ばれている。
ここで �、�は世界面上での時間的そして空間的座標である。例えばこの時、閉弦の場合は

�� � � �� � � � � � �����

と取れる。また点粒子の時と同様に������は
次元の本当の時空の背景計量である。
����、��は時空間における紐の上の �点 �点の座標であり、時空間に世界面がどのように埋

め込まれているかを指定する。つまり、世界面における ��、��という位置が、時空間で見ると
��に対応しているという意味である。
また、������は基本弦のテンション（単位長さあたりのエネルギー）で、��は��!!� �����

と呼ばれる定数である。

�



そして、
��� � ���������

����
� ���"�

は時空の計量によって世界面上に導入される � *#��* '�����である。
そう考えると、この作用は紐の作る世界面の面積を与えており、これに対する変分原理は世

界面の面積を最小にする運動を求めることを意味する。
以下簡単のため、
次元時空の背景の計量を、

������ : ��� : *��!���� �� �…� �� �� �
��� 個

� �����

とする。つまり、平坦な時空の周りでの揺らぎを見ることにする。
この時、世界面上に世界面上での計量（補助場）���を導入し ���を、

���	
���� : � �

"���

�
����

�������������� � � *����� �����

と違う形に書くことができる。この作用はポリャコフ作用と呼ばれる。
この形から分かるように、世界面上の場の理論としては、��はスカラー場の性質を持つ。
ここでこの作用が古典論的に等価なことを確かめる。この���	
����に対し ���ついて積分（変

分）すると、

Æ
���	
���� : � �

"���

�
����

���Æ���;��

�
�������

�� = ���< ���$�

となることが分かる。
この時、Æ
���	
���� : �が ���に対する運動方程式で、

Æ
���	
���� : �� ��� :
�

�
�������

�� �����

となる。
この時、式 �����の両辺に対して行列式を取り、さらに平方根を取ると、

�
��� :

��������� ���-�

となる。（同様に � � *�����である）これを式 �����に代入すると、式 �����の ���が得られる。
これからは、���	
����を元に考える。その理由は作用に場が二次でのみ入っており経路積分

が可能だからである。（しかし、平坦でない時空の場合は作用に������が入り容易ではなくな
ることに注意しておく。）

����� 世界面上の対称性

まず、この作用には、世界面上での局所座標不変性がある。すなわち、

�� � ��� : �� = ����� �� � : �� � ������

�



に対して場が、

Æ�� : �������

Æ��� : �������� � ������
� � �������

������

と変換する。
これによって ���の自由度を �つなくすことができ、

��� : �%�;����� ��<��� ��� : *��!���� �� ������

という !�#!�（�� )��'�� !�#!�）を取ることができる。
さらにこれだけではなく、局所 �����不変性（1���不変性）

���
� : �%�;� ��� ��<��� ������

が存在する。
これら �つの対称性が存在することは「弦理論の物理的な内容は ��� ��によらない」と言う

ことを意味する。
よって古典論的には ���の自由度がなくなり、いつでも世界面上で局所的に平坦な計量

��� : ��� ����"�

を取ることができる。
さらに、�� )��'�� !�#!�を取っても計量を変えない �� )��'��変換がさらにある。（これは

後で超弦のところで簡単に話す。）
実は、量子論的にはこれらの対称性に一般的にアノマリーが存在する。しかし、ボゾン弦の

理論なら3:��でアノマリーの無い理論になることが知られている。（ただしタキオンはある）
そうしてこれらの対称性を使い、�� )��'�� !�#!�の時に式 �����の作用を

���	
���� : � �

"���

�
�������

����� � : �～�� ������

と書くことができる。（もちろん !�#!�固定に伴うゴーストの寄与があるが、ここでは省く）
添字の上げ下げは ���で行っている。���� ��の自由度が無くなるのは、局所1���不変性のお

かげである。
さらに理論を、

� : �!
 ������

とユークリッド化し、

" : �%�;��
 � !��< ��� � 
 �� � � � � �� ����$�

を使って書くと、

�� :
�

����

�
��"���

������ � : �～�� ������

と書ける。ここで ��" � �"�>"である。

$



��� 超弦理論

ここからは超弦理論の作用を考える。
（��'� *���、��
�#&��.+��?����フェルミオンを用いた形式（���形式）を使う）
超弦理論の場合、ボゾン弦と違うのは、

� 世界面上の作用にフェルミオン的自由度があり、世界面上の超対称性変換（�8�4変換）
がある

� 3:��の時にアノマリーが無い、タキオンフリーで無矛盾な理論を作ることができる

� 
������、
������、������ 
����、������ ������、�� ��� ������の �つの無矛盾な
理論がある

� 時空間の理論が �8�4を持つ。つまり時空間におけるフェルミオンが出てくる。（ボゾン
弦の時はボゾンしか出てこない）

等の点である。

����� 超弦理論の作用（�������、�������、������ �����）

まず世界面上での0� 	�+�	�的な超重力理論を考える。
その理由は、物理的内容が世界面上での座標によらず、フェルミオン的自由度が無矛盾に入っ

た理論を作りたいからである。
この時、作用は次のものである。

� : �� = �� = ��

�� : �����
�
����������;����������� = !>@�#���@�<

�� : � ���

�
���������� >$�#�#�@�����

�� : � ��"�

�
���������� >@�@� >$�#

�#�$�

����-�

ただし、�� : ���と置いている。
ここで、@�は世界面上の0�A��� �スピノールであり、>@� は、その3����共役である。
また0�A��� �&1���スピノール %��、%

�
�を使って、

@� : �%��� %
�
��
� ������

と書ける。
そして、#�は �次元のガンマ行列であり、

#� :

�
� �!
! �

�
#� :

�
� !

! �

�
� 	#�� #�
 : �������� ������

�



である。ここで、?+��
�� &��（��� : &�� &
�
� ��� を満たす）の逆行列 &��を使い、

#� : #�&�� ������

としてある。
また、$�は世界面上での !��
��� �である。
この作用は、局所一般座標変換対称性に加え、次のような局所1���変換対称性がある。

���
� : �%�;� ��� ��<��� ������

$�
� : �%�;

�

�
 ��� ��<$� ����"�

@�� : �%�;��

�
 ��� ��<@ ������

そして、次のような局所 �8�4変換に対して対称性がある。

Æ��
� : >'@ ������

Æ�@
� : �#�';���� � >@$�< ����$�

Æ�$� : ��' ������

Æ�&
�
� : ��!>'#�$� ����-�

また、'��� ��は局所 �8�4変換のパラメーターであり、世界面上の0�A��� �スピノールで
ある。
さらに局所 �#����� )��'��変換

Æ�$� : !#����� �� ������

に対しても対称性がある。ここで、���� ��は世界面上の0�A��� �スピノールである。
ボゾン弦の時と同様にこの作用を簡単にすることを考える。
まず局所座標変換性を使って、世界面上での計量を �� )��'�� !�#!�に取る。それと同時に

変換性 ������、������を用いて、世界面上の !��
��� �の自由度を消す。
すると !�#!�固定された作用は、（先ほどと同様にユークリッド化して考えると）

�� :
�

"�

�
�� �

�

��
���

������ = %�����%�� = %����%��� � : �～- ������

と書ける。ここで、 : � = !
 ある。ここでは ��を陽に書いた。ただし !�#!�固定に伴うゴー
ストの項は省いている
ここで、%��、%

�
�は（元の0� 	�+�	�的な世界面上での）0�A��� �&1���スピノールで、�成

分のフェルミオン場である。
また、この時、例えば閉弦の場合

�� � 
 �� � � � � � ������

-



である。
この作用から9���??�&��.��	&B��
�（9�B）射影をすると、
������、
������ の理論を作る

ことができる。さらに、
������理論に世界面上のパリティ不変性を課すと
����の理論を作
ることができる。
��������� ���� !理論の場合については後で考える。

����� 境界条件（#$%セクター）

この時、運動方程式は

������
� : �

���%
�
� : �

��%
�
� : �

������

となることが分かる。
つまり運動方程式の解として��は、

��� � > � : ��
�� � =��

��> � ����"�

の調和関数であることがわかる。
そして、%��（%

�
�）は（反）正則な関数であることが分かる。

ここで、時空をコンパクト化していない閉弦の場合の境界条件を考える。
ボゾン的自由度に対して、

���
� � = �� : ���
� �� ������

である。
フェルミオン的自由度は、�セクター、��セクターがある。各々のセクターに対して

%��� = �� : %��� � �

%��� = �� : �%��� � ��
������

となる。%���> �も同様である。
閉弦の時には左向きのモード（C）と右向きのモード（�）は独立である。
次に開弦の場合を考える。世界面の領域を、

�� � 
 �� � � � � �

�
����$�

とする。
開弦には境界があるため、作用を変分して運動方程式を出す際に、境界からの表面項が消え

るための条件
���

��
� �� : �� � : ��
�

�
������

を課す。（これを��#'�  条件という）

��



またフェルミオン的自由度については、

%����� 
� : %����� 
�� � : �� ��� �

%����� 
� : �%����� 
�� � : �� ��� ��
����-�

となる。
これらの条件のため、開弦は左向きのモード（C）と右向きのモード（�）は独立でなくなる。

����
 （超）共形変換

ここからは話を閉弦のみに絞る。

演算子積展開（& '）

まず、式 ������の作用を、" : �%�;��
 � !��<を使って、

�� :
�

"�

�
��"�

�

��
���

������ = %�����%�� = %����%��� � : �～- ���"��

と書くことができる。
この時、量子化を行う。まず、式 ���"��の作用を用い、

� :

�
;���%� >%��!.����<

Æ

Æ���"� >"�
;�%����� � �
��������"

�� >"��< ���"��

等を計算すれば次の事がわかる。（%��、%
�
�も同様）

���"� >"������ �� : D ���"� >"������ �� D ��
�

�
��� � �"��

%���"�%����� : D %���"�%����� D =
���
"

%���>"�%����� : D %���>"�%����� D =
���
>"

���"��

これを演算子積展開（B�E）と呼ぶ。
ここで、

D ������� �� D : ��'
���

;���"� >"������ �� =
��

�
��� � �"��<

D %��%����� D : ��'
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;%���"�%������ ���
"
<

D %��%����� D : ��'
����

;%���>"�%������ ���
>"
<

���"��

である。
これを正規順序積 ��� )�'��  ��'�� �*��* ���*#��）と言い、特異性のないものになっている。

共形変換

��



この時、この作用が持っている対称性は、

" � (�"�� （>" � >(�>"�） ���""�

に対して不変である。
これを共形変換という。
無限小変換

(�"� : " = ��"� ���"��

に対して場は、

Æ��� : ���"�����"�� >��>"�>����>"�

Æ�%���"� : ���"��%���"�� ���%���"����"�

Æ�%���>"� : �>��>"�>�%���>"�� ���%���>"�>�>��>"�

���"��

と変換する。
一般に、�� )��'��ウェイト �.F�）を持った ���'��� 5��* ��"�は

Æ���"� : ���"����"� � ���"����"� ���"$�

と変換する。
この変換を生成するカレントは、

�� : � �

��
�������"�� �

�
%���%���"� ���"��

である。（反正則側も同様）
この時、�� )��'��ウェイト �.F�）を持った ���'��� 5��* ��"� のB�Eは

���"����� 
 �

"�
���� = �

"
����� ���"-�

である。（実際に��%で確かめると良い。）ここで、
は " � �での特異部分のみをとる事を
表わす。

超共形変換

更に超共形変換があり、場は次のように変換する。

Æ��� :

�
��

�
;��"�%���"� = ���>"�%���>"�<

Æ�%���"� : �
�

�

��
��"�����"�

Æ�%���>"� : �
�

�

��
���>"�>����>"�

������

��



ここで ��"�、���>"�は世界面上の0�A��� �&1���スピノールで、超共形変換のパラメーター
である。
また、この変換を生成するカレントは

� : !

�
�

��
%������"� ������

である。（反正則側も同様）
ここまで書いた表式はすべて正規順序積を取っていることに注意されたい。
さらに、

���"� :
	
!��

)!"
�!�� ������

� �"� :
	
"����

�""
�"����� � : � )�� �� � :

�

�
)�� �� ������

とそれぞれローラン展開する。
この )!、�"を �#��� G�������演算子と呼び、

)! :



�"

��!
"!�����"� ����"�

�" :



�"

��!
""����� �"� ������

で与えられる。ここで、周回積分は " : �周りでとっている。
式 ���"��、������の形を思い出し、式 ���"��と ����"�、������を用いると一般的に

���"������ 
 *

�"�
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� �"�� ��� 
 �*

�"�
=

�

"
����� ������

とB�Eを書くことができる。
ここで *はセントラルチャージと呼ばれる量で、具体的には * : �3��である。
また、
 は " � �で特異な振る舞いを示すものだけを書いていることを意味する。
すると、)!、�"は次の代数を満たすことが分かる。

;)!� )#< : ��� +�)!�#�=
*

��
���� � ��Æ!�#$� ����-�

	�"� ��
 : �)"���=
*
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�",� � ��Æ"��$� ������
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�� �,

�
�!�" ������
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これらを �#��� G�������代数と呼ぶ。
実は、このセントラルチャージは、世界面上での局所1���変換のアノマリーの係数になっ

ている。つまり、理論全体（ゴースト含む）で *:�のときアノマリーフリーで無矛盾な理論と
なる。
それを見るため、一般的に、3次元時空で考える。
場� �つで *:�、場 % �つで * : �

�
を持っている。つまり3次元時空の時��%全体で（こ

の場合 C、�とも）* : �
��を持っている。
また、世界面上の局所座標変換の !�#!�固定の際に現れる �*ゴーストは * : ���を持って

いる。
そして世界面上の局所 �8�4変換の !�#!�固定の際に現れる -.ゴーストは *:��を持って

いる。
この時、全体のセントラルチャージ数は

* : �
��� �� �
%�$&�

=������ �� �
��

= ������
'$(

:
�

�
�
 � ��� ������

となり、結局3:��の時、* : �となる。超弦理論が ��次元で無矛盾な理論なのはこのためで
ある。
付け加えておくと、ボゾン弦の場合は�、�*だけなので、

* : 
 � �� ������

となる。よって3:��の時、*:�でアノマリーフリーとなる。

��� �� � �� �������	
 ���	�
理論

ここでは�� � �� ��������� ���� !理論の説明を行う。

��
�� �� � �� �������	� ���	��理論

この理論には閉弦のみ存在する。つまり、左向き波と右向き波は独立である。
世界面上に次の場がある。

���: ��
���� �� =��

���= ��� %����� �� � : �～- ����"�

�� は世界面上のスカラー場（時空間でみれば紐の座標に当る）であり、%�� は世界面上の
0�A��� �&1���フェルミオンである。
そして、�� � ��という !�#!�自由度に対応する

�)
���= �� / : �～�� 0, 1����= �� 2 : �～�� ������

�"



という場が更にある。
�)
���= ��は世界面上のスカラー場であり、1��は世界面上の0�A��� �&1���フェルミオンで

ある。
��������� ���� !を構築する際には�)

�、あるいは 1�� どちらか一方のみを使う。
まず 1��を使う場合について考える。
この時、世界面上での（ユークリッド化された）作用は、

� :
�

"�

�
��"�

�

��
��� >��� = %��

>�%�� = 1���1
�
�� ������

である。
これより、この時のB�Eは次のように与えられる。

���"� >"������ �� 
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%���"�%����� 
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そしてこの時、対称性のカレントは、

�� : � �

��
������ � �

�
%���%�� ���$��

H�� : � �

��
�>����� � �

�
1��

>�1�� ���$��

� : !

�
�

��
%����� ���$��

となる。
つまり右向き波には超共形変換性があるが、左向き波には超共形変換性がない。
この時、右向き波に対するセントラルチャージは、

*� : ������
%�$&�

=������ �� �
��

= ������
'$(

: � ���$��

となり、また左向き波は超共形変換性がないので、

*� : ������
%�

= ������
%� 	
 *�

=������ �� �
��

: � ���$"�

となって、アノマリーフリーになっている。
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��
�� 境界条件（�����自由度部分）

そして境界条件を考える。右向きモードの %は前に説明した��、�に対応する境界条件を
置く。つまり右向きモードには��セクター、�セクターがある。
そして、左向きモードの !�#!�フェルミオンに対しては境界条件を

1�� = �� : �1�� � 2 : �～��� ��1�� � 2 : �$～�� ���$��

と、それぞれ独立に課す。ここで �� �� : ��である。
つまり左向きモードには !�#!�フェルミオンに対し �	��	� ��、�	��3��、�3�	� ���3�3��の

セクターがあることになる。
また余談ではあるが、

1�� = �� : �1�� �� 2 : �～�� ���$��

と境界条件を課すと、������ ��������� ���� !理論を作ることができる。

��
�
 モード展開

話を�� � �� ��������� ���� !理論に戻し、場を次のようにモード展開する。

���"� >"� : 4� � !
��
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# ���

�
��#
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"�# =
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+
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%���"� :
	
"����

%�" "
�"� �

� ���$��

1���>"� :
	
"����

1�" >"
�"� �

� ���$-�

ここで、� : �～-、2 : �～��であり、4�は弦の重心座標である。
また、この  � &��'����の場合、振動子のゼロモードと重心運動量演算子との関係は、

��� :

�
��

�
5�� � H��� :

�
��

�
5�� 5�� : 5�� : 5� ������

である。
そして、これらの振動子は次の代数を満たす。

;4�� 5�< : !���� ;��!� �
�
#< : ����Æ!�#$�� ;H��!� H�

�
#< : ����Æ!�#$� ������

	%�" � %��
 : ���Æ"��$�� 	1�" � 1�� 
 : Æ��Æ"��$� ������

また、モードの真空は
��#��� : �� �+ � �� ������

%�" ����$�+ : 1�" ����$�+ : � �, 6 �� ����"�

��



と定義される。
そして、�#��� G�������演算子はこれらの振動子を使って

)! :
�

�

	
#

D ��!�#��# D =
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��, ��� D 1�!�"1
�
" D �Æ!$�H� ������

�" :
	
#

��#%�"�# ����$�

と与えられる。また、：：は振動子に対する（生成消滅）正規順序積を意味する。そして �は切
片と呼ばれる定数である。

��
�� 切片

ここで、�（切片）についてコメントしておく。
一般に場が �+���を受けた境界条件、

�� = �� : &��,-.�� � ������

を持っているとき、モード展開は、+� +� 7となる。
このとき �に寄与するのは一つの場につき、

2 : ��

�

	
#��

�+� 7� ����-�

である。ここで�はボゾンの場合、=はフェルミオンの場合である。
これを実際に計算するには
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�+� 7� �%�;������� �
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� �+� 7�<

: �; �
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���
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と正則化して計算し、�� �で発散する部分は世界面上の宇宙項に繰り込めば良い。
ここで、正則化因子の 8は世界面上での弦の長さ（無次元量）であり、�は世界面上での計量

の行列式である。この正則化因子が、�方向の座標変換によらないように入れている。
よって結果は、

2 : �; �
�"

=
�

"
7�7 � ��< ���-��

となる。
つまり、�+���をしていないこの場合は、

� D 2 :
�

�"
���-��

�$



% ��� 1� D 2 : � �

�"
)�� �� 2 :

�

"�
)�� �� ���-��

となる。��の場合は 7 : �
�
を入れれば良い。

よって、この場合右向き波に関しては
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�
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�� :
�

�"
� �� �

�"
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となる。
また超共形変換性のない左向き波に関しては、
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となる。（非物理的な時間的振動モードと縦波モードの寄与は、ゴーストの寄与とキャンセルし
ている。）
また、特に
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である。ここでも  ��'�� ��*���� !は取っているが省略して書いてある。

��
�� 弦の状態

超弦理論の状態空間は、世界面上の物質場のフォック空間と、ゴースト場のフォック空間との
直積で与えられる。

(	������条件

物理的状態のゴースト部分は基底状態であり、物質場部分の物理的状態は次のように与えら
れる。

)0# �5�9:� : �0
" �5�9:� : � +� , � � �������

ここで )0# 、�
0
" は物質場のG�������演算子である。

��



これは弦を � &�.���にする条件になっており、物理的状態は !�#!�不変であるということを
意味する。そして、弦理論は弦の第一量子化を扱っており、常に弦の � &�.��� が物理的状態と
して理論に現れることにも注意しておく。もし � &�.���でなければ、世界面上の対称性が崩れ、
矛盾が出てきてしまう。
また特に、

)0� �5�9:� : � �������

は'���&�.��� �� *���� になっており、'�������モードを見る際に重要である。
この条件は、元々は ���および$�に対する古典的な運動方程式

Æ
� : � � ��� : � �����"�

Æ1� : � � ; : � �������

から来ている。ここで世界面上の ���は � ��!� '�'� �#' �� ���、;は �#����.��!�である。
そして、�� � �� ��������� ���� !理論の場合は閉弦のみの理論なので、物理的状態は

�5�9:� : �5�9:��23� � �5�9:��-
�� �������

のように、左向きと右向きの状態の直積で与えられる。


�������モード（右向き部分）

これからは低エネルギー有効理論で生き残る可能性のある'�������モードを見ることにする。

� ��セクター

まず右向き波の��セクターについては、���-"�より � : ���だから、偏極ベクトル ��を用
いて

�� D ��%
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� �
�

�<��+ �����$�

が�����	-
����#2の ��（�次元ベクトル）表現の'�������モードになっている。ここで �<��$�+ :
&-��4����$�+である。実際、
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�
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�
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である。また、もう一つの条件からは

�0
��� ��%

�

� �
�

�<��+ : �� ��<
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と横波の条件が出る。
また、この状態は例えば具体的には
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�
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�
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等である。更にはこの状態は、

�0
�����<��+ :

�
���<�%

�

� �
�

�<��+ �������

を用いて、
��%
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�<��+ � ��%
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�

�<��+ =
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� �
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と同一視ができる。何故ならば、まず式（�����）より同様に

�5�9:� � �0
�����<��+ �������

と確かめられる。
そして、�0

��������+と書けることより、

�5�9:��0
�����<��+ : ��0

��� 5�9:�<��+ : � �����"�

と（自分自身を含む）物理的状態とのノルムがゼロになるからである。
よってこの状態には

�� � �� = <� �������

の !�#!�不変性があることが分かる。

� �セクター

今度は�セクターについて考える。今、�セクターにはゼロモードがあり、ゼロモードを状
態にいくら作用させても基底状態のままである事が式（�����）からわかる。
さらに、ゼロモードは

	%�� � %��
 : ��� �������

と時空間のクリフォード代数と同じ代数を満たす。（実際、時空間のガンマ行列の役割をする。）
それゆえ、ゼロモードのみで張られた基底状態はクリフォード代数の表現（スピノール表現）
になっている。
さらに、���-��より � : �だから、結局ゼロモードのみで張られた基底状態

�� 6: �:�:�:�:�:�� :� : ��

�
�����$�

に波動関数 =�をかけた状態
�� D =���� �������

が �����	-
����#2の ��（�次元スピノール）表現の'�������モードになっている。実際

)0� =���� : �� <�<
� : � �����-�

となって'�������モードである。もう一つの条件からは3����方程式

�0
� =���� : �� <�I

�
���
=�� : � �������

��



がでる。また、この基底状態は具体的にはゼロモードを使って、
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等の積で書ける。この時、
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�
�%� = !%�� � >@ � ��

�
�%� � !%�� �������

と定義すると、@� >@を同様にモード展開した振動子を使って
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@#���:� : ��

�
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が成り立つ。実際、この場合の�セクターの基底状態は、このように定義されている。
特に、@�� >@�はスピンの昇降演算子になっている。実際、
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�
� : �:� :

�

�
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がさらに成り立つ。
ただし、��表現は式（�����）の条件から出る3����方程式より <� : �<� ��� <�を使って

<�I
�=���� : �<I��I�I� � ��=����

: ��<I���� � �

�
�=���� : �

�������

と書ける。ここで、��は後で定義するスピン演算子で、その固有値は :� : ����である。上を
見ると分かるように :� : ���のものが選ばれている。（これは � &�.���の状態を意味する。）し
かし、運動量の空間成分の符合が変われば :� : ����のものが選ばれることにも注意する。
また9���??�&��.��	&B��
�（9�B）射影より :� : ����（� : �～"）が偶数個の状態のみが生

き残っている。

� 9�B射影

ここで、少しだけ9�B射影についてコメントしておく。これは、局所相互作用性、モジュラ
─不変性等を保つために行うものである。
具体的には、
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�� : !J�$�� �� : J����$�� � : �～" �������

> :
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を用いて、
�%�;!�> < : ���� �������

を定義する。そして今の場合であれば ���� : =�を取ってきている。（:�は��の固有値となっ
ていることに注意する。）実際にこうすると無矛盾に理論を作ることができる。後で見る左向
きの場合も同様に考えるとよい。
ただし右向き部分のみ

&-, ����+ : &�-,����+ � &-, ���� : &�-,������ �������

のように超共形ゴーストの寄与がある。
式（�����）より、���� : =�のみ理論に残すので、��セクターの基底状態であるタキオン

モードは落ちていることがわかる。
まとめると、右向き部分は

�� = �� �����"�

で与えられることになる。


�������モード（左向き部分）

次に左向き部分の'�������モードを考える。（左向きは元々ボゾン弦なのですべてボゾンの
自由度である。）
この場合、9�B射影は2 : �～��と2 : �$～��で独立なので

���� 
 : ���� 
 �

: =� �������

と別々に取る。この場合に実際に無矛盾になる。
ここにもタキオンモードが出てくるが、これらは9�B射影とモジュラ─不変性（��
�� '���.� !

�� *���� ）により理論から落ちる。

� �� & ���セクター

まず�� & ���について考える。このセクターは ���-��を考慮にいれると� : �だから、'�������

モードとしては
��H�

�
������+��+� �������

の��表現がある。ここで、��は右向きと同様に横波の偏極ベクトルである。さらに、式（�����）
のG�������条件を考慮にいれると、右向きと同様に

>)���<��+��+� :
�
���<�H�

�
���<��+��+� �����$�

��



を使って、
��H�

�
���<��+��+� � ��H�

�
���<��+��+� =

�
���<�H�

�
���<��+��+� �������

という同一視があり、!�#!�変換があることを意味している。
このセクターにはまた

1�����1
�
�����<��+��+�� � � 2�� � �� �� �$ � 2�� � �� �����-�

の'�������モードがある。同じ組だけ残るのは9�B射影を独立に取っている結果である。こ
のため �����-�は ������� �������の随伴表現 ���)= ��)表現�になっている。

� �� & ��、� & ���、� & ��セクター

次に�� & ��を考える。���-$�を考慮にいれると � : �だから、'�������モードは��セクター
のフェルミオンのゼロモードを真空にかけた状態になる。
このとき、状態は �������の可約な ���スピノール表現となり、さらに9�B射影を考慮す

ると既約な ���表現となる。
� & ���も全く同様に、������の ���表現となる。
� & ��は ���--�より � : ��だから'����
�モードとなり、'�������モードはない。

� 左向きの'�������モードスペクトラム全体

よって左向き部分の'�������モードは �����	-
����#2 � ������� �������に対して、

���� �� �� = ��� ��)� �� = ��� �� ��)�� �� �
�� � ���

=��� ���� ��� �� �
� � ���

=��� �� ����� �� �
�� � ��

����"��

の表現を持っている。

�� � �� �������	� ���	��理論全体の
�������スペクトラム

� �#���!��
��� '#�������

ここで、右のモードの �� = ��と、左のモードの ���� �� ��をかけあわせると、�����	-
����#2
に対して、

�����
�-	���#（5）

= ;��<����
反対称テンソル場（���）

= �
������

"��-��#（���）

= ������

"��-�-#�（&�）

= ������
�-	��-#�（*）

����"��

の ��次元	 : � �#���!��
��� '#�������が出る。このうち前の３つは、�� � ��から出るもの
である。
さらに、式（�����）（�����）を考慮すると、時空間の一般座標変換

&�� � &�� = <�'� = <�'� ����"��

��



や�場に対する !�#!�変換
��� � ��� = <�?� � <�?� ����"��

があることが分かる。ここで、&��は !��
��� の波動関数で対称で ���������なテンソルである。
また、��� は�場の波動関数で反対称なテンソルである。
そして、

<�&�� : <�'� : � ����""�

<���� : <�?� : � ����"��

である。
あとの２つは�����から出るものである。この状態はベクトルの足（!）とスピナ─の足（�）

を持った状態 �!� � 6であるが、�����	-
����#2のガンマ行列（I-）を使って、

�!� �� � �!� ��� I-6'�-� ����"��

と書ける。前者が !��
��� �（��）、後者が元々の（��）とは逆のカイラリティ─をもつ *����� �

（��）である。
!��
��� の状態を波動関数 =��を使って

=��%
�
�����������+��+�� ����"$�

と書く。この =��は
<�=�� : <�I

�
���
=��� : � ����"��

を満たす。ここで、I�
���
は時空間のガンマ行列である。（つまり第 �項は3����方程式である。）

この時、!��
��� �は式（�����）を考慮すると、

=�� � =�� = <�?� ����"-�

という時空間の局所 �8�4変換があることが分かる。（ただし、<�I
�
���
?�� : �である。）

これは時空間の理論に実際に �8�4があることを意味している。

� �� � �� 
����� �#���'#�������

今度は残りの ������に対して ���（: ���� = ��)��）表現 �組と、�� = ��を張り合わせる
ことを考える。
この時、残りは（��� = ���）表現の ��次元	 : � 
����� �#���'#�������になることが分

かる。さらに、（��� = ���）という次元は �� � ��の随伴表現の次元になっている。これだ
けだと直感的だが、実際にこの理論は�� � ��の !�#!�群を持っている。この理論が�� � ��

��������� ���� !理論と呼ばれるのはこのためである。
次のようにボゾンを用いた表式で考えると、実際に�� ���の !�#!�群になっていることが

分かる。

�"



��
�� ボゾンを用いた構築

ここでは !�#!�群の自由度として、1��>"�（2 : �～��）のかわりに、�)
��>"�（/ : �～��）を

使う。
右向き側は前と全く同様である。よって左向き側のみを考える。

準備

このとき、�)
��>"�は

�)
��>"��

7
���� 
 �

��

�
Æ)7 � >" �������

のB�Eを満たすとする。
また、さらに�)

��>"�を、

�)
��>"� : 4)� � !

�
��

�
5)� � >" = !

�
��

�

	
!���

H�)!
�

>"�! �������

と展開する。ここで、5)� : H�)�である。（便利のため、通常の運動量の定義とずらしてある）そ
してまた次の交換関係を満たすとする。

;4)��
�
����57�< : !Æ)7 ;H�)!� H�

7
#< : �Æ)7Æ!�#$� �������

また、共形変換のカレントは

H�� : � �

��
;�>����� = �>��)

��
�< �������

となり、このときのG�������演算子は、

>)! :
�

�

	
#

D H��!�#H��# D =
�

�

	
#

D H�)!�#H�
)
# D �Æ!$�H� �����"�

となる。また、

H� :
� = ��

�"
: � �������

である。よって、特に >)�は

>)� :
��

"
5� =

�

�
�5)��

� = H	 � � H	 �
	
#/�

H���#H��# =
	
#/�

H�)�#H�
)
# �������

となる。


�������モード（左向き部分）

��



この時、式（�����）より'������モードは

H	 : � �� �5)��
� : � �����$�

の時である。つまり、次の状態が'�������モードである。

�� �) �����	-
����#2 D ��H�
��<� �������

������ �) �� � �� D H�) �<� / : � 
 �� �����-�

���� �) �� � �� D �5)�� � �%��!
�
����5)�4

)
���<� �5)��

� : � �������

このとき、前と同様に式（�����）の状態が �����	-
����#2の ��表現である。そして、これを右
向きと組み合わせると ��次元	 : �の �#���!��
��� '#�������ができる。
そして次に式（����-）の状態は、（この時点で群はまだ不明だが）�����の,���� �#(��!�(��

に対応する。
そして最後に式（�����）の状態について考える。
この状態は �5)��

� : �ならば、なんでもよいように見えるがそうではない。局所相互作用性、
モジュラ─不変性などにより 5)�（/ : �～��）は次の格子点に乗っていないといけない。

I�� �� I� � I� �������

ここで

I�� D �+�� � � � � +��� �� �+� =
�

�
� � � � +�� =

�

�
�

��	
-��

+- � �*
�������

I� D �+�� � � � � +�� �� �+� =
�

�
� � � � +� =

�

�
�

�	
-��

+- � �*
�������

である。
この時、I� � I�の格子を選ぶと、�� � �� の !�#!�群が出る。
（I��の格子に 5)�を乗せると、双対な ������ ��������� ���� ! 理論が出るがここでは触れ

ない。）
実際に I�の格子上での �5)��

� : �を満たす 5)�の値を見ると

���

�
� � � � ���

�
� ただし�符合は偶数個のみ � ������� ���� �� �

��
������	�

�����"�

となり、まさに��のルート系になっている。もう一つのI�の方も全く同様である。（実は偶数
個の����を取ってくることはフェルミオンを使った構築の9�B射影に対応している。）よっ

��



て、式（�����）の状態は�� ���の ����部分に対応することが分かった。（実は、これら弦の
状態は、後述する/��&0��*�代数の表現になっている。また、その代数の一部が、�����の
リー代数を満たす事が確かめられている。それゆえ、実際にこれら弦の状態が�����の !�#!�

群の表現になっている。）
以上は別々に�)

�（/ : � 
 ��）と 1��（2 : � 
 ��）を使って構成したが、ボゾン化の手法を
使って �つを関係付けることができる。

��
�+ ボゾン化と "����, ��������

実は �次元の世界面上で、フェルミオンはボゾンを使って書くことができる。これをボゾン
化という。
ボゾン化の利点としては、�'����#*�の計算に必要な 
����% ��������を明瞭に定義できる事

があげられる。

-�.������/���フェルミオンのボゾン化

まず0�A��� �&1���フェルミオンは、

@��"�@���� 
 �Æ�� � " �� � : �～" �������

のB�Eを満たす@� を使って、

��
�
��%� = %�� 
: �%���!@�� �������

��
�
�%���� � !%��� 
: �%���!@��� � : �～" �����$�

とボゾン化出来る。この時、式（�����）（����$）の左辺と右辺で実際にB�Eが一致する。そ
して &�8

�同士は反交換することが分かる。
さらに、�� � �� ��������� ���� !理論の !�#!�自由度に対して�)

�とK)�がどのような関係
にあるか見る。
まず

K)� � ��
�
�1�)�� � !1�)� � / : � 
 �� �������

を定義して
K)� 
: �%���!

�
�����)

�� �����-�

とボゾン化できる。この時B�Eも一致し、さらに共形変換のカレントも

H��* : ��

�
�K)� >�K)� = K)� >�K)�� 
: � �

��
�>��)

��
� ����$��

と一致する。（こればかりでなく実際に分配関数も一致することが知られている）

�$



"����, �������� と 超共形ゴーストのボゾン化

（超）弦理論では、弦の状態と ��������を �対 �に対応させることができる。この対応させ
た ��������を 
����% ��������という。
ここでは、その 
����% �������� について見てみる。
まず、場が無限の過去（" : �）において正則であると境界条件を決める。
すると場のモード展開より

��! : �
�

��
����



�"

��!
"�!���"� � �

�

��
����

!

��� ��L
�!���� � � � ����$��

%�" :



�"

��!
"�"����%��"� � �

�, � ����L
�"����%���� , � ��� )�� �� ����$��

等と
����% ��������が決まる。反正則側も同様である。この時、物質場の真空 ���と# �� ��������

�に対応する状態 ���は等しい。それは式（���$�）（���$�）で�� ��、, � �,とすれば真空
の定義式（����）（���"）を満たす事から分かる。そして、

�<� : &-��4��� : &-��4��� � &-��% ����$��

である。
今の場合の��セクターは、ボゾン化しなくても 
����% ��������を書くことができる。しか

し、式（���$�）の形を見れば分かるように、�セクターの場合はカットが入ってしまっている。
つまりこのままでは 
����% �������� を明瞭に定義できない。一般的には、�+���された境界条
件の下のセクターではカットが入り、
����% ��������をフェルミオンでは明瞭に定義できなく
なる。しかしボゾン化すると明瞭に 
����% ��������の定義ができる。このため、ボゾン化は有
用である。

� ��セクター（右向き部分）の 
����% ��������

右向き部分の �����	-
����#2の ��表現の状態

�� D ��%
�

� �
�

�<��+ ����$"�

を 
����% ��������で書くと
��� : ��%

�
�&

�5&-���%� ����$��

と書ける。またボゾン化して書くと

��� : &-�
�
�8

�

&�5&-���%� ��� : ���� ���� �� �
��
������	�

����$��

と書ける。ここで、右向きを意味するため、&-��% : &-����%�����%��と分けて書いた。また、���
は�&'�'� �#'と呼ばれる。（余談ではあるがこの�&'�'� �#'は �����	-
����#2のベクトル
表現の格子に乗っている。）

��



ここで、&�5は、超共形ゴースト場 -、.についてボゾン化したものである。具体的にはボゾ
ン ��"�とフェルミオン '�"�、��"�を使って

- 
: &�5�' ����$$�

. 
: &5� ����$��

としたものである。また超共形ゴーストは

.�"�-��� 
 �

"
� -�"�.��� 
 ��

"
����$-�

のB�Eを満たし
��"����� 
 � � " �������

��"�'��� 
 �

"
�������

��"����� : ��"� �'�"��'��� : ��"� �������

である。また、�� )��'�� *�'� ��� は（-� .）: ����������である。
この &�5の因子が出てくる理由を簡単に説明する。まず場を

-�"� :
	
"����

-""
�"���� .�"� :

	
"����

.""
�"���� �������

とモード展開する。（���
変換により超共形ゴーストはフェルミオンと関係しており、��、�
セクターを持つ。）
ここで、モードは

;."� -:< : Æ"��$� �����"�

の交換関係を満たす。
この時、基底状態 ���は

-"����+ : ."����+ : � , � ��� �������

-"���� : .����� : � , � �� : � � �������

で定義される。
また、# �� �������� �に対応する状態 ���は

-" :



�"

��!
""����-�"�� ." :



�"

��!
""����.�"� �����$�

を使うと次のことが分かる。

-"����+ : .�����+ : � , � ����� : � ��� �������

-"���� : .����� : � , � �� : � � �����-�

�-



つまり、ゴースト場の場合は物質場と違い、���は基底状態 ���とずれている。
この時

����+ � &�5���� ���� � &�
����
� ����-��

と対応させるとよい。実際、式（����$）を使って、式（���-�）に作用させると式（�����）（�����）
を満たすことが分かる。
このように、超共形ゴーストの場合は ���と ���を関係させようとするとボゾン化しなければ

ならない。
ここで、-� .はフェルミオン的自由度に関係している場なので、そのフェルミオン数は奇数

と定義するとよい。そして、さらにこれらの場が &�5の因子を持っているので、

&	5 ����-��

の演算子はフェルミオン数 8個を持つと定義する。この式（���-�）が9�B射影で（�����）の
寄与を出した原因である。
またこの時、8を ����#��数といい、演算子 &	5は ����#��数 8 を持つという。
つまり、
����% ��������

�� D ��� : &-�
�
�8

�

&�5&-���%� ����-��

は ����#��数��を持つ。

� �セクター（右向き部分）の 
����% ��������

ここからは�セクターの 
����% ��������を考える。
このセクターはボゾン化をすると明瞭に 
����% ��������を定義できる。
この時、基底状態

�� D ��� : �:�:�:�:�:�� ����-��

に対応する 
����% ��������は

�� �
�
: &-�

�
	8

�

&�
�
� &-���%� ��� : �

�

�
���

�
���

�
���

�
���

�
� � �

�
は偶数個 ����-"�

である。（����#��数����の演算子である。）ここで、&-��	8� � M�をスピン場という。また��

セクターと同様に、���を�&'�'� �#'と呼ぶ。（同様にこの時の�&'�'� �#'は�����	-
����#2
のスピノール表現の格子に乗っている。）

� スピン場を含む �+����*セクターのボゾン化

簡単に �����の場合を考える。まず

%�"� � ��
�
�%� = !%�� >%�"� � ��

�
�%� � !%�� ����-��

��



を定義して、一般的な境界条件

%� = �� : �%����!7�%� � � � 7 � � ����-��

をもつセクター考える。（これは ��(�)��*の �+����*セクターに関係する）
この時、場は

%�"� :
	
"���.

%""
�"���� >%�"� :

	
����.

>%�"
������ ����-$�

と展開できる。
そして振動子は

	%"� >%�
 : Æ"��$� ��.��� : � ����-��

の反交換関係を満たす。
また、これらの場は

%�"� 
: �%��!@�"�� � >%�"� 
: �%���!@�"�� �@�"�@��� 
 � � "� ����--�

とボゾン化できる。
そしてここで、

%#�.��.� : >%#���.��.� : � � + : �� �� �� � � � �������

を満たす状態 ��.�を考える。
この時、この状態に作用する振動子で、最初に  � ?���になるのは , : �� = 7、: : �7で

ある。
すると、��.�に対応する 
����% ���������.�"�を使って

%"��.� 
:



�"

��!
""�

�
�%�"��.���� >%���.� 
:



�"

��!
"��

�
� >%�"��.��� �������

を計算すると、式（�����）を満たすために 
����% �������� �.�"�は

%�"��.��� : ��"�.� �
� � � >%�"��.��� : ��".� �

� � �������

のB�Eを満たすべきである。
よって、

�.

: �%�;!����� 7�@< �������

とボゾン化して同一視できる。実際 �� )��'�� *�'� ��� も � : �
�
�7 � �

�
��と一致する。

またこの時、7を整数ずつずらしても境界条件は変わらない。つまり同じセクターのままで
ある。よって同じセクターの違う状態（�%����* �����）を見ることができる。
例えば、

�.��

: �%�;�!���� = 7�@< �����"�

も同じセクターの状態である。このように一般に �+���が入ると�&'�'� �#'が �+���分だけ
ずれることになる。

��



この時、式（�����）の条件を思い出すと、

� �
�


: � �������

は��セクターの真空になっている。また、

��

: �%��!��@� �������

は

�: : �

�
� �����$�

の�セクターの基底状態になっている事に気付く。そして、さらに

��

: �%���!��@� �������

も

�: : ��

�
� �����-�

の�セクターの基底状態になっている。
それゆえ、

�� D �� �
�
: &-�

�
	8

�

&�
�
� &-���%� �������

となる。
ただし、�+����* ������のボゾン部分の真空 
����% ��������は少々特殊である。これは後で

降れる。

� 左向き部分の 
����% ��������

まず
�� D �� H�

�
���<��+$�+� �������

に対応する 
����% ��������は

��� : !�
�

��
������ >��

�&-���%� �������

である。そして、
K�)
����K

�)
�����<��+$�+� � � �#'�� H�) �<� �������

の状態は

�9�"��# : K�)K�)&-���%� 
: !�
�

��
���� >��)&-���%� �����"�

と�� � ��の,���� �#(��!�(�� に対応している。（まさに ����カレントの形をしている。）
また

K�)
����K

�7
�����<��+$�+�� � � /� A � � �� - � /� A � �� �/ �: A� �������

��



と
�5)�� � 5)� : ������� ���� �� �

��
�����	�

����� ���� ������� ���� �� �
��
�����	�

�������

の状態は等しく、

�"���� : &-
�

��6����%
�
�&-���%�� 5)� : ������� ���� �� �

��
�����	�

����� ���� ������� ���� �� �
��
�����	�

�����$�

とボゾン化して書ける。
さらに、

�<����+�� �<��+���� �������

と、
�5)�� � 5)� : �������������� ������������� � ���は偶数個 �����-�

の状態は等しく、

�"���� : &-
�

��6����%
�
�&-���%�� 5)� : �������������� ������������� � ���は偶数個 �������

とボゾン化して書ける。これらの状態は�� � ��の ����部分に対応している。
付け加えておくと（����"）、（����$）、（�����）の状態は、後で話す/��&0��*�代数の表現

になっている。また、同時に !�#!�群の表現にもなっている。これは/��&0��*�代数が !�#!�

群のリー代数に関係しているからである。
そしてこれら右向き、左向きの
����% ��������を張り合わせることにより、����� ���������

���� !の状態に対応する 
����% ��������ができる。

� �� ��� �������	� ���	��理論 �� �
�

ここでは �次元トーラス � �上に �� ����化した "次元の����� ��������� ���� !理論と、そ
の現象論的問題点について説明する。

��� モード展開


���� ������
����ボゾン自由度、フェルミオン自由度、�����自由度

ここからは物理的側面を中心に見たいので、��!.�&�� �!�#!�で話を進める。さらに��は陽に
書かず、�� : ���とおく。
まず、� �上に理論を ��'����化した場合には � �は N��なので

������ : ��� ��� � : �� �� �� -� � ��	��� : �� �� �<� 8 : � 
 �� �����

となっており、特にここでは
��	��� : Æ�	 �����

��



である。それゆえ運動方程式（����）には影響は無く、モード展開は前と同様になる。ただし、
��'����化された �次元分の自由度については後に見るように振動子のゼロモードに変更が
ある。
（��	��� : �� �� �: Æ�	の場合でもゼロモードに変更があるのみである。）
まず、 � &�� ����な "次元の自由度の内、��� �
����な方向� -（! : �� �）に対しては

� -� � > � : 4- � !5-
 =
!

�

	
#���

�
�-#
+
&�-#� =

H�-#
+
&��-#��� �����

と展開できる。（ただし、 : �= !
としている。前節は " : �%����! �を使っていたが、" �  

として場を共形変換している。この結果、��"� >"� : �� � > �である。）
そしてフェルミオン的自由度については、��� �
����な方向（! : �� �）と ��'����化された

方向（< : � 
 �）に対して

%
-���
� � � : !����

	
"����

%-���
" &�-"� ���"�

と展開する。（こちらも同様に " �  として共形変換している。この時は%� � : !����"���%�"�

である。）
そして、また !�#!�自由度については�)

�（/ : � 
 ��）を用いる。

�)
��> � : 4)� = 5)�> =

!

�

	
#���

H�)#
+
&��-#�� �����

と展開する。ここで、すでに見たように 5)�は�� � ��の格子上に量子化されている。
もしフェルミオンを使った構築と関係をつけたいのなら

K)� 
: �%���!��)
�� �����

とすればよい。


���� ��
����ボゾン自由度

今度は ��'����化されたボゾン部分について説明する。
� �は �次元格子

I : ��K � K � 	
�	
���

B�&
�
� �B� � *
 ���$�

を使って
� � : #��I �����

と書ける。ここで <�: � 
 ��は ��'����化された時空の足であり、&�� : �&�
� � � � � � &

�
� � �� : � 
 ��

は � 次元格子の基底（～トーラスの半径）である。

�"



すると、� �上の弦の重心座標 4�は )� � Kを使って

4� 
: 4� = ��)� ���-�

と同一視できる。これは � �に巻き付いた閉弦の境界条件として見ると

���
� � = �� : ���
� �� = ��)� � �< : � 
 �� ������

という意味である。これを見るとB�は閉弦の � �に対する巻き付き数を表わしていることがわ
かる。
ここで、� �上の波動関数 �%�;!5�4�< を考える。ここで 5�は � �上の弦の重心運動量である。

この波動関数が � �上で一価であるため（�%�;!5�4�< : �%�;!5��4� = ��)��<）には

5�)� � * ������

でなければならない。
すると � �上の運動量 5�はKに対して *#��なK�の上に量子化される。つまり

5� � K� � K� : 	
�	
���

+�&
��
� �+� � *
 ������

である。そして &��� はK�の基底（～� �の半径の逆数）であり、&�� &
��
: � �� � ��: : Æ�:を満たす。

また、 +�は運動量モード（/��?#�&/��� モード）に対応することが分かる。
ここで、場を

��� : � !
�

	
#��

�#"
�#�� � >��� : � !

�

	
#��

H�#>"
�#�� ������

と展開する。
そして、運動量カレント C� : �!���� HD� : �!>��� を使って

5� :
�

��!



��"C� � �>"HD�� : ��� = H��� ����"�

���)� :


��"��� = �>" >���� : ����� � H���� ������

を満たし、式（����）の境界条件を満たすように振動子のゼロモードを決める。
（" : �%����! �である。）
すると

��� :
�

�
�5� � �)�� � 5�� ������

H��� :
�

�
�5� = �)�� � 5�� ����$�

とするとよいことが分かる。（!�#!�部分と同様に運動量の定義をずらしてある）

��



よって、場を

��
�� � : 4)� � 5�� =

!

�

	
#���

��#
+
&�-#� ������

��
��> � : 4�� = 5��> =

!

�

	
#���

H��#
+
&��-#�� ����-�

展開することにする。（ここでも " �  で共形変換している。）
ここで、

;4��� �5
	
�< : ;4��� �5

	
�< : !Æ�	 ������

である。

��� ��������モード


���� 右向き部分

G�������条件
)��5�9:� : � ������

より
�

�
�� : 	 =

�

�
�5���

� � � � ��+ :
�

�
� �� : � ������

が成り立つ。これは �+���を受けていないので  � &��'����の場合と同様である。
よって'�������になるのは

	 :
�

�
��� �5���

� : �� )�� �� � 	 : �5���
� : � )�� � ������

である。しかし、一般的な ��'����化の半径では �5���
� : �の条件を満たさないのでここでは

考えない。よって、 � &��'����な場合と物理的自由度は変わらない。
もちろん特別な ��'����化の半径の場合、'�������モードが /��?#�&/��� �//�!�#!�場と

して新たに出てくる。この場合、��'����化によって出てくる//的な !�#!�対称性が、例え
ば ���� � �����に � .� ��されることが知られている。（この事は ��!!�機構とも関係して
いる。）


���� 左向き部分

この場合は
�

�
�� : H	 =

�

�
;�5���

� = �5)��
�<� � ����"�

となり、'�������になるのは

H	 : � �� �5)��
� : � �� ��5���

� : �� ������

��



となる。前と同様に �5���
� : �は考えない。よってこの場合も  � &��'����な場合と物理的自

由度は変わらない。なおかつ !�#!�群も�� � �� � ������と非常に大きいままである。
（������のうち、半分は���より、もう半分は���より出てくる。）

��� �
� 
����
�化の問題点

以上のように、理論を� �上に ��'����化すると物理的自由度が変わらないことから、��次元
�:�（�#����.��!� ��個）の超対称性（�#�����''���� 、略して �8�4）を持つ理論が、"次元
�:"（�#����.��!� ��個）の �8�4を持つ理論になることがわかる。これは ��次元の C��� �?

対称性のうち、��'����化されて見えなくなった時空（� �）の対称性（����� � ���"��）が "

次元の内部対称性になったとも理解できる。
この時、
����� �#���'#�������を考えてみる。!�#!�場は �����	-
����#2 � �����	-
����#2 �

������� �����	-
����#2 � ���"���の表現の元で

2�
0 �E : � 
 �� � 2�

- �! : �� ���� �� : ���� ���

���� :
��
�
�2�

� � !2�
�� �� �� : ������ ���

���� :
��
�
�2�

� � !2�
�� �� �� : ������� ��

���� :
��
�
�2�

� � !2�
�� �� �� : �������

������

と !�#!�場一つと複素スカラー場３つに分解される。ここで、�は�� � ��の !�#!�群の足
であり、��はその状態に対応する�&'�'� �#'である。
また、そのスーパーパートナーである !�#!� �は同様に

�� : �:� : =����� �� �:� : ������ >� �1�� � 1��$�$�$�� ����$�

と "つに分解される。対応する�&'�'� �#'は

�� : ��
�

�
��� �

�

�
�

��
������	�� �� �
�

�
���

�
���

�
�� �� �

�������

� ����

�
��� ���

�
�

��
������	�� �� �
��

�
�
�

�
�
�

�
�� �� �

�������

������

である。つまり "次元で見たとき、それぞれのカイラリティ─に、等しく４つずつフェルミオ
ン的自由度があることがわかる。
場の理論で書けるような低エネルギー有効理論を考えた時、これはまさに "次元 �:" �#���

4� !&0����（�40）の'#�������になっている。（�#���!��
��� '#�������の方も同様に"次元�:"

の'#�������になっている。）
ここから分かるのは�:"の理論は �.����な理論ではないということである。標準模型は �.����

な理論なので、�:"の理論は現実的ではない。実際、�.����な理論にできるのは "次元で�:�、

�$



�:�のみである事が知られている。しかし、階層性問題を �8�4が解決するのだと思えば、"

次元で�:�の理論であるべきである。
よって、どうやって �#����.��!�を ��個（�:"）�"個（�:�）まで減らすかが問題である。

そして��������������という !�#!�対称性も大きすぎる。この !�#!�対称性をどうやって
小さくするかのか、特に標準模型の ����� � ����� � ����にするのはどうすればいいのかが
問題である。（超弦理論から ������ ������� ��大統一理論を作るのは技術的に難しいことが知
られている。）

問題点のまとめ

まとめると次の通りである。

� � ���'����化をすると �#����.��!�が��個残ってしまう。（ � & �.����な理論）
� �#����.��!� を "個（�.����な理論）残すような ��'����化をすれば良い。

� !�#!�群が標準模型の����������������に対して大きすぎる。
� さらに、矛盾無く !�#!�群を壊す ��'����化をすれば良い。

これらに対するひとつの解決方法が次の ��(�)��*である。

� �� ��� �������	� ���	��理論 �� ���	����

ここからは ��(�)��*上に ��'����化された "次元の����� ������ 型超弦理論を考える。そ
して、そこから導き出される低エネルギー有効理論にの現象論的側面について見ていく。

��� 点群と空間群

ここでは、��(�)��*はどのように � �から作られるのかを見る。そして、��(�)��*を構築する
際に必要な点群と、それを含む空間群に対する簡単な条件ついて見ていく。

����� トーラスから ���	����へ

トーラス ��'����化の場合、前に見たように、��
�、�

�
�（< : � 
 �）は、格子Kによって作ら

れる �次元トーラス � �上に ��'����化され、量子化された重心運動量を持っていた。
そして、�)

�（/ : � 
 ��）は �
� ���)&*#�� 格子 I� � I�によって作られる�����の ��次元
トーラス ������ 上に ��'����化され、同様に量子化された（�� � �� ����に対応する）重心
運動量を持っていた。
また、�次元トーラス � �は

� � : #��I �"���

��



のように、格子I上の点を同一視することによって作ることができる。ここでI : ��Kである。
ここでさらに、���'���� 7�: 7�	 <� 8 : � 
 ��の作用により、トーラス上の様々な点を同一

視する事を考えよう。
この時、7の作用の同一視によってできる空間が +��� & *�5 �*になるためには 7は Iの �#&

��'���.��'でなければならない。
つまり

8� � I� �78�� � I � �7&��
��7&:�

� : &�� &
�
: �"���

である。
この時、���'���� 7 の集合は 離散群 F（ � 7）をなす。そして、この F を点群と呼ぶ。
するとこの時、��(�)��* Oは次のように定義される。

O � � ��F � �������� �"���

ここで�は、点群F の !�#!�群�����に対する埋め込み（!�#!� �'(�**� !）であり、モジュ
ラ─不変性を保つために行われる。もちろん�も F 同様離散群である。
この離散群 F の位数を	 としよう。（7� : �� 7 � F）すると ��(�)��*上の点 4��< : � 
 ��

は 8� � I� 7 � F を使って
4� 
: �7#4�� = 8� � + : � 
 	 � � �"�"�

と同一視される。
ここで、式（"�"）の右辺をまとめて �7� 8��の作用としよう。つまり、

�7� 8��4� � �74�� = 8� �"���

である。また、この �7� 8��の集合は群をなす。これを空間群と呼ぶ。
そして、次のように空間群 �を定義する。

� � 	�7� 8���7 � F� 8� � I
 �"���

この時、空間群の元の積は

;�7�� 8
�
���7�� 8

�
��<4

� � �7�� 8
�
��;�7�� 8

�
��4

�< : �7�7�4�
� = 8�� = �7�8��

� �"�$�

と定義される。実際この時、結合則が成り立つことが確かめられる。
すると、��(�)��* Oは

O : #��� � �������� �"���

と書く事もできる。
このように、��(�)��*では空間群（点群）に対して理論が同一視されているので、空間群に

対して不変でない状態は理論から落ちることになる。その結果、空間群 F の作用により、後で
見るように �8�4を	 : �まで壊すことができる。そして !�#!� �'(�**� !により、!�#!�群
�� � ��が壊れることになる。

�-



����� ���	����の固定点

ここで、��(�)��*はほとんどの場所で平坦であるので、��(�)��*上の弦の運動方程式をトーラ
スと同じように簡単に解くことができる。ただし ��(�)��*の場合、トーラスと大きく違う点が
ある。それは空間群 � の作用による固定点（5%�* ��� �）が存在する点である。また固定点は
点群 F の位数が	 の時、

4�3 : �7#43 �
� = 8� � �7 � F + : � 
 	 � �� �"�-�

を満たす点と定義される。この固定点上では曲率が発散して特異点となっており、局所的 に#�

と同型ではなくなっている。
また一般的には、点群の位数が	（7� : �）で、*���7#� �� : �（+ � 	）の時がある。この

時は、�+���を受けない部分があるので、特に固定トーラス（5%�* ����）が存在する。この固定
トーラスは !�#!� ��#��� !を考えるときには重要な役割を果たす。
この固定点のため、��(�)��*の理論はトーラスとは違ってくる。

����
 場の境界条件（���0	���� ������、�0	���� ������）

�� ��(�)��*の時を考える。
この時、場の境界条件は式（"�"）を考慮すると

���
� � = �� : �7#��
� ���� = 8�� �< : � 
 � � + : � 
 	 � �� �"����

である。

� # �+����* ������ （(#�	 5��*）

+ : �のセクターを # �+����* ������と呼ぶ。
式（"���）を考慮すると、# �+����* ������の弦は様々な重心座標を取れるので (#�	全体に

住んでいることが分かる。また、このセクターはトーラスの場合と同様なモード展開をする。

� �+����* ������ （(�# *��� 5��*）

+ �: �のセクターを �+����* ������と呼ぶ。
�+����* ������は、同様に式（"���）を考慮すると、弦の重心座標は固定点上のみしか許され

ない。つまり �+����* ������の弦は固定点近傍にのみに住んでいることが分かる。さらに具体
的に後で見るように振動子ゼロモード（運動量、巻き付き数）を持つことができない。またこ
のセクターはモード展開が �+���の分だけずれる。
モジュラ─不変性のため、これらのセクターは必ず存在していないといけない。

"�



����� 点群の満たすべき条件

��(�)��*をきちんと定義するためには格子 I、点群 F、そしてその !�#!� �'(�**� ! �を明
確にすることが必要である。ここでは具体的に点群 F の満たすべき条件を見ていく。
点群 F の元 7 �� F �は弦の座標���
� ���< : � 
 ��に対し �����（ � ���"�）の元のよう

に作用する。この時、�8�4を "次元の	 : �（�#����.��!� "個）だけ残したい事を考慮にい
れ、次のように考える。まず、弦の座標を

�- � ��
�
���-�� = !��-��� � �! : � 
 �� �"����

と定義する。またこの時、回転軸を適当に選ぶことによって、点群 F の元 7は、�����の �つ
の,���� �#(��!�(�� （E���E���E��）を使って

7 : �%�;��!�G�E�� = G�E�� = G�E���< �"����

とすることが可能である�。
ここで、�� ��(�)��*の時、 7� : �であるので、

	G- � * � �! : � 
 �� �"����

を満たす。
この時、7 �+����* ����� の（一部の）境界条件は、

�-�
� � = �� : �%����!G-��-�
� �� �"��"�

となる。この時、これを考慮すると、7 � F � ���� � ������� ���"��であることが分かる。
さらに 7のスピノール表現 7�を考え、時空の �#����.��!�に作用させることを考える。すると、

;6
.�� 76';' �"����

となる。また、,���� �#(��!�(�� E���E���E��の固有値 ��� ��� ��は�- : ����である。
（これは、すでに用いた�セクターの状態（����$）のスピン固有値 :�� :�� :�に対応する。）
すると上式を

;6
.�� �%����!�-G

-�;6 �"����

と書き直すことができる。この時、この作用に対して不変な状態の �#��� �.��!�のみが ��(�)��*

の理論に残ってくる。
もし、

G� = G� = G� : � �"��$�

�一般的には、もっと複雑に回転するがここでは考えない。それは �������化の段階（高いエネルギー ���	
）
で ���
をすべて壊す可能性があるからである。そこでは、また ��������が問題になる。また、この �������化
による、���
 ��
�����の機構は ���
����������機構 ���とも関係がある。

"�



であれば、元々（��個）の ��"つまり、"個の �#����.��!�が残ることになる。（これは "次元
の	 : � �8�4が残っていることに対応する。）なぜならば、この時、

�� : �� : �� �"����

の状態の �#����.��!�が "次元で理論に残るからである。もちろん他の場合、例えばG��G�=G� :

�等も考えられるが、この場合も全く同様のことが言える。
そしてこの場合、式（"��$）より、

7 � F � ����� � ����� �"��-�

であることが言える。
しかし、もし

G� : G� = G� : � � G�$� �: � � 7 � F � ����� � ����� � ����� �"����

ならば �#����.��!�は "次元の理論に、元の半分である �個（	 : � �8�4）残ってしまうこと
になる。（この場合は、固定トーラスがあるセクターに対応する。）
よって、点群 F の元 7は

7 : �%�;��!�G�E�� = G�E�� = G�E���< � G� = G� = G� : � � G- �: � �"����

であり、
7 � F � ����� � ����� �"����

であれば良いことが分かった。また、一般の 7# �+����* ������ では �+���を G- � +G-とすれば
よいから、これを考えれば十分である。
ところで、この点群 F は、格子 Iに式（"���）の条件を満たしながら作用する。この時、結

晶学の点からF は��（	 : �� "� �� $� �� ��）�� �0 ���（E�	 : �� �� "� �）でなければならな
いことが知られている。（後者はまさに、�次元的な結晶に対する回転対称性と同じである。）

"�




�(�� � 	 �� � ����� ��(�)��* 7 : �%�;��!�G�E�� = G�E�� = G�E���<

点群 �G�� G�� G��
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��� �����
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�(�� � �0 � �� � ����� ��(�)��*

7 : �%�;��!�G�E�� = G�E�� = G�E���< F H : �%�;��!�B�E�� = B�E�� = B�E���<

点群 �G�� G�� G�� �B�� B�� B��
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�
�
��� ����� �

�
��� �����

��� 格子

ここからは �次元トーラスを生成する格子 Iについて考える。格子 Iは点群 F を具体的に決
めると決まることが知られている。また、格子の選び方によって具体的に模型が決まるので格
子 Iの選び方は重要である。

�例えば ��の �� � �����
� �
���� は �� � ��となる。境界条件（� ��）を考慮すると、第 !平面自体が固定さ
れるので固定トーラスになっていることがわかる。更にこの時、�� � �� の状態の �"�
������
が残る。（�� は
何でもよい。）よって、このセクターだけ見ると、�次元の理論で � � # ���
が残っているように見える。（も
ちろん全体のセクターでは � � � ���
の理論になっている。）

"�



����� 点群と1�,���� ���
���

数学的な格子の作り方として、ランク �の半単純リ─群の単純 ����で作る方法がある。この
時の（�  ��）�#��'���.��'はリ─代数の1���群であることが知られている。この1���変換
は単純 ����を使った鏡映変換で、格子上の �次元ベクトル 4��< : � 
 ��は

,
��� 変換� :��,� : ,� �

�, � �����
��� � ��� �"����

と変換される。ここで &�� �� : � 
 ��は単純 ����で、�は単純 ����を区別する足である。
ところで、この1���群は�����には含まれない。つまり、点群F とは見なせない。しかし、

その部分群は �����に含まれることが知られている。この部分群は,�%���� ���'� �

I � :�:�:�:�:�:� �"��"�

によって生成される。よって、これによって生成される群をを点群 F と見なすことができる。
このとき、,�%���� ���'� � I は

I� : � � 	 :
リー代数の ����数
リー代数のランク数

�"����

を満たす。ここで、�����数� : �リ─群の次元�� �ランク数�である。また、実はこの,�%����

���'� �によって生成される点群は、リ─群の拡大 3� 	� 図形の（�#���）�#��'���.��'に
なっている。
またこの時、固定点の数 +!�は C�)��.��?の固定点定理より

+!� : *����� I� �"����

である。

� 例 �

���+�の場合

	 :
�+� � ��� �+� ��

+� �
: + �"��$�

である。また �����のとき、

:���,� : ,� ;, � ��� � ���<��� � ���

��� � ���
�"����

を定義して、
I+;������ : :�:�� � 	 : � �"��-�

も可能である。

� 例 �

""



"次元トーラスを考えて �����を使う場合

I+<��� : :�:�:�:� � 	 :
��� "

"
: � �"����

である。
またこの時、次のようにしても点群を作ることができる。まず、

:���,� : ,� ;, � ��� � ���<��� � ���

��� � ���
�"����

:����,� : ,� ;�, � ������ � ��� = �, � ������ � ��� = �, � ������ � ���<

��� � ���
�"����

を定義する。すると、これを使って

I+<������ : :�:�:�:�� � 	 : � �"����

I+<����	� : :�:�:��� � 	 : �� �"��"�

も作ることができる。

� 例 �

もし �次元トーラスから ��(�)��*を考えるのならば、たとえば次のランク �の群を使うとよい。

�� D �������� �� D ����� �� D ���"�� ����� �� D �����"�#� �� �"����

これらを使った �次元トーラスの格子を参考までに
�(�� �に載せておく。

"�




�(�� � �� ,�%���� ��(�)��* の格子
点群 格子

�� ��������

�� ����"���

�� ������ ���"�� �����

�� �������� � ��������

�� � / ����
� � �����

�� � / ������"�#�� � �����

�� � // ������ �����

�� � // ������ �����

�� � // ���$�� ������ �����

�� � // �� � ������ ��������

�� � // �����"�# � ������ ��������

�� � // ���"�"�# � ������ �����

�� ���$�

�� � / ���-�� �����

�� � / �����"�# � �����

�� � // �����"�# � ��������

�� � // ������� �����

�� � // ���-�� ��������

��� � / ��

��� � / >� � �����

��� � / �����"�# � �����

��� � // ���"�� >�

��� � // �����"�# � ��������

����� 背景場の影響

ゼロモードへの影響

次に、��'����部分の空間に定数背景場 ��	� ��	 と ,���� �#(��!�(�� ������ に相当する
1����� �� � 2)

�（定数）が入った場合を考える。
この時、ボゾン部分の作用は

�� : � �

��

�
����;��	���

���� 	 = �����	���
����

	 = ���
)���) = ���2)

����
����

) < �"����

"�



と書ける。（この形から分かるように、作用が不変になるためには、空間の �+���の !�#!� �'&

(�**� !は、�+���で行わなければならない。それゆえ、後に述べる1���� �� �が連続的な場
合に対応している。しかし、離散的な場合も、同様に無矛盾における。）また、定数場であるの
で場の運動方程式に変更はなく、ゼロモードに影響するだけである。
ただし、

I)��� � ��� � ����
) : � �"��$�

の拘束条件をおいて正準量子化する。（この時の拘束は第 �類である）
この時、各々のゼロモードは

5)� � 5)�� � 5)� = 2)
�)

� �"����

5�� :
5�

�
� )� � 5��� �

5�

�
� )� � ��	)	 � �

�
�2)�5)� =

�

�
2)�2)

	)
	� �"��-�

5�� :
5�

�
= )� � 5��� �

5�

�
= )� � ��	)	 � �

�
�2)�5)� =

�

�
2)�2)

	)
	� �"�"��

と変化する。ただし、5� � K�� )� � Kである。
また、これらのパラメーターは、"次元に ��'����化した、同等でない��������� ���� !理論

を結び付けるモジュライパラメーターである事が知られている。そして、"次元に ��'����化
した時の、��������� ���� !理論のモジュライ空間は、

����� �P#�

����P#�� ���P#�� ����� �P*�
�"�"��

と書かれる。ここで、���� ��は "次元に ��'����化された理論の、左向き、右向きのゼロモー
ド（運動量）が乗っている格子の次元数を与えている。分子は、モジュラ─不変で、無矛盾な
��������� ���� !理論の集合の対称性

)� � >)� � �5��
� � �5��

� � �* D � 
� �"�"��

を与える。（しかし、格子、スペクトルを変えるので、�つの理論の対称性ではない。）分母の
連続変換は、ある �つの理論の対称性

)� � �5��
� D � 
� � >)� � �5��

� D � 
� �"�"��

を与える。これは理論のスペクトルを変えない変換である。それゆえ理論の対称性である。最後
の変換は格子を変えない離散変換を与える。なお、最後の����� �P*�の部分群は後で説明する

&*#�����と関係した対称性である。実際にこの空間の次元は ��� � : ���となり、��	� ��	� 2

)
�

の数と一致する。また、これらのモジュライパラメーターを使う事により、�� � �����������

���� !理論と、��������������� ���� !理論は、双対な関係にある事が知られている。

時空間のトーラスへの影響

"$



簡単のため、各々の平面に対してまたがって��	� ��	が入ってない（例えば、��� : ��� :

��� : � である）時を考える。この時、各々の平面の �次元トーラスを特徴づける'�*#��場
�-� �- �! : � 
 ��を次のように定義できる。

!�- � ����-��$�- = !
�
�*�� ��-� � �! : � 
 �� �"�""�

!�- � ����-��$�-�����-��$�- = !
�
�*�� ��-� � �! : � 
 �� �"�"��

ここで、
��� : &����	&

	
� � ��� : &����	&

	
� �"�"��

であり、&�� ��� < : � 
 ��は �次元トーラスの基底である。この場合の行列式は一つの平面に
対してのみ取っている。
また、�'�*#��の期待値は時空間のトーラスの大きさ（��'����化の �����）を表わす。いわ

ゆる ��*�� に対応する場である。そして �'�*#��は時空間のトーラスの形（モジュラ─パラ
メーター）を表わす。
ただし、�'�*#��は�� ��(�)��*の時のみ自由度がある。例えば�� ��(�)��*の時には !� : &�,-��

と数になり自由度がなくなる。これは、��（���度）回転は、�次元的な広がりしか指定せず、
平面における、格子の形を決めないからだと考えられる。

��� ���	���� 
����
�化における��������モード

ここからは、背景場がないときの、一般的な �� ��(�)��*の時を考える。この時、どのよう
な場合に'�������モードが残るのか、その簡単な条件を見る。

��
�� ���0	���� ������

このセクターは、前に説明したトーラス ��'����化とほとんど同じである。このため、この
セクターだけ見ると	 : "の �8�4が残っているように見える。トーラス ��'����化と違う
点は、��(�)��*は点群の作用に対して理論を同一視している点である。その結果、点群の作用
に対して不変でないものは理論より落ち（特に、��'����空間部分の重心運動量は持つことが
できない）、全体で	 : � �8�4の理論になる。

� 例
"次元の !��
��� �を表わす状態

��� � H�-����� � �! : �� �� �"�"$�

を考える。このとき �は �����	-
����#2で
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である。
この状態に前節の 7�� F �を作用させることを考える。この時、H�-�����は 7 の作用に対し不

変である。
そして ���は 7 : �%����!G=�=� �C : � 
 ��の作用に対し、それぞれのスピン状態が次の固

有値を持つ。
7 : � � &�,-�
� �� �

��� �
�

� � � &��,-�
� �� �
���� �

�

! : � 
 � �"�"-�

よって G- �: �の時、理論に残る状態は

� : ��
�

�
��� � ����

�
��� �"����

である。つまり �つの !��
��� �しか理論には残らず、実際に	 : � �8�4の理論になる。

��
�� �0	���� ������

ここでは 7& �+����* ������のみを具体的に考える。一般の 7#& �+����* ������ の場合は、ここ
で出る G-を G- � +G-とすればよい。

��
���� ボゾン部分のモード展開

この時、境界条件は

�-�
� � = �� : �%����!G-��-�
� �� = 8- �! : � 
 �� �"����

である。この境界条件を満たす完全系で場を

�- : "-3 =
!

�

	
#

;
--#��


+ = G-
&�-�#��
�� =

H--#��

+� G-

&��-�#��
��� < �"����

と展開し、その複素共役場 >�-を

>�- : >"-3 =
!

�

	
#

;
>--#��

+� G-

&�-�#��
�� =
>H--#��


+= G-
&��-�#��
��� < �"����

とモード展開する
。ここで "-3 は 5%�* ��� �である。そして、振動子は次の代数を満たす。

;--#��
 �
>-=!��� < : �+ = G-�Æ-=Æ!�#$� � ; H--#��
 �

>H-=!��� < : �+� G-�Æ-=Æ!�#$� �"��"�

そして、�+����* ������の真空 ���
�は
--#��
 ��-�
� : >--#��
 ��-�
� : � �+= G- � +� G- 6 �� �"����

と定義される。（左向き側も同様である。）
�固定トーラスあるセクターはトーラスの時と全く同じモード展開をする。例えば �� ����$�	�の �� � �����
�

�
����の第 ! 平面に対応する場は、重心運動量を持つことになる。

"-



��
����フェルミオン部分のモード展開

ボゾン部分が �+���を受けるため、超共形不変性を保つため、フェルミオンも同様に �+���を受
ける。同様に複素フェルミオン %- �! : � 
 ��を使うと、境界条件は

%-� = �� : �&�,-�
%� � �= )�� � � � )�� �� �"����

と書ける。
この時、モード展開は

%- :
	
"����

%-"��
&
�-�"��
�� �"��$�

>%- :
	
"����

>%-"��
&
�-�"��
�� �"����

と展開し、振動子は
	%-"��
 � >%=����
 : Æ-=Æ"��$� �"��-�

の反交換関係を満たす。
そして �+����* ������ のフェルミオン場の真空 ���は次のように定義される。

%"��
 ��� : >%"��
 ��� : � � , = G-� , � G- 6 � �"����

この真空 ���は式（�����）を思い出すと式（�����）のようにボゾン化して書けることが分
かる。
このとき場は、点群の作用に対して

%- � &�,-�
%- �"����

のように変化するから、
%- 
: &-8




�"����

とボゾン化したときには
@ - � @ - = ��!G- �"����

と変換する。

�����自由度部分のモード展開

� ��� *��* �'(�**� !

実は、理論の無矛盾性（モジュラ─不変性）のため、多くの場合、�+���を !�#!�部分に埋め
込まねばならない。ここでは、空間の �+���をどのように !�#!�部分に埋め込むのか少しコメ
ントしておく。
!�#!�フェルミオンK�)に前節の %-と全く同様に、

K�)�> = �� : &�,-> �

K�)�> � � J ) : �G�� G�� G�� ������� �"��"�

��



と境界条件を課す事を考える。この埋め込み方を ��� *��* �'(�**� ! �と呼ぶ。
更に�� ��(�)��*の場合、7� : �である。この時に J )が 7の正しい !�#!� �'(�**� !になっ

ているためには
	J ) � * � I� � I� �"����

でなければならない。しかし、��� *��* �'(�**� !の時にはこの条件は自動的に満たされて
いる。

� モード展開

またこの時、K�) と�)
�の間の関係は

K�) 
: �%�;��!�)
�< �"����

である。
この形より、�+����* ������ での�)

�の境界条件は

�)
��> = �� : �)

��> � = �J ) �=�5)�� �"��$�

となることが分かる。ここで、�5)�は本質的な �+���には影響せず、フェルミオンの� セクター
�� セクターの �+���の役割をするのみである。
この時、モード展開は

�)
��> � : 4)� � !�5)� = J )

� �> =
!

�

	
!���

H�)!
�
&��-!�� � J ) : �G�� G�� G�� ������� �"����

となる。この時、7#&�+����* ������ では空間部分と同様に J ) � +J ) とすれば良い。


�������スペクトラム

ここからはG�������条件から'�������モードはどのような条件を満たすか見ていく。重要な
点として、ここでは �+���を受けているので、切片が変化する。

� 右向き部分

式（��-�）の結果を使うと、

��

�
: 	� =	 � �� � � �-� �"��-�

	� �
�	
#��

�-�#�
-
# =

	
#���/�

>-6�#���-
6
#��� =

	
#���/�

-6�#���
>-6#��� � �! : �� � � : � 
 �� �"�$��

�もちろん、これ以外の埋め込み方の可能性もある

��



	 �
	

"����/�

,%-�"%
-
" =

	
"���/�

�, = G6� >%6�"��
%
6
"��� =

	
"���/�

�, � G6�%6�"��� >%
6
"��� �"�$��

�� :
�

�
� �

�

�	
6��

�G6���� �G6�� �"�$��

� ��� : ��

�
=
�

�

�	
6��

�G6���� �G6�� �"�$��

� ���� : � �

�"
=

�

�

�	
6��

�G6 = �

�
���� �G6 = �

�
�� )�� � � � G6 �

�

�
�"�$"�

� ���� : � �

�"
=
�

�

�	
6��

�G6 � �

�
���� �G6 � �

�
�� )��

�

�
� G6 � � �"�$��

となる。

� 左向き部分

同様に
��

�
: H	 =

�

�
�5)� = J )�� � H� �"�$��

H	 �
�	
#��

�H�-�#H�
-
# = H�)�#H�

)
#� =

	
#���/�

>H-6�#��� H-
6
#��� =

	
#���/�

H-6�#���
>H-6#��� �"�$$�

H� : �� �

�

�	
6��

�G6���� �G6�� �"�$��

である。

� ��
�� '���� !（モジュラ─不変性）

��(�)��*上の分配関数 �は

� 

	

-��  $�%�	



��K���-�>K
����-�� � K : �%����!H
� �"�$-�

と書ける。ここで、トレースは点群の作用に対して不変な状態でのみ足し上げている
。このた
め、元々トーラスの理論では # �+����* ������だけで無矛盾になっていたのに、一部の状態が
落ち、�+����* ������が必要になる。また H
 は世界面上のモジュラ─パラメータである。
この時 �)���*����モジュラ─変換（世界面上のトーラスの基底の変換）

H
 � H
 � :
�H
 = �

*H
 = �
� ��� �* : � � �� �� *� � � * �"����

�一般化された %�&射影を取っているという意味である。

��



に対して理論が不変であるためには、次の条件が必要である。

)� � >)� � * �"����

�0 ��(�)��*の時、特に )����� >)�を考えると

)����� >)� : 	� =	 � H	 � �

�
�5)� = J )�� = �� �

�

�	
6��

�G6���� �G6�� �"����

である。ここで、
�	

6��

G6 : � � 5)� � I� � I� � �5)��
� � �* �"����

EJ ) � * � 5)� � I� � I� � E�5)�J
)� � * �"��"�

E�	� =	 � H	� � * �"����

を考慮すると次の条件がでる。

E� �J )�� � �G6�� � � �* �"����

今は� セクターのみ考えたが、この条件は十分正しいことが示されている。そして、��� *��*

�'(�**� !では、自動的にこの条件が成り立つ事が分かる。また、
�(�� � を見ると、���'�

��*�� ��(�)��*と呼ばれる ��� �� ��(�)��*は J ) : �でも、モジュラ─不変の条件を満たすこと
が分かる。

��
�
 �����対称性

次に ��(�)��* ��'����化をして残る !�#!�対称性について話す。
��(�)��* ��'����化をする場合、点群 F に対する条件

F � ����� �"��$�

を考慮すると
�� � �� � ����� �"����

なので少なくとも�� � ��が残ることがわかる。

1����� ����������の状態

# �+����* ������の�� � ��の,���� �#(��!�(�� に対応する !�#!�場の状態

%-������� � H�)����� �"��-�

を考える。ここで、運動量依存性 <は露には書いていない。この状態は�)
�に対する �+���が

�J ) の �.�)�によって表わされているので、点群 F の作用に対し不変である。よって、理論に
残る !�#!�群のランクは落ちないことになる。

��



���� の状態

同様に�� � ��の ���� 部分に対応する !�#!�場の状態

%-������� � �5)�� � �5)��
� : � �"�-��

について考える。今、点群 F の作用に対して

�)
�

?� �)
� = �J ) �"�-��

と定義している。左向きの状態が式（�����）のように書けるので、点群F の作用に対してこの
状態は固有値

�%����!5)�J
)� �"�-��

を持つことがわかる。
よって、��(�)��* ��'����化をしたときに残る ����部分の状態は

5)�J
) � * �"�-��

を満たす。
例えば�� ��(�)��*であれば、残る !�#!�群は��� ��������となり、�� ��(�)��*であれば

�� � ������ ����� ��になる。
そして ��� *��* �'(�**� !の場合、壊れる��と壊れない��がある。前者をQ �(���
�(��Q

!�#!�群と呼び、後者をQ.�**� Q!�#!�群と呼ぶ。

��
�� 例 �� ���	���� 0	�2 �������� �
����	��

例として �� ��(�)��*で ��� *��* �'(�**� !をする時を考える。この時、点群 F の要素 7は

7� : � �"�-"�

を満たす。そしてトーラスの格子は

������ ������ ����� �"�-��

の単純ルートで作られる。
そしてこの時、�つの複素平面は

�G�� G�� G�� :
�

�
��� ����� �"�-��

を使って �+���される。さらにその !�#!� �'(�**� !は

J ) :
�

�
��� ����� ������� �"�-$�

である。

�"



���0	���� ������

今は特に ��� *��* �'(�**� !なので

F � ����� �"�-��

を考慮する。そして �(���
�(�� な !�#!�群��に対して

�� � �� � ����� �"�--�

であるから、��の随伴表現を�� � �����の表現に分解することを考える。
結果は次の通りである。

���� �+�� ��� ��� ��� ��+� 
�� ��+� 
� �"�����

つまりこの時、これらの表現が理論に残ることが予想される。
まず !�#!�自由度に対応する次の状態を考える。

��� � � H�)����� � �5)�� � � �5)��
� : � �"�����

この ����部分をどのような �+���を受けるか考慮する。そして、�� � �����の表現に分ける。
また、点群に対して状態が不変でなくなるので、��'����化された方向の重心運動量を持つ

ことができない。

� 左向き（点群に対して不変な状態 ）

まず、この状態で �+���を受けない点群に対して不変な部分

�5)�� � 5)�J
) � * �"�����

の条件を考える。
この条件を満たす 5)�の �(���
�(��な��部分は

5)� : ������� �� �� �
��
������	�

� �� � � �個 D �����の ����部分

: ���� ������ ��� �� �
��
������	�

� ��どれでもよい�� "�個 D ��の ����部分

: � �������������� � � �個 D ��の ����部分
: � �������� �������� ������� �� �

��
������	�

� � ��個 D ��の ����部分

: � �������� �������� ���� �� �
��
������	�

� � ��個 D ��の ����部分

�"�����

��



となる。よってこの時の !�#!�群の表現は �� � ������ � �
�に対し

�+�� �� ��� ��� �� �� �"���"�

となることがわかる。
そして

H�)����� � H�-����� / : � 
 �� � ! : �� � �"�����

�5)�� � 5)� : ������ �
��� ��� �� ���� �"�����

も点群の作用に対して不変である。

� 左向き（点群に対して変換する状態その � ）

次に点群に対して � : �%����!���の固有値を持つ

�5)�� � �5)��
� : � � 5)�J

) :
�

�
�'�* �� �"���$�

の状態を考える。
この時の ����部分は次のような値を持つ。（��部分のみ。� �

�部分はゼロである。）

5)� : ������� �� �� �
��
������	�

� �� � � �� �個

: ����� �������� �� �
��
������	�

� ������� � �ただし� ���は偶数個� � ��� �個

: � � �� ������
��
������	�

� ��� ��� �� �
��
������	�

� � ��� �個

�"�����

よって、この時の !�#!�群の表現は�� � ������ � �
�に対して

��+� 
� �� �"���-�

となることがわかる。また、��の表現を ������の表現に分けると上から順に、

�+ : �$��& �� � ��$���	
 � �)'�%�	
 �"�����

となっている事が、式（"����）を見ると分かる。
また、

H-6����� � � : � 
 � �"�����

も点群に対して �の固有値を持つ。

� 左向き（点群に対して変換する状態その � ）

��



つぎに点群の作用に対し �� : �%��"�!���の固有値を持つ状態

�5)�� � �5)��
� : � � 5)�J

) :
�

�
�'�* �� �"�����

を考える。この時の 5)�は式（"����）の逆符合になり、!�#!�群の表現は

��+� 
� �� �"�����

である。
また状態

>H-6����� �"���"�

も点群に対して ��の固有値を持つ。
これらをまとめると次の通りである。

� D H�-����� � ��� � �+�� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ���� �"�����

� D H-6����� � ��� � �
� �+� �� �"�����

�� D >H-6����� � ��� � �
� �+� �� �"���$�

� 右向き

こちらも同様に

� D %-������� � �:� : ����������� � ����� �� � �:� : ������������� � � � ���� ��
�"�����

� D %6������� � �:� : =���� ���� �������� �� �
��
������	�

� � ����� 
� �"���-�

�� D >%6������� � �:� : ����� ������������ �� �
��
������	�

� � � � ���� 
� �"�����

である。

� 弦の状態

これら左右を点群に対して不変になるように張り合わせる。
まず、

H�-����� � %=������� � �-=� �� 
 �"�����

H�-����� � ;����� �� � � � ���� ��<� %- � 1 �"�����

が可能である。ここで �-=、�、
は "次元の !��
��� 、*����� 、そして反対称場に双対な �%�� で
ある。そして%-、1は "次元の !��
��� �、*����� �である。これらは "次元の	 : � �#���!��
���

'#�������と	 : � �.���� �#���'#������� を構成している。

�$



また
��� � %-������� � 2�

- � � � �+�� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ���� �"�����

��� � ;����� �� � � � ���� ��<� 1� �"���"�

は2�
-、1

�は "次元の !�#!�ボゾン、!�#!� � である。そしてこれらは ������ �� � ��の "次
元	 : � 
����� �#���'#�������を構成している。
次に !�#!�群に対して �� !���なカイラルな物質場に対応する状態

H-6����� � >%(������� � >H-6����� � %(������� � �- ! : � 
 � �)�� � : .� �"�����

も可能である。これらは先に説明した�'�*#��場に対応する。（今は�� ��(�)��*なので�'�*#��

はない。）そのスーパーパートナーは

H-6����� � � � ���� 
� � >H-6����� � ����� 
� �"�����

となる。これらは "次元の	 : � �.���� �#���'#�������を構成している。
最後に !�#!�群に対して電荷を持っている場は

��� � >%6������� � � � �
� �+� �� �"���$�

であり、そのスーパーパートナーのヘリシティー ����の状態は

��� � � � ���� 
� � � � �
� �+� �� �"�����

である。
そして同様にこれらとは逆の電荷を持つ反粒子状態

��� � %6������� � � � �
� �+� �� �"���-�

��� � ����� 
� � � � �
� �+� �� �"�����

もある。これらの状態は元は ��次元の 
����� '#�������であることが分かる。また、これらは
�+（ �� �+）表現の 	 : � �.���� �#���'#�������を構成している。（固定トーラスがある場合、
そのセクターでは、これらが �+= �+表現の	 : � .����'#�������の一部を構成している。）
またこの # �+����* ������の場は、��次元 (#�	全体に住んでいる場である。特に元々、式

（"����）（"���"）（"���$）（"����）（"���-）（"����）の状態で ��次元	 : � �40 '#�������の
一部を構成していた。つまり、この部分だけ見ると "次元 	 : " �40 '#�������の一部を構成
していることになる。この事は 4#	�+� ��#��� !等の相互作用の形を決める上で重要である。
ここで �+表現は ������の表現の元で

�+ : �$��& �� � ��$���	
 � �)'�%�	
 �"�����

と分解できる。このうちの ��$���	
表現が標準模型の物質場と右巻きニュートリノを含んでい
ると考える事ができる。またこの時 # �+����* ������ では、�+（�+）表現に対して -世代ある
ことに気が付く。

��



固定点

今、格子は ��������の単純 ����で作っている。そして �����格子は基底 ��� ��を持ってい
る。これらは次の関係を満たす。

�� � �� : �� � �� : ���� � �� �"�����

この時、,�%���� ���'� � は
I : :�:� �"�����

である。そしてこの,�%���� ���'� �を基底に作用させると

I�� : �� �"���"�

I�� : ���� = ��� �"�����

となる。
このとき、

�� �
�
�

�

�
�� �

�
�

�

�
�"�����

と対応させると

I :

�
� ��
� ��

�
� I� : � �"���$�

となる。この時の固定点の数は �つの平面で

+!� : *����� I� : � �"�����

となるので、全体で �$個ある。またI の固定点は一つの平面に対して

,3 :
+�

�
��� = ���� � +� : � 
 � �"���-�

と書ける。全体では

,3 :
�	
-��

+-
�
���-�� = ���-� � +- : � 
 � �"��"��

と書ける。

� �'�*#��（# �+����* ������）

この時、��	 : Æ�	であり、

��$� : �� � �� : ��$� : �� � �� : ����$� : ���� � �� �"��"��

の関係式を使うと、�'�*#��は

!�� : ����$����$� = !
�
�*�� ���� : ����� � ����� � �����

�
= !

�
�

"
� : &�,-�� �"��"��

と定数になってしまい自由度がない。

�-



�0	���� ������

ここからは �$個の固定点近傍にのみ存在する 7 & �+����* ������の弦の状態を見る。

� 右向き

この時の )�の切片は
����� : ���� : � �"��"��

である。よって基底状態が'�������モードになる。この時の��セクターの基底状態は式（"���）
が基底状態の条件なので

��

: �%�;!�, = ���� G�@< , � * )�� �� , � *= ��� )�� �� �"��""�

のように基底状態がずれることを考慮する。すると、

����+ 
: &-�
�
�8

�

&�5 � ��� : ��� �������� � � : � 
 " �"��"��

が基底状態になる。� &'�'� �#'を見れば9�B射影で ���� : =�より、理論に残ってくる
ことがわかる。
� セクターについても同様に

� � �

�
�� 
: &-�

�
	8

�

&�5�� � ��� : ���������� ������� � � : � 
 " �"��"��

が9�B射影 ���� : =� を考慮すると理論に残る。
よってこの時、理論に残るのは

����+ � � �

�
�� �"��"$�

である。この時、これらの状態は点群の作用@ � @ = ��Gに対して � � G : �の位相が出るの
で不変である。

� 左向き

この時の >)�の切片は

H� :
�

�
�"��"��

である。これより、この時の'�������条件は

��

�
: H	 =

�

�
�5)� = J )�� � �

�
: � �"��"-�

である。

��



まず �5)� = J )�� : "��の状態を考える。この時、5)� = J ) の値は次の通りである。

5)� = J ) : �������� ��� ��� �� �
��
������	�

� � ������の �)�表現

: ��������� ������� �� �����は偶数個� � ������の ���表現
: ��������� �� � � ������の �$��& ��表現

�"�����

そしてこの値を持つ状態
�5)� = J )� 
: &�-�����> � �%�

�"�����

は �����������の ��� �+� ��表現である。（ここでは !�#!�自由度部分のみ露に書いた。）更
にこの状態は点群の作用に対して、�5)� = J )�J ) : �の位相を出すので不変である。
また H	 : ��� � �5)� = J )�� : ���の状態

H-6�����5)� = J )� � � : � 
 � �"�����

も'�������である。ただし、

5)� = J ) :
�

�
� �� ����� �� �
��
������	�

� ��� �"�����

である。
この時、状態は点群の作用に対して

�

�
= �5)� = J )�J ) :

�

�
=
�

�
: � � � ��! � �"���"�

の位相を出すので不変である。この時、これら �つの状態は ������ �� � ��の �
� �� ��表現
になっている。
この最後の H-6�����5)�=J )�によって構成されるスカラー場は Q�+����* '�*#�� Qとか Q(��+� !

#� '�*� Qと呼ばれ、�#������� ���� を持たない'�*#��場である。（ただし、�����の電荷を
持っているので、3 &���' ������ ���� ����を持つが、こちらも N�� *������� がある。）実はこの
'�*#��場は ��(�)��*の固定点の特異性と関係している。この場が期待値を持つと曲率が有限に
なり、特異性が解消される。特に期待値が無限大になると、固定点上での曲率が �になり、至
るところで曲率が �になる。すると、この ��(�)��*が ,���(�&4�# 多様体になる事が知られて
いる。
また、��������� ���� !理論では、�+����* '�*#��は!�#!� �� !���ではないので、低エネルギー

有効理論の !�#!� 	� ���� )# ���� に入らないことが知られている。しかし、
������ ���� ��)��*

模型に現れてくる �+����* '�*#��は、!�#!� �� !���である。それゆえ、!�#!� 	� ���� )# ���� 

に入り、現実的な !�#!� ��#��� !の値に大きく関わってくる事が知られている。;�< この点は、
��������� ���� !理論と
������ ���� ��)��*模型で大きく違うところである。
そして 7� & �+����* ������ からは、これらとは電荷が逆の反粒子状態がでる。これら左右を

組み合わせると、弦の状態ができるが詳しくは書かない。

��



ここまで見てきて分かったと思うが、この例では��の随伴表現に属する物質場（��!!�場）
が無い。すなわち、この模型に��の大統一理論を埋め込むことはできない。
世代数に関しては、�+����* ������からは固定点の数と同じ �$世代が出る。
つまり��の表現に対して、全部のセクターから ��世代出る。このことからも分かるがこの

場合の �� ��(�)��*模型はあまり現実的ではない。
下に他の例も載せておく。


�(�� " �� ��(�)��* の !�#!� �'(�**� !と残る !�#!�群
J ) 理論に残る !�#!�群
�
�
��� ����� �� � �� � ������ �� � ��

� �� � �� � �� � ��

�
�
��� �� �� � � �� �� � �� � ����� ����"�� ����

�
�
��� ����� �� � �� ����� �� � �� � ������ �� � �����

�
�
��� �� �� �� �� �� � �� �� � ���-�� ����"�� ����

��
�� 世界面上の超共形変換と時空間の超対称性

理論に時空の "次元	 : � �#����.��!�カレントがある時、世界面上の	 : �超共形対称性
が現れることが知られている�。;�<

この時の超共形変換のカレントは

��
 : !%6� >�6 ��

 : ! >%6��6 �"�����

と �つあり、さらに ����カレント
C : � >%6%6 �"�����

が存在する。この時、これらで	 : �超共形代数

���"��
�
 ��� 


�

�"�
��
 ��� =

�

"
���

 ��� �"���$�

���"�C��� 
 �

"�
C��� =

�

"
�C��� �"�����

��
 �"��

�
 ��� 


�*

�"�
=

�

"�
C��� =

�

"
����� =

�

"
�C��� �"���-�

��
 �"��

�
 ��� 
 ��

 �"��
�
 ��� 
 � �"�����

C�"���
 ��� 
 �

�

"
��
 ��� �"�����

�時空の �"�
������
カレントは �� � �������' のように作られる。ここで、��は �次元部分のスピン場であ
り、'は �������部分のスピン場である。そして、�次元� � � ���
という事は、理論にカレントが �つだけ
あることを意味する。そして、この時に実際、�次元の� � � �"�
��������(
代数を満たすことは確かめられてい
る。

��



C�"�C��� 
 *

�"�
�"�����

を満たす。
付け加えておくと、トーラス ��'����化の場合には、世界面上の ��'����部分の超共形対称

性が ��� "�に � .� ��されている。この事が時空の	 : "�8�4に反映されている。

��
�� 3���-����代数

/��&0��*�代数を満たすカレントは、例えば ��) や �%���!5)��
)
��の線形結合で表わされる

ものである。これらをまとめて C�と書く。（�は !�#!�群の次元の足である。）この時 C�は次の
B�Eを満たす。

C��"�C���� 

><Æ��

"�
=
!(���C����

"
�"�����

ここで (���は理論に残る、時空の !�#!�群の構造定数である。（実際にB�Eを取ると、5)�が構
造定数に関わっていることが分かる。）そして、><は/��&0��*�レベル <を使って >< : <��と
書ける。特に、今の場合ならば < : �である。
この時、C�は ��')��'�� *�'� ��� ��� ��を持ち

C��"� :
	
#��

C�#
"#��

�"���"�

と展開できる。この時 C�#は上のB�Eより

;C�! C
�
#< : !(���C�!�# =

�<

�
Æ��Æ!�#$� �"�����

の代数を満たす。これを/��&0��*代数と呼ぶ。前述したが、弦の状態は全て、この/��&0��*�

代数の表現になっており、時空の !�#!�群の表現になっている。この事は、/��&0��*�代数に
!�#!�群の構造定数が現れる事や、例えば C�が、リー代数を満たすことから分かる。

����� �����	�� の3���-���� レベル依存性

例えばこの時、!�#!�場の 
����% ��������は

��� : �� ><
����%�C�&-��%&�5 �"�����

と書くことができる。ここで、5は "次元の弦の重心運動量である。
また ><����を入れたのは、C�の �点関数を

� ><����C� ><����C� � : Æ��

"�
�"���$�

のように規格化するためである。

��



そして、��は弦の ��#��� ! �� ��� �である。これは ��次元の !��
��� ��#��� ! �� ��� � L

と、��次元の !�#!� ��#��� ! �� ��� � �()を使い、弦理論の ���� ��
��の計算で

�� :
L

��
:

><����()

"�E$�

�"�����

と与えられる。またE$�は ���� ! �����である。
そして"次元の!��
��� ��#��� ! �� ��� � L�と"次元の!�#!� ��#��� ! �� ��� � ��は ��'����

空間の体積 J を使って

L�
� :

L�

J
��

� :
��

()

J
�"���-�

と与えることができる。よってこの時、

�

��
�

:
<

�L�
�E

�
$�

�"��$��

の関係があり、"次元の !�#!� ��#��� ! �� ��� � ��は/��&0��*�レベルに依存していること
がわかる。

���	�� �����

さらにここで重力 ����� E* � ��L�を使うと式（"����）は

E$� : �<���
�
� �� E* �"��$��

となる。つまり��������� ���� !理論の場合は !�#!� ��#��� !の値が決まれば、�����が決まっ
てしまう。これは理論に閉弦しかない事が原因である。（��������� ���� !の場合、閉弦しかない
ので、各々の ��#��� !の ��次元 *����� �8 依存性は、L� 
 &�5��、�� 
 &�5��である。これは、
��#��� ! を計算する際に使う世界面が ��のみであることに起因している。）実際に、< : �、
E� : ��"� ����9�Gで値を入れてみる。さらにここで、��は98
 ����� 付近の値（ 
 ��$）だ
とすると、

E$� 
 ���� 9�G �"��$��

と ���� ! �����が決まる。
しかし、
������ ���� ��)��*理論の場合、��次元 *����� ��を使って、

E$� 
 &�5������E* �"��$��

と書ける。;�<これは、理論の重力 ��#��� !が閉弦の寄与によって決まり、!�#!� ��#��� !が、
��������� ���� !のように閉弦ではなく、開弦の寄与によって決まるのが原因である。（各々の
��#��� !の*����� 依存性は、L� 
 &�5��、�� 
 &�5����である。これは重力 ��#��� !の計算は��、
!�#!� ��#��� !の計算は
�の世界面を使う事に起因している。）それゆえ、
������ ���� ��)��*

理論の場合は ���� ! �����が決まらず、
�G ���� !等のような様々なシナリオが考えられてい
る。;�<

�"



表現について

弦理論に出てくる状態は、全て/��&0��*�代数の表現になっている事が知られている。（実
際、'�������モードであれば弦の状態に、/��&0��*�カレントのモード C���が作用している。）
��� *��* �'(�**� !の場合、少なくとも��の!�#!�群が理論に残るが、!�#!�群が大きすぎる

ので、他に!�#!�群を破る機構を見つけたいと思うだろう。この場合、通常の������ ������� ��

大統一理論のように、��!!�機構で !�#!�群を破ることがまず考えられる。
しかし、レベル �の弦理論の ��(�)��* 模型からは、例えば ������ ������� �� 等の随伴表現

の��!!�場を出すことが技術的に難しいことが知られている。またそれよりレベルを上げると、
随伴表現の��!!�場は出てくるが、通常の大統一理論には出てこない大きな表現が出てきてし
まう事が知られている。それゆえ、弦理論からエネルギー �����は近いのに通常の大統一理論を
出さず、直接に標準模型を出す事が多くの人によって試みられている。
そうしたときに、��!!�機構を使わず、どうやって !�#!�群をさらに壊すかが問題になる。そ

の一つのアイデアが次の1���� �� �である。

��� �	���� �	��

ここまでは �+����* ������に、空間群の �+���のみ !�#!�自由度の �.�)�として埋め込む事を
考えた。ここからは空間群全体、つまりはトーラス上の並進も、!�#!�自由度に埋め込むこと
を考える。
この時、�+���だけを埋め込むよりも、さらに !�#!�群を落とせることが知られている。
まず、空間群 �の要素 �7� 8��のうちトーラス上の並進 8� は

8� : ��)� � )� :
�	
���

B�&
�
� )� � K � B� � * �"��$"�

と書ける。ここで、B�は整数であり、&��は �次元トーラス格子の基底である。具体的にこの並進
の要素 )�を !�#!�自由度に埋め込むことにする。
まず、7 &�+����* ������ を考える。この時は、�+���を !�#!�自由度に �J ) の �.�)�として埋

め込んだ。並進の場合、これを更に拡張し、前節に登場した1���� �� � 2)
�を使う。この時の

!�#!�自由度のゼロモードは式（"���）使うと、

5)�� : 5)� = J ) = 8) �"��$��

となる。（ここで、連続1���� �� �の時は実際にこうなる。しかし離散的な1���� �� �の時
は、無矛盾にこの形に置くだけである。）ここで、

8) : 2)
�)

� :
�	
���

B��
)
� � �)� : &��2

)
� � B� � * �"��$��

��



である。一般に 7#&�+����* ������ の場合には、前と同様に J ) � +J )とすれば良い。つまりは
!�#!�自由度の 7&�+����* ������の境界条件として

�)
��> = �� : �)

��> � = �J ) = �8) = �5)� �"��$$�

とすることを意味する。
ここで、空間部分の 7&�+����* ������の境界条件

���� = �� : 7����� = 8� �"��$��

を !�#!�自由度部分でも正しく再現しなければ、埋め込みにはならない。この時は、固定点ご
とに 8�のずらし方が違い、B�の値が違っていた。全く同一のB�を使っているのであたり前だ
が、!�#!�自由度の方も、固定点ごとにB�の値が違っている。そうすると、1���� �� �を使っ
た並進の埋め込みは、自然なものになっている事に気が付くだろう。
例えば�� ��(�)��*の時、第一平面だけに注目すると固定点が �つある。
そして、それぞれの固定点に対して �B�� B�� : ��� �� � ��� �� � ��� ��である。これによって固

定点を区別することが可能である。
そしてまた、空間群の積

�7�� 8
�
���7�� 8

�
�� : �7�7�� 8

�
� = 7�8

�
�� �"��$-�

と !�#!�自由度に埋め込んだものの積が準同型になっているべきである。
さらに点群が �� の時、

�7� 8��� : ��� �� �"�����

となっているべきである。これが !�#!�自由度の埋め込みについても成り立たなければならな
い。フェルミオン時の描像を思い出すと、前と同様に、

	�J ) = 8)� � * � I� � I� �"�����

であるべきである。よって、
	J ) � 	�)� � * � I� � I� �"�����

という条件が成り立つべきである。
ここまでみてきて分かると思うが、�� ��(�)��*の時、ただ単純に

+J ) � +J ) = 8) � + : � 
 	 � � �"�����

とすれば、1���� �� �が無い場合と変わらずに解析が可能である。;-<

モジュラ─不変性

��



前と同様にこの場合も ��
�� '���.� !条件

)� � >)� � * �"���"�

を満たすべきである。これは簡単に条件を求めることができる。まず、式（"���）より�� ��(�)��*

の時、
	��J )�� � �G6��� � �* �"�����

を満たすべきであった。今の場合、ゼロモードが J ) � J ) = 8) とずれているのみなので

	��J ) = 8)�� � �G6��� � �* �"�����

の条件を満たせば良いことが分かる。（もちろん式（"���）の条件も満たす。）
この時、1���� �� �が満たすべき条件は

	
��	
)��

��)� �
� � �* �"���$�

	
��	
)��

�)��
)
: � * )�� � �: = �"�����

	
��	
)��

�)�J
) � * �"���-�

である。

連続 /	���� �	��

実は �+����* ������における �+���の !�#!�自由度への埋め込みを

�)
��� = �� : M�)

���� = �8) �"��-��

と表わす方法もある。ただし、Mは I� � I�の �#��'���.��'で、点群の位数が	 の時、

�M� 8)�� : ��� �� �"��-��

を満たす。この時Mによって回されない部分のみ、式（"����）のような条件がつく。
また今度はMによって回される部分を考える。今、空間部分と同様に �+����* ������の場はゼ

ロモードを持たず、1���� �� �が)�の中に入ってこない。つまりは、�+���の埋め込みを �.�)�

にすれば、場がゼロモードを持ち、��
�� '���.� !（モジュラ─不変性）条件

)� � >)� � * �"��-��

から J ) と同様、�)� にも条件がつくのだが、今の話の場合、この条件からの1����� �� �に対
する要請が無くなるのである。その結果Mによって回される1���� �� �は何の条件も持たず、
連続的なものが許される。

�$



この場合、�+���の埋め込みが �.�)�の場合と違うのは、!�#!�群のランクが落とせる点であ
る。それは,���� �#(��!�(��部分の

H�)����� �"��-��

の状態が �+���を受ける可能性があるからである。この場合、新たにMの固有状態

�5)�= �M5)�= � � �= �M���5)� �"��-"�

の一部が,���� �#(��!�(��の役割を果たすが、一般的には、全ては理論に残らない。
よって、結局 !�#!�群のランクは落ちることになる。

�0 � �����	����の場合

なお、ここまでは全て�� ��(�)��*について話をしたが、�0 �����(�)��*の場合も簡単であ
る。点群の要素 7� �の 7��	&�+����* ������ �< : � 
E � �� 8 : � 
 	 � �� については

+G6 � <HG6 = 8 HB6 �"��-��

+J ) = 8) � < HJ ) = 8 HM ) = H8) �"��-��

と �� ��(�)��*の 7#&�+����* ������の場合からそれぞれ置き換えれば良い。

����� 例 �� ���	����

結果だけを載せておく。例えば

J ) :
�

�
��� ����� ��� �� � � �)� : �)� : �)� :

�

�
���� �� ����� �� � �"��-$�

の時には !�#!�群が ������ � ��になる。最初の �つの �����を ������ � ������ � ������
と解釈する。

� # �+����* ������

-つの ��� 
� 
� �� 表現が出る。

� �+����* ������

前にも言ったが、1���� �� � の入れ方が固定点ごとに違う。�� ��(�)��*の時、第一平面だけ
に注目すると固定点が �つあり、それぞれ �B�� B�� : ��� �� � ��� �� � ��� ��である。�

�B� � �*の時、-つの ��� 
� 
� ��� �
� 
� �� ��� �
� �� 
� �� が出る。�
�B� � �* = �の時、-つの �
� 
� �� ��� ��� 
� �� 
�� �
� �� �� 
�� ���� �� 
� �� が出る。�
�B� � �* = �の時、-つの �
� �� 
� ��� ��� �� 
� 
�� �
� �� �� 
�� ���� 
� �� �� が出る。

例えば

;�� : ��� = ��� =
�

�
N� =

�

�
N� �"��-��

とすれば、
�

� B� � �*を -世代のレプトンとクオークと見なせる。この時、これらは �� の
�+表現になっている。しかし、他のセクターからは標準模型には出ない物質場もたくさん出て
くる。

��



��� ��������� ���� と��������	������� � � ����

��������� ���� !理論を��(�)��* ��'����化して !�#!�群を破ると、一般的に������������
����� （5 6 �）の !�#!�群が残る可能性がある。標準模型の !�#!�群を出したい場合、これら
の����は、一つを除いて高いエネルギー �����で破れているべきである。そしてしばしば、幾
つかの����は、他との !�#!�相互作用や重力との'�%�* � �'���を持ち、� �'���#�になって
いる事がある。これら � �'���#� ����の幾つかは本当に � �'��� があり、壊れる。しかし幾
つかの � �'���#� ����は、"次元の9��� &��.+��?機構 ;��<により、*����� 場 ��� が �&����

レベルで !�#!�変換
� � � = <�Æ

+
*�K+ �"��--�

を受けて � �'���が打ち消される。（実は、後で示すが、"次元複素 *����� 場 �� の虚部は、�
場に双対な �%�� 場になっている。そう考えると、9��� &��.+��?機構が働いていると理解し
やすい。）
ここでK+は変換のパラメーターである。また Æ+

*�  ��;% であり、� �'���を打ち消す係数
である。また、;+は � �'���#� ����+の電荷である。トレースは電荷を持ったフェルミオン
についてとってある。そして <�は'�%�* � �'���のある !�#!�群��の/��&0��*�レベルで
ある。
この時、この � �'���#� ����+が存在するせいで、弦理論の ��*���� �&���� �'����#*� （世

界面がトーラスで 
����% ��������が �つの場合）から 2����&������#��� �2�� 3& ���' 'が生成
される事が知られている。;��< 結果は次のようになる。

' :
��

���;+

�-���
�"�����

ただし、この結果は �� : �としている。
また、2�&���'を��������� ���� !理論の低エネルギー有効理論で考えてみる。例えば簡単の

ため、次のような/6�.��� ポテンシャルを考える。

O��� �	� J+� : �L��
� � �� = �	 � <�Æ

+
*�J+� �"�����

ここで、J+は � �'���#� ����+の 
����� �#���5��*であり、!�#!�変換に対して

J+ � J+ = K+ = K	
+ �"�����

と変換する。この時、実際に !�#!�不変になっていることが分かる。また、
����� �#���5��*に
合わせて 1���&R#'� � !�#!�を取った時を考える。この時、!�#!�場と *����� 対しては、次
のような変換になる。

2+
� � 2+

� = ���+ � �� � �� =
!

�
<�Æ

+
*��+ � �+ � K+ �"�����

��ここでは ������
�� スカラー場を �� 、�����	 �"�
�)
	�を � とした。特に混同することがない時は � のみ
を使う。

�-



超弦理論の低エネルギー有効理論の場合、*����� が実際に

! �
�
��7�M 6�M �

6 = .��� 
 �'��>
�
��

H> ��� �"���"�

と !�#!� 	� ���� )# ���� の中に入っている事を考えれば、上で言った � �'���を打ち消す理由
も分かりやすい。（!�#!� 	� ���� )# ���� の中に *����� が入ることも、後で示す。）
話を元に戻してラグランジアンを考えると

! �
�
��7O��� �	� J+�

:

�
��7�O�>
�� � <�Æ

+
*�J+O

��>
�� = � � � � �"�����

となるので、もし ������ �: �の時、（J+ � 7�
%��を考慮すると）

' : ��

�
<�Æ

+
*��O ��>
��� :

L��
� <�Æ

+
*�

���� = �	
��

�"�����

のように、大きい �����の2����&������#��� 3& ���'&���'が生成されることになる。なお、*����� �
は !�#!� 	� ���� )# ���� の中に入っているので（後で示す。）

������ : ���

��
�

�"���$�

とその期待値が !�#!� ��#��� !になる。（この定義は場合によっては )����� 分ずれることがあ
る。）またこの時、� �'���#� ����+の3 &���'は


+ : �' =
	
-

;-
+�$-�� �"�����

となる。もし、��$-��� 
 ' �: �の時に、理論全体に（2&���'も含めて）N�� *������� があれば、
�8�4を壊すことなく、理論に残っている � �'���#� ����+が高い �����で発的に破れることに
なる。
実際、� �'���#� ����+の !�#!�場2+

� が

�
�$-�� � ���� � !;-
%2

+
� �$-�� � ��$-����2+

� �
� �"���-�

と大きい質量を持ち、低エネルギーでは残らない。
しかし、N�� *������� が無ければ、この時に �8�4と � �'���#� ����+が破れてしまう。
また弦理論とは直接の関係は無いかも知れないが、この � �'���#� ����+があれば、理論に

自然に 2�&���'を入れることができる。N�� *������� を利用し、スカラー場に大きな期待値を
持たせ、 � &�� ��'���?�(�� ��#��� !を使った 2��!!���&������ 機構 ;��<

H9-=�
E#

�- >%=%�$	� � � � $	�
�1
����� H9-=��

�$�
E

�#�- >%=%� � 9-=��
- >%=%� �"�����

$�



で 4#	�+� ��#��� !に階層性を出す事にも利用される。ここで、E は理論のカットオフ �����

で、場の期待値に比べて大きいと仮定してある。そして、この場合本当の4#	�+� ��#��� !は
9-=�である。それゆえに、相互作用の乗数に依存して、9-=�は小さくなり得る。
（正確には、物質場の � �'���#� ����の電荷の値によって、相互作用の乗数が変わってく

る。つまりは物質場によって、相互作用のE 依存性が変わることになる。これにより、様々な
階層性が出せる。）
なお、
������ ���� ��)��*模型では、"次元 *����� �の代わりに、�+����* '�*#��場"�

3 が
"次元の9��� &��.+��?機構に寄与することが知られている。;�<（ここで、( は固定点、<は7�&
�+���の足である。）つまり、�は全く変換を受けず、同様に"�

3 の虚数部が � �'���#� ����に
対して変換を受ける。（この時、*����� 場の虚部は�&� 場になっている。）それゆえ、ここで
説明した事に対して全て

� �"�
3 �"�����

と置き換えると良い。ただし、この時違いがある。������の時には式（"��--）のように、� �'�&

��#� ����!�#!�群の種類にによらず、Æ%*�で # �
�����に変換する。しかし、
������ ���� ��)��*

模型の場合、ある � �'���#� ����6変換に対して、

"�
3 �"�

3 = !Æ�3*����K6 �"�����

と � �'���#� ����6の種類によって変換する。
また、2�&���'は、同様に式（"����）の中辺を � �"�

3 と置き換えたものになる。（ただし
この時、/6�.��� ���� ����の形は、完全に決められず、詳しくは模型によって違う。）
最近では �%��� *�'� ��� 模型でも、�&����レベルで �ブレーン上に2�&���'が生成されるこ

とが知られている。;��< 更に 2�&���'を使って様々な研究がなされている。;�"<

��� �����������	�� � �!�"� 
����	�
#

����� #	�
����#��2の定理

場の理論の �.���� � �'���を思い出すと、3���� ��������のゼロモードが寄与して、�����.&

�� !��の指数定理を出した。これはインスタントンの数に対応していた。この時、指数の数に
対応したフェルミオン数を入れなければ、�'����#*�が+���&*�5 �*にならずに消えてしまう。
弦理論の場合も同様に、一般的にゴースト数保存則に � �'���があり、それが���'�  &���.

の定理になっている。（重要な !�#!�対称性ではないので、� �'���があっても良い。）
例えば �*ゴーストからは

L� � : �$ �"�����

の結果が出る。ここで、Lは �� )��'�� /���� ! 
����� �,/G�の数であり、世界面で大局的に定
義された共形変換の自由度に対応したものである。（これは世界面の計量を不変にする変換であ
る。）そして �は世界面上の'�*#��パラメーターの数であり、$は世界面のオイラー数である。

$�



例えば世界面が ��の場合は $ : �� L : �であり、,/Gを使った

" � "� :
�" = -

." = Æ
� �Æ � -. : � � �� Æ� -� . � 1 �"���"�

�)���1�メビウス変換がある。（この形で一斉に全ての座標系を変換する。）世界面が � �の場
合は $ : �� L : �� � : �である。
通常は �'����#*�計算の際、座標不変性（共形不変性）のため、挿入した 
����% ��������を

世界面の座標で積分する。しかし、場の理論と同様に �'����#*�が消えないためには、,/Gの
数だけ 
����% ��������の位置を固定し、�* ゴーストを挿入しなければならない。具体的には、
'�*#��数だけ �ゴーストを、,/Gの数だけ *ゴーストを入れる事になる。
例えば、

�
�
��"���

�
��"���

�
��"����+� � �*�H*���*�H*���*�H*����+� �: � �"�����

という意味である。そして'�*#��についても、モジュラ─変換で移り合わない領域を足し上げ
る。（実はこれらの事は、モジュラ─変換と世界面の座標の付け方を固定していることになる。）
そして超共形 -.ゴーストの方からは、

+% : �� � � = +� =
+ 
�

�"�����

の結果が出る。ここで、�は !� #�の数であり、+�� + は時空のボゾンとフェルミオンの数で
ある。そして +% は後述する ����#�� �.� !� ! ����������,B�の �'����#*�に挿入すべき数で
ある。

ピクチャ─ゼロ状態

ここでは正則側のみ考える。もし超共形不変性が反正則側にあれば、同様の事を行う。
�,B ��"�は、���
 電荷 ;�

;� :



;
�"

��!
C��"�� �>"

��!
HD��>"�< � C� : *��0� =

�

�
� 
���

.

�
��0 =

�

�
� 
 � �"���$�

と超共形ゴーストのボゾン化に使用した 'を使って

��"� : 	;�� '�"�
 � ;� � '�"� 
 &5� �"� �"�����

と書ける。
すると、�,Bを使って、ピクチャ─ゼロ状態

��'
���

��"������� : ����� �"���-�

を作ることができる。
ただし、

��� : &�5� � ����� � � � �� � �" � � : � �, 6 �� � � :
	
"

�"

""����
�"�����

$�



とした。このように、�,Bはピクチャ─数を �だけ上げる事が分かる。
ところで、ピクチャ─ゼロ状態は

��� : ������
�����><����C��!��� =

��

�
5 � %%��&-��% �"�����

と書ける。これは �#��� G�������演算子を使った、�����%
�
�������の状態である。

このピクチャ─ゼロ状態は時空のボゾンに対応する。ここでは !�#!�ボゾンの状態を書いた
が、スカラー場にしたいなら �を内部空間の座標にすれば良い。
なお、ピクチャ─ゼロ状態は次のようにも理解される。�'����#*�計算の際、座標不変性（共

形不変性）のため、挿入した 
����% ��������を世界面の座標で積分する。そして超共形不変性
のため、�#���5��*化した 
����% ��������を、さらに世界面上の9����'�  �**のパラメータ
7@+でも積分する。この 7@+で積分した状態がピクチャ─ゼロ状態にあたる。�

�7@+(� �� �"�����

これと式（"����）を比べると �
�7@+ � ����� �"�����

と作用の対応がつくことが分かる。
そして、ピクチャ─がノンゼロの状態は、�

�7@+ � &�5 �� &�5�� �"���"�

と置き換えて、7の位置を固定した状態に対応している。これは先に説明した �*ゴーストの場
合に、 �

��" � *H* �"�����

と置き換えた事に似ている。（超共形ゴーストを挿入する事は、前と同様に�**座標と�**'�*#��

に関係している。）
この時、�'����#*�にどれだけピクチャ─数を入れるべきか考える。まず超共形ゴースト数

の � �'���より
+% : �� � � = +� =

+ 
�

�"�����

の関係があった。そして、ボゾンはピクチャ─数��、フェルミオンはピクチャ─数����を持っ
ていたことを思い出そう。この時に

���
�� � � ��#��� ����
���#�� �"���$�

のような �'����#*�を考える。すると一般に、�'����#*�にピクチャ─数を合計 �� � �だけ入
れるべきだとわかる。特に、世界面が �� �� : ��の時には、合計ピクチャ─数 ��の 
����%

��������を �'����#*�に入れるべきであると分かる。
（蛇足であるが、��の場合は '�"�のゼロモードが �つあるので、'�"�を一つ挿入しておく必
要がある。しかしゼロモードしか効かないので、座標依存性無く �'�"�� : �とできる。）

$�



相互作用

これを考慮すると、実際に4#	�+� ��#��� !を計算するときには、例えば

�*�H*���
��*

�H*���
����*

�H*���
�����+� � 9-=��

- >%=%� �� M : 9-=�S
-S=S� = � � � � �"�����

をB�Eを用いて計算すれば良い。また、 � &�� ��'���?�(�� �#������� ����を計算したいとき
には

�*�H*���
��*

�H*���
����*

�H*���
����



��"���

� � � �


��"#�#� �+� �

�

E#��
�-�AAA-��

-� � � � �-��� >%-���%-� �� M :
�

E#��
�-�AAA-�S

-� � � �S-� = � � � � �"���-�

等を計算すれば良い。ここでE はカットオフ �����である。
なお、この � &�� ��'���?�(�� �#������� ����は2��!!���&������ 機構を使い4#	�+� ��#��� !

に階層性を持たせる場合に重要である。この計算は原理的には可能だが、非常に複雑である。

����� 空間群の ������	�� ����

��(�)��*の理論は、空間群の作用に対して同一視しているので、空間群の作用に対して不変
な �'����#*�のみがノンゼロになる。閉弦の場合、左右の状態は各々独立であるので、右向き、
あるいは左向きのみで �'����#*�が不変になっていなければならない。特に �+����* ������の
�'����#*�がノンゼロになるためには、空間群からの条件が存在する。
例えば �+����* ������ の � 点関数を考える。この時、� つの状態と関係した空間群の要素

��� 8��� �-� 8��� �.� 8��がある。この時、 8�� 8�� 8�は、点群の要素 �� -� .の固定点 (6� ('� ((を使っ
て次のように書くことができる。

8� : ��� ���(6 = I6� �"�����

8� : ��� -��(' = I'� �"�����

8� : ��� .��(( = I(� �"�����

ここで、I- �� I : ��K�は任意の格子ベクトルである。
そしてこの時、空間群の作用に対して �'����#*�が不変な条件は

��� 8���-� 8���.� 8�� : ��-.� 8� = �8� = �-8�� �"�����

を考慮すると、次の意味である。
�-. : � �"���"�

8� = �8� = �-8� : �� 8� = 8� = 8� : � �"�����

$"



そして最後の式は、

��� ���(6 = I6� = ��� -��(' = I'� = ��� .��(( = I(� : � �"�����

と書き直すことができる。この式（"����）は相互作用できる固定点上の弦の種類を制限して
いる。

� 例 �� ��(�)��*（���'� ��*�� ��(�)��*）

この �� ��(�)��*時、固定点 ( は一つの平面に �つづつあり、トーラス格子の基底ベクトル
&��� : � 
 ��を使って

( :
�

�

�	
-��

+-��&�-�� = &�-� +- : �� �� � �"���$�

と書くことができる。この時、空間群の要素 �7� 8�で 8は

8 : ��� 7��(. = I.� : +�&� = +�&� = +�&� = ��� 7�I. �"�����

と表わすことができる。この時、式（"����）の �点関数に対する条件式は
�	

7��

+7- � �* � ! : �� �� � �"���-�

となる。この意味は、�つの状態が全て同じ固定点か、あるいは一つの平面に注目した時、全
て違う固定点に存在するもののみ相互作用する、と言うことである。
一般には 7!&�+����* ������と 7#&�+����* ������では� �: +の時、固定点の位置が違う。この

��(�)��*を  � &���'� ��*�� ��(�)��*と呼ぶ。しかし、この �� ��(�)��*の固定点はどの �+����*

������ でも固定点はかわらない。そして、�� ��(�)��*も同様である。この、�� F �� ��(�)��*を
���'� ��*�� ��(�)��*と呼ぶ。

�  � &���'� ��*�� ��(�)��*

この時は ���'� ��*�� ��(�)��*よりも単純ではない。なぜなら、任意のセクターの固定点上の
状態が、点群の作用によって、他の固定点上の状態に移り得るからである。それゆえ、物理的
状態は点群の固有状態として扱う。そして、その固有状態は様々な固定点上の状態の線形結合
によって作られる。
具体的には、(� を 7�&�+����* ������の固定点とする。そして、�を格子ベクトルを除いて

7!(� 
 (� となる最小の整数とする。この時、点群の固有状態は

�5� :
!��	
"��

�%���!��5,����7"(�� 5 : �� � � � � �� � �"��"��

と作られる。ここで、�(��は 7�&�+����* ������の固定点上の状態である。この時、点群の要素
7に対してこの状態は固有値 �%��!��5���を持つ。
例えば �点関数を計算する際、�( �$�$��が �������� �#��を満たせば、これらから作られる固有

状態も �������� �#��を満たす。

$�



� その他（�%����* �����）

例えば�� ��(�)��*の時、
������!�� �B

>��#���:��
���� >��

C� �"��"��

の �'����#*�が不変のためには
�= 5� +� K � 	* �"��"��

であるべきである。

����
 � � 
�
����
 保存則 と ���0	���� ������の4�!�0� �����	��

"����, ��������

ここでもう一度、�����	-
����#2の� & '�'� �#'部分に注目して、興味のある部分の 
����%

�������� を簡単に書いておく。

� # �+����* ������

"次元の !�#!�場に対応するものは

2�
- �! : �� �� D ��� : C�&-�

�
�8

�

&�5&-��% �6� : ���� ��� �"��"��

である。�つの複素スカラー場に対応するものは

�6� �� : �� �� �� D ��� : C��&-�
�
�8

�

&�5&-��% �6� : ��� ��� ��� �� �
��
������	�

� �"��""�

である。同様に !�#!� �は

1� D ����� : C�&-�
�
	8

�

&�5��&-��% �6� : ��������� �"��"��

である。また、スカラー場のスーパーパートナーは

%6� �� : �� �� �� D ����� : C��&-�
�
	8

�

&�5��&-��% �6� : �������� ���� �������� �� �
��
������	�

� �"��"��

である。ただしこの時は :� : ���とした。

� �+����* ������

7#&�+����* ������の時は、これまで見てきたように

����,�$�
�$� � ��,�$�

�$� : ����,�$�
�$� = +G �"��"$�

のようにすれば良い。ただし、左向き部分の �+����* ������にも少し変更点がある。これは次
節で触れる。
これらの 
����% ��������を使い、右向き部分の �'����#*�は簡単に計算できる。（ただし、積

分は除く。）

$�



� � 
�
����
 保存則

� & '�'� �#'はローレンツ群の表現に関係していたものである。それゆえ、ローレンツ不
変な �'����#*�（相互作用）になるためには、� & '�'� �#' が保存していなければならない。
例えば4#	�+� �点相互作用の場合、

���
����

������
�����+� �"��"��

を計算すれば良い。この時に、� & '�'� �#' 保存則は、

��
� = ��

� = ��
� : ���� �"��"-�

という意味である。ここで重要なのは ��'����部分の� & '�'� �#'の和がゼロになっている
点である。この時、�'����#*�が点群の作用に対し、右向き部分のみで不変になる事が分かる。
（点群の作用で、各々の状態から ��!�7 � Gの位相が出る事を思い出すとよい。）それゆえ、こ
の時にのみ実際に相互作用が存在し、�'����#*�がノンゼロになる。またこの時、!�#!�不変な
�'����#*�になるためには、左向き側の 5)�保存則も必要だが、ここでは触れない。
ところで、時空の �#����.��!�の� & '�'� �#'は

�D� : �������� �������� �D� : ��������� ������� � �D� = �D� : ��� �� �） �"�����

と与えられる。また上式と
�7� : �7� � �D �"�����

の関係を使い、式（"��"-）を具体的に確かめると、次のことが分かる。

�	
7��

�7� : ��� �� �� �"�����

ここで、�7� は �7� のスーパーパートナーの�&'�'� �#'である。
この条件を満たすならば

#�#�$� �"�����

のような相互作用も可能である。ただし、#�� #�は �+����* ������の場、$�は # �+����* ������

の場とした。（ここで気が付くことは、�+���を打ち消すため、�+����* ������の場は �つ以上必
要である。）

���0	���� ������の4�!�0� �����	��

まず、# �+����* ������のみの ��#��� !に注目する。
式（"����）から次のことが分かる。��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��の�&'�'� �#'を持つ# �+����*

�����のスカラー場を��� ��� ��とする。そして��� ��� ��を ��+��� ��'�� � �とするような �.����

�#���5��*を ��� ��� ��とする。この時、# �+����* ������の �#������� ���� M は

M 
 ������ �"���"�

$$



と、これら �つの場で書くことが可能である。この �#������� ����は元々!�#!�相互作用なの
で、# �+����* ������の4#	�+� ��#��� !は !�#!� ��#��� !になる。
ところで、すでに見たように �6 は ��次元の	 : � �40 '#�������に入っていた。それゆ

え、式（"���"）の �#������� ����は "次元の	 : " �40の �点相互作用項

�6'(����6;�'� �( <� �"�����

の形を尊重したものになっている事が分かる。
実際、����� ��������� ���� !理論の場合は、��次元の低エネルギー有効理論を *�'� ��� ��

��*#���� する事によって
M : �6'(�����4
��6�4�'�
� �(�� �"�����

の形の �#������� ����が出てくる。;��< ここで �� �� * は �����の 
 表現の足である。そして、
4� 9� " は�� の�+表現の足であり、�4
�は�+

�の完全対称不変テンソルである。ただし、������
�� � ��の !�#!�群は残るとした。

����� �0	���� 5���

� 点関数の例

これまでに言ったように、���� &-��%� &-��8� C� : 	&-����%�
� � >��)

�
 の部分は、すでに与えられ
たB�Eや、特異点の次元解析を行うと簡単に計算できる。
例えば、��次元の # �+����* ������の場合は次の通りである。

�*�"��*�"��*�"����� : "��"��"�� �"���$�

�&�5���"��&
�5���"��&

�5�"����� : "
����
�� "

����
�� "

����
�� �"�����

�M6�"��M'�"��%
��"����� : ������II��6'"

����
�� "

����
�� "

����
�� � M� : &-�	�8 �"���-�

�C��"��C
��"����� :

><Æ��

"�
��

�"�����

�C��"��C
��"��C

��"����� : !><(���

"��"��"��
�"�����

� �#
-�� &

-�
�%��
$��
�
��

=�� ��
�� �"�=�

�C
���

>�����>"���� ���
: !

��

����
�

������Æ���
#	
-

<-�
#�
-E=

�"-=�6��
���

� �
��
=��

;G�� �"�=� = K�� �"�=�<
C�

���

;HG���>"���� = HK���>"����<�

G��"� : �!�
�

�

#	
-��

<�-
" � "-

� HG��>"� : �!�
�

�

#	
-��

<�-
>" � >"-

� �K��"��K
��"��� : ��

����

�"�
��

�"�����

$�



ここで、I は ��次元の荷電共役行列である。これらの結果は "次元に ��'����化した場合
も同様である。�+����* ������の場合も、ボゾン化すれば簡単に計算できる。
ただし、式（"����）の場合は若干勝手が違う。それは、式（"���）の �+����* ������のボゾン

の真空 ��-�
� をボゾン化して明瞭に書くことが出来ないからである。次からは �+����* ������の
真空 ��-�
� に対応する �+����* 5��*について説明する。

�0	���� 5���

ここでは �� ��(�)��*の場合の �+����* 5��*について説明する。
# �+����* ������の場合、ボゾンの真空 ��� は

��� � � �"�����

と対応していた。それゆえ、�'����#*�計算の際、
����% ��������として �を挿入するだけで
良かった。しかし、�+����* ������の真空 ��-�
� は

��-�
� � �-�
��� �� �"���"�

と対応するとする。ここで、 �-�
 は �+����* 5��*と呼ばれるものである。その結果、�+����*

������の �点 �'����#*� 計算の際には、各々の複素平面 ! （! : �� �� �）に対して、

2- : � �-�
��$3��"�� >"�� �
-
	
��$3�

�"�� >"�� �
-
����
�	
���$3��"�� >"�� �+� ! : �� �� � �"�����

をさらに計算しなければならない。ここで、G- : <-�	（<- : � 
 	 � �）とした。また �-�
��$3�
の (�は固定点を区別している添字である。（実際に、�+����* 5��*で固定点を区別することが可
能である。）
また、式（"����）のように、�+����* 5��*の �+���が合計ゼロの時のみ、点群に対して不変

な �'����#*�が存在する。つまり、この時にのみ �'����#*�がノンゼロとなり、相互作用が存
在する。

�0	���� 5���の& '

ここからは �+����* 5��*のB�Eを求める。また、!番目の複素平面の場にのみ注目し、!の
添字は書かないこととする。
まず、7�&�+����* ������ の境界条件は、次のように書くことができる。

��
� � = �� : &��,-�����
� ��� ��&�,-"� &��,->"� : &�,-�����"� >"� �"�����

そしてこの時、次のようにモード展開する。

���"� : � !
�

	
#��

-#����
"#������

�"���$�

$-



ここで、次の式を考える。
���"������ � �"�����

������ � ���� ��� ��より、式（"����）で " � �とすれば、特異性を見る事ができる。
すると、" � �で

���"������ � 
 "������-���� ������ �"���-�

のような特異性があることが分かる。ただし、消滅演算子は効かないので落としている。
よって、式（"���-）よりB�Eは

���"����� ��� �� 
 "������
��� ��� �� � 
��� � -���� � ���� �"��$��

となる。実際、

-#���� ������ 
:



�"

��!
"#�������"����� ��� �� �"��$��

を考えたときに、真空の定義式（"���）を満たす事が分かる。
� >��"�� >���>"�� >� >��>"�についても同様の議論を行うと、B�Eが分かることになる。
結果をまとめると次の通りである。

���"����� ��� �� 
 "������
��� ��� �� �"��$��

� >��"����� ��� �� 
 "����
 ������� �� �"��$��

>���>"����� ��� �� 
 >"���� H
������ �� �"��$"�

>� >��>"����� ��� �� 
 >"������ H
 ������� �� �"��$��

また、��')��'�� ウェイトは上式のB�Eを使うと計算できる。
まず、

��"� B� : �"� ����"��B >��B�������������� ��� �+� �"��$��

を定義する。この時、B�Eより特異性の振る舞いは

��"� B�
��B
 �

�" � B��
�"��$$�

��"� B�
���
 "������ �"��$��

��"� B�
B��
 B���� �"��$-�

となる。特に " � Bの時の �位の極の留数は �である。そして、�位の極は無い事が分かる。
よって、これらの条件を考慮すると

��"� B� : "������B���� ;
��� <�	�" = <B�	

�" � B��
< �"�����

である。実際に �位の極の留数が �で、�位の極が無い事が確かめられる。

��



ここで、特に
�� : �"���"�� >��"� �"�����

であるから、次式が成り立つ。

� ���"����� ������������ �+� : ;��"� B�� �

�" � B��
<��B :

�

"�

<

�	
��� <

	
� �"�����

ただし、ここまでは

������������������+� : ������� ������ : � �"�����

と規格化して計算している。（これは真空同士の内積が �だと考えれば理解できる。）
すると、B�E

���"����� ��� 

����� ���

"�
=
����� ���

"
�"���"�

より、�+����* 5��* ���� の �� )��'�� ウェイトは �
��

�� � �
�
�であることが分かる。（反正則側

も同様である。）
これは、�+����* ������の共形変換のカレント��の切片が# �+����* ������と比べて �

��
��� �

�
�

ずれることに対応している。

����� 世界面上のインスタントン

ここでは �+����* 5��*に付随した世界面上のインスタントン解について考える。そして、イ
ンスタントン解を考えるため、理論をユークリッド化する。
まず、一般的に場を

� : ��	 = �C: �"�����

のように古典解部分と量子揺らぎ部分に分ける。（通常は ��	 : �と取っている。）
すると作用も

� : ��	 = �C: � � :
�

�

�
��"��� >� >� = >��� >�� �"�����

と分けられる。この時、分配関数の形は�
;��<&�+ :

	
�F���

�
;��C:<&

�+���+�� :
	
�F���

&�+��
�
;��C:<&

�+�� �"���$�

となる。すると、一般に �'����#*� 2を

2 :
	
�F���

&�+��2C: � 2�	2C: � 2�	 �
	
�F���

&�+�� �"�����

古典部分と量子部分に分けることができる。（弦の状態は量子部分の振動子によってつくられ
る。それゆえ、
����% �������� も量子部分のみで作られることになる。）

��



最も重要なことは、上式のように �'����#*� 2に抑制効果が出る事である。つまり、この世界
面上のインスタントン効果で、相互作用の大きさを抑制する事ができる。これにより、4#	�+�
��#��� !の階層性を、現象論的に実現することが可能である。
また、実際にこのように考えなければ、正しい�'����#*�の評価方法ではない事が後で分かる。

インスタントン解

例えば、�+����* 5��*の三点関数

2 : � �����"�� >"�� �	�� �"�� >"�� ������	��� �"�� >"�� �+� �"���-�

についてのインスタントン解を考える。ただしこの場合、基底状態を'�������としている。
それぞれ <� 8� 	 � �< = 8� &�+����* ������の境界条件と、さらに運動方程式

� >���	 : � >� >��	 : � �"��-��

を満たす古典解は次の通りである。

���	�"� : ��" � "��
�������" � "��

���	���" � "��
����	��� �"��-��

>� >��	�>"� : >��>" � >"��
�������>" � >"��

���	���>" � >"��
����	��� �"��-��

>���	�>"� : ��>" � >"��
�����>" � >"��

�	���>" � >"��
������	��� �"��-��

� >��	�"� : >��" � "��
�����" � "��

�	���" � "��
������	��� �"��-"�

ここで、�� �は定数である。これは後で決める。
まず、足し上げる古典解のうち、作用を有限にする部分が相互作用に効いてくることになる。

（&�+��の形を思い出すと良い。）この時には実際に、���	�"�しか効いてこない。>���	�"�を使う
と作用が発散することになる。よって、効いてくるのは � : �のみである。
そして �は次の'� �*��'�条件より決める。固定点近傍の紐（�+����* ������）が、元のトー

ラス上で巻き付いている時を考える。（通常は古典解が �で考えているから考えられない。）と
ころでこの時、量子揺らぎの部分は巻き付いていない。それはまず、�+����* ������の境界条件
を満たそうとすれば、巻き付きを表わすゼロモードを取れないからである。また、巻き付いて
いれば空間群の作用に対して �'����#*�が不変にならなくなる。
それゆえ、その巻き付きによるずれを古典解で表わす事にする。ただし、並進的なずれのみ

で、位相（回転）は出ないようにする。
そして、巻き付きによるずれ Gを次式で表わす。


9

�"���	�"� =



9

�>" >���	�>"� :



9

�"���	�"� : G �



9

�"��C:�"� : � �"��-��

ここで、 I は "�の周りで反時計回りに 8回、"�の周りで時計回りに <回まわって戻るよう
な閉じた経路である。この時、実際に古典解に位相は出ない事に注意する。（ >�に対する式は、
単なる複素共役である。）

��



ここで、<&�+����* ������ の点群の要素を �、8&�+����* ������の点群の要素を -とする。
またこの時、この経路の意味は、空間群の要素を使って次のように書ける。

��� ��� ���(6 = I��	�-��� ��� -����(' = I���

: ��� ��� �	��(6 � (' = I��

: ��� G�
�"��-��

ここで、Iは任意の格子ベクトルである。（実際は、各々の平面ごとにこの条件を考えると良い。）
ここで、,/Gを使った ��上のメビウス変換

" � "� :
�" = -

." = Æ
� �Æ � -. : � � �� Æ� -� . � 1 �"��-$�

を行う。するとこの変換により、

"� : � � "� : � � "� :� �"��-��

と世界面上の座標を固定できる。
するとこの時

�
9
�"���	 :



9

�"�"������ �" � �����	����"������	���

: ��!���"������	��� �� �<8��	�
I�<�	�I�8�	�

I��< = 8��	�
: G

�"��--�

となる。ゆえに、

� :
!G��"�����	���I��< = 8��	�

� �� �<8��	�I�<�	�I�8�	�
� � : � �"�����

と係数が決まる。そしてこの時、古典解を作用に代入すると、

��	 :
�G��� �� �<��	��� �� �8��	��

"� �� ��<8��	�� �� ;�< = 8���	 <� �"�����

と作用の値が決まる。（これの一般的な計算は ���� *�%に載せておいた。）この時、G は式
（"��-�）によって決まる。そして、��	の中に Gがあるので、��	の足し上げは Gの足し上げ、つ
まりは様々な Iの足し上げを意味する。物理的には、元のトーラスに対する弦の巻き付き回数
を足し上げることを意味する。（通常のインスタントン解は、
��!�� �����に対する場の巻き付
きと関係している。今の
��!�� �����は時空なので、このように弦の巻き付きとして理解でき
る訳である。）
ここで、少し問題がある。< �: 8の時は、"�� "� 、及び "�� "�のペアを囲む �つの経路によっ

て、'� �*��'�条件が �つ得られる事が知られている。この事は、�つの違う表現の ��	を導

��



き出す。しかし、ここで使った Gの表現に足し上げを制限すれば、違いはなく、どちらでも使っ
て良い。また < : 8の時は'� �*��'�条件が �つしか出ないので問題ない。
そして、固定トーラスがあるセクターでは、真空が # �� ��������に対応してしまい、�点関

数が �点関数になる。つまり、

������������������+� : ������� ������ : � �"�����

と規格化できる事になってしまう。このような困難があるので、様々な場合を別々に考える必
要がある。

例 ： �� ���	����

ここでは �+����* ������の �点関数の場合、どのようなインスタントン解を実際に持つか見
る。（ここでは考えていないが、この場合、もちろん�&'�'� �#'保存則や、空間群の �������� 

�#��も考慮に入れるべきである。）
まず、�� ��(�)��*の時、各々の平面で �+����* 5��*を

<- : 8- : � � ! : �� �� � �"�����

と選ぶ。すると、式（"����）より、古典作用が求まる。

�-�	 :
�G-��
��
�
�

�"���"�

よって、

2�	 :
	
�

�%��
�	
-��

��G-��
��
�
�
� �"�����

となる。この時、Gは式（"��-�）より

G : ��� 7���(� � (� = I� �"�����

と与えられる。ここで、�� ��(�)��*の時の、固定点の表式

( :
�	
-��

+-
�
�&�-�� = �&�-� � += : � 
 � �"���$�

を使う。&� �� : � 
 ��は �次元トーラス格子の基底である。ここでは、空間方向の足は省いて
書いている。（ただし +=は �� ��(�)��*なので '�* � で同一視が可能である。）
すると Gは

G :

�	
=��

�=�&�=�� = &�=� = ��� 7��I � �= : +�
= � +�

= �"�����

�"



となる。また、上式は �次元トーラス上の任意の格子ベクトル Iを使って、

G :
�	
=��

;��= = �<�=�� � <�=�&�=�� = ��= = <�=�� = <�=�&�=< �"���-�

と書き直すこともできる。ここで、<�は任意の整数である。
また、��(�)��*は元のトーラスの半径や、トーラス格子の基底同士の角度のパラメーターを

持っている。これらのパラメータ─はトーラス基底 &�の大きさや、その内積に対応している。
またこの時、トーラス基底の内積 &� � &�は点群（トーラス上の �#��'���.��'）の操作により保
存する。故に、��(�)��*の時でも重要なパラメーターになる。
ここでは特に、古典作用のトーラス半径依存性に注目する。まず内積は、�� ��(�)��*の時、

3�
�=�� : �&�=���� : �&�=�� : ��&�=�� � &�=� �"�����

である。3�=�� �C : �� �� ��は �次元トーラスの半径である。
また'�*#��場の期待値は定義

!�- � ����-��$�- = !
�
�*�� ��-� � �! : � 
 �� �"�����

��� : &����	&
	
� � ��� : &����	&

	
� �"�����

により、��-� 
 3�
�-��とトーラスの半径になる。そしてまた、古典作用は相互作用に &�+��で入

ることになる。
すると、古典作用のトーラス半径依存性に注目するという事は、相互作用（4#	�+� ��#��� !）

の'�*#��場依存性に注目するという事がわかる。
ここで、��'����空間部分の直行基底を �� �< : � 
 ��とする。この時、直行基底 �� とトー

ラス基底 &� の関係は次のように与えられる。

&�=�� : 3�=����=�� � &�= : 3�=��������������=�� = �� ��������=� �"�����

これを式（"���-）に代入すると

�G=�� : ;��= = �<�=�� � <�=�
� = ��= = <�=�� = <�=���<�= � <�=���<3

�
�=�� �"���"�

となる。またこの時、�=の値は

�= : +�
= � +�

= : �� ���� �'�* �� �"�����

となる。
ここで、一番相互作用に効くのは、Gの最小値である。最小になるよう、<�の値を選ぶ。
すると結果は次のようになる。

�G=����� : � )�� �= : �

: 3�
�=�� )�� �= : �� �"�����

��



よって相互作用項に

2�	 
 �%��
�	
-��

��G-�����

��
�
�
� �"���$�

の因子が、それぞれ掛ることになる。（Gで足し上げているので、この部分が一番効くことにな
る。��	 : �では決してこの結果は出ない。つまりは、��	 : �は正しい評価方法ではない。こ
れが、一般的に古典解を考えなければいけない理由である。）
ここで、�=の値は �+����* ������が住んでいる、固定点の相対位置に関係していた。つまり、

�+����* ������が同じ固定点に住んでいれば、

2�	 
 � �"�����

となる。これは、相互作用する �つの弦をつないだ時に、元のトーラスに巻き付いていない事
を表わす。しかし、違う固定点に離れて住んでいれば、

2�	 
 �%��
�	
-��

�3�
�=��

��
�
�
� �"���-�

の因子が掛り、相互作用が距離分だけ抑制されることになる。これは、�+����* ������ の弦が局
在化し、離れて存在している事に対応している。また、これは �つの弦をつないだときに、元
のトーラスに �回巻き付いていることを表わす。
これは古典解部分しか見ていないが、量子効果の部分

2C: : � ���� �"�� >"�� �	���"�� >"�� ������	��� �"�� >"�� �+� C: �"�����

もある。しかし、古典解部分に比べれば、�+����* ������ での相対的な相互作用の大きさは、ほ
とんど変わらない。故に、現象論的に一番重要なのは古典解部分になる。よって、

2 : 2�	2C: 
 2�	 �"�����

が成り立つ。
# �+����* ������でインスタントン解を考えないのは、すでに言ったように、4#	�+� ��#��� !

が !�#!� ��#��� !になるからである。また、実際にインスタントン解を考えても、境界条件より
カットのない、全平面で正則なものしか許されない。よって、��	 : �� ��となる。また、��	 �: �

の時は古典作用が発散することになり、��	 : ��	 : �が効くことになる。これは# �+����* ������

の弦が (#�	全体に均等に住んでいることに対応している。つまり弦理論には、# �+����* ������

の弦が局在化している描像はない。これにより、4#	�+� ��#��� !の階層性を出そうとすれば、
�+����* ������の古典解が非常に重要なことが分かる。
最近の �%��� *�'� ��� 模型では、 � &��
���な背景で (#�	の場を局在化させることも研究さ

れている。;�"< この場合も同様に、4#	�+� ��#��� !の階層性が出ることになる。

��



����� �場の役割と
����	依存性

次に背景場として�場を入れることを考える。
まず、�場が入ったときの作用は次の通りである。

� :
�

�

�
��";��- >� >�- = >��-� >�-<� !��-��$�-

�

�
��";��- >� >�- � >��-� >�-< �"�����

この作用を見ると、ユークリッド化の影響で虚数単位 ! が入っていることが分かる。（作用が複
素数になっていて、一見問題があるように見える。しかし、元々の理論がミンコフスキ─的世
界面で定義されているので、きちんと虚数単位を評価すれば問題はない。）つまり、相互作用
には &�+�� の因子が掛るので、��#��� !に位相が入ることになる。特に、元の4#	�+� ��#��� !

に位相因子が入る事は重要である。それは、小林─益川行列に位相が入る事になるからである。
前と同様に �点関数を考える。この時同様に、 >��- の項は発散するので � : �しか効いてこ

ない。よって、足し上げるのは ��-のみ考えれば良い。
すると、古典作用は前の場合から

�� ��� !��-��$�-� �"�����

と全体に掛る因子がずれるだけである。よってこの時、

2�	 :
	
�


�%�;�
�	
-��

��� !��-��$�-��G-��� �� �<-��	��� �� �8-��	��
"� �� ��<-8-��	�� �� ;�<- = 8-���	 <� < �"���"�

である。

例 ：�� ���	����

前と全く同様に考える。この場合は3�
�=�� � ��� !��-��$�-�3

�
�=��とずらせばいいだけである。

そして'�*#��場の定義

!�- � ����-��$�- = !
�
�*�� ��-� � �! : � 
 �� �"�����

��� : &����	&
	
� � ��� : &����	&

	
� �"�����

を思い出すと、この場合も相互作用が'�*#��場依存性を持つことが分かる。
まず第一平面に注目する。（他の場合も同様である。）この時、トーラスの基底は

&� : ��� ��3� � &� : ����������� �� �������3� �"���$�

である。そして、これを使うと �
�*�� ��� : �

�
����3�

� �"�����

��� : �
�
����3�

���� �"���-�

�$



��� !����3
�
� :

���
�

�"�����

である。よって離れていなければ
2�	 
 � �"�����

であり、離れていれば

2�	 
 �%���
�	
-��

�-
��

� �"�����

となる。実際に'�*#��場依存性が、相互作用にあることが分かる。


点以上の関数について

なお、ここまでは �点関数にのみ注目したが、"点関数も同様である。ただしこの場合は、座
標が �つ固定されず、量子効果部分に積分が入り複雑になる。量子効果部分は、式（"��$�）の
ように考えると、求める事ができる。;��<（量子効果部分は、すでにB�Eが求まっているので、
原理的に計算可能である。）
また �点関数の量子効果部分は、これだけ計算したのでは規格化が決まらない。規格化部分

は、"点関数を計算して、光学定理（# �������）により決まる。;��< 結果だけだが書いておく。
まず、�+����* 5��*同士のB�Eは次のようなものである。

����$3��"�� >"������$3��"�� >"�� 

	
3

N
���
3�3�3

�����$3 �"�� >"���"� � "��������������� � �"�����

ここで、���� � ����� は各々の場の �� )��'�� *�'� ��� である。また、

G : ���� 7����( � (� = I� �"���"�

を使い、N ���
3�3�3

は次のように書ける。

N
���
3�3�3

:
�
J- �� �<��	�

I���� <�	�

I��� �<�	�

	
�

&�+��� � ��G� :
�G��

"� �� ��<��	�
�"�����

ここで J-は ��'����空間の体積である。（Gの足し上げは違う Iの足し上げを意味する。）こ
れを見ると、�+����* 5��*には固定点依存性があることが分かる。よって、

��������$3��������$3���"�������$3	�+�C: : N
���
3�3�3	

�"����������� �"�����

である。
そしてここまでは、�+����* ������の真空 ���� が'�������だとした。しかし、一般的には ��

が作用した �%����* ����� 
��� 
 ������ が'�������になりうる。この状態を含む、�点関数以
上の計算も、式（"��$�）のようにすれば計算可能である。;��<;�$<

これらの量子効果部分は、理論的には興味深い。しかし、量子効果部分よりも、古典解部分
の方が現象論的には重要である。それは次の理由である。

��



古典解の重要性

� 4#	�+� ��#��� !の階層性

相互作用の強さの比は、�'����#*�の比でしか効かない。また、量子効果部分の大きさは、古
典解に比べて、一般的にほとんど同じである。つまり、古典解部分の比で4#	�+� ��#��� ! 9-
の階層性がほとんど決まることになる。（正確には、/6�.��� ���� ����の寄与（場の規格化）が
さらにある。しかし、こちらも古典解部分に比べれば差は出ない。）
そして、4#	�+� ��#��� !の階層性を自然に出そうとするならば、標準模型の物質場は、�+����*

������の弦の状態を必ず含むことが分かる。

9�

9�

 2�

2�
:
2�	�2C:�

2�	�2C:�

 2�	�

2�	�
�"���$�

� 位相因子、'�*#��場依存性

更に、位相因子や'�*#��場依存性が入るのは、古典解部分のみである。（'�*#��場依存性は

��!�� ����� *#�����を厳密に考える際に重要である。）
以上の理由により、現象論的に興味のある部分は、古典解部分である。

����+ 
	,	��について

これまで見てきたように、�+����* ������ の 4#	�+� ��#��� ! 9-=には、

9-= 
 �%����-=� � � �-= D �� �� �"�����

のように'�*#��場 � による抑制効果が出る。その結果、T#��	 や ����� の質量行列に階層性
が出ることになる。（もちろん、� の期待値を決めなければならない。）そこで、��(�)��*模型
では、様々な �+����* ������や固定点に、標準模型の物質場を当てはめ、現実的な質量行列（ま
た、 '�%� ! � !�� 等）を出すことが試みられている。;��<

少し復習すると、T#��	の4#	�+� ��#��� !行列を電弱相互作用の固有状態基底で書いた時、
一般的に対角形ではない。そこから対角形にする際（つまりは質量固有状態に基底をとる時）、
������ *�#(���のアップセクターとダウンセクターで、対角化に使う行列にずれが生じる。そ
のずれを表わすものが小林─益川行列である。
ここで、小林─益川行列は次のように書く。

J9G0 :

�
�� *� *�:� :�:�

�*�:� *�*�*� � :�:�&
-Æ *�*�:� = :�*�&

-Æ

:�:� �*�:�*� � *�:�&
-Æ �*�:�:� = *�*�&

-Æ

�
�� � *- : ��� 7- � :- : �� 7- �"���-�

また、質量行列の形が分かれば、対角化に使う行列が分かる。それゆえ、小林─益川行列も
分かることになる。

�-



ところで、もし対角化前の4#	�+� ��#��� !行列に、非対角要素がなければ対角化の際のず
れは生じ得ず、現実的な小林─益川行列は出ない。ゆえに、現実的な小林─益川行列を弦理論か
ら再現しようとするならば、世代に対して非対角な相互作用が存在するかどうかが重要になる。
また、�+����* ������同士の相互作用が存在するかどうかは、�������� �#��が大きく関わって

来ていた。それゆえ、現実的な行列を再現しようとするとしても大きな拘束がある。
例えば�� ��(�)��*の場合を考える。この場合に �点結合が許されるのは、一つの平面で見た

時に、全て同じ固定点上に弦が住んでいるときか、あるいは全て違う固定点上にいる場合であ
る。まず、対角部分を考える。現象論的には、第 �世代の4#	�+� ��#��� !は大きく出したい。
すると、アップ ��!!�（@:）、第 �世代の ��)� .� *�* T#��	（;�）、そして ��!.� .� *�* ���

T#��	（ >��）が同じ固定点上に住んでいる事になる。（この時、'�*#��場による抑制効果は出な
い。）また、第 �世代は4#	�+� ��#��� !が小さいので、抑制効果が出るよう、離しておきたい。
すると@: 、第 �世代の ��)� .� *�* T#��	（;�）、そして ��!.� .� *�* �.��' T#��	（ >��）は一
つの平面で見て、別々の固定点に置くべきである事が分かる。よってこの時、@:;�

>��� @:;�
>��

の非対角部分に当る相互作用は許されない。
一般的に、�点関数のみを考えていたのでは、�� ��(�)��*の場合には非対角項が決して出な

い。つまり�� ��(�)��*の場合、'�%� !を出すには、"点以上の � &�� ��'���?�(�� ��#��� !を使
用しなければならない事になる。この場合は、低エネルギー有効理論にして、2��!!���&������ 
機構を使い、非対角部分の4#	�+� ��#��� !を出す。ただしこの場合は2��!!���&������ 機構を
使うので、非対角の部分の4#	�+� ��#��� !は対角部分に比べて非常に小さくなる。また第一
世代の対角項は、他の世代の対角項に比べて4#	�+� ��#��� !が小さい。それゆえ、第一世代
の対角項も  � &�� ��'���?�(�� ��#��� !を用いるべきである。また、適当に位相が出るために
は、�場も使用しなければいけない。ただし、対角部分の位相は、場の再定義により出ない事
になる。つまり非対角の部分のみ位相が出る。これらの事は �� ��(�)��*だけではなく、���'�

��*�� ��(�)��*の�� ��(�)��*も同様であることが知られている。
この場合の大体質量行列の形は、次の通りである。

E :

�
�� � � �

H� 2 *
H� H* �

�
�� � �� �� �� *� H��H�� H*% 2�� �"��"��

ただし、ここまでは、��!!�場が'� �'��に@:� @� と、0��0のように �つしかないときの
話である。それゆえ、��!!�場がたくさんあれば'�%� !は出る。
なお、 � &���'� ��*�� ��(�)��*の場合はもっと複雑になる。この場合は、 � &�� ��'���?�(��

��#��� !を用いなくても、非対角項は出る事が知られている。
ここで、4#	�+� ��#��� !を含む種々の��#��� !は、��������� ���� !理論の �����（
 ����9�G）

から、繰り込み群で走る。その際、特に !�#!� ��#��� ! # �5����� の問題は気になるところであ
る。通常の0��0のように、�� ����9�G付近で # �5���� が起るのかどうかは後で議論する。
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��$ %��&��� ������	��と
��
� !	���	
 ���
�	��

ここからは/6�.��� ���� ����と !�#!� 	� ���� )# ���� について話す。

� /6�.��� ���� ����

一般に/6�.��� ���� ���� O�S�S	� が存在すると、場の運動項が

! �
�
��7O�S�S	� � � ��O

�����	�
���

��� >�� � �O �
� ���

����	� �"��"��

となる。ただし、Sは �#���5��*であり、S� � �� である。そして、2は場の種類についての
添字である。
それゆえ、理論を正準形にするには、

O �
� ���

����	� � �� H�
��� H�	� �"��"��

と場を規格化する必要がある。すると、ここまでに話した �#������� ����部分も変更される。
もし/6�.��� メトリックが

O �
� : O�Æ

�
� �"��"��

の場合には
S� � O

����
�

HS� �"��""�

とすれば良い。この時には、

M � H9��9S
�S�S9 � H9��9

�O�O�O9����
HS� HS� HS9 � 9��9 HS

� HS� HS9 �"��"��

のように、��#��� !に影響が出ることを忘れてはならない。

� !�#!� 	� ���� )# ���� 

また、!�#!� 	� ���� )# ���� (���S� が存在すると、!�#!� 	� ���� ���'が

!
� : �

"

�
��7(���S�M

�6M �
6 = .��� �"��"��

となる。ここで、M �6は �#���5��* ���� !�.である。また、�はスピノールの足、�は !�#!�群
の随伴表現の足である。また、この時の場 Sは !�#!� �� !���である。特に弦理論を元にした
場合、Sは *����� や、'�*#��である。特に 
������ ���� ��)��*模型の場合、!�#!� �� !���な
�+����* '�*#��が入る。
この時

!
� : ���(��
"

> �
��>

��� � �'(��
�

���H�> �
��>

�
H� � !��(��1

�����>1
� =

��(��
�


�
� �"��"$�

となる。つまり、!�#!� 	� ���� )# ���� の実数部が !�#!� ��#��� !になり、虚数部は 7&���'に
なる。
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��+�� ������ ����� ����	��

ここでは
��!�� ����� *#�����（
&*#�����）について述べる。

弦理論の������	��

弦理論の
&*#�����について述べる。
まず、理論を半径3の ��に �次元だけ ��'����化した時を考える。
この時の'��� ��������は

��

�
:
5�
�

�
=	 � � :

5�
� = �5)��

�

�
= H	 � H� �"��"��

である。そして上式の中式、右式を足して �で割ると、

��

�
:
5�
� = 5�

� = �5)��
�

"
=
	 = H	 � �� H�

�
�"��"-�

が成り立つ。ここで、

5� :
+

�3
� B3 � 5� :

+

�3
= B3 � +� B � * �"�����

である。それぞれ、+� B は運動量モードと、弦の巻き付き数に対応する。よって、これを式
（"��"-）に代入すると

��

�
:

�

�
�
+�

3�
= "B�3�� =

�5)��
�

"
=
	 = H	 � �� H�

�
�"�����

となる。この時、

3� 3� :
�

�3
� +� B �"�����

としても理論のスペクトルは不変である。また、この時

5� � 5� � 5� � �5� �"�����

となる。これはゼロモードだけの関係であるが、一般化して弦の ��'����化した方向の座標�

を
��"� >"� : ���>"� =���"�� � ��"� >"� : ���>"�����"� �"���"�

と、双対な座標� �に置き換える。すると、余計な符合が理論に現れず、半径3の理論と半径3�

の理論が等しくなる。この変換が
&*#�����である。この変換により、��'����な理論（3 
 �）
と  � &��'����な理論（3� 
 �）が等価になる。また、付け加えておくと、超共形不変性の
ためには、%�"�� �%�"�となる。これを行うため、右向き�セクター部分のカイラリティ─
が変わる。すると
&*#�����により


������� 
������ �"�����

-�



となる事が知られている。
そして、
������理論に世界面上のパリティー変換不変性を課した、
����理論には、無矛

盾性より開弦が存在する。この場合には、境界条件が��#'�  条件から

��� : �� �I�
� : � �"�����

と3����.���条件に変わる。この条件は、双対な描像の� �の方向に開弦の両端が固定されてい
ることに対応している。その固定している物体が、有名な3&(�� �である。
結果、双対な� �方向には運動量を持たない。� � の振動子のゼロモードには開弦の長さ（座

標）のみ入る。これが'��� ��������に影響して、長ければ長いほど、弦の状態は重くなる事
になる。

� ���� ��)��*

右向きと左向きを入れ替える、世界面上のパリティー変換（O）を考える、（この場合には、
無矛盾性より閉弦だけでなく、開弦が必要になる。）
ここで、Oは

O D � � � � � �"���$�

と作用する。また、場に対しては

O D ���>"�� ���"� ��# � H�#� �"�����

となる。そして、理論の状態に O : =�を課すとする。この場合、弦の向きづけが無い理論に
なる。
また、開弦に対しては、� : � �%����! �の座標で、閉弦と同様に

��"� >"� 

	
#��

;
�#
+
"�# =

�#
+
>"�#< �"���-�

とモード展開する。（開弦は境界条件があり、右向きと左向きの波は独立でなくなる。）それゆ
え、開弦に対する世界面上のパリティー変換

O D � � �

�
� � �"�����

の元では " � �>"となるので、開弦の振動子は

O D �# � ����#�# �"�����

となる。
この理論の元で
&*#�����を取ることを考える。
&*#�����を取っていない座標��については

O D �� : ��
� =��

� � �� �"�����

-�



である。双対な座標 � �は
� ��"� >"� : ���>"�����"� �"�����

と書ける。それゆえ、双対な座標 � �に対してのみ

O D � � � �� � �"���"�

のように、時空のパリティー変換（��）が作用するようになる。
したがって、双対な描像で見たとき、この理論はO� ��に対して不変となる。
このようにして世界面上のパリティー変換と時空の変換を組み合わせてできる空間を ���&

� ��)��*という。（一般的に、時空の対称性は �� �	 � *�としても可能である。）この空間
は、��(�)��*と世界面上のパリティー変換を組み合わせたものとしても理解できる。それゆえ、
���� ��)��*にも固定点がある。
例として �次元だけ 
&*#��を取った ���� ��)��* �����を考える。（��の半径を3�とする。）

この時、固定点は 4� : �� �3�にある。���� ��)��*固定点があるための変更は、� � 4� � �3�の
物理が��3� � 4� � �で決まっている点である。（それゆえ、� � 4� � �3�のみを考えれば良
い。これは ��(�)��*の時と同じである。）そして、固定点から十分離れた �% 4� � �3�にある
弦は自由に動いて何の問題もない。また、O : =�である向きづけのない状態は、向きづけの
ある状態の線形結合で書かれる。
それゆえ、���� ��)��* 固定点や 3&(�� �から十分離れると、局所的物理は向きづけのある、

3&(�� �の無い理論と同じになる。
この ���� ��)��*を使うと、
������F
������理論に閉弦だけでなく、開弦が現れ、3&(�� �

も現れる。
ここで、
&*#�����を取る度に、��#'�  条件と3����.���条件が入れ替わっていた。そして、

3����.���条件のある方向は3&(�� �に対して ��� ��
����な方向になる。それゆえ、様々な方向
に
&*#�����を取る度に、3&(�� �の次元が上下することになる。
また、
������理論に O : =�のみを状態に課す（
 
����）と、��次元時空全体に開弦が

住むことになるので、3-&(�� � （3�&(�� �と書いたとき、�は空間次元を表わす。）が存在す
ることになる。ここで
&*#�����により
������と
������が入れ替る事を思い出すと、次の
ことが言える。

3-�
�������
.�/�� !	
 4�� 3��
�������

.�/�� !	
 4�� 3$�
�������� � � � �"�����

これより安定な��� 3�&(�� �は
������理論には � : �F�F"F�F�がある。そして
������理
論には � : �F�F�F$F-があると分かる。（安定と言えないかも知れないが、
������理論に �&)��'

の�� 5��*が存在するので、3����&(�� �も存在する。）

低エネルギー有効理論との関係

ここでは、背景場として�場が入ったときを考える。簡単のため、理論の �、-方向を半径
3の � �に ��'����化した時を考える。

-"



ここで、�'�*#��場

!� :
�

��$�

���$� = !
�
*�� �� �"�����

は時空のトーラスのモジュラ─パラメーターに対応していた。この時、世界面のトーラス同
様、時空間のトーラスの �)���*�モジュラ─変換

� � 2� � !�

!I� =

� 2
 � �I : � � 2� �� I�
 � * �"���$�

の対称性がある事が知られている。
また、式（"��-）、（"�"�）を書き直すと、

5�� :
+�
�3

� B�3� �B�3 :
+�
�3

� B�3� �B�
3

�"�����

5�� :
+�
�3

= B�3 ��B�3 :
+�
�3

= B�3 � �B�
3

�"���-�

となる。ここで、� � ��$�であり、� : �3�である。この �はトーラスの基底で書いた、式
（"�"�）に対応するものである。この時、

�� �=
8

�
� 8 � * �"��$��

としても理論のスペクトルは不変である。これは �'�*#��の定義

!� � ���= !
�
�*�� ��� �"��$��

を思い出すと、
� � � � !8 �"��$��

に対応している。また、同時に �、-方向に
&*#��を取ることを考える。
この時、

�� � 
 �3� .�/�� !	
 4���� ���3� �"��$��

であったことを思い出すと、（簡単のため、�場は無く、��	 : Æ�	を考えるとよい。）
&*#��に
対して

� � �

�
�"��$"�

となる。よって、これらを組み合わせると

� � �� � !�

!*� = �
� ��� �* : � � �� �� *� � � * �"��$��

の �)���*�変換対称性があることになる。
ここでは簡単化したが ��(�)��* ��'����化した時も、それぞれの'�*#��場に対して変換対称

性があることが知られている。つまり、�-（! : �� �� �）の時は、�)���*�変換が �つある。対角
的な � '�*#��場と合わせると、�)���*�� � �)���*��の対称性があることになる。

-�



��+�� ���0	���� ������の36�2��� ������	��、����� !	���	� �����	��、4�!�0� ����
��	��

# �+����* ������の場は、元々��次元の (#�	全体に住む場である。それゆえ、��次元の低エ
ネルギー有効理論の作用より、*�'� ��� �� ��*#���� によって、"次元の作用は出すことがで
きる。;��< ただしその際、 ��(�)��* ��'����化の結果と同様に、点群の作用に対して不変な場
やその !�#!�群の表現を正しく選ぶ必要がある。

�)次元のラグランジアン

����� ��������� ���� !は ��次元	 : � �8�4を持っていた。この時、E� ���� )��'�で書
いた、��次元	 : � �#���!��
���と �40のボゾン部分の作用は ���� !の ����レベルで次のよ
うなものである		。

���� :

�
���4

�����!���

!��� : ��

�
3���� � "��0��

� � �

��
&��5 H@�0�

H@�0� � �

"
&��5����=>0�>

0�

H@�0� : ;���0� � ��
�
����=�2�>0� � �

�
����2�202�� = ������ ���'#����� <

E�	 : � 
 -

�"��$��

ここで、����は *����� が期待値を持つ前の ��次元の !�#!� ��#��� !である。また、同様に、こ
こでは *����� が期待値を持つ前の ��次元の !��
������ �� ��#��� ! を L��� : �とした。またト
レースは随伴表現についてとってある。
ここで、簡単化のため、

�
����
�� : &�������

�� � �� � : � 
 � � �����
!# : &�Æ!# � �� + : " 
 -

�!# : �!#� � ��� : ��� : ��� : =� � ��� : ��� : ��� : ��
�"��$$�

とする。（�!# は �����に対して不変なテンソルになっている。）
そしてこの時、��'����化の結果、理論に残る !�#!�群が�� �� �

� � �� � ��������とす
る。つまり、1���� �� � の無い�� ��(�)��* で、��� *��* �'(�**� !をした時を考える。そし
て、これからは��の部分群 、��� �����にのみ注目する。（	 : � ,2
を使う場合、1���� 

�� �のある場合でも、# �+����* ������では、9�B射影で残る �'����#*�は変化せず、
����%

��������も変化しないので、簡単に計算可能である。;�-<）
この時、理論に残るのは 
����� '#�������に関しては�� � �����の随伴表現であった。# &

�+����* '�����は、点群の作用（� ������）の 
表現に対して、!�#!�群の（�+� 
）表現で
あった。
それゆえ、次のように考える。

��ここでは通常の � � � �"�
����*���の ��	���� と違って �� ����� と書いた。また 	� � #としてある。

-�



場の分解

� !�#!� 場

ここで、� : �� 、� : �� � �����とする。そして、�の生成子を 16とする。そして、

����=��1
61'� : (����=+�1

61'� : (Æ6' �"��$��

とする。この時、理論に残るのは �の !�#!�場部分

! � ��

"
&��5(����=+>��>

�� �"��$-�

である。（もちろん� �
�の寄与もある。）

� # �+����* '�����

場を次のように定義する。

�- � ��
�
�2�-�� = 2�-��� � ! : � 
 � �"�����

ここで、�の生成子のうち、�����に対して 
表現、��に対して �+表現で変換するものを
��$4とする。ここで、��$4の �は �����の 
表現の足であり、4は��の �+表現の足である。
ここで、��$4は次の式を満たすとする。

����=�;��$4���$
�
�< : Æ
4Æ

�
� � ����=����$4��$
��$�� : �����4
� �"�����

ここで、�4
�は��の �+
�不変な完全対称テンソルである。

そして、これを用いて、場を次のように展開する。

�- :
	
4$�

��$4I
�$4
- �"�����

ここで、I�$4
- は "次元の（�+� 
� � ）表現のスカラー場である。そして、!は点群 ������の 


表現の足である。
するとこの時、まず、 H@	 ��の中の状態は、点群の作用に対して不変でないので、理論には残

らない。
次に残りの結果をを上げておく。

��> �
�! : ��> �

!� : �&���
�I
�$4
- �� �"�����

H@�
�!# : H@�

#�! : H@�
!#� : �&������ !�

�
�I�$4

- �	
��

 �I

�$4
- �� �"���"�

H@�
	!# : �&������� ;���2	;2!� 2#<�<

� : ��&������� ��-=������4
�I�$4
- I�$


= I�$�
� �� �"�����

-$



これらの最後の項は �#������� ����に当る。また、

��> �
!# : �&���

	
-$=

��;�-� �=<;�	
= � �

	
- < = �&���

	
-$=

��;�-� �	
= <;�

=� �	
- <

: "&���
	
-$=

��;�-� �=<;�	
= � �

	
- < = �&���

	
-$=

��;�-� �	
= <;�

-� �	
= <

�"�����

である。（上式の最後は U���(� 恒等式を使った。）ここで、	
-$=

��;�-� �=<;�	
= � �

	
- < : "��-=������4
�I�$


= I�$�
� �� �"���$�

	
-$=

��;�-� �	
= <;�

-� �	
= < :

-

(

	
6

�I	
- 1

6I-�
� �"�����

となる。これらの最初の式は 2&���'に、最後の式は3&���'に当る事が分かる。

�次元のラグランジアン

� �#������� �����4#	�+� ��#��� !�

よって、"次元のラグランジアンは

�*�� �����
�� ���� : &����*�� ����

�� �
��� � ��� :

�
��4�*�� ����

�� �
���!�� �"���-�

を考慮すると、次のようになる。

!�� : ��

�
3��� � ������

� � "�����
� � �

�
&��5&�������� !�

�
�I�$4

- �	
��

 �I

�$4
- ��

� �

��
&��5&�� H@�

��H �
�

"
&��5&��(��> �

�� � �&��&��5�
�I
�$4
- ��

� �

�
���� &

��5&���

�����M�I-
����� � -����

�(
&��5&���

	
6

�I	
- 1

6I-�
� � ����� &

��5&����M ��
�"��-��

ここで

M :
��
�
����

-=������4
�I
�$4
- I�$


= I�$�
� �"��-��

は �#������� ����である。実際に、# �+����* ������の場合は、4#	�+� ��#��� !が!�#!� ��#��� !

になっている事が分かる。（また、理論には *����� を �����変換する自由度がある。;��<）

� !�#!� 	� ���� )# ���� 

また、ここで、

&��5&�� H@��H :
� �
��H

�*�� �����
��� �"��-��

と�場に対して、双対な場 �を定義する。この �を �%�� と呼ぶ。

-�



（�場の運動方程式&�&��5&�� H@��H : �を満たすように決めた。）
また、U���(�恒等式より、

���H�

�*�� �����
�� H@�H� : �

�
�(��>�� H>

�� �"��-��

となる。ここで、
H> �� :

�

�

���H�

�*�� �����
>H� �"��-"�

である。またここで、式（"��-�）を式（"��-�）に代入すると、

&�&�5&���&�� : �
�
�

"
(��>�� H>

�� �"��-��

と �%�� の運動方程式が出る。このとき、双対な描像では

� �

��
&��5&�� H@�

��H � ��

�
&�5&��������

� =

�
��

"
(��>�� H>

�� �"��-��

が、代わりに式（"��-�）のラグランジアンに入ることになる。
これはまた、次のようにも解釈できる。式（"��-�）の中の、�場の 5��* ���� !�. @� : ���

（微分形式で書いた）は、U���(�恒等式�@� : �を満たす。しかし、�場と独立だと思ってU���(�

恒等式を課さず、式（"��-�）の�場の運動項を（擬）スカラー補助場 �を使って次のように置
き換える。

� �

��

�
��4�������&��5&�� H@�

��H � � �

��

�
��4�������&��5&�� H@�

��H =

�
��@� �"��-$�

これは、�で積分すると元に戻ることが分かる。またこの時、次の事が成り立つ。�
��@� :

�
�;� H@� =

(�
�
���>� ' >��< �"��-��

よって、この形にしておいて H@�で積分すれば、

� �
��



��4�������&��5&�� H@�

��H =


�;� H@� =

3�
�
���>� ' >��<��

��4�������;��

�
&�5&��������

� =

�
��

"
(��>�� H>

��<
�"��--�

となる。（上式を H@�で変分すると、式（"��-�）の関係式が出る。それを代入すればよい。）
ここで、"次元複素 *����� 場 �を次のように定義する。

� � &��5&�� � !
�
�� �"�"���

よってこの時、式（"��-�）のラグランジアンより、���� !の ����レベルで、!�#!� 	� ���� )# ���� 
(�����は

(����� :
(�Æ��
����

�"�"���

--



となる。ここで、�� �は !�#!�群の随伴表現の足である。（ただし、ここでは !�#!�場の定義を
���2� � 2�とした。）
ここでは/��&0��*�レベルを考慮していないが、/��&0��*�レベルを考慮すると、すでに

説明したように

(������ :
<�(�Æ��
����

�"�"���

となる。
ここで、さらに *����� 、�%�� を再規格化すると、���を消すことができる。例えば次のよう

にすることも可能である。
(������ : <��Æ�� �"�"���

（ここで、(����� : <��Æ�����
�と取ることも可能である。その際、以下の定義が ���ずれるだ

けである。）
また、!�#!� 	� ���� ���'が正準系になるには、

<������ : �

��
��

� <���'�� : � 7�
���

�"�"�"�

となるべきである。ここで、7は真空角である。
つまり、*����� の実部が現実的な !�#!� *�#��� !を決めていることがわかる。虚部は ���� !

,� 問題に関連した 7&���'を決めている。また、�場には式（"��$�）のように、定数だけずら
す対称性があったので、双対な �にもその対称性がある。つまり

� � � = !1 � 1 D �� �� �"�"���

のように 1だけ 7をずらすことが可能である。この対称性は ������&V#�  （�V）対称性とも
呼ばれる。しかし、この 7&���'はインスタントン数 +（+ � *）とも関係していて、ユークリッ
ド化した時空の作用に �� � !+7と入る。それゆえ、インスタントン効果と経路積分を考える
と、量子論的には 7 � 7 = ��� �� � *� と ��ずつしかずらせない。
またここまで見て分かったように、!�#!� ��#��� !を決める *����� 場は、理論に一つしか

ない。そして、この場合の !�#!�群は ������ �� � ��であったが、一般にその寄与は !�#!�

群に寄らず、同じように ��#���している。特に、ゲージ群の/��&0��*�レベルが一致してい
る場合は全く同じである。それゆえ、���� ! の ����レベルでは、!�#!� ��#��� ! # �5����� が
���� ! �����（
 ����9�
）で起こることになる。これは0��0の結果と比べると、問題のよう
だが、���� !の ����の寄与を入れると、通常の98
 �����（
 ����9�
）で起り得る。（この時
は、一般にゲージ群の/��&0��*�レベルが一致していなくても起こる。）
また、
������ ��� ��)��*模型では、次元や配位の違う、様々な3&(�� �がある。特に、3&

(�� �の次元が違うと ��'����空間の数と体積が違う。それゆえ、それら3&(�� �を起源にし
た !�#!�群ごとに、*����� の ��#��� !の仕方が違うことになる。その結果、!�#!� ��#��� !が
一致することは難しい。（"次元の !�#!� ��#��� !には ��'����空間の体積が寄与していた事を
思い出すと良い。）
また、付け加えておくと������の場合は、*����� の虚部は�場であった。しかし、
������

��� ��)��*模型の場合は、�&� 5��*になる。

���



� /6�.��� ���� ����

さらに対角な'�*#��場を次式で定義する。

�- � &�&�5 � !
�
��= �I�$4

- �� �"�"���

またこの時、�� �� Iの/6�.��� ���� ����は、式（"��-�）のラグランジアンより

O : � � �� = �	��
	
-

� ��- = � 	
- � ��I�$4

- ��� �"�"�$�

となる。（この/6�.��� ���� ����は  � �����模型 ;��<型になっていることに気が付く。）
この時、実際に � の運動項は

��

�

���� ��
���� ��

�"�"���

となって、�)���*�不変な形になっている事がわかる。
そして� '�*#��が存在しない場合、非対角な場合も考慮して一般的に、

O : � � �� = �	�� � *��;��-�J = � 	
-�J�� �

	
���

I-I
	
= < �"�"�-�

と書くことができる。;��< ただし、# �+����* '����� I-は残る !�#!�群の表現（�）で足しあ
げている。ここで、� '�*#��の非対角な部分は、時空の計量と� 場の、�つの複素平面間にま
たがった部分からの寄与である。また、>Dは点群の 
表現の足である。特に対角的な場合は、

O : � � �� = �	��
�	
-��

� ;��- = � 	
- �� �

	
���

I-I
	
- < �"�"���

である。
特に � '�*#��部分に注目すると、

O#�#��-�
� : � � *����-�J = � 	
-�J� �"�"���

となる。;��< 対角な'�*#��場の場合は

O�-�
� : �
�	
-��

� ��- = � 	
- � �"�"���

となり、ここの結果と一致する。
ここまでの例では、� '�*#��場が出て来ず、考慮していない。しかし� '�*#��場が存在す

る時、その/6�.��� ���� ����は次のものである。;��<;��<

O�-�
; : �
���$��	
-��

� ��- = � 	
- � �"�"���

���



ここで、���� ��は ��(�)��*のホッジ数である。例えば、����� ��(�)��*なら ���� �� : �、��な
ら ���� �� : �である。これは次のように考えると良い。� '�*#��は、格子の形を決める自由
度のある、��平面にのみ現れる。
�(���F�を見ると分かるが、�� ���なら全平面が、��なら
第 �平面が ��平面になっている。それゆえ、�� � ��なら �つ、��なら第 �平面に対応した �

つの� '�*#��場が存在する。（この事が、��(�)��*のホッジ数 ���� ��に対応している。）また、
この/6�.��� ���� ����は、�)���*�不変性を理論に課しても出てくる。
また、特に対角的な可換 ��(�)��*の場合かつ、� '�*#��が存在する時、/6�.��� ���� ����は

次の通りである。

O�-�
 : � � �� = �	��
�	
-��

� ;��- = � 	
- ���- = � 	

- �� �����- = N 	
- ���
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� ;��- = � 	
- ���- = � 	

- �� ���S-S
	
- <

: � � �� = �	��
�	
-��

;� ��- = � 	
- � = � ��- = � 	

- �< = �
	
-

��S-S
	
-

��- = � 	
- ���- = � 	

- �
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�"�"�"�

ただし、�-� N-は複素スカラー場であり、

S � �- = N 	
- � ��S-S

	
- �

	
���

S-S
	
- �"�"���

とした。また、ここでは�����を書いた。しかし� '�*#��場が存在しない場合、その寄与は
適当に省かれるべきである。例えば一つの平面については、� '�*#��場が存在する場合、

O- : � � ;��- = � 	
- ���- = � 	

- �� �����- = N 	
- ���

	
- = N-�< �"�"���

と書ける。また、� '�*#��場が存在しない平面の場合は

O= : � � ;��= = � 	
= �� ����=�

	
= << � ! �: C �"�"�$�

と書ける。
ここで、# �+����* '�����の、� '�*#��が存在する場合の/6�.��� ���� ����に注目すると

O
:!�-�
�-�
 
 ��- = � 	

- �
#
��- = � 	

- �
	
��S-S

	
- � +- : 8- : �� �"�"���

の形になっている。この時、+-� 8-を'�*#��� +��!.�という。つまり、# �+����* '�����は'�*&

#��� +��!.� ��になる。この'�*#��� +��!.�は �)���*�� � �)���*�� 変換に対してどのよう
に振る舞うか指定している。これは後で説明する。
ここで、一般的に # �+����* '������の �次についての/6�.��� ���� ����を次のように書く。

O:!
�-�
��� :

�	
6��

���WS6
WS	
6�

��
-��

��- = � 	
- �
#
�

���$���
=��

��= = � 	
= �
	�� �"�"�-�
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ただし、 �
�S6 : WS6 � +-6 : �Æ-6 � 8=6 : �Æ=6 �"�"���

である。（もちろん � '�*#��が存在しない平面の場合は、その寄与は無い。）
他にも前節で紹介した、�)���*�対称性を理論に課しても、これらの/6�.��� ���� ����は出

すことができる。;��< また、	:�共形場の理論（,2
）の 
����% ��������を使い、�'����#*�

を計算し、その結果を、場の理論の一般的な/6�.��� ���� ����と比べることにより、出すこと
も可能である。;�-<

��+�
 �0	���� ������

�+����* ������の場は固定点近傍にしか住まない場である。それゆえ、前節のように ��次元
の低エネルギー有効理論から *�'� ��� �� ��*#���� によって "次元の有効理論を出すことは出
来ない。よって、	 : � ,2
を使って計算するしかない。;�-< 詳細は非常に複雑なので結果の
み、ここで上げておく。;��<（また、1���� �� � が入った場合は、
����% �������� の形が変化
するので計算をやり直す必要がある。）
前節同様に、�+����* '����� の/6�.��� ���� ����は次のように書ける。

O�!
�-�
 :

	
6

���#6# 	
6 �

��
-��

��- = � 	
- �
#
�

���$���
=��

��= = � 	
= �
	�� �"�"���

ここで、�は �+����* '������ の数だけ走る。
この時、'�*#��� +��!.�に �+��� G- �! : �� �� ��の寄与がある。（�� ��(�)��*なら G : ������ �����

である。）
� � G- � � �

��
-�� G

- : �の時であれば、'�*#��� +��!.�は次のようなものである。

+-6 : G- � � � 8=6 : G= � � � )�� G- �: � �"�"���

+-6 : 8=6 : � � )�� G- : � �"�"���

（もし、
��

-�� G
- : �の場合と結び付けたいならば、例えば、 ����� ��� と負の値に=�すれ

ば良い。）
例えば、�� ��(�)��*ならば、

+-6 : �
�

�
�"�"�"�

である。（この場合には � '�*#��は存在しない。）
またさらに、�%����* �����

��
-��

��
=��

�
!


�
#�

�--!
��

��



�� >-=#���� �

C����� � �5)� = J )� �"�"���

については次の通りである。

+-6 : G- � �� 5- = K- � 8=6 : G= � � = 5= � K= � )�� G- �: � �"�"���

���



+-6 : 8=6 : � � )�� G- : � �"�"�$�

ここで、
5- :

	
!

5-! � K- :
	
#

K-# �"�"���

である。ただし、� '�*#��が存在しない場合は、もちろん/6�.��� ���� ����に � '�*#��の寄
与はない。

��+�� 
������ 0�	�2�

ここでは �)���*�変換

�- � �-�- � !�-
!*-�- = �-

� �-�- � �-*- : � � �-� �-� *-� �- � * � ! : �� �� � �"�"�-�

�- � 2-�- � !�-

!I-�- =
-
� 2-
- ��-I- : � � 2-� �-� I-� 
- � * � ! : �� �� � �"�"���

についてコメントしておく。
ここでまず、� '�*#��場にのみ注目する。（� '�*#��場も全く同様である。）
�)���*� 変換に対して �- = � 	

- は次のように変換する。

�- = � 	
- �

�- = � 	
-

�!*-�- = �-�� �"�"���

それゆえ、この �つの !方向の変換に対して、/6�.��� ���� ����

WO : � � �� = �	��
�	
-��

� ��- = � 	
- � �"�"���

は次のように変換する。
WO � WO = � �!*-�- = �-�� �"�"���

この時、この変換に対して/6�.��� メトリックは不変である。なぜなら、/6�.��� メトリックは、
正則な量と、反正則な量で微分して作られるからである。また、この変換は通常の/6�.��� 変
換になる事が後で分かる。
この時、次の/6�.��� ���� ����を考える。

O : WO =
	
�

���S�S	
��

��
-��

��- = � 	
- �
#
� �"�"�"�

ここで、2 は'����� の数だけ足し上げている。
この時、�)���*�変換に対して

S� � S��!*-�- = �-�
#
� �"�"���

��"



と変換する時、式（"�"�"）の第 �項は不変になる。この時には/6�.��� ���� ����が

O � O = � �!*-�- = �-�� �"�"���

と変換することになる。
ここで、2&���' ������ ���� ���� J は

J : &������
������

� � �� �"�"�$�

と書ける。ここで、

� : O = � �M �� � �� :
��

�S�
� �� :

��

�S	
�

� � �
� :

���

�S��S	
�

�"�"���

であり、M は �#������� ����である。そして、������� は � �
� の逆行列である。また、� は

!� �����?�* /6�.��� ���� ����と呼ばれる。理論には/6�.��� ���� ����よりも、!� �����?�* /6�.���
���� ����が直に入ってくる。それゆえ、�)���*�変換に対して �自体が不変でないといけな
い。このためには、�#������� ���� M は次のように変換すべきである。

M �M �!*-�- = �-�
�� �"�"�-�

よってこの時、式（"�"��）（"�"�-）は、通常の/6�.��� 変換と同じである事が分かる。ここで、
次のような �#������� ���� M を考える。

M : ���9��-�S
�S�S9 �"�""��

するとこの時、���9��-�は次のように変換すべきである事が分かる。

���9��-�� ���9��-��!*-�- = �-�
����#
��#
��#
�� �"�""��

これによっても、�+����* ������ の 4#	�+� ��#��� ! の '#*#��場依存性が分かる事になる。
（# �+����* ������は +-�$�$9 のどれか �つは ��なので、'#*#��場依存性が、実際に無い事と
矛盾しない事が分かる。）
なお、ここまでは � '�*#��の �)���*�にのみ注目したが、� '�*#��の �)���*�に対して

も全く同様である。（ここまでの議論で �- � �- とすれば良い。）

� 例（# �+����* ������）

また、実際に式（"��-�）を見ると

M: :
��
�
����

-=������4
�I
�$4
- I�$


= I�$�
� �"�""��

であった。（!� C� <は点群の 
表現の足である。）
それゆえ、�)���*�変換に対して場が式（"�"��）のように変換する時、

M: �M:�!*-�- = �-�
�� �"�""��

と実際に変換される。（この時、各々の場の'�*#��� +��!.� は��である。）

���



��' �	�����と�����	の安定化

ここからは *����� 場を含む、'�*#��場の安定化（真空期待値の決定）について説明する。
また、それに付随した �8�4 (���	� !についても少し説明する。（一般的な ��)� ���'について
は、���� *�%に載せてある。）もちろん、現在の世界には �8�4が無いので、.������.�問題が
起らない程度の �����で、自発的に破れていなければならない。
まず、これらの場の期待値は、実際の !�#!� ��#��� !、4#	�+� ��#��� ! の値や ��'����化

の �����を決める。さらには !�#!� ��#��� ! # �5����� にも、この値が関わってくる。しかし、
'�*#��場（*����� 場を含む）は、�8�4があれば、摂動論的にはそれらを安定化させる �#���&

���� ���� を持ち得ない。（これは式（"��-�）のラグランジアンを見れば明らかである。）例え
ば、実際に摂動論的には、*����� � に、�V ��''����

� � � = !1 � 1 D �� �� �"�"""�

や、'�*#��場 �-に �)���*�変換対称性

�- � �-�- � !�-
!*-�- = �-

� �-�- � �-*- : � � �-� �-� *-� �- � * � ! : �� �� � �"�""��

があるのがいい証拠である。何故なら、それらの場の �#������� ���� が摂動論的にも存在する
ならば、場の空間を並進させた時、一般的に �#������� ����が持ち上がるからである。これら
のことからも摂動論的には、�#������� ����が無いことが分かる。
しかし、���� !理論の摂動論の範囲内でも見ることのできる、何らかの効果（例・��.��	&

��.+��?機構）で �8�4が破れれば、量子効果で �7����
� �#������� ����ができる。だが、非摂
動効果の方が、�&����の量子効果より一般的に大きいと考えられる。それゆえ、ここでは非摂動
効果のみを考える。特にここでは、これらの場を安定化させる非摂動論的な �#������� ����が、
.�**� ������の !�#!� � �� *� ����� によって作られると考える事にする。（この時の .�**� 

������の !�#!� ��#��� !は、*����� 依存性を持たないものである。）
また、この時には、.�**� ������の !�#!� � �� *� ����� の影響で、局所的な�8�4 (���	� !

が起る。（もちろん、!��(�� �8�4は2&���'が期待値を持たない限り壊れない。）それゆえ、我々
の標準模型の物質場が住む 
���(�� ������ へは、重力場を通して �8�4 (���	� !が伝わること
になる。（!��
��� '�*����� ）

 そしてこの時、（��������� F
��� ��� ���� ��)��*等）���� !理論
特有の、��)� �8�4 (���	� ! ���'のスペクトルが見られる。また、今の場合、.�**� ������の
物質場は標準模型の物質場と、重力場を通してのみ相互作用している事になる。それゆえ、今
の所観測されていない。またもちろん、.�**� ������の物質は、���� !理論の'����� �� �� �

に入っているものである。（例えば ��������� ��(�)��*の ��� *��* �'(�**� !の場合、.�**� 

������は壊れない� �
�の表現に属するものである。）

この !��
��� '�*����� の場合であれば、��)� '��� は

���3� 
 �>%�
��	

�"�""��

��もちろん他の、�次元で可能な ��"�
 �
�������等の可能性を考えても良いが、������理論特有の興味深い結
果は出ない。また、
+��� ���
�����を使った ��"���� �
��������#��、�����	� �
��������#��等は、既に �次元
の理論に �������化しているので、今の枠組みでは無理がある。

���



となる。ここで、>%は *����� 場、あるいは'�*#��場の2&���'である。また、�>%�は次のよ
うに書ける。

�>%� 
 K�

��	
�"�""$�

ここで、Kは .�**� ������の !�#!� 相互作用の *� �'���� ����� であり、一般的には複素数で
ある。また、これは、�#  � ! !�#!� ��#��� ! �����を使って ����

���K�� � � となる �����であ
る。それゆえ、このKは *�'� ��� �� ��� �'#����� を使って書くこともできる。まず、	 : �

�8�4 がある時、.�**� ������の（*����� の期待値の入っていない）!�#!� ��#��� !の �&����

ベータ関数は

-���� :
��
����

��
� � �� : ��I����� =

	
-

� �3-
�� � ���� ( � �"�""��

と書ける。ここで、!�#!� ��#��� !の漸近自由性より �� � �である。なお、.���'���.�� ��#��� !

であれば、�&����で �%���である。;��< ここで、I�����は !�#!� 群の �次のカシミアである。
そして、� �3-

��は !�#!� 群の表現の *� 	� � *�%である。
この時、�#  � ! .���'���.�� !�#!� ��#��� ! �����は ���� ! �����の .���'���.�� ��#��� !

W���を使って次のように書ける。（���� !の ����レベルでは ��W��
�� : <����である。）

����

��
����

:
����

W��
��

= �� � �E
�
����

�� �"�""-�

このとき、� : Kとすると、

K �E�� �%�����������W��
��� � E�� �%������<���������� �"�"���

と書く事ができる。
また、この時、Kは .�**� ������の !�#!� � 1�を使って、

�1�1�� � K�Æ�� �: � �"�"���

と書く事ができる。（Kは複素数である。）
この時、実際に'�*#��場のスーパーパートナー（*����� �等）%� の局所 �8�4変換をみると

Æ�%
� : �

�
�&�����������

�'�4�� �

�

�(��

�S	
�

�������1
�1�'�4� = � � � �"�"���

となっている。ここで、'�4�は局所 �8�4変換のパラメーターである。また、S�は *����� を
含む'�*#��場である。
それゆえ、�(����S

	
� �: �であれば、

�Æ�%�� 
 �1�1�� �: � �"�"���

となって局所的な �8�4が破れることになる。
またこの時、.������.�問題の無いように、���3� 
 �
�Gのためには �K� 
 ����9�Gである。

��$



����� ����	�� ���������	��からの非摂動的 �����������	��

ここでは、.�**� ������における、*� �'���� ������K�付近の強結合ゲージ理論を考える。ま
た、この時は物質場は簡単のために考えないことにする。

�������� 5���

まず、!��(�� �8�4では !�#!� 	� ���� ���'は次のように書ける。

!
� : �

"

�
��7(���S�M

�6M �
6 = .��� �"�"�"�

ここで、M �
6 は �#���5��* ���� !�.であり、(���S�は !�#!� 	� ���� )# ���� である。そして S

は、*����� を含む !�#!� �� !���な'�*#��場である。
この強結合領域では、!�#!� � �� *� ����� 

�1�1�� �: � �"�"���

が起こる。それゆえ、強結合 !�#!�理論では、一般的に、基本的なM �
6で記述するよりも、!�#!�

�� !���な ��'������ 5��*である !�#�(��� 5��*

� � M �6M �
6 �"�"���

で記述した方が描像が良い。なお、� の ��+��� ��'�� � � 5��*は、� � 1�1�である。この時
の � の 	� ���� ���'は

!� : -

.

�
��7��� 	���� : .�����	����������� = � � � �"�"�$�

となる。;�$<ここで、.は無次元の定数である。このような 	� ���� ���'ができるという事は、
強結合の非摂動効果により、/6�.��� ���� ����が変更を受けるという事である。この時の/6�.���

���� ����O は、既に知っている � の寄与のない、摂動論の O� に加えて、次のような変更が
ある。

O : O� =O#� �"�"���

O#� : �� � ;� = -

.
&G

������ 	��������
	
��
��< �"�"�-�

ここで、��は �.���� ��'�� �����;��<である。また、例えば、通常の ��の選び方は E� ���� &

���(��� 作用に
!
 � �&�G�����

	
��.��.���3

��� �"�"���

と入るので、

&�G�����
	
��.��.�� :

�

�����

:
�

�L�
�


 ��
�	 �"�"���

と決める。（ただし今の場合、*����� の期待値が決まる前の重力 ��#��� !は L�� : �としてい
る。）それゆえ、/6�.��� ���� ����への � の寄与は、��� 	 '���の �乗で抑えられている事に
なると思って良い。後で、!��(�� �8�4 ��'�� （��	 ��）を取るので、この非摂動的/6�.���

���� ����は結局効かない事が分かる。（そしてこの時は、解析自体は !��(�� �8�4のみ見れば
良い。）

���



���
���からの寄与

ここでは � �'���の寄与を考えて、簡単のため、量子論的な �7����
� �#������� ����を構成
することを考える。;�$< ここでは、.���'���.�� ��#��� ! � のベータ関数を使用する。ただし、
.���'���.�� なベータ関数は

-��� :
�

����
�� � � : ��I����� =

	
-

� �3-
�� ��� ( � �"�"���

となる。（.���'���.�� ��#��� !の場合は �&����しかない。そして、!�#!�場しか考えていない
今は第 �項の寄与はない。）
ここで考えるのは、この理論における ��'������ 5��*に対する �.���� � �'���

��C
�
� : �-���

���
> �
��
H> ��� : � �

����
> �
��
H> ��� �"�"���

そして、����� � �'���

M�
� :

-���

���
> �
��>

��� :
�

����
> �
��>

��� �"�"�"�

を使う。ここで、M��は対称化された � �!�&'�'� �#' �� ��� である。ただし、ここでの �%���

カレントは通常の V,3と定義を変更しており、通常の �*���&���*�� の定理を満たさない。
その � �'���の係数に、ベータ関数が来るようになっている。;�$< また、暗にではあるが、
�#����� )��'�� � �'��� .��� : �-�������> �

���
��1� も存在している。ここで、��は �#���カレ

ントである。この� �'���の存在が通常のV,3と違う点である。また、これら�つの� �'���で
�.���� �#���'#�������を組んでいる事が知られている。;�-<そう考えると、.���'���.�� ��#��� !

が � �'���に現れることは妥当であろう。（ここではこの �#����� )�'�� � �'���について扱
わないが、以下の解析は、これも正しく含んでいる。;�-<）
また、これらの � �'���は、�� *� ����� の前後で共通に存在するはずである。
それを考慮したグランジアンは次のものである。

!� : ��
-���

�
��7� � 

�
*�

��
�

�
= .��� �"�"���

ここで、*は定数である。実際に、上式のラグランジアンを理論に加えることによって、����レ
ベルで � �'���#� 1��* �*� ����を満たす。それを簡単に見ることにする。まず、次の変換で
�.����変換を定義する。（実際に ��'�� ��で見ると分かりやすい。）

��4� 7� >7�� &�-6��4� &��-6��7� &�-6��>7� �"�"���

そして ����� 変換を次で定義する。

��4� 7� >7�� &�(��&�(4� &�(��7� &�(��>7� �"�"�$�

��-



簡単のため、� � 部分の ��+��� ��'�� �� � を見ることにする。この時には、次のような項が
ある。

!� � ��
-���

>; � �= .��� �"�"���

ここで、>; は � の 2&���'であり、元の場で書くと、

>; : ��

�
> �
��>

��� =
!

�
> �
��

H> ��� �"�"�-�

である。（ただし、!�#!� �に対しては運動方程式を使った。）そして、�つの変換に対して

� �� � �= �!� � � �� � �= �. �"�"$��

と変換する。この時に、式（"�"��）のラグランジアンから各々の変換に対して

�!� �

����
�>; � > 	

;� : �
�

����
�> �

��
H> ���� �"�"$��

�. �

����
�>; = > 	

;� : .
�

����
�> �

��>
���� �"�"$��

の項が出る。よって、式（"�"��）を理論に入れると、� �'���が正しく再現されることになる。
ここで、!�#!� 	� ���� )# ���� が次の形をしているとする。

(���S� : (��S�Æ�� �"�"$��

すると !�#!� 	� ���� ���'は次のようになる。

!
� : �

"

�
��7(��S�� = .��� �"�"$"�

それゆえ、これと、� �'���の寄与を組み合わせると、非摂動的な �7����
� �#������� ����

HM #� :
�

"
(��S�� � �

-���
� � 

�
*�

��
�

�
�"�"$��

が出来ることになる。（この形は4� 	����+��?型の �#������� ����である。;�$<）

������	��からの寄与

またここで、理論には �)���*� 
&*#�����

�- � �-�- � !�-
!*-�- = �-

� �-�- � �-*- : � � �-� �-� *-� �- � * � ! : �� �� � �"�"$��

があった。ここで、この変換に対して前節の/6�.��� ���� ����O�は次のように変換した。

O� � O� = � �!*-�- = �-�� �"�"$$�

���



そしてここで、/6�.��� ���� ����O#�がこの変換に対して不変であることを要求する。すると、
���� は'�*#��� +��!.� ��を持ち、次のように変換するべきである。

�

��
� �

��
�!*-�- = �-�

�� �"�"$��

するとこの時、!� �����?�* /6�.��� ���� ����

� � O = � �M���
� �� �"�"$-�

が不変のためには、M���は'�*#��� +��!.� ��を持つべきである。つまり、非摂動的な �#���&

���� ����も � '�*#��依存性を持つべきであることが分かる。
またここで、�.���.��* ��������� （���� ! の ����の寄与）を入れた、/��&0��*�レベルが �

の、!�#!� 	� ���� )# ���� の正則な部分は次のように書ける。;��<（ただし、� '�*#��の寄与
は考えていない。）

(��S� : � � �

���

	
-

��-�� � Æ-*�� � �
��!�-� �"�"���

ここで、��!� �は *�*�	� *関数

��!� � : &�,����
��
#��

��� &��,� � �"�"���

である。また Æ-*�は 
&*#�����と !�#!� 群と'�%�* � �'���に対する9��� &��.+��?係数であ
る。（実は
&*#�����には、����レベルで一般的に � �'���がある。しかし、���� ! の ����レベ
ルの寄与である �.���.��* ��������� で、うまく打ち消すことができる。）そして �-��は、!�#!�

群と
&*#�����の'�%�* � �'���の係数

�-�� : �I���� =
	
6

� �36
���� = �+-6� �"�"���

である。;��< ここで、I����� � �3
6
��は !�#!�群に対する �次のカシミアであり、表現の *� 	� 

� *�%である。そして+-6はこの!�#!�群に属する全ての'�����の'�*#��� +��!.�である。（ここ
で正則な部分のみを考えたのは、これから生成され得る �#������� ����を考えたいからである。）
そして
&*#�����に対し、*����� は9��� &��.+��?機構により、�&����レベルで

� � � � �

���

	
-

Æ-*� � �!*-�- = �-� �"�"���

と変換を受ける。そしてまた、*�*�	� *関数は
&*#�����に対し、

��!�-�� �!*-�- = �-�
�����!�-� �"�"�"�

と変換を受ける。

� ��#��� ! # �5����� について

���



ここで、少し話がそれるが重要な事を言っておく。これまで見て分かるように、���� !の ����

レベルでは、現実的な !�#!� ��#��� !に � '�*#��場依存性が現れることになる。また !�#!�

	� ���� )# ���� には、正則な寄与だけでなく、更に正則でない非局所的な寄与

(� � � �-��
����

	
-

� ��- = � 	
- � �"�"���

もある事が知られている。;��<（一般的に、正則でない部分のアノマリー（"�"��）への寄与は、
非局所的なラグランジアンから生成され得る。これは、その非局所的な部分の、���� ! �.���.��*
��������� を考慮した形である。実際にこれを加えると、正しい � �'���が生成され、さらに
!�#!� ��#��� !も不変になる。）
この時には、/��&0��*�レベルが �の時、

����
�"22 : ��� �
����

�	��� : ��� � �-��
����

	
-

� ��- = � 	
- ��

�

����

	
-

��-�� � Æ-*�� � ���!�-��� �"�"���

と変更を受ける。（もちろんこれ自体は、
&*#�����に対して不変な ��#��� !である。）
ここで、
&*#�����に対して不変な場

N � � = �	 �
	
-

Æ-*�

���
� ��- = � 	

- � �"�"�$�

を定義する。そして、
&*#�����に対して不変な、!�#!�群に寄らない ���� ! �����の ��#��� !を

�

��
��

:
N

�
�"�"���

とする。すると、���� ! �����の、!�#!� 群に寄る ��#��� !（"�"��）は次のように書ける。

����

��
�

:
����

��
��

=X���-� � X���-� : �
	
-

��-�� � Æ-*�� � ��- = � 	
- ����!�-��� �"�"�-�

これによって、���� ! �����の ��#��� !が、!�#!� 群によってばらつきが出ることになる。よっ
て、この時の �#  � ! ��#��� !は、

����

��
����

:
����

��
��

=X���-� = �� � �E
�
����

�� �"�"-��

となる。ゆえに、もし � が適当な期待値（�
����� '�*#��場の時、� 
 �� ただし、��� 	 '���

を �とする。）を持てば、繰り込み群で ��#��� !を走らせたときに、98
 �����（ 
 ����9�G）
で ��#��� ! # �5����� が起き得る事になる。;��< よって、��'����化の �����を決めるだけで
なく、!�#!� ��#��� !の値を決める上でも、� の期待値は重要である。

� 非摂動的な �#������� ����

���



話を元に戻して、!�#!� 	� ���� )# ���� の正則部分を、次のように書き直す。

(��S� : J� �

���

	
-

�-�� � �
��!�-� � J � � =

�

���

	
-

Æ-*� � �
��!�-� �"�"-��

この時、Jは変換（"�"��）、（"�"�"）に対して不変である。それゆえ、!�#!� 	� ���� )# ���� は

(��S�� (��S�� �

���

	
-

�-�� � �!*-�- = �-� �"�"-��

と変換される。この時、式（"�"$�）の �#������� ����の定数部分を、

*� *
�
-

��#
�!�-� � +- : �� ��-��
�

�"�"-��

とすれば、実際に �#������� ����の'�*#��� +��!.� が��になる。さらにこれが、!�-の複素上
半平面に ����を持たず、非物理的な �の値を取らない唯一のものであることが知られている。
;��<

よって、
&*#����を考慮した �#������� ����は

M #� :
�

"
(��S�� � �

-���
� � 

�
*�

�
-

��#
�!�-���
�
�

�

:
�

"
J� � �

-���
� � 

�
*�

�
-

���!�-���
�
�

�
�"�"-"�

となる。この場合は !�#!� � �� *� ����� が �つの !�#!�群でのみ起ったが、一般的に、.�*&

*� ������に複数の !�#!�群があると、複数の �� *� ����� が起る。.�**� ������に 5個の
�� *� ����� を起こす !�#!�群がある時、この時の �#������� ����は

M #� :

�	
#��

�
�

"
J�# � �#

-���
�# � 

�
*#�#

�
-

���!�-���
�
�

��
�"�"-��

である。この �#������� ����は ���� ����	模型で重要になる。;��< これを使って、*����� を含
む'�*#��場の安定化を行う。さらにはどのような局所 �8�4 (���	� ! ��)� ���'が生じるのか
も見たい。しかし、その詳細を見るには、�7����
� 2&���' ������ ���� ����を見なければいけな
い。（この時、'�*#��は !�#!� �� !���なので、2&���' ������ ���� ����のみに寄与がある。）

����� �6���	"� ������	��

ここからは 2&���' ������ ���� ���� J を見ていく。
まず、2&���' ������ ���� ���� J は

J : &������
������

� � �� �"�"-��

���



と書ける。ここで、

� : O = � �M �� � �� :
��

�S�
� �� :

��

�S	
�

� � �
� :

���

�S��S	
�

�"�"-$�

であり、Mは �#������� ����である。そして �������は� �
� の逆行列である。（もちろん、������

��'�� ��のみを見ている。）そして、この時の ������ ��'�� ��は *����� （�）、'�*#��（�）、
�T#��	、������ 、��!!�（@:、@�）等である。
ここで、簡単のため +��	 ��#��� ! ��'��（����

�� 
 ����� � �）を考える。（これは ���� !

理論の摂動論に対応している。）この極限は O 
 � � ����� � ��となり、式（"�"��）よ
り��	 ��の !��(�� �8�4 のみを考える極限にも対応している。なお、この時は非摂動的な
/6�.��� ���� ����（"�"�-）は効かない。ところで、!��(�� �8�4では 2（�� 3）&���'が期待値
を持たない限り、�8�4 は破れない。それゆえ、この極限では !�#!� � �� *� ����� が起って
も、!��(�� �8�4 の �#�����''����� 
��##'が残る事になる。
この極限（!��(�� �8�4 ��'��）の元で、実際にこの事を見る。まず、������ ���� ���� J の

最小値に注目したいので、これに対応する式（"�"-"）のM #�の値を見つけると良い。この時、
!�#�(��� 5��* �#に対しては、

�M #�

��#
: � �"�"-��

を満たす �#が ������ ���� ����の最小値になる。何故ならば、!��(�� �8�4 では !�#�(��� 5��*

の 2&���'が、 > 	
;�

: ��M #����#と書け、2&���' ������ ���� ���� が J 
	���	
 : �>;���と書け

るからである。それゆえ、上式は !��(�� �8�4の >;� : J 
	���	
 : �の最小値に対応している。

（!�#�(��� 5��* は !�#!� �� !���なので、3&���'の寄与はない。）
式（"�"-�）を使って !�#�(��� 5��*を積分すると、

$#��� �-� : ��

*#&
&��,	0���

�
-

����!�-� �"�"--�

となる。ここで、�は ��'�� ����� ��の ��+��� ��'�� � �であり、式（"�"��）より � 
 ��	

である。（�� )��'�� �#���!��
���の場合、!�#!�固定でこの形にすることが可能である。）
ここで、式（"�"��）を考慮すると、この時に実際に

�$#��� �-�� 
 �1�1�� 
 ��
�	&

���,	�+������ 
 K� �"�����

となる。そして式（"�"--）を（"�"-"）に代入すると次のようなものになる。

M #�
�" :

	
#

�#
-���

$#��� �-� �
 K�� �"�����

この �#������� ����は+��	 ��#��� ! ��'��において、良い近似である。また、近似した非摂動
的な �7����
� �#������� ����を

M #�
�" :

O�J��
- �

��!�-�
� O�J� �

	
#

�#&
���,�0����� � �# :

�#�
�

-���*#&
�"�����

��"



と書く。この時に、これが'�*#��� +��!.� ��を持っていることが良く分かる。
ここで、現象論的に、���� ! �����（
 ���� 9�G）の物理的な !�#!� ��#��� !（���）の値を、
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 ����� （
 ���� 9�G）の値で近似すると、

��� :
��
��

"�
� �

"������ 

�

�"
� ����� 
 � �"�����

となる。この ����� 
 �はそれほど大きい値ではない。それゆえ、上記の �#������� ����が良
い近似になっているかどうかが気になる。しかしここで、違った観点で次の事を考える。まず、
!�#�(��� 5��*を積分する前にも .�����.�問題が無いためには、次式が成り立つべきである。

��
��3�

��
�	


 �K�
�

��
�	



	
#

���#���
���� % � �"���"�

この（"���"）の条件の元で、（"�"�-）の/6�.��� ���� ����、（"�"-�）の �#������� ����で �
�����

'�*#�� �、Æ-*� : � を使って、)#�� �7����
� ������ ���� ����の計算はされている。;��<この時
は、)#�� �7����
� ������ ���� ���� J3:		が停留点を取る条件 �J3:		���# : � から、式（"�"--）が
出る。（ただし、�# � �#である。）つまり、この領域は !��(�� �8�4 ��'�� に対応している。
そうすると、この時に�#の積分後も	

#

��$#��� �-����
���� % � �"�����

が成り立つべきである。このためには次式が成り立てば良い。

����� 6 ��#�
�"��

�"�����

つまり、現実的には ����� 
 � とならなくても、上式を満たせば十分良い近似になっている
ことになる。つまり、����� 
 �で、十分良い近似となり得る。そしてこの領域では、!��(��

�8�4と見て近似する事が可能である。すると同時に、/6�.��� ���� ����も（"�"�-）の非摂動
な部分は、この領域では ��� 	 '��� ��*��（��	 ��）で十分に抑えられて、摂動論的な部分
のみで近似することができると考えられる。

����
 例： ���� ����� 2	���� ������

ここでは、.�**� ������が !�#!�場だけの時を考える。

&*#�����に対して � �'���がある時は、���� !理論の �����で、*����� が

� � � � �

���

	
-

Æ-*� � �!*-�- = �-� �"���$�

と変換を受ける。このため、/6�.��� ���� ����が'�*#��� ��
���� �のためには、実は *����� 部
分に ���� ! 理論の �&����で変更がある。それは次のようなものである。

O� : � � N �
	
-

� ��- = � 	
- � �"�����

���



N : J = J	 � �

���

	
-

Æ-*� � ��- = � 	
- ����!�-��� �"���-�

この /6�.��� ���� ����と、前節で出した � を積分した非摂動的な �#������� ���� （"����）を
使って、2&���' �7����
 ������ ���� ���� J233 を出す。この時、
���(�� ������の物質場の/6�.���

���� ����や ��#��� !の中に、'�*#��場依存性があるが、結局 
���(�� ������は、電弱相互作用
のスケールの期待値しか持たないはずなので、その寄与は小さい。（むしろ、現象論的には、大
きな期待値を持たない場を 
���(�� ������の場とする。それゆえ、その寄与を入れても、大きな
期待値を持ったものは .�**� ������の物質場と解釈され得る。）ゆえに 
���(�� ������の物質場
の寄与は考えない。その .�**� ������に物質場をいれた場合は、次に考える。
話を戻して、������ ���� ����は次の通りである。

J233 : N ��
�
-

�� = � 	������!�-����; �O� N O0�� � ��O��

=
	
-

N

N � �������Æ-*�

����O� Æ-*�

���
O

����� �� = � 	��� W�-�� < �

W�- : �� = � 	��� = �����!�-�
��

��-
� O0 :

�O

�J

�"�����

ここで、 W�はE��� ���� 関数と呼ばれるものである。この �7����
� ���� ����が *����� 場を含
む'�*#��場の期待値を決めるはずであるが、一般的には現実的な値を出さない。特に *����� 

を固定し、�
����� '�*#�� � で解析はされている。;��< この時には、E��� ���� 関数 � W�� の、
'�*#��� 変換に対する固定点 （� : �� &-,��）近くの値 � 
 ����で常に安定化されてしまう。
また、�� *� ����� が �つの時、*����� が有限の値では安定化されない。実際にそれを見て

いくことにする。まず、*����� に対する、�7����
� ������ ���� ����の停留点の条件は

�J233
�J

: � �"�����

である。この時、次式が満たされるJの値が停留点である。

�O� N O0�
�
�O	 ��

-
K �

�K��
�� ��- = � 	
- �

�� W�-���O	 � �-O
	
0��

�
� N �O00�O

	 � NO	
0��

: N �O00

	
-

�-
N � �-

��- = � 	
- �

�� W�-���O	 � �-O
	
0��

�- � Æ-*�

���
� O00 � ��O

�J�

�"�����

ここで簡単のため、Æ-*� : � �N : ���J : ����� の時を考える。
この時、上式の条件式が

��� H���O� NO0�O
	 : N �O00�O

	 � N O	
0�� �"�����

となる。ここで、
H� �

	
-

��- = � 	
- �

�� W�-�� �"���"�

���



である。これは、次の時にも満たされる。

O� NO0 : � �"�����

これは、*����� の2&���'が �になっている条件に対応している。この時に解が物理的な値（例
D ����� 6 �）を満たす時、それは極小値に対応する。そして、これ以外の解は決して極小値に
ならない事が知られている。;��<

それを例を挙げて見ていく。

� 例１ �� !�� �� *� ����

この時

O�J� : �&�10 � X :
�"��

�
6 � �"�����

この時、条件（"����）より、
N : �X � � �"���$�

となり、非物理的である。また、式（"����）より N 6 �の次の解もある。

N :

�
�� H�

X
�"�����

この時、この �7����
� ������ ���� ����を N の関数だとすると次式になる。

J233�N �  &�1K

N
;�� = XN �� � � = H�< �"���-�

よって、� 6 H�の時、極大値が N :
�
�� H��X で存在することになる。ゆえに *����� はこの

時、安定化されない。
また。� � H�の時、N 6 �で極値は存在せず、��� � �となり、安定化はされない事になる。

ただし、ここでは � '�*#��は何らかの機構で安定化されていると考えた。

� 例 � *�#(�� �� *� �����（���� ����	 模型 ;��<）

ここでは、�つの .�**� !�#!� 群で �� *� ����� が起こると仮定する。（�つ以上でも原理は
同じである。）そして、ここも同様に � '�*#��は何らかの機構で安定化されていると考える。
ここで、

O�J� :
�	

#��

�#&
�1�0 �"�����

である。この時に式（"����）を満たせば良い。すると、これは

;�J = J	�X� = �<��&
�1�0 = ;�J = J	�X� = �<��&

�1�0 : � �"�����

��$



を満たせば良いことになる。ここで、J : ��J= !�'Jのように実部と虚部に分ける。すると、
虚部については、符合が反対であるべきなので

�%��!�X� �X���'J� : �� �"�����

とすると、

�'J :
��+= ���

X� �X�

� + � * �"�����

になる。この時は、
�� = �X���J���

�� = �X���J���

: &��0�1��1�� �"���"�

を満たせば良い。よって、

��J :
�

X� �X�
� 

�
�� = �X���J���

�� = �X���J���

�
�"�����

である。特に、*����� の現実的な値は

X#��J( � �"�����

であるので、この時には

��J � �

X� �X�
� 

�
X���

X���

�
�"���$�

となる。この領域の *����� の値は、!��(�� �8�4 ��'��に対応しており、*����� の 2&���' が
ゼロになっている事に対応している。
例えば !�#!�群がそれぞれ ���	��� ���	��とする。この時、

X# :
�"��

�	#
:

���

	#
�"�����

である。そして、

	� : � � 	� : "� X� � �� � X� � �� �
��

��
� � �"���-�

とする。この時、式（"���$）に代入すると、

��J � ���� �"�����

の値になる。この時にはX���J � � � X���J � �となり、式（"����）と比べてみると、実際
に良い近似になっている事が確かめられる。また、極小値になっているかどうかを調べる。こ
こで極値では、

J233 00�  ;�J = J	���O00��� � ��O0��<
�J = J	�

�"�����

J233 00  � O00O
	

�J = J	�
�"�����

���



が成り立つことに注意する。（省かれた係数は、'�*#��場依存性である。）これらを使うと、こ
の値の時には

J233 00� = J233 00 = J233 0�0� � "�� 6 � �"�����

と極小値になっている。（ただし'�*#��場依存性は除く。）問題は、この値が !�#!� ��#��� !

# �5����� があると思ったときの、���� ! ����� 付近の値 （��J � �）に程遠いことである。
��Jの値を����で出そうと思えば、Xがある程度大きい必要がある。（.�**� ������の !�#!�

群が、��に入りきらない程大きい必要がある。）あるいはX-同士の値を近くする 5 � �# � !が
必要である。それゆえ、もし、!�#!� ��#��� ! # �5����� があるならば、これの他にも、'�*#��

場の寄与を含む、様々な �.���.��* ��������� があると思われる。

����� 例： 2	���� ������ 0	�2 
�����

ここでは、.�**� ������に物質場がある時を考える。物質場として、ある !�#!�群 �の基
本表現の物質場 ;-

!、そして、反基本表現の物質場 >;!-がある時を考える。ここで、!は�の
（反）基本表現の足であり、�（ : � 
 E）は N�
��の足である。また簡単のため、!�#!�群は
単純群とし、これらの物質場は、この �つの !�#!�群にのみ電荷を持っているとする。（そして
これは、!�#!� � �� *� ����� が �つの !�#!�群でのみ起ると仮定することと同じである。）
ここで、!�#!!� �� !���な場 2!を使い、摂動論的に次のような �点 �#������� ����が書ける。

M � :
	
-$!

�!��-�2!;
-
!
>;!- �"���"�

（ここで、�2!� �: �であれば'��� ���' �! : �!��-��2!�ができる。）もちろん、ここではこ
の �#������� ����は'�*#��� +��!.� ��を持っていると仮定している。（�!��-にも  � &���
���

な'�*#��場依存性がある。）
ここで、前節と同様に、強結合 !�#!�理論では物質場の方も基本場で理論を記述するよりも、

!�#!� �� !���な ��'������ 5��* （'��� 場）で理論を記述したほうが、描像が良い。それを次
式で定義する。

J! �
	
-

;-
!
>;!- �"�����

この時は .�**� ������に次の大局的対称性がある。

���E��-�
 � ����> � ����� � ����� �"�����

（今は、�#������� ����（"���"）の形のせいで上記の対称性になっている。しかし、更に一般的に、
例えば、���E������E�������> ������������の大局的対称性がある理論を考えること
も可能である。また、大局的対称性が分かると、これだけで非摂動的な �7����
� �#������� ����

が分かることが知られている。;��< しかし、ここではそれを用いないことにする。）
この時に、これらに対する � �'���を見ることにする。まず、�����に対しては式（"�"��）

に加えて、
J!�4� 7� >7�� &�-6J!�4� &

��-6��7� &�-6��>7� �"���$�

��-



と変換するとする。（これは ��'�� � �でみると、�.����変換になっている。）そして、�����
に対しては、次のように変換するとする。

��4� 7� >7�� ��4� 7� >7�

J!�4� 7� >7�� &�-'J!�4� 7� >7�
�"�����

この時、これらの変換にはもちろん � �'���がある。�����に対しては変換に対して、次の項
が経路積分の測度から生成される。

Æ�! : �
�

����
> �
��
H> ��� �"���-�

ここで、�は �&����ベータ関数の係数である。そして、また �����に対しては、次の項が生成
される。

Æ�! : �-
*

����
> �
��

H> ��� * : �
	
!

� �3!� : �E� �3!� �"��"��

そしてここで、����
� は'�*#��� +��!.� ��、J���

� は、前と同様に考えて、運動項

! : �� ���

�
��7�J J 	���� �"��"��

を持っているので、次の/6�.��� ���� ����を持つ。

O> : �� � �� = �� ���� &G
����J J 	��������

	
��
��� �"��"��

（ただし前と同様に、この/6�.��� ���� ����は、ここで行う近似の元では効かないと考える。）
よってこの時、
&*#�����に対して

O� � O� = � �!*-�- = �-�� �"��"��

であるから、/6�.��� ���� ����が不変のためには、J���は'�*#��� +��!.� ����を持つ。
そして、� �'���#� 1��*恒等式を満し、'�*#��� +��!.�が��の非摂動的 �#��� ���� ����

は次のようなものである。

M #� :
�
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�J � �
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�
(�������

�
!

J ��� �����
!

�
-

���!�-���
�
�

�
=

	
!

�!��-�2!J! �"��""�

ここで、( は定数である。そして、前節と同様に

�M #�

��
:
�M #�

�J!
: � �"��"��

と場を積分する。（ただし、.�**� ������に !�#!�場しか無い時に比べて、正当性は幾分不明
瞭である。しかし、;��<と比べても、大局的対称性の要求から出てくる �#������� ����とほぼ
一致していることが分かる。）すると次式になる。

�! :
�� �3�$

�����!��-�2!
�"��"��

���
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�" :
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-���
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ただし、�� �-を使って書いた J!� � を �!�$ とした。また、更に一般的に

M :
	
-$!

�!��-�2!;
-
!
>;!- �

	
-$!$6

�6!#��-�26;
-
!
>;#- �"��"-�

と摂動的な �#������� ����を置き換えると、�
!

�!��-�2! � *��E � E!# �
	
6

�6!#��-�26 �"�����

となる。ここで、上式より

*��E  �*������ : �*��;!
>;#�

�� �"�����

を考慮すると、まさにこれは、�Y��	&3� �&���(��!型の �#������� ���� ;�$< になっている事が
分かる。
そしてまた、物質場の/6�.��� ���� ����は一般に次のように書ける。

O!���2" :
	
6

��6��
�
-

��- = � 	
- �
#
� �"�����

ここで +-6は'�*#��� +��!.�である。
ここでは簡単のため、�
������ '�*#�� �（ : �� : �� : ��）を使う。さらに !�#!� �� !���

'����� 2は # �+����* '����� （+-6 : ��）とし、N�
��は �つとする。
この時に考えるべき/6�.��� ���� ����は次のものである。

O : � � �� = �	�� � � �� = � 	 � �2��� �"�����

するとこの時、2&���' �7����
� ������ ���� ����は次のように書ける。

J233 : �� = �	����� = � 	 � �2����� ; ��� = �	�M+ �M ��
=

�

�
�� = � 	 � �2����M� = 2	M� ��

=
�

�
�� = � 	 � �2����

����M� � �
M

� = � 	 � �2��
����� � ��M �� <

�"���"�

なお、下の添字は場による微分を意味する。ここで、�#������� ����

M #�
�"  

�
&��,�0

���!� �2��

��������
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���



の形を使うと、次のように ������ ���� ����を書き直すことができる。

J233 :
�
�
�M ���� = �	������ � H2�����	 ���� � H2������(+��

=

�
�*

�� *

��

� H2��� =

�
�*

�� *

��

;� W��� = � 	��� � �< 
 �"�����

ここで、 W�は前に定義したE��� ���� 関数であり、

� H2�� � �2��
� = � 	 � (+ � �� �� = �	�

M+

M
�"���$�

である。この時、前と同様に、�つの !�#!� � �� *� ����� では *����� や (+ の値が有限の値
で固定されない。よって、他の機構で固定されていると考える。;�"< これらは、完全なフリー
パラメーターとして考える。そして、� の安定化については、�� *�（(+）のフリーパラメーター
の値次第で、どうなるか決まることになる。
まず、� = �* � �（���� ����に 2の巾級数が分母に入る）の時、前と同様に、この ������

���� ����が
&*#�����に対して不変であることから、E��� ���� 関数の固定点である � 
 �で安
定化してしまう。つまり、��� 	 �����で ��'����化されていることになる。（今の場合、��� 	

'���はオーダー �になる。）そしてまた、この時、J233 は  � &���
���な � H2� �: �の最小値を持
つ。つまり、.�**� ������物質場が質量を持つことになる。さらにこの時には、�#������� ����
も有限の値を持つようになり、その2微分（2&���'）も有限の値を持つことになる。よって、
����� �8�4は破れることになる。（また、この場合は (+の 5 � �# � !によって宇宙項をゼロに
することが可能である。）
そして � = �* 6 �の時、（���� ����に2の巾級数が分子にのみ入る場合、つまりは通常の摂

動論的な ���� ����になる時）この時には H2 : J233 : �の最小値が存在する事が分かる。よっ
て、この時、2&���'は �になり、����� �8�4は破れない事になる。そして、.�**� ������の物
質場の質量は生成されない。さらには、他の場の期待値が決まらなくなってしまう。つまりは
��'����化の �����が決まらなくなる。
また、物質場を入れて ����&����	模型も考えられたが、;��< 安定化はするものの、真の最小

値ではない等の問題がある。
また、!�#!� ��#��� !が弱くなる高エネルギーでは、非摂動的な �#������� ����は生成され

ず、一般的に � H2� : � となってしまう。（これは � = �* 6 �の時と同様である。）つまり、摂動
論的になる高エネルギーでは、場の期待値が消えてしまう（無視できる）ので、結局 � H2� �: �

でも、� H2� % ��	（ 
 �）と予想できる。そうすると、式（"����）の中で主な寄与をするのは、
2の次数が一番小さいM�の項である。それは次の部分である。

J233 
 �

�
�� = �	����� = � 	����M��� �"�����

そう思うと、この時、この ������ ���� ����はM� : �で最小値を持つ。しかし、!�#!� � �� &

*� ����� の寄与が �つで、式（"����）の形の �#������� ����ではこの条件を満たさない。そこ
で、簡単のため、次の �点 �� ��'���?�(�� �#������� ����をさらに加える事にする。

M � : 2� �"���-�

���



すると、この時、

M� : �� 2� :
*$
-���

�"�����

となる。これを2について解くと

2  &�,�0

���!� �
�"�����

となる。これを式（"����）に代入すると次式になる。

M #�  &�10

���!� �
� X :

�"��

��� � ��� : �I������
	
-

� �3-
�� �"�����

結局、�#�� !�#!�の場合と同じような結果になる。
特に、この .�**� ������に物質場がある場合に、�つの �� *� ����� がある場合は解析され

ている。;"�< この時は、前と同様、� '�*#��場は � 
 ����となる。ただし今の場合、.�**� 

������に物質場が入った分Xを幅広く自由に動かせるようになり、����� 
 �に近い値も出る。
;��< また、ここまで �#�� !�#!� の場合も、物質場がある場合も、簡単のため Æ-*� : �と置いた
が、Æ-*� �: �の場合も解析されている。;��<

����� その他の例

他にも、例えば *����� の/6�.��� ���� ����を

O� : � � �� = �	�� O��#� : � 

�
�

� = �	 = �%����� = �	����&�1�+�+������

�
� 5�X 6 �

�"�����

のように、� ?��?をおいて/6�.��� ���� ����に非摂動的な効果を加える。そして、この/6�.���

���� ����をこれまでの代わりに用い、*����� の安定化を行う方法もある。;��<

また、
������ ���� ��)��*理論の枠組みにおいて、*����� に対する �)���*� �&*#�����対称
性を理論に課す。そうすると、

M #� 
 ����!��;C�!��� $""< �"���"�

のような非摂動的な �7����
� �#������� ����が作られる。ここで、C�!��はある�)���*�不変な
*����� の関数である。これを用いて *����� の安定化を行う方法もある。;�-<

� ��
� ��� ��	���	����模型
ここでは、� ���� ���� ��)��* ��'����化した 
������理論を考える。ここでは、"次元に

��'����化された際、	 : � �8�4が残るとして話を進めていく。;"�<


��� ��� ���� ��)��*模型の場合、��������� ���� !理論と大きく違うのは、3&(�� �が存在す
る事である。3&(�� �が存在すれば、その上で開弦を元にした !�#!�場が存在し、!�#!� 群が

���



存在することになる。例えば、3&(�� �が	 枚重なると、どの3&(�� �に開弦の端が固定され
るか、という開弦の両端の自由度が存在することになる。つまりは、片方の端について	 自由
度あるので、両端で	 �	 : 	�自由度あり、��	� !�#!� 対称性が現れることになる。この
開弦の足の自由度の波動関数は、,.� &���� 因子と呼ばれる。;�< また、この ,.� &���� 因
子は !�#!�群の生成子に対応している。ここで、世界面上のパリティー変換不変性を課す事を
考える。!�#!�場は

����!C�1�-= � !� C : � 
 + � � : � 
  #'(�� �) *�'� ��� �) !�#!� !��#� �����

と書かれる。ここで、���は開弦の振動子、!� Cは開弦の端の自由度である。そして、1�-=が,.� &

���� 因子である。また、世界面上のパリティー変換 Oに対して開弦の状態は、向きを変える
ので Oの作用に対して

O D �!C� � �C!� �����

となる。よって、!�#!�場の状態は

O D ����!C�1�-= � �����C!�1�-= �����

となる。よって、!�#!�場の状態の,.� &���� 因子は、

1�-= : �1�=- ���"�

の !� C に対して反対称なものしか理論には残らない。そして、その ,.� &���� 因子の独立な
数は +�+� ����となり、���+� !�#!� 群が理論に残ることになる。また、更に世界面上のパリ
ティー変換を一般化すると、�5�+���（+ � �*）群が出る事が知られている。;�<

また、理論に3�&(�� � と3T&(�� �が存在した場合、

5� K � "* �����

であれば、理論に �8�4が残ることが知られている。;�< これは 
������理論を ���� ��)��*を
使って、��'����化した場合も同様である。さらにこの時には、"次元で	 : � �8�4が残り
得る事が知られている。;"�<

例えば、具体的に次の事を考える。理論に 3-&(�� �と �種類の 3�&(�� �が存在する時は
�8�4が残る事になる。この �種類の3�&(�� �意味は、� 
 �を  � &��'����な方向と考えた
場合、"� �の ��'����方向に伸びた3��&(�� �、�� $の ��'����方向に伸びた3��&(�� �、�� -

の ��'����方向に伸びた3��&(�� �があるという意味である。
他にも  � &��'����な方向に伸びた 3�&(�� �と、�種類の 3$&(�� �が存在する時を考え

ても良い。この時の �種類の意味は、3�&(�� �と逆に、"� �の ��'����方向に伸びていない
3$�&(�� �、�� $の ��'����方向に伸びていない3$�&(�� �、�� -の ��'����方向に伸びていな
い3$�&(�� �があるという意味である。
また、伸びた方向の開弦の境界条件は��#'�  条件、伸びていない方向は3����.���条件で

ある。また、
&*#�����は、この��#'�  条件と3����.���条件を入れ替えるものである。こう

��"



考えると、3-&3�系と3�&3$系は全 ��'����方向（"� �� �� $� �� -）に
&*#�����を取るとつなが
ることになる。つまり、

3-� 3� � 3�- � 3$- � ! : �� �� � �����

である。よって、片方の系を考えれば良いことになる。ここでは便宜上、3-&3�系を考えるこ
とにする。
更にこの系でも、�� $� �� -方向に
&*#�����を取れば、

3-� 3�� �3�� � 3�� ���$�

等のように、3&(�� �の種類が入れ替わることになる。

��� 場の説明

ここで開弦を元にした場の定義をしておく。

� I�
- ! : �� �� �

これは、3-&(�� �に両端を持つ開弦を元にした場である。そして !は ��'����平面の添字で
ある。例えば !�#!� 場20 �E : � 
 -�を使うと、次のようにも書ける。

I�
- : 2�-�� = !2�-�� �����

つまり、これらは3-&(�� �上の !�#!�場に対応した場である。これらの場は、3-&(�� �を元
にした !�#!�群 ��の表現に属しており、!が違えば、 ��に対する表現が違うことになる。（た
だし、�� ���� ��)��*に対しては同じように変換する。）そして、この場は ��次元 (#�	全体に
住んでいるので、��������� ���� !の # �+����* ������の場に対応している。

� I�

= !� C : �� �� �

これは同じ �つの3�-&(�� �に両端を持つ開弦を元にした場である。そして Cは、3-の場合
と同様に、どの ��'����複素平面方向に振動しているか示している。そして、3�&(�� �を元に
した !�#!�群 ��
 の表現に属している。Cが違えば、 ��
 に対する表現が違うことになる。ま
た、これらの場は、3�-&(�� �上の !�#!�場と、3�-&(�� �の ��� ��
����な �方向の振動モード
を元にした場である。

� I��
 !�: �� �� �

これは、3-&(�� �と、3�-&(�� �に端を持つ開弦である。!�#!�群は��と��
の両方に電荷
を持っている。（通常 (�)# *�'� ���な表現になっている。これを利用して、最近は � �������� !

3&(�� � +���* 模型 ;"�<等から標準模型の物質場を出すことが研究されている。）なお、この

���



時、片方の端では��#'�  条件、片方の端では3����.���条件になっている ��'����方向があ
る。この時、この方向の開弦のモード展開は

� 

	

"������

�"
,
�&�-"� � &��-"�� ���-�

となる。（�は、� : �で��#'�  条件か、� : �で3����.���条件かによる。 ）
よって、この場は��������� ���� !理論の�� �+����* ������に対応する場である。例えばI���

は、��'����な第 �平面、第 �平面に関して、�� �+����* ������になっている。

� I�
�� !� C : �� �� � （! �: C）

この場は、3�-&(�� �と、 3�=&(�� � （! �: C）に端を持つ開弦である。I��
 と同様に、��

�+����* ������に対応する場であり、��
 と、��� の両方に対して電荷を持っている場である。
例えば、I���� は ��'����な第 �平面、第 �平面に関して、�� �+����* ������になっている。

� � D "次元 *����� 

これは、��次元 *����� �とそれぞれの ��'����平面の ��'����化の半径3- ! : �� �� �、そ
して、閉弦の # �+����*な状態から出る、�&��形式の双対場 7（擬 ������）を用いて次のよう
に書ける。;$<

� :
�3�

�3
�
�3

�
�&

�5

�����
= !7 ������

この事は、低エネルギー有効理論のラグランジアンが、
����と��������� ���� !で、�&��形式
場と�場を入れ替えると、ほとんど同じなっている事に起因する。;�<（�&��形式場は3�&(�� �

と結合し、��������� ���� !の�場は基本弦 �2��と結合するものである。特に������ 
����の
3�と ������ ��������� ���� ! の 2�は双対な関係にある事が知られている。;�<）
そして、*����� 依存性が &�5となっているのは、開弦より、!�#!� 場が出てくるためである。

（��#��� !の計算に使う世界面が、オイラー数が �の
�である事による。）
この�は��������� ���� !と同様に3-&(�� �を元にした !�#!�群の !�#!� ��#��� !を決める。

また、この *����� の半径依存性は、3-&(�� �の世界体積が ��次元であることから来ている。
それゆえ、�次元トーラスの半径が来ている。

� �- D "次元 �# �+����*� '�*#��場

この場合の "次元の'�*#��場は、次のように書かれる。;$<

�- :
�3�

- &
�5

��
= !�- ������

ここで、�-は、閉弦の # �+����*な状態から出る、�&��形式場の ��'����部分である。そし
て、この �-は3�- &(�� �を元にした、!�#!�群の !�#!� ��#��� !を決める。（��次元 *����� は

���



通常理論の ��#��� !を決める。）この '�*#��場の半径依存性は、3�-&(�� �の世界体積が �次
元であることから来ている。それゆえ、�次元トーラスの半径が寄与している。
これらの �� �-を見て分かるように、一般に、種類の違う3&(�� �を元にした !�#!� ��#��� !

の値は違うことになる。それは、3&(�� �の世界体積が違い、かつ ��'����化の方向も違うから
である。よって、もし我々の標準模型の !�#!� ��#��� ! が、種類の違う3&(�� �を元にしてい
るのならば、!�#!� ��#��� ! # �5����� を考えることは難しい。非常に  � &���
���な事が起っ
ていることになる。この事は、非摂動効果が分かれば、解決されるかも知れない事である。も
ちろん、種類が同じ3&(�� �を元にした !�#!�群が標準模型の !�#!�群ならば、# �5����� は
起り得る。

� E� D �+����* '�*#��

これは �+����* ������の閉弦の状態である。それゆえ ,.� &���� 因子を持ち得ず、!�#!�

�� !���になっており、!�#!� 	� ���� )# ���� に入り得る。（
������ ���� ��)��*模型では、開
弦が,.� &���� 因子を持たない限り、!�#!� 自由度を持ち得ない。なお、この場合は/��?#�&

/��� ベクトルは、��(�)��*により理論より落ちている。）それゆえこの場は、!�#!� ��#��� !

# �5����� の観点では、�������� ���� !理論の !�#!� ��#��� ! �.���.��* ��������� と同じよう
な役割をする事が知られている。;"�< つまり、���� ! �����での !�#!� ��#��� !の値をずらし、
98
 �����（ 
 ����9�G）で !�#!� ��#��� ! # �5����� を起こすことを理論的に可能にしてい
る。また、この場は、��������� ���� !の時とほぼ同じように、���� ��)��*の固定点近傍にのみ
住む。そしてすでに言ったように、"次元の9��� &��.+��?機構には *����� ではなく、この場
が寄与する。

������	��に対する場の変化

まず、��'����化した理論に対して、
&*#�����の元で理論の ��#��� !は不変である。例えば
�� -方向の �次元だけ半径3の� �に ��'����化した時を考える。この時、�次元重力 ��#��� !L�

を考えると、
L�

� : L�
�����3�

�� : L��
�����3

���� ������

である。ここで、L��は
&*#�����を取る前の ��次元重力 ��#��� !、L���は �� -方向に
&*#�����

を取ったときの��次元重力 ��#��� !である。そして3�� : ����3�である。また、��次元*����� 

は L��  &5と ��#��� !に入っている。すると、�� -方向に
&*#�����を取ったときの ��次*����� 

��は

&�5
�

:
3�

��
&�5 ������

となる。これは他の方向にも ��'����化されている場合も同様である。
また、この時に、�� $� �� -方向に
&*#�����を取る事を考える。すると、この時には
&*#�����

を取った方向の半径は

3�
- :

��

3-
����"�

��$



となる。そして、式（����）を考慮し、実数部分に注目すると、

� � �� � �� � �� ������

となる。実は、�&��形式場の方も、
&*#�����を取ると、その方向に応じた添字がつく事にな
る。これは� � : �� ��� � %

�
� : �%� のように、右向き部分のみに、
&*#�����を取った方向

に対してパリティ─変換が作用するからである。それゆえ、例えば -方向に
&*#�����を取った
時、右向きの�セクターの弦の状態に対して、

M� I�IM ������

となる。ここで、Mはスピン場であり、I�� I（ : I� � � �I�）は ��次元のガンマ行列である。実
際、I�Iがガンマ行列に作用するとき、

I0 � �I�I�I0�I�I��� : ����Æ���

I0 ����$�

となって、-方向へのパリティー演算子になっている。それゆえ、�&��形式の 
����% ��������

を考えると、
HM�I0�M� HM�I0�I�IM ������

となる。すると、次のように考えることができる。20� �E�	 : � 
 -�を�&��形式場とす
る。そして �� $� �� -方向に 
&*#�����を取れば、2�� � 2��となる。つまり、�� � ��である。
そして、2�� � 2������ 
 2���� は I�（ : !I� � � �I�）が作用しているので、"次元の擬スカラー
場（7）になる事が分かる。つまり、�� � 7である。
同様に、物質場に対しても3&(�� �の種類が入れ替わるので、

I�
= � I��

= � I��
= � I�	

=

I��� D � 
� � I��� � I���	

I��	 � I���� � I���	 D � 
�

����-�

となる。他の方向に
&*#�����を取っても同じである。
理論にはこの 
&*#�����対称性があるので、これらの入れ替えに対して不変なラグランジア

ンを構成すればよい事になる。そして、��������� ���� !を思い返して、（# ）�+����* ������に
対応する場に、 ��������� ���� !と同様な/6�.��� ���� ����を与えれば良いことになる。
ただし、ある種類の3&(�� �が理論に無い場合は、対応する場を落とすべきである。例えば、

3�&(�� �が無ければ、I�
- � �� �-�E�しか、理論に存在しない事になる。

��� %��&��� ������	��、
��
� !	���	
 ���
�	��、 �����������	��

� !�#!� 	� ���� )# ���� 

まず、固定点近傍の、3�&(�� �を元にした !�#!�群��の !�#!� 	� ���� )# ���� (�は次の
ように与えられる。;$<

���



(� : (� =
	
�

���E� ������

(� D (� : � �� (�
 : �- �! : �� �� �� ������

ここで、1�を !�#!�群��に対応する,.� &���� 因子とし、.�を,.� &���� 因子にかかる、
��(�)��* �+���とする。それらを用いて、��� : ���.�� ��1��

��である。そして、<は 7�&�+����*

������を表わす。また、固定点から遠く離れた場所では、�+����* '�*#��は存在しないので、そ
の寄与はない。また、�+����* '�*#��の寄与によっては、違う種類の3&(�� �を元にした !�#!�

群でも、��#��� ! # �5����� が起り得る。この �+����* '�*#��は、��������� ���� !の場合の
�.���.��* ��������� と同じような働きをする。
また、これらの事は、
������ ���� ��)��*（
����）理論において、�&��形式場が���������

���� !の場合の�場と同じ働きをすると考えれば分かりやすい。（実際、
����理論と ������

��������� ���� !理論は、�&*#�����でつながっている。そして、��������� ���� !の場合の、基
本弦（2�）を使った描像と、
����理論の3�&(�� �を使った描像は双対な関係にある事が知ら
れている。）

� /6�.��� ���� ����


&*#�����に対して不変で、 I��
 � I���� が、��&�+����* ������と同じである事を考慮/6�.���

���� ����は次のものである。

O : � � �� = �	 �
�	
-��

�I�

- ����

�	
-��

� ��- = � 	
- � �I�

- �� �
�	

=$���

�-=��I��
= ���

=
�

�

�	
-$=$���

�-=�
�I���� ��

�� = �	������- = � 	
- �

���
=
�

�

�	
-$=$���

�-=�
�I��
 ��

��= = � 	
= �

������ = � 	
� �

���

=O�E��E
	
��

������

ここで、�-=� : � （)�� ! �: C �: < �: !） 、 �-=� : �（ )�� ��.���）である。ここでO�E��E
	
��

は �+����* '�*#��の/6�.��� ���� ����であり、この議論からでは、明確に書くことができない。
（対称性で形を決められない。）詳しくは模型によってくる。ただし、E� � �（��(�)��* ��'��）
で、/6�.��� メトリック

O 	
� :

��O

E�E
	
	

������

が特異性を持たない要請をする。/6�.��� メトリックは運動項の規格化に関係するので、自然な
要請である。そうすると、� �'���の無いE� � �の時、次のように � ?��?を置くことが多い。

O�E��E
	
���

�

�
�E� =E 	

��
� ����"�

また、この
������ ���� ��)��*模型の時には、�+����* '�*#��のみが "次元の9��� &��.+��?

機構に寄与することが知られている。;"�< それゆえ、� �'���#� ����や、�)���*� 
&*#�����

��-



に対する � �'���がある時、/6�.��� ���� ����の形は、

O�E��E
	
�� : O�E� =E 	

� �
	
6

Æ6*��J6 =
�	
-��

Æ-*�� � ��- = � 	
- �� ������

となる。;"�<ここで、J6は � �'���#� ����の 
����� �#���'#�������である。そして、Æ6*��、Æ
-
*��

は � �'���#� ����、
&*#�����に対する9��� &��.+��?係数である。
そしてこの時、各々の変換に対して �+����* '�*#��は次のように変換する。

�'E3
� � �'E3

� = Æ3*�����K6 ������

�'E3
� � �'E3

� = Æ-*�� � �!*-�- = �-� ����$�

ただし、K6は � �'���#� ����の変換パラメーターである。そして、ここでは �+����* '�*#��

の固定点依存性（(）をあらわに書いた。（ただし � ���� � 	 D奇数 としている。）

� ��� ��'���?�(��� �#������� ����

ここでは、�#������� ����の結果を与える。この �� ��'���?�(�� �#������� ����は、様々な種
類の3&(�� �に固定された開弦が結合したり、離れるという相互作用から作られる。;"�< 結果
は次の通りである。

M : ��

�
I�

�I
�
�I

�
� = I���I���I��	 =

�	
-��

I�
- I

��
I��


�

=
�	

-$=$���

��


�
I�


� I
�

� I

�

� = I�


- I
��
I��
 = �-=�I

�

= I

�
��I�
��
�

�
�-=�I

����I���I���

� ������

ここで、

��
� :

"�

����� � ��
�

:

"�

����-� ����-�

である。

��� (��� ��) ��	���	����模型を元にした安定化

ここでは .�������� ���� !理論を元にして、
��� ��� ���� ��)��*模型での'�*#��場の安定化
について解析する。既に見たように、これらの場の期待値は様々な種類の3&(�� �を起源とし
た、現実的な !�#!� ��#��� !の値を決める上で非常に重要になる。
例えば、１つの !�#!� � �� *� ����� を考える場合は、��������� ���� !の場合と同じである。

（� � � と ���� ����形の置き換えをするだけで良い。）また、例えば同じ (�� �で �つ以上の
!�#!� � �� *� ����� が起り得る。この時は先にやった ����&����	模型にあたる。また、異な

���



る種類の3&(�� �に由来した !�#!� � �� *� ����� もある。この時には、��������� ���� !理論
には無かった

M 
 �+&
�1�+ = �� &

�1�� ������

のような形の �#������� ����が理論に現れる。さらには �+����* '�*#��の存在が重要になる。
また、すでに'�*#��場の/6�.��� ���� ����は与えてあるのでここでは書かない。

� 例 �

ここでは次のような非摂動的な �#������� ����を考える。

M : �&�1+ = *&-( � *� . D ���� �� ��� ������

これは、他の (�� �に由来する'�*#��場が何らかの機構で安定化されているときに当る。
前と同様に、������ ���� ����を J233 とする。この時の計算は��������� ���� !の場合（"����）

（"����）と同じである。すると、

�J233
��

: �� �� = �	�M+ �M : � ������

が条件として出る。（この条件は !��(�� �8�4を考えると分かりやすいが、>+ : �の条件に対
応している。他にも �� = �	�M+ �M �: �の時、これ以外の条件から出る解があるが、この時
は前と同様に極小値にはならないはずなので、無視することにする。）
これより、

��X��� = ���&�1��+ : * ������

X�'� = . : ���+= �� � + � * ����"�

である。特に、
* : �� &

�1���� � X��� ( � ������

と思えば、

X��� : X���� = � 

�
��

��X���

�
������

である。対数部分はそう効かないと思うと、

��X���� : ��X���� � ����$�

となるはずである。ここでまた、極小値である条件（"����）（"����）を使うと次式が出る。

X�� = �	� 6
�
� = � ������

よって、この時は簡単に安定化できる。ここで分かったことは、�つの場が安定化されると、そ
れが原因となって、他の場も安定化されることである。さらに、この場合はフリーパラメーター
が多いので、欲しい値が簡単に出せてしまう。よって、値には触れないことにする。

���



� 例 �

ここでは前の例から、� '�*#��を *� �'����な場として扱うことにする。
ここで使う �#������� ����は

M : �+&
�1�+ = �� &

�1�� ����-�

である。（'�*#�� � が �つしかないときを考える。しかし、�つあっても、それぞれの場は独立
に扱うので、結果は同じである。）もし、どちらかの場がが安定化されれば、簡単にもう一方の
場も安定化され得る事になる。
ここでも同様に式（"����）（"����）を使うと

�J233
��

: �� �� = �	�M+ �M : � ���"��

�J233
��

: �� �� = � 	�M� �M : � ���"��

となる。これは、各々の2&���'が �であることに対応している。すると、

��X+��� = ���+&
�1�+ = �� &

�1�� : � ���"��

�+&
�1�+ = ��X���� = ����&

�1� � : � ���"��

この �式より、
X+�'� : X� �'� = ���+= �� ���""�

��� � ��� �� ���"��

となって、安定化しないことが分かる。つまり、どちらかの場の、よりよい安定化の機構が必
要となる。

� 例 �

前の例を受けて、ここでは ����&����	的な模型を扱うことにする。（これは �つの同じ (�� �

上で !�#!� � �� *� ����� が �つの !�#!�群で起こることに対応している。）よって、ここでは
次の �#������� ����を扱うことにする。

M : ����
+ &�1

���
� + = ����

+ &�1
���
� + = ��&

�1� � ���"��

式（��"�）（��"�）より、次式が極値の条件となる。

�
���
+ ��X

���
+ ��� = ��&�1

���
� + = �

���
+ ��X

���
+ ��� = ��&�1

���
� + = �� &

�1� � : � ���"$�

����
+ &�1

���
� + = ����

+ &�1
���
� + = ��X���� = ���� &

�1�� : � ���"��

���



ここで、�が ����&����	的な機構で安定化される事を考える。これら（��"$）（��"�）を実際に
調べてみると例えば次の数値が出る。（ただし、X : �"������を考慮する。ここで、�は �&����

ベータ関数の係数である。）
ここで、

�
�-�
+ : �� : � � X

���
+ : �� � X

���
+ : - � X� : �� ���"-�

として、条件式の第 �項の位相を、係数が��になるようにとる。するとこの時、

����� � ���� � ���� � � ���- ������

と安定化される。
この場合、�を起源とするような !�#!� 相互作用は、� を起源とするような !�#!� 相互作用

よりも強結合になっていることが分かる。

� 例 " �%���*�'� ��� 的な模型

ここまでは、��次元の (#�	中にいる場の安定化について注目してきた。ここでは �+����*

'�*#��を考慮にいれた、固定点近傍における'�*#��場の安定化について注目することにする。
ただし、簡単化のため Æ6*�、Æ

-
*� : �とする。

まず、���� ��)��*固定点近傍では、（�%���*�'� ��� 模型の観点から）次のような "次元ラグ
ランジアンが、(#�	の部分に加えてさらに書ける。

!3� :
�
��9Æ��9�

�
��7(� 3��E�M 6�M �

6 ������

ここで、
(� 3��E� : ��E ������

である。よって、固定点近傍の全体の !�#!� 	� ���� )# ���� は、例えば次のように書ける。

(��� : (�:	� = (3� : � = �E ������

ここで、非摂動的な �#������� ���� M は .�**� ������の !�#!� 相互作用の *� �'���� ����� K

を使って、

M  K� �E�� �%�

���"��

�����
���

�
����"�

と書けた。ここで、����は ���� ! �����の .���'���.�� ��#��� !である。また、

�(���� : �

��
���

������

である。よって、ここで考えるべき �#������� ����は

M : �%�

���"��(���
���

�
: �&�1�+��0� ������

���



であるべきである。
また、簡単化のため、/6�.��� ���� ����を

O : � � �� = �	� =
�

�
�E =E 	�� ����$�

とする。これらの �#������� ����と /6�.��� ���� ����を仮定した元で、解析を行う。この/6�.���

���� ����を考える理由は、���� ��)��* 空間では固定点が存在し、その曲率は発散しているから
である。（この事は �E�� : � に対応している。）よって、���� ��)��*空間で理論を近似出来るな
ら、�+����* '�*#��の期待値が小さく、低次の項のみ効くと考えるからである。もし、期待値
が大きくなれば、この近似は危うい。
まず、この時の 2&���' ������ ���� ����は次のように書ける。

J233 :
�

� = �	 &
�0�0������M ��

������� = �	�
M+

M
� �

����� =
����E =E 	 =

M0

M

����� � �

�

:
�

� = �	&
�0�0������M ��  	X�� = �	� = �
� = �E =E 	 �X��� � �

! ������

この時、�に注目すると、��������� ���� !の時の ���� ����（"���-）と同じ形をしている事が
分かる。ゆえに、この時はE が期待値を持っても、�は安定化されない。
よって、ここからは �が何らかの機構で安定化されていると仮定して話を進める。まず、E

に対する極値は、次の条件を満す。

�J233
�E

:
�M ��
� = �	&

�0�0������E =E 	 �X��

� ; 	X�� = �	� = �
� = �E =E 	 �X��� � � < : �
����-�

よって、この時に �が安定化されていれば、

E =E 	 : X� ������

の時に �+����* '�*#��は安定化される。よって、一般的にX ( �より、E の値は大きくなり
得る。さらに、もし � % E�ならば、E が !�#!� ��#��� !に主な寄与を与える。つまり、�
の寄与だけ見ていれば !�#!� ��#��� !が強結合でも、全体としては、弱結合になる。
このように安定化したのは、

O0 :
�

�
�E =E 	�� ������

と選んだ事が原因である。この時、一般的な/6�.��� ���� ����では、�+����* '�*#��は

�O0

�E
: X� ������

の時に安定化される事が確かめられる。
しかし、このままでは �の安定化がされないので、さらに �の安定化を考える。

� 例 �

��"



ここでは前のセットアップと全く同じだが、違うのは、次の �#������� ����を考える点である。

M : ��&
�1��+���0� = ��&

�1��+���0� ������

これは固定点近傍で異なる �つの !�#!� 群の、!�#!� � �� *� ����� が起こったことに対応し
ている。この時、������ ���� ����は

J233 :
�

� = �	 &
�0�0������M ��

������� = �	�
M+

M
� �

����� =
����E =E 	 =

M0

M

����� � �

�
����"�

である。これより、極値は次の条件を満たす。

�J233
�E
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� = �	&
�0�0�����; �E =E 	�

���� = �	�M+ �M
���

=
���E =E 	�M0 =M

��� � �E =E 	�� �M 		�E =E 	�M =M0

= 	�� = �	�M+0 �M0
	�� = �	�M+ �M

= 	M = �E =E 	�M0 =M00
	�E =E 	�M 	 =M 	

0

= 	�E =E 	�M 	 =M 	

0
M 	 <

: �

������

�J233
��

:
�

�� = �	��
&�0�0�����; 	�� = �	�M 	

+ �M 	
�� = �	��M++

� �	� �� = �	�M+ �MM 	 ��M+�� = �	�� �E =E 	�M 	 =M 	
0 �

� ��E =E 	�M =M0 �� <

: �

������

これより、極値の �つは次のものである。

�� = �	�M+ �M : � � �E =E 	�M =M0 : � ����$�

これは��������� ���� !の時と同様に、���
���な解であり、'�*#��場の2&���'が �になっている
事に対応する。それゆえ、これを満す極値は極小値に対応しているはずである。実際に式（���$）
を解くと、

�X� �X���'� = �X��� �X�����'E : ���+= �� � + � * ������

� 

�
��X���� = ��

��X���� = ��

�
: �X� �X����� = �X��� �X������E ����-�

� 

�
��X���E �X����

��X���E �X����

�
: �X� �X����� = �X��� �X������E ���$��

となる。特に、
X���� ( � ���$��

の場合、

��E � X�X���� � ���

��X� �X��
���$��

���



��� � �X��� �X����X�X���� � ���

��X� �X���
=

�

X� �X�

� 
X���

X���

���$��

である。特に、�� � �ならば、

��E � X�X���

��X� �X��
���$"�

��� � X���E��

X� �X�
=

�

X� �X�
� 
X���

X���
���$��

である。
たとえばここで、X : �"�����を考慮して次の数値を入れてみる。

X� � �� � �� � ��� � �� � � ���$��

X� � �"� � �� � ��� � �� � � ���$$�

この時は
��E � �� � ��� � � ���$��

である。つまり、全体としては弱結合になっている。更に注目すべきは、Xの値が大きい（�の
値が小さい。つまりは !�#!� 群が小さい。）場合にも��� の値が����で出る事が分かる。（た
だし、��0の値は大きい、現時点では、この事は改善の余地がある。）
また、ここでは/6�.��� ���� ����を簡単化して考えたが、一般の場合、�+����* '�*#��は次

の時に安定化する。
O �
0 �X���

O �
0 �X���

:
X�

X�
���$-�

ここで、O �
0 : �O0��E である。

ところで、前にも説明したように、�+����* '�*#��の期待値は、���� ��)��*の固定点の曲率
と関係している。それゆえ、�+����* '�*#��が大きな期待値を取れば、今の ���� ��)��*の場合
（�E�� : �）で使えた議論が果たして正しいのか疑問になる。それは次の意味である。まず、こ
こで使った/6�.��� ���� ����や �#������� ����は、���� ��)��* ��'����化して出したものであっ
た。それゆえ、��'����空間が ���� ��)��*でなくなれば、/6�.��� ���� ����が大きく変更される
可能性がある。（�#������� ����部分は正則性で抑えられる。）今の場合、この値が ���� ��)��*の
近似として正しいのかは不明である。

� 議論
まず、ここで'�*#��場の安定化について考える事にする。本論文では、簡単化して様々な場

合を考えた。そして、数値を全く気にせずに、'�*#��場が安定化するかどうかだけを議論した。
しかし、特に !�#!� ��#��� ! # �5���� との関係を気にするならば、数値も気にする必要があ
る。また、
������ ���� ��)��*模型の場合、�+����* '�*#��の期待値が大きすぎると、��(�)��*

��'��（�E�� � �）から外れ、この解析自体が、��(�)��*として近似していいのか不明になる。

���



それゆえ、解析で使った/6�.��� ���� ����の正当性が危うくなる。つまり、具体的な解析では
�+����* '�*#��の/6�.��� ���� ����を

O0 :
�

�
�E� =E 	

��
� �����

と置いていたが、これは一般的ではない。この近似は �+����* '�*#��の期待値が小さいときだ
け成り立つべきものである。特に �+����* '�*#��の期待値が大きくなると、E�の高次の項を
考慮する必要もあるという事である。よって、�+����* '�*#��の/6�.��� ���� ����を、,2
を
使って正確に決める事が重要であろう。以上の理由により、今後、様々な面で安定化され得る
数値を考え、�+����* '�*#��の正確な/6�.��� ���� ����を求めたい。また、更なる一般化が必
要である。例えば、� �'���がある場合を考えて、9��� &��.+��?係数をノンゼロ（Æ*� �: �）
にする必要もあるであろう。
そして、レビューパートで摂動論的超弦理論の ��(�)��* ��'����化を学習し、感じたことは

次の通りである。
��(�)��* ��'����化は、無矛盾になるよう !�#!� �'(�**� !を行い、様々な事を手で行って

いる事に気づく。これを逆に言えば、摂動論の範囲では、無矛盾であれば何をしても良いよう
に感じられる。それゆえ、超弦理論は、重力の量子論を含む統一理論の候補として有望視され
ているが、摂動論のみを行っている場合は、ほとんどの予言能力は無いに等しいよう感じられ
る。それゆえ、非摂動効果の研究が必要であろう。
また、特に !�#!� ��#��� ! # �5����� を考えるならば、�.���.��* ��������� だけでなく、非

摂動効果を考えるべきであろう。（� '�*#��の期待値が現在までの解析では、常に � 
 �となっ
てしまう。98
 ������
 ����9�G�で # �5����� が起こるならば、� 
 ��が必要である。）ま
た、例えば��������� 0理論では、!�#!� 	� ���� )# ���� が次の形になることが知られている。
;""<

( : � = �� � � D �� �� �����

このように、��������� ���� !理論とは違った、� '�*#��が大きく寄与する形になる。
特に、
������ ���� ��)��*模型では、���� ! �����が

E$� 
 &�5������E* �����

と書けるせいで ���� ! �����が決まらず、実験に引っ掛からない程度であれば、どの �����でもよ
い事になる。つまりは、���� ! ����� が98
 ������
 ����9�G�より下という事も考えられる。
それゆえ、!�#!� ��#��� ! # �5����� の存在が��������� ���� ! 以上に大きく問題になる。（も
ちろん、種類の違う3&(�� �を元にした !�#!� ��#��� ! 同士の # �5����� の問題もある。）
ゆえに、超弦理論の摂動論に依らない構成的定式化の必要がある。しかし、摂動論のように、

多くのことが計算できるのかは不明である。また、摂動論とはいえ、超弦理論の重要な本質の
幾らかは掴んでいるはずである。それゆえ、現実的な "次元模型への別のアプローチとして、
（摂動論的）超弦理論を現象論に応用し、近い将来の実験結果（特に �8�4、�%��� *�'� ��� の
発見等）と比べ、現実的な模型を選ぶことも重要に思われる。これは、どちらが現実的な "次
元模型への近道とは言えないが、両方とも重要な事であろう。

��$
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� 公式集

*�� 古典作用の計算法

式（"����）作の用の計算の方法は、一般化して次の積分を考えるとよい。

/��� +P -��� :
�

�

�
��"�"�6��� "�'"#��� "�! �����

この時、/は

���� = - =� = +� � � �����= + = �� � � ����- =�= �� � � �����

を満たすとき収束する。（>�� の解は、これにより発散する事が分かる。）そして

�"�6 : �

I������
� �

�

�::�6����&�����
�

� I�5� :

� �

�

�==���&�: �����

を用いて /を書き直す。すると、次式のようになる。

/ :
�

I������I��-���
� �

�

�::�6����

� �

�

����'���� � �

�

�
��"&�����

���������"#��� "�! ���"�

この時、次のガウス型の積分を考える。

A�1� �� :
�

�

�
��" �%�;�:�"�� � ���� "��1" = ���� "�< �����

これは " : 4= !9を使って簡単に計算できる。結果は、

A�1� �� :
�

:= �
�%��

1�= �:� :�

: = �
� �����

である。すると、式（��"）の "積分部分は式（���）を 1� �について微分すれば出る。結果は
次の通りである。
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ただし、この時の��+は整数であるが、一般的に成り立つ事が知られている。そして、変数
変換

= :
:�

:= �
� 4 :

�

:= �
�����

を行う。この時 =� 4は次の積分範囲を動く。

� � = �� � � � 4 � � ���-�

よってこの時 /は

/ :
�

I������I��-���
� �

�

�44#����� 4�!�'��

� �

�

�==�6���'����&�: ������

:
I�� = + = ����I�� =�= -���I������ -��� ��

I������I��-���I�� =� = += ��� = -���
������

となる。

*�� 
��+	�� ���	��	�� による,-, ����!	�
 ���� ����の一般公式

ここでは、!��
��� '�*����� による、�8�4 (���	� ! ��)� ���'の一般公式を簡単に説明する。
���� !理論では、'�*#��場の安定化のために !�#!� � �� *� ����� を考えると、�#���!��
���

������で'�*#��場の2&���'が期待値を持ち、�8�4 (���	� !が起こる。（!��
��� '�*����� ）
それゆえ、���� !理論の範囲内で �8�4 (���	� ! を考える時に重要な公式となる。
まず、次のように場を定義する。

S- D *����� F '�*#�� 5��*� ������

;) D ��!.� '�*� 5��*� ������

そして、E を ��� 	 '���とすると、典型的には

�S-� 
E ����"�

と、'�*#��が期待値を持つ。更にこの時、'�*#��場の 2&���'が

�>2� �: � ������

となれば、�8�4 が破れる。ここで、場を

S- �ES- ������

無次元化して再定義する。まとめると、ここで考えるのは、次の場合である。

�S-� �: � � �>2� �: � ����$�

��-



他の期待値は �とする。
また、この時、考える/6�.��� ���� ����と �#������� ����は次の通りである。

O :E� WO�S� = �) �)�S��;) �� =�
�

�

E�

�
������

M : WM �S� =
�

�
N)7�;

);7;G ����-�

ここで、簡単のため、�点相互作用に'�*#��場依存性は無いとした。また、ここで

O- :
�O

�S-
������

等と表式を定義する。
また、この時、/6�.��� メトリックは次のように書ける。

O-�= :E� WO-�= = �;) ���-��=�) �) = � � � ������

O-�) : ;)�-�) �) = � � � ������

O) �) : �) �) = � � � ������

つまり、この係数が場の運動項に掛ることになる。よって、正準形に直すときは、この係数で
場を再規格化する必要がある。
そしてその逆行列は次の通りである。
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= � WO���	
�=� WO���- �!��	�) �7��

0 �7�� �!�0 ���;
) >;

�� = � � � <
����"�

�O���7
�- : �E��� WO���
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�70�) �? �O���	 �!�� �!�0 �����	�� �? � >;
��;� = � � � ������

�) �) : ��) �)�
�� ����$�

この時、2&���' ������ ���� ����は次のように書ける。
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ところでこの時、グラビティーノ'���は次のように与えられる。;"<
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&
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これはもちろん、期待値の意味である。ただしこの'���を定義する際、局所 �8�4変換でグ
ラビティーノの定義を変更している。（�#�����!!�機構 ;"<）
また、この時、'�*#��場の 2&���'は

>�- : �E��&
3G��� WM WO- = WM-� ������

である。そしてこの時に、式（����）の定数項部分を見ると

J� :E��>-� WO
���-

�=>�= � ���
���� ������

となる。（'�*#��場のみ期待値を持っていることを思い出すと良い。）
ここで、�#���!��
��� (���で、!��(�� �8�4部分（��!.� '�*�のみの寄与）の 2&���' ������

���� ����は、式（����）の �行目を見るとよい。その中から、��!.� '�*�のみの部分に注目す
ると、

&
3GM)�

) �7 >M �7 ������

である。（& 3G の因子はどうしても掛る。）よって、これを !��(�� �8�4 2&���' ������ ���� ����

と見直すと、
&

3GM)�
) �7 >M �7 � M)
	���	�

) �7 >M �7
	���	 ������

となる。よって、�点 ��#��� !が �#���!��
��� (���と !��(�� �8�4 (���で、

N � � N �

	���	 : &

3GN � ����"�

と、ずれることになる。
またここで、��!.� '�*�の ��)� ������ '���を考える。この時は、�;) ��の項を見れば良い。結

果、式（����）の �行目と、�行目、そして �行目に注目すれば良い事になる。まず �行目か
らは、

�>->�=�O
���-

�= � ���
�����) �)�;) �� : J��) �) �;) �� ������

そして �行目からは、�O���-
�=の寄与から、

>->�=	���-��=�) �)� = ��
�=�) �)��
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最後に �行目からは、�MO) ��の寄与から、
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また、今、��!.� '�*�には/6�.��� メトリック �) �) が掛っているので、��)� ������ '���を考え
るには、これを考慮しなければいけない。最終的に ��)� ������ '���は
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と書ける。ここで、
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である。これは、場の
��!�� �����の曲率に対応している。
次に�&���'（�点 ������相互作用）を考える。これは式（����）の �行目と、�行目を考え

れば良い。�行目からは、
�

�
> -O-N
	���	 )7G;

);7;G ���"��

がでる。ただし、
> - : �O���-

�=>�= ���"��

である。そして、�行目からは
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�
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�0��-� �0 � )N
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が出る。これ以外の項は����E�となって、!��(�� �8�4 ��'��（E ��）で残らない。ただ
し、正準形にするには、

N
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� HN
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とするべきである。
ところで、もし N)7Gに'�*#��場依存性があれば

�

�
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3G����-N)7G�;
);7;G ���""�

の項も出る。
そして、!�#!� � '���について考える。まず、!�#!� 	� ���� ���'は次のようなものである。
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この時、!�#!� 	� ���� )# ���� を (�� : (�Æ��として、��)� ���'を見たいので、期待値を持つ
部分のみに注目し、次のように展開する。

(� : (��S� = 7�>-�-(��S� ���"$�

（'�*#��場は �.���� �#���'#�������を組んでいる。）またこの時、

�

"
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6 �
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"
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であることを考慮すると、!�#!� � '���は

E� :
>-�-(�
���(�

���"-�

となる。��(�で割っているのは、!�#!� �の運動項の規格化のためである。
また、�&���'（�点相互作用）は ���� !理論の範囲内では、かなり模型依存性が大きいので考

えないことにする。
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まとめ

ここではE : �と置いて書く。
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ここで、規格化を

N
	���	 )7G � N
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� HN
	���	 )7G ������

と考えると、2)7G（2&���'）には影響はない。
これらの公式自体は、模型によらないので有用である。
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