
N = 2 Supersymmetric O(N) Model in Two Dimensions
beyond the Leading Order of 1/N Expansion

— Master Thesis —

大阪大学大学院 理学研究科 物理学専攻 素粒子論研究室

木村 哲士

t-kimura@het.phys.sci.osaka-u.ac.jp

Abstract

現在この世界の低エネルギー領域を記述する標準模型として Yang-Mills 理論を用いることが広く認められて

いるが、Yang-Mills 理論と同様に多くの分野に貢献している模型として非線形模型というものがある。この模型

は場の理論の非摂動論的性質を多く提供するために活発に研究されている模型である。最近は超対称性を含む模

型としても解析されている。

そこで我々は今回、2 次元時空 (D = 2) での N = 2 超対称 O(N) 非線形模型の非摂動論的解析を、補助場

を導入し、1/N 展開を用いて行った。この模型の target 空間として、原点を含む strong coupling theory と、

原点を含まない weak coupling theory の両方を構成することが可能であると考えられる。どちらの target 空間

も非コンパクトな Kähler 多様体として実現されている。

それぞれの模型を 1/N 展開の主要項で解析したところ、strong coupling theory ではポテンシャルの停留点

が 2 つ、weak coupling theory では停留点が 1 つ存在している。strong coupling theory では補助場が粒子描

像を持たない解と、ゼロ質量粒子として登場する解がある。一方 weak coupling theory ではたった 1 つの解が、

粒子描像を持たない補助場の解である。

これらの 2 つの理論はどうつながっているのか。それを見るために繰り込み群を構成するが、展開の主要項

だけでは発散が登場しない。したがって我々は 1/N 展開での高次を解析しなければならない。しかし拘束条件が

F -term にのみ存在するために非繰り込み定理が働く。したがって繰り込みは波動関数繰り込みを介して行う方法

を取る。

この方法で結合定数の繰り込みを考察したところ、この模型は漸近的自由性を持たない事が定性的ではあるが

示された。これは結合定数が F -term にのみ存在することが直接の原因であり、他の非線形模型とは異なる振舞

いを示す。

平成 13 年 2 月 10 日
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1 Introduction

1.1 Histories of Particle Physics

4 次元時空 (D = 4) の場の量子論は、その誕生当初から、時空次元が我々人間の感知できる、そして我々人間

の実験や観測に登場する次元数を持つことから、最も研究されてきた理論である。誕生当初から様々な試行錯誤

が繰り返された。技術的には、紫外発散、ゲージ対称性、アノマリーなど、解決困難と思われていた問題が非常

に多くの研究者の知恵によって、正則化とくりこみ、ghost や BRST 対称性の導入などといった形で解決されて

来た。また低エネルギー領域での有効理論を構成するためにも、いろいろな模型が考案されて来た。スカラー場

理論、スピノール場理論、非線形模型、可換ゲージ理論、そして Yang-Mills 理論などである。さらにこれらの応

用として標準模型 [1][2]、大統一理論 [3][4]、超対称性理論 [5][6][7]、超重力理論 [8][9] その他多くの模型が存在す

る。ハドロン物理を説明するために考案され、後に全ての物理現象を説明する理論の候補として再登場した弦理

論 [10][11] もこの延長上にある。

D = 4 理論の解析はいろいろな技術的問題を抱えており、今のところは全ての量子論的現象に満足な体系が完

成していない。そこで、D = 4 ではなく、その toy model ではあるが、2 次元時空 (D = 2) での解析が、場の量

子論誕生当時から盛んに研究されている [12]。D = 2 理論は数学的に解析可能で、さらに物理的にも有用な模型

を非常に多く与えてくれるのである。そういった意味で、D = 2 理論を研究する事が非常に重要視される。また、

D = 2 理論は非摂動論的解析が可能な理論体系の一つでもある。

場の量子論の摂動論的解析はもちろんのことながら、非摂動論的解析は特に重要である。非摂動論的解析によっ

て、摂動論的解析では得られない、場の理論の数々の特徴を得ることができるからである。

1970 年代後半に、様々な実験による審査の後、Weinberg-Salam (WS) model が標準模型として摂動論的解析

によって確立されたが、その根底にある非摂動論的な性質は依然として解明されていない。その筆頭に挙げられ

るのがカラーの閉じ込めであろう。我々は D = 4 理論 においては、この閉じ込めに対する確固たる理論を、まだ

持ち合わせてはいないのである。

またここ数年、弦理論も非摂動論的解析が非常に活発になっている。最近の発展における弦理論の研究の産物

は、duality[13] と D-brane[14] であろう。これらの産物によって、D = 4 以外の場の理論の研究も同時に盛んに

なっている。その 1 つとして見ても、やはり D = 2 理論は重要である。

1.2 Supersymmetric Nonlinear Sigma Models

Quasi Nambu-Goldstone Boson

非線形模型 (nonlinear sigma model, NLSM) を構成したとき、その target 空間は、破れる前に持っていた対

称性 G を破れた後にまだ保っている対称性 H で割った G/H となっている。これを超対称性模型に拡張しよう。
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D = 4, N = 1 の target 空間は Kähler 多様体になっていることが B. Zumino によって示されている [15]。した

がって NLSM を超対称非線形模型 (supersymmetric nonlinear sigma model, SNLSM) に拡張すると、target 空

間は GC/Ĥ となる。ここで GC は G の複素化であり、Ĥ は HC を含んだものとなっている。

だが、破れる前に理論が持っていた対称性が GC に拡張されているわけではないことに注意したい。非線形模

型は、低エネルギー定理によって記述される Nambu-Goldstone (NG) boson の理論である。この NG boson は、

理論が最初持っていたポテンシャルの最小点の集合 (対称性 G を持つ) の中を運動する。これを超対称性模型に拡

張した際、NG boson は chiral superfield のスカラー場として含まれる。NG boson はポテンシャルの最小点を運

動していたので、ポテンシャルも F -term として理論に入って来て複素化され、target 空間は GC となる。しか

し運動項は、理論がエルミートであるので実なままである (D-term)。したがって理論としては G のままとなっ

ている。

この複素化によって、NG bosonは chiral superfieldのスカラー場として組み込まれるが、さらに Quasi Nambu-

Goldstone boson (QNG boson) が導入される。この QNG boson が SNLSM の構成を難しくしている。

BKMU Classifications

SNLSM は大きく分けて A type, B type, C type という 3 つのタイプに分類される [16][17]。このうち、A type

と C type の Lagrangian は対称性 G の変換で不変であるが、B type Lagrangian は Kähler 変換を伴う。また

A type と C type には QNG boson が存在し、そのため理論に任意関数と言う、target 空間の非コンパクトな方

向を決める自由度が含まれる。target 空間自体は GC/Ĥ となっている。一方 B type には QNG boson が登場せ

ず、そのため任意関数も登場せず、target 空間も NLSM のときのまま G/H で Kähler 多様体となっている。

type G transformation arbitrariness QNG boson target space

A type invariant exist exist non-compact

B type up to Kähler transformation none none compact

C type invariant exist exist non-compact

Table 1: BKMU classification.

B type は QNG boson が全く現れず、NG boson だけで記述されている (pure realization という) ので、この

タイプが最もよく研究されて来ている。しかしその研究において、線形起源からこの B type Lagrangian を構成

しようとしてもそれは不可能であることが分かっている。言い替えると、線形起源の低エネルギー理論として非

線形模型を構成すると、必ず理論に QNG boson が含まれているのである。では A type や C type はどうか。そ

れらは理論に任意関数が登場するので非常に厄介である。target 空間のある点を真空に選ぶのであるが、真空点

の選び方で破れずに残る対称性H が大きく変わってしまうのである。
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Nonlinear Sigma Models as Gauge Theories

BKMU 分類での B type、つまり pure realization をなす type は、超対称性を導入しても target 空間が

GC/Ĥ � G/H であった。つまり QNG boson が存在せず、target 空間そのものもそのおかげでコンパクトなも

のになっていた。しかしその線形起源を構築しようとしても、線形模型から非線形模型を構成するとどうしても

QNG boson が登場してしまうという問題のために、ながらく B type の線形模型は構成されなかった。一方 A

type や C type は QNG boson が存在して、線形模型は構成できるのであるが、同時に線形模型には任意関数が

導入される。この QNG boson、任意関数のために target 空間が非コンパクトかつ非等質になり、真空をどこに

取るかで対称性の破れ方まで変わってしまう。

実はごく最近になって B type のうち、さらに target 空間がエルミート対称空間 (hermitian symmetric space,

HSS) の線形起源を構成することに成功した [18][19][20]。HSS となっている target 空間の分類を Table 2 に挙げ

ておく。

Type G/H dimC(G/H)

AIII1 CPN−1 = SU(N)/SU(N − 1) × U(1) N − 1

AIII2 GN,M (C) = U(N)/U(N −M) × U(M) M(N −M)

BDI QN−2(C) = SO(N)/SO(N − 2) × U(1) N − 2

CI Sp(N)/U(N) 1
2
N(N + 1)

DIII SO(2N)/U(N) 1
2N(N − 1)

EIII E6/SO(10) × U(1) 16

EVII E7/E6 × U(1) 27

Table 2: Hermitian symmetric spaces (HSS).

CPN−1 model と GN,M (C) model は実は以前から知られていた [21][22]。これらの model も [19] の構成方法

で再現される。

その構成方法は、非線形模型の拘束条件を D-term もしくは F -term 拘束として課し、その拘束条件のために

出現する QNG boson をゲージ場で吸収させて、コンパクトな線形起源を構成すると言うものである。詳細は挙

げないが、CPN−1 model と GN,M (C) model は D-term 拘束のみを課し、その他の model には F -term 拘束ま

で課している。そしてそれぞれに U(1) もしくは SU(N) ゲージ場を導入している。
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1.3 The Purpose

D = 4, N = 1 SNLSM を D = 2 理論に応用する。我々はまず、SNLSM の 1 つを D = 2 に dimensional

reduction することで解析した。この模型は QN model と呼ばれる [23]1。ここで用いられた解析方法は 1/N 展開

であり、非摂動論的解析の一つの方法である。ここでの解析方法などを用いることで、target 空間が HSS となっ

ている他の模型の解析も可能になると思われる。

今回ここで議論するのは、QN model の応用である。QN model では QNG boson を消去させるために U(1)

ゲージ場を導入していたが、この U(1) ゲージ場を消去する。具体的には経路積分を用いてゲージ場を他の場で書

き換えて再代入するのであるが、その模型はちょうど、NLSM の中でもっとも有名な D = 2 の O(N) model の

拡張された超対称模型への拡張になっている。非超対称模型や、N = 1 の O(N) 超対称性模型は以前から多くの

研究者によって解析されているが、それをさらに少し拡張してみた。

この模型の特徴は、target 空間が Kähler 多様体であり、非コンパクトな広がりを持っていることである。この

模型に任意関数を導入しRicci 平坦条件を加えることで、弦理論とのつながりを考えることも可能である。D = 2,

N = 2 超対称性を持つコンパクトな target 空間は Calabi-Yau 多様体 [24] や Gepner model[25] として研究され

ているが、非コンパクトな target 空間を考えるのも面白いと思われる。しかし残念ながらこの論文ではこれにつ

いては一切触れることはできない。

また D = 2 理論では、連続対称性に関しては自発的対称性の破れが起こらないという定理 (Coleman’s theorem

[26]) が存在する。我々はこの定理に関して、QN model では容易に回避することができたが、O(N) model では

なかなかそうは行かない。しかし回避の方法を考察するのは重要であるので、それについても触れたいと思う。

1.4 Organizations

Section 2 ではまず D = 2, N = 2 の superfield を用いた Lagrangian の定義を行う。その Lagrangian が持っ

ている対称性を列挙する。Section 3 では 1/N 展開の主要項が与える解析結果の列挙を行う。ここでは 2 つの理

論のそれぞれの有効ポテンシャルから得られる gap equation を導出し、それを満たす真空解を考察する。しかし

それだけでは満足行く様々な理論の関係が見出せない。つまり繰り込み群が構成できない。Section 5 でとりあえ

ず主要項までの解析のまとめを行い、section 6 で波動関数繰り込みを用いた高次補正を議論する。Section 7 で

は、全体のまとめとこの模型の今後の展望、応用面等を議論する。

Appendix Aでは本文に登場する有効ポテンシャルに必要な最小限の議論、1/N 展開を掲載してある。運動量表

示での計算に必要な定義は appendix B に掲載される。Appendix C では、1/N 展開の高次の補正でも、F -term

だけでは発散が登場しないことを確認する。計算が長いだけなのでここに掲載しておく。同様に長い計算のため、

結合定数の繰り込みを見る一つの手段を appendix D に記載する。

1本文ではこれは掲載しない。この模型の詳細は appendix M を参照されたい。
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Appendix E では D = 4 での Nambu-Goldstone theorem の紹介を行う。appendix F では、この論文本体

の元になっている、超対称性を含まない D = 2 非線形模型の例を簡単に列挙している。Coleman’s theorem は

appendix G に掲載してある。Coleman’s theorem の一つの回避として、appendix H を掲載する。Appendix I で

は、超対称性理論の解析をする際に参考にした notation を列挙してある。それは D = 4 理論であるが、D = 2 へ

の reduction を appendix J に、それとは独立に、D = 2, N = 2 超対称性 を appendix K に掲載する。Appendix

L は Kähler 多様体の非常に簡単な準備として掲載してある。これは摂動論的解析を考察するときにも非常に重

要である。最後に、具体的な解析例として行った研究の一つである、“Large-N Limit of N = 2 Supersymmetric

QN Model in Two Dimensions” を appendix M に掲載する。
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2 The Supersymmetric Lagrangian in Two Dimensions

D = 2, N = 2 超対称 O(N) 模型の Lagrangian をまずは構成することから始まる。NLSM との類似で、

chiral superfield Φi を用いて書き下すのであるが、target空間が Kähler 多様体である必要があるので、anti-chiral

superfield Φ∗
i も同時に導入する

2。また、やはり target 空間が Kähler 多様体であるために、拘束条件が F -term

拘束として複素化される。

L =
∫
d4θΦ∗

iΦi +
1
2

{∫
d2θΦ0

(
Φ2
i − a2

)
+
∫
d2θΦ∗

0

(
Φ∗
i
2 − (a2)∗

)}
. (2.1)

ここで a2, (a2)∗ は互いに複素共役の関係にある定数である。target 空間が Kähler 多様体であるために、通常の

O(N) NLSM とは異なり、この定数がゼロに取ることもできる。さらにこの定数は位相変換で簡単に実数に定義

しなおすことができる。例えば、次のように場に対して位相回転を行おう。

a2 = |a2|e2iα , a∗2 = |a2|e−2iα ,

Φ0 → e2iαΦ0 , Φ∗
0 → e−2iαΦ∗

0 , Φi → e−iαΦi , Φ∗
i → eiαΦ∗

i .

位相変換された superfield を用いて (2.1) を書き直すことができる。

L =
∫
d4θΦ∗

iΦi +
1
2

{∫
d2θΦ0(Φ

2
i − a2) +

∫
d2θΦ∗

0(Φ
∗
i
2 − a2)

}
. (2.2)

以後、この Lagrangian で議論を進めよう。

この superfield で記述される Lagrangian は component field でも容易に書き下すことができる。書き下した結

果を次に挙げておく3。

L = ∂mA
∗
i ∂
mAi + iψiγ

m∂mψi + F ∗
i Fi

+
1
2
{
F0(A

2
i − a2) + F ∗

0 (A∗
i
2 − a2)

}
+
{
FiAiA0 + F ∗

i A
∗
iA

∗
0

}
− 1

2
Ai
(
ψc0ψi + ψciψ0

)− 1
2
A∗
i

(
ψ0ψ

c
i + ψiψ

c
0

)− 1
2
A0ψciψi −

1
2
A∗

0ψiψ
c
i . (2.3)

D = 2 理論の規約として、時空の添字 m は m = 0, 1 をとる事とする。また ψi は Dirac スピノールであり、

ψci = C2ψ
T

i はその荷電共役として導入されている。

Lagrangian の持つ対称性には、a2 = 0, a2 �= 0 で多少場合が異なるが、それをここで列挙しておく。

• O(N) symmetry

拘束条件 Φ2
i = a2 は O(N,C) 変換で不変である。このとき Φi は O(N,C) のベクトル表現、つまりN 表

現をなす。Φ0 は O(N) 一重項である。複素直交行列 R は、

RT (α)R(α) = 1 , (2.4a)
2本当は Kähler ポテンシャルは Φ∗

i Φi の任意関数で、(7.1) のように K(Φi,Φ
∗
i ) = f(Φ∗

i Φi) として書かれる。何故なら target 空間の

非コンパクト方向には O(N,R) 変換ではつながらないからである。しかしここでは最も簡単な関数 f(Φ∗
i Φi) = Φ∗

i Φi を選んでおく。
3D = 2 時空計量は η = diag.(+,−) を採用する。
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と言う関係をみたすが、

R†(α)R(α) �= 1 , (2.4b)

である。従って、Lagrangian 自身は O(N,R) 対称性しか持つことができない。

• Dilatation symmetry

superspace で表示したときのパラメータ θ を変換させる dilatation 変換も構成できる。これについてもこ

の作用は不変である4。

x → e−βx , β : scale parameter ,

φ(x) → φ′(x′) = eβdφ(x) ,

βδLφ(x) = β
[
d+ xm∂m

]
φ(x) +O(β2) , δL : Lie derivative ,[

Φ0

]
c

=
[
Φ∗

0

]
c

= 1 ,
[
Φi
]
c

=
[
Φ∗
i

]
c

= 0 ,
[
θ
]
c

=
[
θ
]
c

=
1
2
. (2.5)

superfield のチャージがこれで与えられたので、component field のチャージも特定される。

[
Ai
]
c

= 0 ,
[
ψi
]
c

=
1
2
,

[
Fi
]
c

= 1 ,
[
A∗
i

]
c

= 0 ,
[
ψi
]
c

=
1
2
,

[
F ∗
i

]
c

= 1 ,[
A0

]
c

= 1 ,
[
ψ0

]
c

=
3
2
,

[
F0

]
c

= 2 ,
[
A∗

0

]
c

= 1 ,
[
ψ0

]
c

=
3
2
,

[
F ∗

0

]
c

= 2 . (2.6)

• R-symmetry

大域的 U(1) 変換 θ → eiαθ で Lagrangian が不変であることを要請する。

[ ∫
d2θΦ0a

2
]
c

= 0 , (2.7)

であることから、Φ0, Φ∗
0 の変換性が得られる。続いて[ ∫

d2θΦ0Φ2
i

]
c

= 0 , (2.8)

から、Φi の変換性が得られる。まとめると次のようになる。[
Ai
]
c

= 0 ,
[
ψi
]
c

= −1 ,
[
Fi
]
c

= −2 ,
[
A∗
i

]
c

= 0 ,
[
ψi
]
c

= 1 ,
[
F ∗
i

]
c

= 2 ,[
A0

]
c

= 2 ,
[
ψ0

]
c

= 1 ,
[
F0

]
c

= 0 ,
[
A∗

0

]
c

= −2 ,
[
ψ0

]
c

= −1 ,
[
F ∗

0

]
c

= 0 . (2.9)

• Chiral U(1) symmetry

θ → eiγ3αθ の変換を引き起こす。このときフェルミオンの変換則に注意する必要がある。N = 2 超対称性

で構成したフェルミオンは次の表記上の関係がある。

ψχ ≡ ψcχ , ψχ ≡ ψχc . (2.10)
4変換に伴うチャージを括弧 [· · · ]c で表す。
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chiral superfield でのフェルミオンの参加の仕方に注意。これによって次のようにチャージを決定すること

ができる。

[
Ai
]
c

= 0 ,
[
ψi
]
c

= 1 ,
[
Fi
]
c

= 0 ,
[
A∗
i

]
c

= 0 ,
[
ψi
]
c

= 1 ,
[
F ∗
i

]
c

= 0 ,[
A0

]
c

= 0 ,
[
ψ0

]
c

= 1 ,
[
F0

]
c

= 0 ,
[
A∗

0

]
c

= 0 ,
[
ψ0

]
c

= 1 ,
[
F ∗

0

]
c

= 0 . (2.11)

• Global U(1) symmetry (a2 = 0 theory only)

R-symmetry とは起源の異なる大域的 U(1) 対称性である。定数 a2 がゼロの時にのみ存在する。

[
Φi
]
c

= 1 ,
[
Φ†
i

]
c

= −1 ,
[
Φ0

]
c

= −2 ,
[
Φ†

0

]
c

= 2 ,
[
θ
]
c

=
[
θ
]
c

= 0 . (2.12)

R-symmetry、chiral U(1) symmetry、global U(1) symmetry をまとめて Table 3 に列挙しておく。

Φi Ai ψi Fi Φ†
i A∗

i ψi F ∗
i Φ0 A0 ψ0 F0 Φ†

0 A∗
0 ψ0 F ∗

0 θ θ

R 0 0 −1 −2 0 0 1 2 2 2 1 0 −2 −2 −1 0 1 −1

U(1)A 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1

U(1)V 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −2 −2 −2 −2 2 2 2 2 0 0

Table 3: Various U(1) symmetries. U(1)A and U(1)V represent chiral U(1) and global U(1), respectively.

また、補助場全てを運動方程式を用いて書き直し、非線形表現 (すなわち元の表現)がどのような形式を持って

いるのかも確認しよう。

まず、超対称性の補助場 Fi, F ∗
i を消去する。

∂L
∂Fi

− ∂µ
∂L

∂(∂µFi)
= 0 → F ∗

i +AiA0 = 0 ,

∂L
∂F ∗

i

− ∂µ
∂L

∂(∂µF ∗
i )

= 0 → Fi +A∗
iA

∗
0 = 0 .

これを Lagrangian (2.3) に代入し、さらに補助場 A0, A∗
0, ψ0, ψ0, F0, F ∗

0 について運動方程式を与える。

F0 : A2
i = a2 , F ∗

0 : A∗
i
2 = a2 , ψ0 : Aiψi = 0 , ψ0 : A∗

iψi = 0 , (2.13a)

A0 : −2A∗
0

(
A∗
iAi

)− (
ψciψi

)
= 0 , A∗

0 : −2A0

(
A∗
iAi

)− (
ψiψ

c
i

)
= 0 . (2.13b)

これらの拘束条件を Lagrangian に代入して、元の非線形な表現を見てみよう。ただし A2
i = a2 はあらわに代入

しない。

L = ∂mA
∗
i ∂
mAi + iψiγ

m∂mψi +
1
4
(
A∗
iAi

)−1(
ψciψi

)(
ψiψ

c
i

)
. (2.14)
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この Lagrangian は、N = 1、つまり ImAi = 0, ψci = ψi の条件では “O(N) + Gross-Neveu model” に一致して

いる。つまり良く知られた超対称 O(N) 模型 (N = 1) となる。今の N = 2 の模型ではそこまで簡単にはなって

はいない。
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3 Leading Order Contributions in 1/N Expansion

3.1 Strong Coupling Theory: a2 = 0

まずは a2 = 0 の理論の解析を行う。この理論を strong coupling theory と呼んでおこう5。

3.1.1 Effective Action and Effective Potential

Lagrangian (2.3) のうち、運動項を持つ場 Ai, A
∗
i , ψi, ψi とその超対称性に含まれる補助場 Fi, F

∗
i を経路積分

で追い出そう。つまり (2.3) を用いて生成汎関数を次で定義し、経路積分を実行する。ここでは Φi の Green 関

数等を計算するのではないので、外場は導入しない。

Z =
∫

DΦiDΦ†
iDΦ0DΦ†

0 exp
(
i

∫
d2xL

)
, (3.1)

DΦi ≡ DAiDψiDFi , DΦ†
i ≡ DA∗

iDψiDF ∗
i ,

DΦ0 ≡ DA0Dψ0DF0 , DΦ†
0 ≡ DA∗

0Dψ0DF ∗
0 .

補助場 Fi, F
∗
i をまず消去しよう。そうすると Lagrangian は次のように書き直される。

L = ∂mA
∗
i ∂
mAi + iψiγ

m∂mψi

+
1
2
(
F0A

2
i + F ∗

0A
∗
i
2
)−A∗

0A0A
∗
iAi

− 1
2
Ai
(
ψc0ψi + ψciψ0

)− 1
2
A∗
i

(
ψ0ψ

c
i + ψiψ

c
0

)− 1
2
A0ψciψi −

1
2
A∗

0ψiψ
c
i . (3.2)

場の定数部分と量子的揺らぎの部分を以下のように分解する。

Ai(x) = φi + Bi(x) ,
∫
d2xBi(x) = 0 . (3.3)

分解しておいた Lagrangian (shifted Lagrangian) は次のようになる。

L = −1
2
X′
i
†D−1

A X′
i +

1
2
Ψ′
iS

−1Ψ′
i −

1
2
Xc
i
†[D−1

B −D−1
B DAD

−1
B

]
Xc
i . (3.4)

生成汎関数 Z について、Bi, B∗
i , ψi, ψi を積分する。(各変数の定義は (3.6) で与えられる。)

Z =
∫
DΦ0DΦ†

0 exp
(
iSeff

)
, DΦ0 = DA0Dψ0DF0 , DΦ†

0 = DA∗
0Dψ0DF ∗

0 ,

Seff =
iN

2
Tr log det

[
D−1
A

]− iN

2
Tr log det

[
S−1

]− 1
2

∫
d2xXc

i
†[D−1

B −D−1
B DAD

−1
B

]
Xc
i . (3.5)

ここで、Tr は時空のトレースを意味する6。

5線形理論では拘束条件が結合定数の逆数で入っているのが、appendix F などで紹介されている。ここでの理論は a2 = 0、つまり結合定

数が無限大であると言う意味で、strong coupling theory と呼んでいる。なお、この理論は、D = 4 としては [27] で既にやられている。
6後に登場する TR は、時空と行列両方のトレースを意味する。
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ここで、(3.4),(3.5) で登場する各変数は次で定義されている7。

X′
i = Xi +DAD

−1
B Xc

i , Xi =

 Bi

B∗
i

 , Xc
i =

 φi

φ∗
i

 ,

Ψ′
i = Ψi − Sχi , Ψi =

 ψi

ψci

 , χi = M
(
Xi +Xc

i

)
=

 0 ψc0

ψ0 0

(
Xi +Xc

i

)
,

D−1
A = D−1

I + MSM , D−1
B = D−1

II + MSM ,

D−1
I =

 ∂2 +A∗
0A0 −F ∗

0

−F0 ∂2 +A∗
0A0

 , D−1
II =

 A∗
0A0 −F ∗

0

−F0 A∗
0A0

 ,

S−1 =

 i/∂ −A∗
0 · 1

−A0 · 1 i/∂

 . (3.6)

有効作用から有効ポテンシャルを求める。有効作用からオーダー N の有効ポテンシャルを求める方法は、次の

定義に従う。

Seff [φ(x) = φc] = −Veff (φc)
∫
d2x , Veff (φc) ∼ O(N) . (3.7)

この下で、有効作用の各項を計算する。

Tr log det[D−1
c ] =

∫
d2xd2y〈x | log det

 ∂2 +m2 −f
−f ∂2 +m2

 | y 〉〈 y | x 〉

=
∫
d2xd2y

∫
d2k

(2π)2
e−ik(x−y) log det

 −k2 +m2 −f
−f −k2 +m2

 δ2(y − x)

=
∫

d2k

(2π)2
log

[
(−k2 +m2)2 − f2

] ∫
d2x , (3.8a)

Tr log det[S−1
c ] =

∫
d2xd2y〈x | log det

 iγm∂m −m · 1
−m · 1 iγm∂m

 | y 〉〈 y | x 〉

=
∫
d2xd2y

∫
d2k

(2π)2
e−ik(x−y) log det

 /k −m · 1
−m · 1 /k

 δ2(y − x)

=
∫

d2k

(2π)2
log det

[
(−k2 +m)(−1)

] ∫
d2x . (3.8b)

ここで D−1
c や S−1

c は以下で構成されている。

D−1
c = D−1

A (Bi = 0, A0 = m,F0 = f) , S−1
c = S−1(Bi = 0, A0 = m,F0 = f) .

7ここで登場する場の混合は後の議論でも登場する。
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A0, F0 の真空期待値は、大域的 U(1) 変換を行うことで実数部分にのみ押しつけることが可能であるので、

〈A0(x)〉 = 〈A∗
0(x)〉 = m , 〈F0(x)〉 = 〈F ∗

0 (x)〉 = f , (3.9)

としている。Ai についてはそれは可能でないので、別々に真空期待値を与えてある。

まとめると有効ポテンシャルが次のようになる。

Veff =
N

2

∫
d2k

(2π)2i
log

[
(−k2 +m2)2 − f2

]−N

∫
d2k

(2π)2i
log

[− k2 +m2
]

− 1
2
f
(
φ2
i + φ∗

i
2
)

+m2φ∗
iφi . (3.10)

1 行目が複素スカラー場 Ai, A
∗
i の 1 ループ寄与 と Dirac フェルミオン ψi の 1 ループ寄与、2 行目が拘束条件

からの寄与である。

3.1.2 Gap Equations

真空は、有効ポテンシャルを全ての定数場で微分をとったときの停留点で実現されている。ここでは定数場は

φi, φ
∗
i , m, f であるので、これらの微分で有効ポテンシャルが停留点をとる条件を列挙しよう。

∂

∂φi
Veff = 0 = −fφi +m2φ∗

i ,

∂

∂φ∗
i

Veff = 0 = −fφ∗i +m2φi ,

∂

∂m
Veff = 0 = 2m

{
φ∗
iφi +N

∫
d2k

(2π)2i
−k2 +m2

(−k2 +m2)2 − f2
−N

∫
d2k

(2π)2i
1

−k2 +m2

}
,

∂

∂f
Veff = 0 = −1

2
(φ2
i + φ∗

i
2) −N

∫
d2k

(2π)2i
f

(−k2 +m2)2 − f2
.

さらにこれを次のように書き直すことができる。

0 = φi
(
m4 − f2

)
,

0 = φ∗
i

(
m4 − f2

)
,

0 = 2m
{
φ∗
iφi +N

∫
d2k

(2π)2i
−k2 +m2

(−k2 +m2)2 − f2
−N

∫
d2k

(2π)2i
1

−k2 +m2

}
,

0 = −1
2
(φ2
i + φ∗

i
2) −N

∫
d2k

(2π)2i
f

(−k2 +m2)2 − f2
. (3.11)

我々は超対称な真空を探すのが目的であるので、次の条件を課しておこう。

f = 0 . (3.12)

この条件下で、gap equation (3.11) を考察すると、ゼロ質量条件 (m = 0) もしくは有質量条件 (m �= 0) が現れ

る。それぞれについて考えよう。
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3.1.3 Massless Solution

f = 0, m2 = 0 のときは gap equation (3.11) より、

0 = φ2
i + φ∗

i
2 , (3.13)

が得られる。この φi の値は Figure 1 で与えられるように、一般にゼロではない。√
(Im φi)2

√
(Re φi)2

Figure 1: Strong coupling theory, massless case. All solutions are on the line.

この真空での補助場 A0, ψ0 の 2 点関数を求めておこう。

まずは A0 から。A0 のみを含む Lagrangian を以下で与える。

L = −A∗
i [∂

2]Ai +
1
2

(
ψi , ψ

c
i

) i/∂ −A∗
0 · 1

−A0 · 1 i/∂

 ψi

ψci


− A∗

0A0

[
A∗
iAi + A∗

iφi + φ∗
iAi

]− φ∗
iφiA

∗
0A0 . (3.14)

この Lagrangian から、Ai, ψi を積分して有効ポテンシャルを求めるが、そこから 2 点関数を読みとる。

Seff = iNTr log
[
∂2 + A∗

0A0

]− iN

2
TR log

 i/∂ −A∗
0 · 1

−A0 · 1 i/∂


+ φ∗

iφi

∫
d2x

[
A∗

0A0(∂
2 +A∗

0A0)
−1A∗

0A0 −A∗
0A0

]
=

∫
d2p

(2π)2
{
A∗

0(−p)Π(p)A0(p) + · · ·
}
,

Π(p) = −φ∗iφi +
p2

4
N

2π

∫ 1

0

dx
1

λ2 − x(1 − x)p2
. (3.15)

但し λ は赤外発散切断である8。

8超対称性などが理論に含まれているので、発散の正則化の仕方は次元正則化を用いない。切断理論として扱う。また (3.15) は紫外発散部

分も当然登場していたが、外線運動量が紫外領域より十分小さいとして見ると省略される。言いかえると、紫外領域より十分小さい領域で 2

点関数を定義したことになる。
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同様に ψ0 のみが含まれる Lagrangian を構成し、ψ0 の 2 点関数を求める。

L = −A∗
i [∂

2]Ai + iψiγ
m∂mψi

− 1
2
(φi + Ai)(ψc0ψi + ψciψ0) − 1

2
(φ∗i + A∗

i )(ψ0ψ
c
i + ψiψ

c
0) ,

Seff =
iN

2
TR log

[
D−1

0 + MS0M
]− iN

2
TR log[S−1

0 ]

− 1
2

∫
d2x

(
φ∗
i , φi

){
MS0M−MS0M(D−1

0 + MS0M)−1MS0M
} φi

φ∗
i


=

∫
d2p

(2π)2
{
ψ0(−p)Σ(p)ψ0(p) + · · ·

}
,

Σ(p) =
1
/p

{
−φ∗iφi +

p2

4
N

2π

∫ 1

0

dx
1

λ2 − x(1 − x)p2

}
. (3.16)

補助場 F0 も同様の計算によって導出できる。

ここに補助場 A0, ψ0, F0 の 2 点関数をまとめたものを Table 4 に載せておく。

F(−p)Γ(2)(p)G(p) A0(p) A∗
0(p) ψc0(p) ψ0(p) F0(p) F ∗

0 (p)

A∗
0(−p) 1

2Π(p) 0 0 0 0 0

A0(−p) 0 1
2Π(p) 0 0 0 0

ψ0(−p) 0 0 1

2/pΠ(p) 0 0 0

ψc0(−p) 0 0 0 1

2/pΠ(p) 0 0

F ∗
0 (−p) 0 0 0 0 1

2p2 Π(p) 0

F0(−p) 0 0 0 0 0 1
2p2 Π(p)

Table 4: Two-point functions. Π(p) = −φ∗iφi +
p2

4
N

2π

∫ 1

0

dx
1

λ2 − x(1 − x)p2
.

この 2 点関数はどういうものであろうか。赤外発散切断が導入されているため、Feynman パラメータ積分の部

分は特異な振舞をする。ここで運動量を space-like にとり (−p2 > 0)、積分を実行しよう。∫ 1

0

dx
p2

λ2 − x(1 − x)p2
= −

∫ 1

0

dx
1

−x2 + x− λ2/p2
= −

∫ 1
2

−1
2

dy
1

a2 − y2
, (3.17a)

a2 ≡ 1
4
− λ2

p2
>

1
4
, a >

1
2
, y = x− 1

2
. (3.17b)

被積分関数は積分領域の範囲で正則であるので、積分を実行できる。∫ 1

0

dx
p2

λ2 − x(1 − x)p2
=

1
a

log
(

2a− 1
2a+ 1

)
. (3.18)

これを用いると A0 の 2 点関数が次のように書き換えられる。

Π(p) � −φ∗iφi +
1
a

log
(2a− 1

2a+ 1

)
< 0 . (3.19)
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実はこの 2 点関数は単調減少な関数である。しかも運動量がゼロの点では負の値を持つ。つまり、space-like 領域

では常に負の値を取ることになりゼロ点を持つことがない。time-like に解析接続したところで複素数因子が追加

されるだけなので、ゼロ点は持てない。つまり補助場 A0 は粒子描像を持つことはない。補助場 ψ0, F0 も同様で

ある9。

ここで述べたゼロ質量解では、φi �= 0 であるために大域的 O(N) 対称性が破れてしまうようになっているが、

Coleman’s theorem10 では連続対称性は D = 2 では破れない。これについてはここでは議論せず、他の解を含め

て section 4 でまとめて行う。

3.1.4 Massive Solution

超対称な真空を探すため、やはりここでも次の条件を課す。

f = 0 . (3.20)

またここでは m �= 0、つまり有質量解を探す。このとき gap equation (3.11) から次が得られる。

φi = φ∗
i = 0 . (3.21)

つまり Ai は真空期待値を持たない。その様子を Figure 2 で表す。√
(Im φi)2

√
(Re φi)2

Figure 2: Strong coupling theory, massive case. The origin is the solution.

さらに補助場の 2 点関数を求める。まずは A0 から。A0 のみで構成される Lagrangian を与え、有効作用と 2

点関数を与える。その前に、補助場 A0 を実場 AR, AI で次のように分解しよう。

A0(x) = m+ AR(x) + iAI(x) , A∗
0(x) = m+AR(x) − iAI (x) . (3.22)

92 点関数は伝播関数の逆行列である。したがって伝播関数が極を持つということは、2 点関数がゼロ点を持つということで、2 点関数が

極を持つということではない。
10appendix G 参照。
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では Lagrangian を与える。

L = −A∗
i

[
(∂2 +m2) + (2mAR +A2

R +A2
I)
]
Ai

+
1
2

(
ψi , ψ

c
i

) i/∂ −(m+ AR − iAI) · 1
−(m+ AR + iAI) · 1 i/∂

 ψi

ψci

 ,

Seff = iNTr log
[
D−1

0 +D′−1
]− iN

2
TR log

[
S−1

0 + S′−1
]

=
∫

d2p

(2π)2
{
AR(−p)Π1(p)AR(p) +AI(−p)Π2AI (p) + AR(−p)Π3AI(p)

}
+ · · · ,

Π1(p) = Π2(p) =
p2

4
N

2π

∫ 1

0

dx
1

m2 − x(1− x)p2
, Π3(p) = 0 . (3.23)

続いて ψ0 のみの Lagrangian と 2 点関数。

L = −A∗
i [∂

2 +m2]Ai +
1
2

(
ψi , ψ

c
i

) i/∂ −m · 1
−m · 1 i/∂

 ψi

ψci


− 1

2
Ai(ψc0ψi + ψciψ0) − 1

2
A∗
i (ψ0ψ

c
i + ψiψ

c
0) ,

Seff = iNTr log
[
D−1

0 + MS0M
]− iN

2
TR log

[
S−1

0

]
=

∫
d2p

(2π)2
{
ψ0(−p)Σ1(p)ψ0(p) + ψc0(−p)Σ2(p)ψc0(p)

+ ψ0(−p)Σ3(p)ψc0(p) + ψc0(−p)Σ4(p)ψ0(p)
}

+ · · · ,

Σ1(p) = Σ2(p) =
/p
4
N

2π

∫ 1

0

dx
1

m2 − x(1 − x)p2
, Σ3(p) = Σ4(p) = 0 . (3.24)

2 点関数を Table 5 にまとめておく。これを見て分かるように、これら補助場はゼロ質量を持つ場として実現さ

れている。

F(−p)Γ(2)(p)G(p) AR(p) AI(p) ψc0(p) ψ0(p) F0(p) F ∗
0 (p)

AR(−p) Π(p) 0 0 0 0 0

AI(−p) 0 Π(p) 0 0 0 0

ψ0(−p) 0 0 1

/pΠ(p) 0 0 0

ψc0(−p) 0 0 0 1

/pΠ(p) 0 0

F ∗
0 (−p) 0 0 0 0 1

p2
Π(p) 0

F0(−p) 0 0 0 0 0 1
p2

Π(p)

Table 5: Two-point functions. Π(p) =
p2

4
N

2π

∫ 1

0

dx
1

m2 − x(1 − x)p2
.

この有質量解では、大域的 O(N)対称性は破れていないが 2 種類の dilatation 変換不変性、R-symmetry、そし
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て大域的 U(1) 対称性が破れてしまうように見えている。ここでもその対称性の回復については議論せず、section

4 で行う。

3.2 Weak Coupling Theory: a2 �= 0

これも Lagrangian (2.3) から出発する。但し今度は a2 �= 0 の理論を考える。この理論を weak coupling theory

と呼ぼう11。Lagrangian は次のものである。但し Fi, F
∗
i は既に積分された表式を載せる。

L = ∂mA
∗
i ∂
mAi + iψiγ

m∂mψi +
1
2
F0(A2

i − a2) +
1
2
F ∗

0 (A∗
i
2 − a2) −A∗

0A0A
∗
iAi

− 1
2
Ai
(
ψc0ψi + ψciψ0

)− 1
2
A∗
i

(
ψ0ψ

c
i + ψiψ

c
0

)− 1
2
A0ψ

c
iψi −

1
2
A∗

0ψiψ
c
i . (3.25)

3.2.1 Effective Action and Effective Potential

Ai, A
∗
i , ψi, ψi, Fi, F

∗
i を積分する。やり方は strong coupling theory と同様である。その結果得られる有効作

用は次のようになる。

Z =
∫
DΦ0DΦ†

0 exp
(
iSeff

)
, DΦ0 = DA0Dψ0DF0 , DΦ†

0 = DA∗
0Dψ0DF ∗

0 ,

Seff =
iN

2
Tr log det

[
D−1
A

]− iN

2
Tr log det

[
S−1

]
− 1

2

∫
d2xXc

i
†[D−1

B −D−1
B DAD

−1
B

]
Xc
i −

1
2
a2

∫
d2x

(
F0 + F ∗

0

)
. (3.26)

ここで、(3.26) で登場する各変数は strong coupling theory で定義されているものと同じである。

有効作用から有効ポテンシャルを求める。

Tr log det[D−1
c ] =

∫
d2k

(2π)2
log

[
(−k2 +m2)2 − f2

] ∫
d2x , (3.27a)

Tr log det[S−1
c ] =

∫
d2k

(2π)2
log det

[
(−k2 +m)(−1)

] ∫
d2x . (3.27b)

ここで D−1
c や S−1

c は以下で構成されている。

D−1
c = D−1

A (Bi = 0, A0 = m,F0 = feiθ) , S−1
c = S−1(Bi = 0, A0 = m,F0 = feiθ) .

A0 の真空期待値は、R-symmetry 変換を行うことで実数部分にのみ押しつけることが可能であるが、F0 につい

ては位相変換で 1 つのパラメータに押しつけることはできない。

〈A0(x)〉 = 〈A∗
0(x)〉 = m , 〈F0(x)〉 = feiθ , 〈F ∗

0 (x)〉 = fe−iθ . (3.28)

Ai についても位相変換で 1 つの期待値に押しつけることが可能でないので、別々に真空期待値を与えてある。

11strong coupling theory と同様の発想で、a2 �= 0 なので、結合定数が無限大ではない、という意味で weak coupling theory と呼ぶ。
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まとめると有効ポテンシャルが次のようになる。

Veff =
N

2

∫
d2k

(2π)2i
log

[
(−k2 +m2)2 − f2

]−N

∫
d2k

(2π)2i
log

[− k2 +m2
]

− 1
2
feiθ(φ2

i − a2) − 1
2
fe−iθ(φ∗i

2 − a2) +m2φ∗
iφi . (3.29)

1 行目が複素スカラー場 Ai, A
∗
i のループ寄与 と Dirac フェルミオン ψi のループ寄与、2 行目が拘束条件からの

寄与である。また結合定数 a2 について、今後

a2 ≡ N

g2
,

とする。g が摂動論で登場する結合定数である。

3.2.2 Gap Equations

有効ポテンシャルの停留点を探す。ここではパラメータは φi, φ
∗
i , m, f , θ であるので、これらの微分で有効ポ

テンシャルが停留点をとる条件を列挙しよう。feiθ については極座標であることに注意する。

∂

∂φi
Veff = 0 = −feiθφi +m2φ∗

i ,

∂

∂φ∗
i

Veff = 0 = −fe−iθφ∗
i +m2φi ,

∂

∂m
Veff = 0 = 2m

{
φ∗
iφi +N

∫
d2k

(2π)2i
−k2 +m2

(−k2 +m2)2 − f2
−N

∫
d2k

(2π)2i
1

−k2 +m2

}
,

∂

∂f
Veff = 0 =

N

g2
cos θ − 1

2
(
φ2
i e
iθ + φ∗

i
2e−iθ

)−N

∫
d2k

(2π)2i
f

(−k2 +m2)2 − f2
,

1
f

∂

∂θ
Veff = 0 = −N

g2
sin θ− i

2
(
φ2
i e
iθ − φ∗

i
2e−iθ

)
.

これらを次のように書き直す。

0 = φi
(
m4 − f2

)
= φ∗

i

(
m4 − f2

)
,

0 = 2m
{
φ∗
iφi +N

∫
d2k

(2π)2i
−k2 +m2

(−k2 +m2)2 − f2
−N

∫
d2k

(2π)2i
1

−k2 +m2

}
,

N

g2
= φ2

i + fe−iθN
∫

d2k

(2π)2i
1

(−k2 +m2)2 − f2
,

N

g2
= φ∗

i
2 + feiθN

∫
d2k

(2π)2i
1

(−k2 +m2)2 − f2
. (3.30)

この 1 階微分の方程式に適当な真空期待値を代入したものを gap equation と呼ぶ。

3.2.3 Massless Solution

ここでも超対称な真空を探すのが目的であるので、次を仮定する。

f = 0 . (3.31)
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f = 0, m2 = 0 のときは gap equation (3.30) により、

N

g2
= φ2

i = φ∗
i
2 , (3.32)

が得られる。この φi の値は Figure 3 で与えられるようにゼロではない。拘束条件が F -term にのみ登場した結

果、結合定数は繰り込まれていない。 √
(Im φi)2

√
(Re φi)2

Figure 3: Weak coupling theory, massless case.

この真空での補助場 A0, ψ0 の 2 点関数を求めておこう。strong coupling theory のときと同様にして、Table

6 のように補助場の 2 点関数が求められる。

F(−p)Γ(2)(p)G(p) A0(p) A∗
0(p) ψc0(p) ψ0(p) F0(p) F ∗

0 (p)

A∗
0(−p) 1

2Π(p) 0 0 0 0 0

A0(−p) 0 1
2Π(p) 0 0 0 0

ψ0(−p) 0 0 1

2/pΠ(p) 0 0 0

ψc0(−p) 0 0 0 1

2/pΠ(p) 0 0

F ∗
0 (−p) 0 0 0 0 1

2p2 Π(p) 0

F0(−p) 0 0 0 0 0 1
2p2 Π(p)

Table 6: Two-point functions. Π(p) = −φ∗iφi +
p2

4
N

2π

∫ 1

0

dx
1

λ2 − x(1 − x)p2
.

この真空解は strong coupling theory でのゼロ質量解と同じである。つまり補助場は粒子描像を取らない。

3.2.4 Massive Solution

Ai や ψi が質量を持つとき、すなわち m �= 0 であるときは、Figure 4 のように f の値によって 4 通りの状態

が存在する。そのそれぞれについて安定な真空が存在するかを考察しよう。
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tachyon mode
supersymmetric IR−divergence

tachyon free

m2

f

0

Figure 4: Weak coupling theory, massive case.

1. supersymmetric case : f = 0

超対称な解を考察する。

0 = m4φi = m4φ∗
i = 2mφ∗iφi , (3.33a)

N

g2
= φ2

i = φ∗
i
2 . (3.33b)

拘束条件が F -term にのみ登場するため、結合定数には紫外発散が登場せず、したがって繰り込まれない。

よって非超対称模型と異なり、拘束条件が補助場の真空期待値に直接影響を与えてしまっている。したがって

上のような方程式以上繰り込み点を導入することができず、解が構成できない。よって、超対称な解は存在で

きない。

2. tachyonic case : f > m2

このとき Ai の伝播関数にタキオンが登場する。これは物理的には不安定な真空の周りを考察していることに

なるので、安定な真空を探すのには適していない。

3. tachyon free case : 0 < f < m2

タキオンが登場しない (m2 − f ≥ 0)、赤外発散がない (m2 �= f)、という条件を課す。

0 = (m4 − f2)φi = (m4 − f2)φ∗i ,

0 = φ∗
iφi +N

∫
d2k

(2π)2i

{ −k2 +m2

(−k2 +m2)2 − f2
− 1

−k2 +m2

}
,

N

g2
= φ2

i + fe−iθN
∫

d2k

(2π)2i
1

(−k2 +m2)2 − f2
,

N

g2
= φ∗

i
2 + feiθN

∫
d2k

(2π)2i
1

(−k2 +m2)2 − f2
. (3.34)

gap eqation (3.34) から読みとれる、質量の縮退が解ける様子を Figure 5 に表す。実際に安定な真空であれ

ば、この縮退が解ける様子が実現されている。

0 = φi = φ∗
i ,

0 =
1
8π

log
m4

m4 − f2
,
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0

m2m2

m2 + f

m2 − f

(mass)2

boson fermion

Figure 5: Mass splitting under supersymmetry breaking (massive boson).

1
g2

=
eiθ

8π
log

m2 + f

m2 − f
=

e−iθ

8π
log

m2 + f

m2 − f
. (3.35)

これより、この関係は

m2 �= 0 , f = 0 , g2 = ∞ , (3.36)

である。しかしこれは仮定に反する。

4. IR-divergent case : f = m2

赤外発散がない条件 (m2 �= f) を外した解を考察する。このときの gap eqation (3.30) は次のようになる。

0 = φ∗
iφi +N

∫
d2k

(2π)2i

{
1
2

1
−k2

+
1
2

1
−k2 + 2m2

− 1
−k2 +m2

}
, (3.37a)

N

g2
= φ2

i + e−iθ
N

2

∫
d2k

(2π)2i

{
1

−k2
− 1

−k2 + 2m2

}
, (3.37b)

N

g2
= φ∗

i
2 + eiθ

N

2

∫
d2k

(2π)2i

{
1

−k2
− 1

−k2 + 2m2

}
. (3.37c)

gap eqation から読みとれる、縮退が解ける様子を Figure 6 に表す。

赤外発散の切断 λ (λ2 
 1) を導入して、gap equation を書き換える。

φi �= 0 or φi = 0 , (3.38a)

0 = φ∗
iφi +

N

8π
log

m2

λ2
> 0 , (3.38b)

N

g2
= φ2

i − e−iθ
N

8π
log

λ2

2m2
, (3.38c)

N

g2
= φ∗

i
2 − eiθ

N

8π
log

λ2

2m2
. (3.38d)

これは明らかに (3.38b) が矛盾を起こしている。したがってこれをみたす解も存在しない。
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0

m2m2

m2 + f

m2 − f

(mass)2

boson fermion

Figure 6: Mass splitting under supersymmetry breaking (massless boson).

以上より、weak coupling theory で有質量の場合では安定な真空は存在しない。
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4 Realization of Symmetries

ここで、主要項 (leading order, LO) で登場した安定真空、不安定真空を列挙する (Table 7)。それぞれの真空

でどの対称性が保存され、もしくは破れるかも列挙しよう。

vacua Φ0 dynamics O(N) dilatation R chiral U(1) global U(1) R× global U(1)

a2 = 0, m = 0 no-particle × © © © × ×
a2 = 0, m �= 0 massless pole © × × © × ©
a2 �= 0, m = 0 no-particle × © © © − −

(a2 �= 0, m �= 0) (no solution) − − − − − −

Table 7: Supersymmetric various vacua.

D = 2 理論では連続対称性は破れていない。しかしこの Table 7 を見るとどの真空が選ばれても連続対称性が

破れてしまっているように見える。しかしこれは回避できる。これをこれから議論しよう。

4.1 Phase Symmetry Realization

ここでは strong coupling theory での有質量解の対称性の回復を考察する。

有質量解では位相変換対称性が破れているように見える。具体的にはR-symmetry と U(1)V 対称性が破れてい

るように「見えて」しまう。これは D = 2 理論では許されていない。したがって破れていないように構成しなお

す必要がある。さらに、実際には破れていないことを見なければならない。

とりあえず補助場 A0, A∗
0 が真空期待値を持ったことでその真空では Lagrangian がどのようになっているの

か、見てみよう。補助場を、次のように実場 2 つで表現していたことを思い出そう。

A0(x) ≡ m+ AR(x) + iAI(x) , A∗
0(x) ≡ m+AR(x) − iAI (x) . (4.1)

これを用いて、最初の Lagrangian (3.2) を書き直す。

L = ∂mA
∗
i ∂
mAi + ψiiγ

m∂mψi −
m

2
(
ψiψ

c
i + ψciψi

)
+

1
2
F0A

2
i +

1
2
F ∗

0A
∗
i
2 − (

2mAR + A2
R +A2

I

)
A∗
iAi

− 1
2
Ai
(
ψc0ψi + ψciψ0

) − 1
2
A∗
i

(
ψ0ψ

c
i + ψiψ

c
0

) − 1
2
(
AR + iAI

)
ψciψi −

1
2
(
AR − iAI

)
ψiψ

c
i . (4.2)

この場の配位では、R-symmetry と大域的 U(1) 対称性は、フェルミオン ψi が Majorana 質量項を持っているた

めに破れてしまうように「見える」。大域的 U(1) 変換は不変である12。

12Dirac matrix の表示の変換によっては Dirac 質量項を持たせて chiral U (1) 対称性が破れているように見える表現を構成することもで

きる。そうした方が appendix H のつながりが明快であるが、ここではあえてその表示はとっていない。
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この理論を、補助場 AR, AI が運動項を獲得する有効作用で考察する。必要なのは、長距離領域で登場する、指

数関数の肩に乗ったゼロ質量自由スカラー場の存在である。

Table 5 を参考にして、補助場の運動項の部分をもう一度ここで記述しよう。

Seff =
∫

d2p

(2π)2
{
AR(−p)Π(p)AR(p) + AI(−p)Π(p)AI (p) + · · ·} . (4.3)

appendix H にならって、長距離領域での振舞いを見たいので、これ以降の相互作用項は無視できる。また、長距

離領域だけを見るなら、2 点関数 Π(p) も次のようになる。

Π(p) =
p2

4
N

2π

∫ 1

0

dx
1

m2 − x(1 − x)p2

p2→0−−−→ 1
2
p2 · N

4πm2
. (4.4)

よって有効作用が次のように記述される。

Seff ∼ N

4πm2

∫
d2p

(2π)2
{1

2
p2AR(−p)AR(p) +

1
2
p2AI(−p)AI (p) · · ·

}
=

N

4πm2

∫
d2x

{
∂mA

∗
0∂
mA0 + · · ·} . (4.5)

ここで複素場 A0 を次のように再定義する。

A0(x) = ρ(x)eiθ(x) , A∗
0(x) = ρ(x)e−iθ(x) , 〈A0(x)〉 = 〈A∗

0(x)〉 = m = 〈ρ(x)〉 . (4.6)

ここで θ(x) の真空期待値はとらない。1 自由度だけを期待値にするので、位相まで固定しなくてもよいのである。

この配位で有効作用 (4.5) を再構成しよう。

Seff =
N

4πm2

∫
d2x

{∣∣∂m(ρ(x)eiθ(x))
∣∣2 + · · ·}

=
N

4πm2

∫
d2x

{(
∂mρ(x)

)2 +
(
∂mθ(x)

)
ρ2(x) + · · ·} . (4.7)

長距離領域で重要なのは θ(x) の運動項だけである。よって ρ(x) については真空期待値で置き換えておく。

Seff =
N

4π

∫
d2x

(
∂mθ(x)

)2
. (4.8)

これにより、θ(x) が長距離領域ではゼロ質量自由スカラー場として登場しているのが分かる。この、長距離領域

での θ(x) 伝播関数は次のようになる。

〈θ(x)θ(y)〉 = − 1
N

log |x− y| . (4.9)

これは (4.8) から運動方程式を解くと導かれる。

このゼロ質量自由スカラー場 θ(x) の働きによって、R-symmetry を破るような 2 点関数がゼロになることを確

認しよう。次のような 2 点関数を構成する。

G(x, y) ≡ 〈
ψiψ

c
i (x)ψkψ

c
k(y)

〉
. (4.10)
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補助場 A0 は、拘束条件の下では (2.13b) となっている。つまりこれより、フェルミオンの二次の部分は次のよう

に記述できる。

ψiψ
c
i (x) = −2(A∗

iAi)A0(x) = −2(A∗
iAi)ρ(x)e

iθ(x) . (4.11)

これを用いて相関関数を書き直す。

G(x, y) = 4
〈
(A∗

iAiρ)(x)(A
∗
kAkρ)(y)

〉〈eiθ(x)eiθ(y)〉 . (4.12)

θ(x) はゼロ質量自由場であったことを思い出そう。ゼロ質量であるがために、赤外発散の振舞いが強く、次の相

関関数がゼロになる。

〈eiθ(x)eiθ(y)〉 = 0 . (4.13)

つまりこれより、R-symmetry 変換に対して不変でない相関関数はゼロになっていることになる。したがって、物

理的に R-symmetry は破れていない。もっと簡単に言うと、赤外では相互作用がないために相関関数は全て伝播

関数の積に分解できる。ここで良く見ると、不変でない相関関数は Table 5 で現れているように伝播関数がゼロ

である。

さらに位相変換不変な相関関数も見てみよう。

G(x, y) ≡ 〈
ψciψi(x)ψkψ

c
k(y)

〉
. (4.14)

これは R-symmetry の位相変換で不変である。これも先程と同様に補助場で書き換える。

G(x, y) = 4
〈
(A∗

iAiρ)(x)(A
∗
kAkρ)(y)

〉〈e−iθ(x)eiθ(y)〉 . (4.15)

θ(x) が長距離領域ではゼロ質量かつ自由場であることによって、上のように相関部分が完全に分離できるのであ

る。さらに、〈e−iθ(x)eiθ(y)〉 = |x − y|−1/N なので、次のようになることが分かる。

G(x, y) = 4
〈
(A∗

iAiρ)(x)(A
∗
kAkρ)(y)

〉|x− y|−1/N . (4.16)

これにより、N が非常に大きいが有限である限り、ゆっくりとこの相関関数はゼロに近付く。この振舞いはKosterlitz-

Thouless type の、対称性が破れていない低温度相での振舞いに類似する。

まったく同様にして、strong coupling theory での大域的 U(1)対称性の破れも起こっていないことが示される。

したがって安定な真空では位相変換の対称性は破れていない。

4.2 Dilatation Symmetry Realization

Dilatation 変換についてはどうか。実はこの再定義 (4.6) では dilatation 変換は破れたままに見える。したがっ

て、破れていないように見える場の再定義を行う。
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内部対称性の議論を生かしたまま、dilatation 変換まで適応できるようにするため、更なる場の定義を行う。新

しい場 φ(x) を次のように導入する。

A0(x) = meφ(x)+iθ(x) , 〈A0(x)〉 = m , 〈φ(x)〉 = 0 . (4.17)

このとき補助場 A0 の各変換則を次のように再定義する。

A0(x) → eiαA0(x) , =⇒ φ(x) → φ(x) , θ(x) → θ(x) + α , R-symmetry , (4.18a)

A0(x) → eaA0(x) , =⇒ φ(x) → φ(x) + a , θ(x) → θ(x) , dilatation symmetry . (4.18b)

有効作用 Seff を先程と同様に書き直そう。

Seff =
N

4πm2

∫
d2x

{|∂mA0|2 + · · ·}
=

N

4π

∫
d2x e2φ(x)

{(
∂mφ(x)

)2 +
(
∂mθ(x)

)2 + · · ·
}

∼ N

4π

∫
d2x

{(
∂mφ(x)

)2 +
(
∂mθ(x)

)2 + · · ·
}
. (4.19)

この領域では、作用は dilatation 変換、位相変換ともに不変である。

それではここで、位相変換のときと同様に相関関数の振舞いを見てみよう。例えば次の関数を用意する。

G(x, y) = 〈|A0|2(x)|A0|2(y)〉 . (4.20)

(4.17) を用いるとこの相関関数は、長距離領域では次のように振舞う。

G(x, y) = m4〈e2φ(x)e2φ(y)〉 = m4e4〈φ(x)φ(y)〉 =
m4

|x − y|4/N . (4.21)

つまり長距離領域では相関関数はゼロになる。対称性が破れていないということがこれでわかる。

4.3 O(N) Symmetry Realization

ここではゼロ質量解について考察する。strong coupling theory、weak coupling theory に共通するので、strong

coupling theory について考察しよう。

ゼロ質量解のとき、補助場は真空期待値を持たなかったのでその真空では質量次元を持つパラメータは存在し

ない。そのため、dilatation 変換について不変である。また同じく質量次元を持つパラメータがないため、フェル

ミオンは質量項を持たず、位相変換に対しても不変である。しかし O(N) 場 Ai が真空期待値を持つため、大域

的 O(N) 対称性が破れているように見えてしまう。しかしこの対称性も回復することが可能である。

strong coupling theory でゼロ質量解のとき、O(N) 対称性の他に大域的 U(1) 対称性も破れているように見え

る。したがってそれらを同時に回復する場の再定義を行う。

Ai(x) ≡
[
exp

(
iTαξα(x)

)]
ij
φj . (4.22)
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ここで Tα は O(N) 変換のうち破れた生成子であり、Ai がベクトル表現であると定義したので Tα も基本表現を

とる。またこの表現行列は反対称である。一般の時空次元の言葉で言えば、ξα(x) は O(N) 対称性の破れから登

場する複素 NG boson であり破れた次元の数だけ添字が走る。最後に、φj は、Ai(x) の真空期待値である。

ここまで来れば後は同じ議論の繰り返しである。長距離領域の相関関数が次のように書かれる。

〈Ai(x)Aj(y)〉 ∼ δij |x − y|−1/N . (4.23)

もはや具体的な表記はしないが、現象のみ述べておこう。大域的 U(1) 変換に不変でない相関関数も、O(N) 変換

に不変でない相関関数も、ゼロ質量自由スカラー場の赤外発散が強く効いてゼロになる。もしくは始めから対角

的に取っていたので、不変でない相関関数は始めからゼロである。また変換に対して不変な相関関数は長距離領

域では |x− y|−1/N のような振舞いをする。
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5 Beyond the Leading Order Contributions

我々はこれまで 2 つの理論を別々に評価して来たが、これらはつながらないのであろうか。つまり繰り込み群で

一方の理論が他方に流れて行くことはないであろうか。これを考察するには LO ではできない。何故ならどこか

らも発散が登場せず、波動関数繰り込みも、結合定数繰り込みもなく、全てが有限量だったからである。つまり繰

り込み群が構成できなかった。繰り込み群を構成するには、1/N 展開の高次の項、特に 2 次の項 (next-to-leading

order, NLO) を考察する必要がある。

5.1 Renormalization Group Flow: Two Scenarios

繰り込み群で weak coupling theory から strong coupling theory につなげる場合、そのシナリオは少なくとも

2 通りが考えられる。紫外領域でつながる場合と、赤外領域でつながる場合がある。それぞれを概略図を用いて考

えよう13。

但し両方の場合で次の仮定を行う。

• strong coupling theory では β 関数はゼロ。

• 非自明な紫外 (赤外)固定点は多くても 1 つとする。

1 つめの仮定は、LO で安定な真空が (F -term からの考察だけであるが) 共形不変となることを反映させる。2 つ

めは、非自明な固定点が複数個あっても、それは議論が混乱するだけで本質ではないことを反映させる。

5.1.1 Asymptotically Free Scenario

赤外領域で weak coupling theory が strong coupling theory につながる場合を考える。2 つの仮定から、定数

a2 の β 関数、さらに結合定数 g に読み変えた β 関数の振舞いを予想しよう。

0

β(aR)

aR
0

β(gR)

gR

Figure 7: RG flow about constant a and g.

13あくまで概念図でしかないので、結合定数無限大の極限の振舞いなどはいいかげんである。
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Figure 7 に登場する β(a), β(g) はそれぞれ次のように定義されているとする。

β(aR) ≡ µ
∂

∂µ
aR

∣∣∣
a,Λ: fixed

, β(gR) ≡ µ
∂

∂µ
gR

∣∣∣
g,Λ: fiexd

. (5.1)

ここで、µ は繰り込み点であり、aR, gR はそれぞれ繰り込まれた定数である。。

定数 a2 と結合定数とは a2 = N/g2 で結ばれているので、Figure 7 のように振舞いが逆になる。実線は仮定 1

から決まる振舞いであるが、a2 → ∞ もしくは g → 0 の振舞いはこれからの具体的な計算を見ないと分からない。

計算の結果、紫外領域で a2 → ∞ に流れる場合を点線で、赤外で a2 → ∞ に流れる場合を破線で記述してある。

g について対応する振舞いは同じ色で記述される。赤外で a2 → ∞ につながる場合、仮定 2 より紫外固定点が 1

つ登場する。

点線のシナリオのとき、結合定数で解釈すると、つまり非線形模型で解釈すると、理論は漸近的自由性を持つ。

この振舞いは非超対称 O(N) 模型やN = 1 超対称模型と同じである。しかし破線のシナリオならば、この理論は

漸近的自由ではないことになる。

5.1.2 Asymptotically Non-Free Scenario

次に紫外発散で理論がつながる場合を考察しよう。

0

β(aR)

aR
0

β(gR)

gR

Figure 8: RG flow about constant a and g.

やはり実線は仮定 1 からの帰結で決まっている。a2 → ∞ に赤外でつながる場合を破線で、紫外でつながる場

合を点線で記述する。紫外でつながる場合は仮定 2 より、赤外固定点が現れる。

この場合結合定数の振舞いから、点線で表されるシナリオは理論が漸近的自由であることになる。しかし破線

のシナリオでは、理論は漸近的自由性を持たない。

実際にここで扱っている模型は後者のシナリオで非自明な固定点がないもの、つまり漸近自由でない振舞いを示

すであろうことが予想される。超対称な模型では F -termは繰り込みを受けないが、結合定数はまさにこの F -term

に存在する。結合定数に発散が現れるのは波動関数繰り込みとの関連だけである。一方波動関数繰り込みでは、繰
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り込み因子 Z とスペクトル関数 ρ(σ2) とが次のように関係付けられている。

1 =
∫ ∞

0

dσ2ρ(σ2) = Z +
∫ ∞

0

dσ2ρ̃(σ2) . (5.2)

但し σ は考えている粒子の質量であり、ρ(σ2) がスペクトル関数、ρ̃(σ2) は 2 粒子状態以上でのスペクトル関数

である。この関係より、正定値理論で考えている限り、

0 ≤ Z ≤ 1 , (5.3)

という関係が結論付けられる。結合定数はこの繰り込み因子の逆数で登場するのが後で紹介される。それによる

と、どうやら理論は漸近的自由ではないと見られる。
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6 Renormalization in Higher Order Contributions

ここの目標は、weak coupling theory の不安定真空が高次補正を受けることで結合定数に紫外発散が現れ、繰

り込み群を考慮に入れることで別の理論に流れて行く様子を調べることである。ここでの高次補正の構成方法は、

拘束条件に目を付けて Ai の伝播関数の波動関数繰り込みに NLO を付加させるものである。

Ai などの伝播関数などは LO では何ら量子補正を受けない古典的なものであったが、補助場が Ai 伝播関数に

ループとして寄与した場合、それは NLO での量子補正を与えることになる。さらに、場の拘束条件は

A2
i (x) = A∗

i
2(x) = a2 =

N

g2
. (6.1)

であったことを思い出すと14、Ai の波動関数に量子補正が起こるということは、結合定数に量子補正が登場する

ということになる。

6.1 Propagators

この議論は weak coupling theory で、超対称ゼロ質量解を真空に持つところで行う。そのため、Ai, A0, ψ0, F0

の LO での伝播関数を与える必要がある。しかしそれらは全て section 3 で求められているので、もう一度ここに

列挙しておこう。

Dij(p) =
δij
−p2

, Ai propagator , Sij(p) =
δij
−/p

, ψi propagator , (6.2a)

DA(p) = −[Π(p)
]−1

, A0 “propagator” , (6.2b)

Sψ(p) = −/p · [Π(p)
]−1

, ψ0 “propagator” , (6.2c)

DF (p) = −p2 · [Π(p)
]−1

, F0 “propagator” , (6.2d)

Π(p) = −φ∗iφi +
N

8π
p2

∫ 1

0

dx
1

λ2 − x(1 − x)p2
. (6.2e)

6.2 Wave Function Renormalization

では Ai 伝播関数の、補助場によるループ寄与を考察しよう。

Ai 伝播関数への、補助場のループによる補正寄与は Figure 9 にある 3 種類である。ここでもそれぞれ議論の

簡単化のためにグラフに名前を付けておく。但しここで、1/N 展開の高次補正だけを見たいので、同じオーダー

での補正となる Ai のループなどは一切考慮しない。

1/N 展開の NLO 補正に寄与するのはこの 3 種だけである。Lagrangian (3.25) を見る限りでは、Figure 10 に

登場するグラフも構成できると一見思ってしまうのだが、補助場 A0, ψ0, F0 の伝播関数を構成する段階で、これ

14最初の Lagrangian (3.25) から補助場 F0, F∗
0 を積分して追い出すと拘束条件が場の方程式で登場する。
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AiAi

A0

AiAi

ψi

ψ0
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Ai

F0

graph “C1” graph “C2” graph “C3”

Figure 9: One-loop corrections in Ai propagator.

らのグラフは全て Ai の伝播関数に吸収される。それは (3.6) で示されているが、もう一度その表式を載せる。

X′
i = Xi +DAD

−1
B Xc

i

� Xi +

 1/∂2 ·A∗
0A0 −1/∂2 · F ∗

0

−1/∂2 · F0 1/∂2 · A∗
0A0

Xc
i , Xi =

 Bi

B∗
i

 , Xc
i =

 φi

φ∗
i

 . (6.3)

X′
i が、補助場を混合してできた、再定義された Ai である。このXi を用いて補助場の伝播関数を構成していた。

したがって Figure 10 はこの再定義された場の伝播関数にはもはや登場しない。

AiAi

A0

A0

AiAi

F0

Figure 10: Rejected graphs.

では、再定義された場 Ai に関して登場する、ループ補正グラフ “C1”, “C2”, “C3” それぞれについて考察する。

1. graph “C1” contribution

Lagrangian (3.25) でこのグラフを構成する相互作用項は

Lint = −A∗
0A0A

∗
iAi , Sint =

∫
d2xLint , (6.4)

である。これを 1 回用いる。

〈
Ai(k1)A∗

j (−k2)eiSint
〉
0

� 〈
Ai(k1)A∗

j (−k2)iSint

〉
0

= (2π)2δ2(k1 − k2)
1
i
Dia(k1)

1
i
Dbj(k2)

∫
d2p

(2π)2i

[
DA(p)δab

]
· (−i) . (6.5)

この補正による 1 粒子既約部分のグラフを −iΣ1
ab(k) として表す

15。

−iΣ1
ab(k) = −iδab

∫
d2p

(2π)2i
DA(p) . (6.6)

15定義は appendix B 参照。
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2. graph “C2” contribution

Lagrangian (3.25) でこのグラフを構成する相互作用項は

Lint = −Aiψc0ψi −A∗
i ψiψ

c
0 ≡ L1

int + L2
int , Siint =

∫
d2xLiint , (6.7)

である。これを 1 回ずつ用いる。

〈
Ai(k1)A∗

j (−k2)eiSint
〉
0

� 〈
Ai(k1)A∗

j (−k2)(iS1
int)(iS

2
int)

〉
0

= (2π)2δ2(k1 − k2)
1
i
Dia(k1)

1
i
Dbj(k2)

∫
d2p

(2π)2i
tr
[
Sab(p− k1)

1
i
Sψ(p)

]
. (6.8)

この補正による 1 粒子既約部分グラフ −iΣ2
ab(k) は次の通り。

−iΣ2
ab(k) = −i

∫
d2p

(2π)2i
tr
[
Sab(p− k)Sψ(p)

]
. (6.9)

3. graph “C3” contribution

Lagrangian (3.25) でこのグラフを構成する相互作用項は

Lint =
1
2
F0A

2
i +

1
2
F ∗

0A
∗
i
2 ≡ L1

int + L2
int , Siint =

∫
d2xLiint , (6.10)

である。これを 1 回ずつ用いる。

〈
Ai(k1)A∗

j (−k2)eiSint
〉
0

� 〈
Ai(k1)A∗

j (−k2)(iS1
int)(iS

2
int)

〉
0

= (2π)2δ2(k1 − k2)
1
i
Dia(k1)

1
i
Dbj(k2)

∫
d2p

(2π)2i

[
−Dab(p− k1)

1
i
DF (p)

]
.

(6.11)

これから出る 1 粒子既約部分グラフ −iΣ3
ab(k) はこのようになる。

−iΣ3
ab(k) = i

∫
d2p

(2π)2i
Dab(p − k)DF (p) . (6.12)

これら “C1”, “C2”, “C3” 全ての 1 粒子既約部分グラフの和が、Ai 波動関数の繰り込み因子として登場する。

Σ(all)
ab (k) = Σ1

ab(k) + Σ2
ab(k) + Σ3

ab(k)

= k2δab

∫
d2p

(2π)2i
−1

−(p− k)2
DA(p) ≡ k2δab · Σ′(k) . (6.13)

appendix B を参照して、完全伝播関数、波動関数の繰り込み因子が決定される。

D
(full)
ab (k) =

Zδab
−k2

, (6.14a)

Z−1 = 1 − Σ′(0) = 1 −
∫

d2p

(2π)2i
−1
−p2

DA(p) . (6.14b)

これにより、波動関数の繰り込み因子と、繰り込まれる前の場 Ai, 繰り込まれた後の場 ARi が次で関係付けられる。

Ai = Z
1
2ARi . (6.15)
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6.3 Coupling Constant Renormalization

(6.1) から、結合定数 g に関する繰り込みを考察する。(6.1) を繰り込まれた場で記述し直そう。

Z
(
ARi (x)

)2 =
N

g2
. (6.16)

この期待値を求めよう。繰り込まれた場 ARi (x) の真空期待値が φRi で、量子的揺らぎの場が BRi (x) で与えられ

る。またこの真空では超対称性のため、〈Ai(x)Ai(y)〉 という相関関数はゼロになっている16。

〈
ARi (x)ARi (x)

〉
=

〈
(φRi +BRi (x))(φRi + BRi (x))

〉
= (φRi )2 +

〈
BRi (x)BRi (x)

〉
= (φRi )2 . (6.17)

したがって拘束条件の期待値は次のようになる。

Z(φRi )2 =
N

g2
. (6.18)

まだここまでの結合定数は繰り込まれる前のものであった。これを、繰り込まれた結合定数 gR を用いて書き直

す。すなわち繰り込まれた結合定数をここで定義する。

N

g2
R

≡ Z−1N

g2

=
N

g2

{
1 +

1
4π

∫ Λ2

dt
1
t

[
φ∗
iφi + t

N

8π

∫ 1

0

dx
1

λ2 + x(1 − x)t

]−1}
. (6.19)

これは解析的には非常に難解な形式をしている。したがって補助場の 2 点関数を解析的に解きやすいように近似

しよう。紫外発散部分に興味があるので、次のように近似する17。∫ 1

0

dx
t

λ2 + x(1 − x)t
∼ 2 log

t

λ2
. (6.20)

これは (3.19) に登場する変数 a2 を次のように近似して得られる。

1
a

=
(1

4
+
λ2

t

)− 1
2 ∼ 2 ,

2a+ 1
2a− 1

∼ 1 +
t

λ2
∼ t

λ2
. (6.21)

これを用いて (6.19) を書き直そう。

N

g2
R

= Z−1N

g2
=

N

g2

{
1 +

1
4π

∫ Λ2

dt
1
t

[
φ∗
iφi +

N

4π
log(t/λ2)

]−1}
� N

g2

{
1 +

1
N

log
(

log
Λ2

λ2
+

4π
N
φ∗
iφi

)}
. (6.22)

まだここでは紫外発散切断が入っている。ここで紫外発散切断が無限大極限を取ったときを考えよう。そのとき繰

り込まれた結合定数 gR を有限に保っておくと、繰り込まれる前の結合定数は無限大になる。これより、理論は紫

外部分を繰り込むと結合定数が小さくなることがわかる。つまり漸近的自由ではないと言うわけである。
16そうなるように場を再定義していた。またこの真空では補助場も全て対角化されている。Table 6 参照。
17最初の 2 点関数導出で、紫外発散部分の寄与を落として 2 点関数を定義している。それからここで紫外発散部分の振舞いを見るための近

似を行うのはナンセンスにも思われるが、そもそも低エネルギー有効理論としての 2 点関数を定義しているのでこれでよい。高エネルギーで

の物理現象を低エネルギー理論で記述して振舞いを見るのが繰り込み群の考え方の一つである。
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一応解析的にも見ていこう。赤外発散切断 λ を繰り込み点 µ で置き換える。そして β 関数を定義しよう。

β(gR) ≡ µ
∂

∂µ
gR , (6.23a)

µ
∂

∂µ

1
g2
R

= − 2
g3
R

β(gR) = − 2
g2N

(
log

Λ2

µ2
+

4π
N
φ∗
iφi

)−1

, (6.23b)

∴ β(gR) =
gR
N

(
log

Λ2

µ2
+

4π
N
φ∗
iφi

)−1

. (6.23c)

よって、この模型が切断理論で運動量パラメータが切断 Λ より大きな値は取らない、つまり理論には必ず切断が

含まれるとした場合は、この β 関数は確かに漸近的非自由であることを表している。しかし理論は切断に寄らな

い、もしくは切断が無限大の極限をとっているという理論とみなすと、これは特異な振舞いをする。

β(gR) Λ→∞−→ 0 . (6.24)

この、無限大極限を取る立場では、結合定数は無限大で繰り込まれても β 関数はゼロと言う不思議な結果を出す。

この原因は、繰り込み因子に切断が対数の対数で入っていることに起因する。

残念なことに、我々の研究は現在ここで止まっている。今後の課題はこの切断の扱い、繰り込みと β 関数の振

舞いを精密化し、納得の行くように再構成することにある。しかし定性的には次のことが示されたことになる。

1.結合定数が有限である理論、つまり weak coupling theory は繰り込み群で流れ、紫外極限で結合定数が無限

大になり、strong coupling theory につながる。つまり漸近的自由ではない。

2. strong coupling theory は始めから結合定数が無限大であり、他の理論に流れることはない。つまり β = 0 で

理論は共形不変である。実際、dilatation 変換に対して不変である。また結合定数が有限の理論は、赤外極限

で全て自由場理論に流れて行く。

この結論は、非超対称な非線形 O(N) 模型、N = 1 の O(N) 模型とは振舞いが全く異なる。これらの模型は

結合定数が D-term に導入されているため、結果として漸近的自由な振舞いをする。この点が、N = 2 に拡張し

た点での大きな違いである。

38



7 Conclusion and Discussions

この論文では D = 2 での N = 2 超対称模型の 1 つを具体的に構成して、非摂動論的解析を行った。具体的に

は 1/N 展開を用いている。

もう一度この論文で展開した内容全体をまとめておこう。

Summary

D = 2 時空での N = 2 超対称非線形模型を、補助場を導入することで線形化した模型から出発した。target 空

間が Kähler 多様体であるためにこの模型には古典的には strong coupling theory と weak coupling theory に大

別できる。

Strong coupling theory については 1/N 展開の LO のみを考察することで量子論的な真空が 2 つ得られた。こ

れらは両方とも超対称性を保っている。一方は、はじめから運動項を持っていた O(N) 対称性で基本表現に入る

場が質量を獲得し、補助場も運動項を得ることができた。これら補助場はゼロ質量で登場するのであるが、これ

が重要であった。

O(N)基本表現に入る場、その中でも Dirac フェルミオンが Majorana 質量を獲得したために、理論が最初持っ

ていた U(1) 対称性が破れてしまったように見える。しかしこれは、補助場の再定義を行うことで、対称性が破

れていないことが確かめられた。ここで、先程述べたゼロ質量であることが強く起因している。この再定義によ

り、この解では、理論が持つ全ての対称性、超対称性、O(N) 対称性、大域的 U(1) 対称性、chiral U(1) 対称性、

dilatation 変換不変性、が全て破れていないことが確認された。これは Coleman’s theorem と矛盾していない。さ

らに、この理論では結合定数が一切の紫外発散を持たない。つまり繰り込みを受けていない。つまりこの理論で

は真空は共形不変性を持つことも分かった。

もう 1 つの真空解は O(N) 基本表現の場がゼロ質量で登場する。このとき、これらの場が真空期待値を持って

しまうために O(N) 対称性が破れてしまう。また補助場が粒子描像を持たない場として登場する。O(N) 場が真

空期待値を持ってしまうことで O(N) 対称性が破れているように見えるが、長距離領域ではこの対称性は回復す

る。その機構は位相変換対称性が回復する機構と同じである。

Weak coupling theory においても同様に 1/N 展開で解析を行った。この場合、target 空間が Kähler 多様体、

つまり複素多様体であることが非常に厄介なものになる。LO までの解析では、ポテンシャルの停留点は 1 つし

か得られなかった。それは O(N) 場がゼロ質量で登場する真空解である。ゼロ質量であるために O(N) 対称性が

破れるように見え、補助場が粒子描像を持たない。しかしここでも対称性が長距離領域では回復している。

さらに、この理論でも結合定数は紫外発散を持たず、繰り込みを受けない。したがって LOでは strong coupling

theory などに繰り込み群で流れるは許されない。
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この 2 つの理論はどのようにつながるのであろうか。繰り込み群を考慮したいが 1/N 展開では発散が波動関数

にも、結合定数にもでないために繰り込み群が構成できない。したがって我々は NLO の考察に取り組むことに

した。まずは NLO 補正を入れても、非繰り込み定理のために結合定数は F -termからは発散を受けず、したがっ

て繰り込み群が構成できないことを確認した。その後、場の波動関数繰り込み因子を用いて結合定数に発散を持

たせ、繰り込み群が構成できるようにしたが、紫外発散切断が β 関数などに残ってしまった。これを改善する方

法は現在まだ良く分かっていないが、状況として、理論が漸近的非自由であることは定性的にわかった。これに

よって、strong coupling theory と weak coupling theory は紫外極限でつながることになる。別の言い方をすれ

ば、strong coupling theory はいつまでもそのままで他の理論に流れることはないが、結合定数が無限大でなく有

限量であれば、赤外極限で全て自由場理論に流れて行くことになっている。これらの振舞いは、以前から良く知

られていた非超対称 O(N) 模型や、N = 1 超対称なO(N) 模型とは全く異なる振舞いをしている。そういった点

で、ここで取り上げた N = 2 超対称な模型は新しい描像を提供したことになる。

Problems

この模型はいろいろな所でまだ完全に理解されていない部分がある。以下にそれを列挙する。

• Strong coupling theory において、対称性が全て回復するために、2 つの停留点の解がそのまま両方生き残っ

ている。1 つは O(N) 場が質量を持つ解、もう 1 つはゼロ質量の解である。これらの真空解のつながりは一

体どういうものか、どちらが最終的に実現されるのか、それを決定する要素が今のところ分かっていない。

• NLO まで考察して結合定数に発散を登場させたとき、繰り込み因子 Z には紫外発散切断 Λ が残る。β(gR)

にもその依存性が残ってしまう。spacetime が格子となっている場合には、この紫外発散は有限であっても

良いが、その場合格子上にフェルミオンを乗せることはまだ完成されていない。つまり超対称性を構成でき

るかどうかが不明である。また紫外発散を無限大に取ると β(gR) はゼロになってしまう。これでは発散は登

場しても理論が繰り込み群として流れて行かないようになる。これを回避するために Wilson 的な繰り込み

群を構成すると、繰り込み群の流れで非自明な固定点が現れて、理論がそこに流れて行くかも知れない。そ

のような理論を構成するには、target 空間の非コンパクト方向に対して省略した任意関数 f(Φ∗
iΦi) を復活

させる必要がある。

L =
∫
d4θf(Φ∗

iΦi) +
1
2

( ∫
d2θΦ0

(
Φ2
i − a2

)
+
(
c.c.

))
. (7.1)

しかしまだこの考察は行っていない。

• 漸近的非自由な理論となっている場合、O(N) 場を積分して得られた有効作用 Seff がどういうモノか、まだ

はっきりと理解できない。漸近的自由な理論の場合、O(N) 場を積分した有効作用は、QCD との類似で言

えば、O(N) 場が「閉じ込め」られているくらいの低エネルギー有効理論であるという解釈ができる。しか
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し漸近的非自由な理論では、有効作用に同じような解釈をつけることが難しい。単に O(N) 場を見ない理

論、としか言えない。

この模型に関する今後の課題は、上に挙げた様々な問題を解決することである。

Next Studies

これからの研究の方針をここで挙げておこう。

この模型は本来ならば Kähler potential に任意関数が含まれるのであるが、計算を見通し良くするためにその

任意関数を固定している。しかし任意関数は、target 空間が複素化され、非コンパクトになり、QNG boson が登

場するために必要となった関数である。この任意関数を復活させることで、様々な任意のKähler 多様体を考察す

ることができる。

その具体的な応用例として、弦理論とのつながりを考えることが可能である。任意関数を復活させた Kähler 多

様体に Ricci 平坦条件を課すことで、target 空間に N = 2 の超対称性が存在する理論とのつながりが見えて来

る。但し target 空間が非コンパクトである模型から出発しているので、これまでにまだ余り知られていない構造

が豊富に得られそうである。これは non-compact Calabi-Yau manifold を研究している分野にもつながることが

できるであろう。その他にも弦理論の解析方法のひとつとして非線形模型を用いることは既に確固たる地位を築

いている。ここで培ったテクニックを用いて弦理論を研究するのは、個人的に非常に興味の持たれることである。

また、appendix M は我々の研究成果の 1 つでもある。これはもともと、BKMU classification での B type に

当たる、compact Kähler 多様体を持つ非線形模型の線形起源を探求する、という研究のひとつの成果である。こ

こで培った解析方法などを、他に可能性のある模型に応用することは、B type でさらに HSS となっている模型

を非摂動論的に完全に理解することにつながる。こちらの方面も今後共同研究などを通して研究して行きたい。
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A Non-Perturbative Analysis: 1/N Expansion

本文では摂動論的展開方法、つまり � 展開もしくは結合定数での展開を採用せず、非摂動論的展開を用いてい

る。ここでは � に代わって 1/N で展開する一般的な議論を簡単に紹介しよう [28]。

生成汎関数から有効作用を構成する方法から述べておく。場 φ で構成される作用 S1 と外場 J が与えられたと

き、連結、非連結を問わず相関関数を与える生成汎関数 Z[J ] と、連結相関関数だけ与える生成汎関数 W[J ] とは

次で定義される。

Z[J ] ≡
∫

Dφ exp i
(
S1[φ] + J · φ) ≡ exp(iW[J ]) , (A.1a)

W[J ] = −i log
∫

Dφ exp i
(
S1[φ] + J · φ) , (A.1b)

J · φ ≡
∫
d2x J(x)φ(x) . (A.1c)

Legendre 変換をして有効作用 Γ を構成しよう。

Γ[ϕ] ≡ W[J ]− J · ϕ , ϕ(x) ≡ δ

δJ(x)
W[J ] . (A.2)

これを用いると、Γ と S1 とは次の関係で結ばれる。

Γ[ϕ] = −i log
∫

Dφ exp i
(
S1[φ] + J · (φ− ϕ)

)
. (A.3)

今 Γ, S1 がある因子 a で次のようにくくり出せている場合を考えよう。

aΓ[ϕ] = −i log
∫

Dφ exp ia
(
S1[φ] + J · (φ− ϕ)

)
. (A.4)

このとき、φ の伝播関数は 1/a に比例し (伝播関数は S1 の中に φ の 2 点関数の逆行列として登場している)、相

互作用項は a に比例していることになる。したがって、Feynman グラフを書いた場合、そこに伝播関数が P 本、

相互作用点が V 個存在していたら、そのグラフは aV−P が全体にかかっていることになる。ここで、グラフに

ループが L 個入っていたとすると、P , V , L には

P − (V − 1) = L , (A.5)

という関係が成り立っているので、ループが L 個入っているものは結局 a1−L に比例することになる。今 Γ も a

でくくりだしているので、非ループグラフは a0 のオーダーで、1 ループは 1/a、2 ループは 1/a2 といった感じ

でループ補正のオーダーが入って来ることになる。

ちなみに、摂動論的展開を行っている場合は、a = 1/� であるので、ループ展開はそのまま摂動論的展開であ

る。� は固定しておいて、他の因子で展開すると、それは非摂動論的展開ということになる。

この議論を、本文に近い形式に応用してみよう。a = N としてこれ以降考えよう。
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本文に出て来る設定と同じように、複素場 Φi は最初から運動項を持つ場として、複素場 Φ0 は補助場として導

入する。また、明記していないが複素共役の項も存在しているとして、次の生成汎関数から出発する。

Z[J0] =
∫

DΦiDΦ0 exp i
(
S1[Φi,Φ0] + J0 · Φ0

)
=

∫
DΦ0 exp i

(
S2[Φ0, 〈Φi〉] + J0 · Φ0

)
= exp

(
iW[J0]

)
, (A.6a)

W[J0] = −i log
∫

DΦ0 exp i
(
S2[Φ0, 〈Φi〉] + J0 · Φ0

)
, (A.6b)

J0 ·Φ0 ≡
∫
d2x J0(x)Φ0(x) . (A.6c)

出発点で採用している作用 S1 は本文と同様に Φi が二次までしか入っていないものとする。つまり経路積分が完

全に実行できて、有効作用 S2 は正確なものが得られるようにしている。J0 は補助場の外場である。さらに W[J0]

は連結相関関数の生成汎関数である。この積分によって、S2 は全体に N という因子がかかるので、それをくく

り出しておこう。

S2[Φ0, 〈Φi〉] ≡ NS′
2[Φ0, 〈Φi〉] . (A.7)

この再定義に併せて、生成汎関数 W[J0]、外場 J0 も再定義しておく。

W[J0] ≡ NW ′[J ′
0] , J ′

0 ≡ J0/N . (A.8)

S2 の理論から言えば、補助場 Φ0 はここでようやく運動項を獲得したと言うことでまだ古典論であって、この

補助場の量子補正をこれから考えることになる。

Legendre 変換を Φ0(x) に対して行う。

Γ[Φc0] = W[J0] − J0 · Φc0 , (A.9a)

Φc0(x) ≡ δ

δJ0(x)
W[J0] , J0(x) = − δ

δΦc0(x)
Γ[Φc0] . (A.9b)

ここで、N をくくり出す再定義を行うことで、これら有効作用も変更される。

Γ[Φc0] = W[J0] − J0 · Φc0 = N
{W ′[J ′

0] − J ′
0 · Φc0

} ≡ NΓ′[Φc0] , (A.10a)

Φc0 =
δ

δJ0(x)
W[J0] =

δ

δJ ′
0(x)

W ′[J ′
0] . (A.10b)

以後この Γ′ を用いる。

これから、Φ0(x) = Φc0(x) + Φ̃0(x), DΦ0 = DΦ̃0 へとずらした理論 (shifted Lagrangian) を用いて有効作用を

得ることができる。

Γ′[Φc0, 〈Φi〉] = − i

N
log

∫
DΦ0 exp iN

(
S′

2[Φ0, 〈Φi〉] + J ′
0 · (Φ0 − Φc0)

)
= − i

N
log

∫
DΦ̃0 exp iN

(
S′

2[Φ
c
0 + Φ̃0, 〈Φi〉] − (δΓ′/δΦc0) · Φ̃0

)
= S′

2[Φ
c
0, 〈Φi〉] + Γ̃′[Φc0, 〈Φi〉] ,

(A.11a)
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Γ̃′[Φc0, 〈Φi〉] = − i

N
log

∫
DΦ̃0 exp iN

(
Φ̃†

0 · iD−1
F Φ̃0 + S′

int[Φ
c
0, Φ̃0, 〈Φi〉] − (δΓ̃′/δΦc0) · Φ̃0

)

=
i

N
log Det

(
iD−1

F [x; Φc0, 〈Φi〉]
)− i

N
log


∫

DΦ̃0 exp iN
(
Φ̃†

0 · iD−1
F Φ̃0 + S′

int − (δΓ̃′/δΦc0) · Φ̃0

)
∫
DΦ̃0 exp iN

(
Φ̃†

0 · iD−1
F Φ̃0

)
 .

(A.11b)

有効作用 Γ′ の初項 S′
2 に比べ第 2 項 Γ̃′ が 1/N 倍されている。つまり 1/N 展開で言えばオーダーが 1 つ上がっ

ている。さらに Γ̃′ の内訳を見ると、初項は補助場の 1 ループ寄与を表し、第 2 項はそれ以上の、相互作用から

来る項である。さらなる高次の寄与もこの第 2 項から登場する18。

また有効ポテンシャルは次のようになる。

Γ′[〈Φc0〉, 〈Φi〉] ≡ −V ′(〈Φc0〉, 〈Φi〉)
∫
d2x , (A.12)

V ′(〈Φc0〉, 〈Φi〉) = V ′
cl(〈Φc0〉, 〈Φi〉)

+
1
N

∫
d2p

(2π)2i
log det

[
D−1
F (p; 〈Φc0〉, 〈Φi〉)

]
+

i

N

〈
exp iNS′

int(Φ̃0, 〈Φc0〉, 〈Φi〉)
〉

1PI
. (A.13)

最初の項は Γ′ でも触れたように LO でも登場する寄与であり、第 2 項は補助場 Φ0 の 1 ループ寄与、第 3 項は

補助場の 2 ループ以上の、一粒子既約な真空グラフである。括弧の記号は次の意味を持つ相関関数で、さらに 1

粒子既約なものである。

〈
F [Φ̃0]

〉
0

≡ exp

[
δ

δΦ̃0

·DF δ

δΦ̃†
0

]
F [Φ̃0]

∣∣∣
�Φ0=0

= exp

[∫
d2xd2y

δ

δΦ̃0(x)
DF (x− y)

δ

δΦ̃†
0(y)

]
F [Φ̃0]

∣∣∣
�Φ0=0

.

(A.14)

任意のオーダーでの伝播関数は、次のようにして求められる。

D
(full)
F (x− y) =

〈
Φ̃0(x)Φ̃

†
0(y) exp(iNS′

int)
〉
0
. (A.15)

運動量表示の 2 点関数と 内線伝播関数には次の関係がある。

Π(p) = −D−1
F (p) . (A.16)

18ここでは具体的な模型に付いては言及しないが、非線形模型や Gross-Neveu model に適用されている [29][30][31]。更に超対称模型に

も容易に一般化できる。その例として [32] 等がある。
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B Momentum Representations

有効作用に登場する相互作用項を運動量表示する準備を行う。その表示の方が後の計算に便利だからである。

まずは一般公式から。任意の場を A(x), B(x), C(x) とし、伝播関数を D(x − y) と書く。

A(x) =
∫

d2p

(2π)2
e−ipxA(p) , (B.1a)

δ

δA(x)
=

∫
d2p

(2π)2
e+ipx

δ

δA(p)
,

δ

δF (p)
F (k) = (2π)2δ2(p− k) . (B.1b)

Tr
[
DADB

]
=

∫
d2p1

(2π)2

∫
d2p2

(2π)2

∫
d2k

(2π)2
(2π)2δ2(p1 + p2)

1
i
D(k)A(p1)

1
i
D(p2 + k)B(p2) , (B.2a)∫

d2x
{
ADBDC

}
=

∫
d2p1

(2π)2

∫
d2p2

(2π)2

∫
d2p3

(2π)2
(2π)2δ2(p1 + p2 + p3)A(p1)

1
i
D(p2 + p3)B(p2)

1
i
D(p3)C(p3) . (B.2b)

これを用いる。ちなみにこの表示のとき、相互作用点に流れ込む運動量は内向きである。

さらに完全伝播関数も次のように運動量表示される。(フェルミオンは左微分。)

(2π)2δ2(p1 − p2)
1
i
D̃

(full)
F (p2) ≡ 〈

F (p1)F ∗(−p2)eiSint
2
〉
�0
, (B.3a)〈 · · · 〉

�0
≡ exp

[ δ

δF
· 1
i
D̃F

δ

δF ∗ − δ

δψ
· 1
i
S̃ψ

δ

δψ
+

δ

δA
· 1
i
D̃A

δ

δA∗

]
(· · · )

∣∣∣
fields=0

, (B.3b)

δ

δF
· 1
i
D̃F

δ

δF ∗ ≡
∫

d2p

(2π)2
δ

δF (p)
1
i
D̃F (p)

δ

δF ∗(−p) , (B.3c)

DF (x− y) =
∫

d2p

(2π)2
e−ip(x−y)

1
i
D̃F (p) , (B.3d)

D̃F (p) : 内線 propagator ,
1
i
D̃F (p) : 外線 propagator . (B.3e)

具体的に完全伝播関数を構成してみよう。ループ補正による 1 粒子既約部分グラフを −iΣ(p) として表現する

と、完全伝播関数は次のようになる。

1
i
D̃

(full)
F (p) =

1
i
D̃F (p) +

1
i
D̃F (p)

{ − iΣ(p)
}1
i
D̃F (p) +

1
i
D̃F (p)

[{− iΣ(p)
}1
i
D̃F (p)

]2
+ · · ·

=
1
i
D̃F (p)

[
1 + Σ(p)D̃F

]
. (B.4)

古典的なゼロ質量伝播関数は一般にベキ関数で D̃F (p) = −1/p2 と記述できる。また 1 粒子既約部分が運動量と

その他に分離できる次のような場合、完全伝播関数は次のようにまとめられる。

1
i
D̃F (p) =

1
i

1
−p2

1
1 − Σ′(p)

, Σ(p) = p2Σ′(p) . (B.5)

ここで波動関数の繰り込み因子を定義しよう。定義は運動量がゼロの付近である。

1
i
D̃F (p) � 1

i

Z

−p2
, Z−1 = 1 − Σ′(0) . (B.6)
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C Gap Equations in NLO – Non-Renormalization –

ここでは F -term で入っている結合定数は、それだけでは繰り込まれないことを見る。方法は、LO と同じよ

うにして NLO での有効ポテンシャルから停留点を探しだし、その点でも結合定数が発散を受けないことを確認

する。

Appendix A を用いて、高次の補正を構成しよう。LO で構成した有効作用 (3.5), (3.26) は、補助場に着目すれ

ばそれはまだ “古典論” だった。今度は 補助場のループまで考慮した有効作用を構成する。こうすることで高次

の寄与まで理論に採り入れることができる様になる。ここでは LO で安定な真空を得ることができなかった weak

coupling theory に着目する。

出発点は “古典論” (3.26) である。

S2 =
iN

2
TR log

[
D−1
A

]− iN

2
TR log

[
S−1

]
− 1

2

∫
d2xXc

i
†[D−1

B −D−1
B DAD

−1
B

]
Xc
i −

1
2
a2

∫
d2x

(
F0 + F ∗

0

)
. (3.26)

補助場を定数部分ずらす。

A0(x) → m+AR(x) + iAI (x) , A∗
0(x) → m+AR(x) − iAI (x) ,

ψ0(x) → 0 + ψ(x) , ψ0(x) → 0 + ψ(x) ,

F0(x) → feiθ + F (x) , F ∗
0 (x) → fe−iθ + F ∗(x) . (C.1)

各種行列が次のようになる。

S−1 =

 i/∂ −m · 1
−m · 1 i/∂

+

 0 −AR + iAI · 1
−AR − iAI · 1 0

 ≡ S−1
0 + S′−1 ,

S = S0

∞∑
n=0

(− S′−1S0

)n
, S0 =

 −∆i/∂ −m∆ · 1
−m∆ · 1 −∆i/∂

 ,

D−1
A =

 ∆−1 −fe−iθ

−feiθ ∆−1

+


 A2

R +A2
I + 2mAR −F ∗

−F A2
RA

2
I + 2mAR

+ MSM


= D−1
0 +D′−1 , M =

 0 ψc

ψ 0

 , M =

 0 ψ

ψc 0

 ,

D−1
B = D−1

B0 +D′−1 , D−1
B0 =

 m2 −fe−iθ

−feiθ m2

 ,

DA = D0

∞∑
n=0

(−D′−1D0

)n
, D0 =

 ∆C fe−iθ∆B

feiθ∆B ∆C

 ,

∆−1 ≡ ∂2 +m2 , ∆−1
B ≡ (∆−1)2 − f2 , ∆C ≡ ∆B∆−1 .
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これを用いると、場の全ての展開ができることになる。

S2 =
iN

2
TR log

[
D−1

0

]− iN

2
TR

∞∑
m=1

1
m

(−D0D
′−1

)m − iN

2
TR log

[
S−1

0

]
+
iN

2
TR

∞∑
m=1

1
m

( − S0S
′−1

)m
− 1

2

∫
d2xXc

i
†[D−1

B0 +D′−1
]
Xc
i +

1
2

∫
d2xXc

i
†
[
D−1
B0D0

∞∑
n=0

( −D′−1D0

)n
D−1
B0

]
Xc
i

− 1
2

∫
d2xXc

i
†
[
D−1
B0

∞∑
n=0

(−D0D
′−1

)n+1
]
Xc
i −

1
2

∫
d2xXc

i
†
[ ∞∑
n=0

(−D′−1D0

)n+1
D−1
B0

]
Xc
i

− 1
2

∫
d2xXc

i
†
[
D′−1

∞∑
n=0

(−D0D
′−1

)n+1
]
Xc
i

− a2f cos θ
∫
d2x − 1

2
a2

∫
d2x (F + F ∗) . (C.2)

まずはここから非ループグラフを構成する。つまり LO 寄与を構成する。高次の寄与は、LO の 補正 (1/N 補正)

として構成する。

C.1 Two-Point Functions

φi, φ
∗
i , m, f , θ をパラメータとして全ての 2 点関数を構成すると以下のようになる。

S2 �
∫

d2p

(2π)2
{
ψ(−p)Σ1(p)ψ(p) + ψ(−p)Σ2(p)ψc(p) + ψc(−p)Σ3(p)ψ(p)

+AR(−p)ΠA1 (p)AR(p) +AI (−p)ΠA2 (p)AI (p) + AI(−p)ΠA3 (p)AR(p)

+ F ∗(−p)ΠF1 (p)F (p) + F (−p)ΠF2 (p)F (p) + F ∗(−p)ΠF3 (p)F ∗(p)

+AR(−p)ΠAF1 (p)F (p) +AR(−p)ΠAF2 (p)F ∗(p) +AI(−p)ΠAF3 (p)F (p) +AI(−p)ΠAF4 (p)F ∗(p)
}
,

Σ1(p) = N

∫
d2k

(2π)2i
−k2 +m2

(−k2 +m2)2 − f2

/p+ /k
−(p+ k)2 +m2

+ φ∗
iφi

/p
−p2 +m2

= Σ′
1(p) · /p ,

Σ′
1(p) = N

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫
d2k

(2π)2i
2(1 − y)

[2y − 1]k2 + (1 − y)2m2 − y2(1 − y)p2

{−k2 +m2 − y(1 − y)p2 − (2xy − 2x− y + 1)f}3
+ φ∗

iφi
1

−p2 +m2
,

Σ2(p) = Σ′
2(p) · 1 ,

Σ′
2(p) =

1
2
Nmfeiθ

∫
d2k

(2π)2i
1

(−k2 +m2)2 − f2

1
−(p+ k)2 +m2

+
1
2
φ∗
i
2 m

−p2 +m2
,

Σ3(p) =
(
Σ2(p)

)∗
,

ΠA
1 (p) = −N

∫
d2k

(2π)2i
−k2 +m2

(−k2 +m2)2 − f2
−N

∫
d2k

(2π)2i
m2 + k · (p+ k)

[−k2 +m2][−(p+ k)2 +m2]

+ 2Nm2

∫
d2k

(2π)2i
[−k2 +m2][−(p+ k)2 +m2 ] + f2

{(−k2 +m2)2 − f2}{[−(p+ k)2 +m2]2 − f2}
+ φ∗

iφi

{
− 1 +

4m2(−p2 +m2)
(−p2 +m2)2 − f2

}
+ (φ2

i e
iθ + φ∗

i
2e−iθ)

2m2f

(−p2 +m2)2 − f2
,

ΠA
2 (p) = N

∫
d2k

(2π)2i

{
− −k2 +m2

(−k2 +m2)2 − f2
+

m2 + k · (p+ k)
[−k2 +m2][−(p+ k)2 +m2]

}
− φ∗

iφi ,
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ΠA
3 (p) = 0 ,

ΠF
1 (p) =

N

2

∫
d2k

(2π)2i
−k2 +m2

(−k2 +m2)2 − f2

−(p+ k)2 +m2

[−(p+ k)2 +m2]2 − f2
+ φ∗

iφi
−p2 +m2

(−p2 +m2)2 − f2
,

ΠF
2 (p) =

N

4
f2e−2iθ

∫
d2k

(2π)2i
1

(−k2 +m2)2 − f2

1
[−(p+ k)2 +m2]2 − f2

+
1
2
φ2
i

fe−iθ

(−p2 +m2)2 − f2
,

ΠF
3 (p) =

(
ΠF

2 (p)
)∗
,

ΠAF
1 (p) = −2Nmfe−iθ

∫
d2k

(2π)2i
−k2 +m2

(−k2 +m2)2 − f2

1
[−(p+ k)2 +m2]2 − f2

− 2φ∗
iφi

mfe−iθ

(−p2 +m2)2 − f2
− 2φ2

i

m(−p2 +m2)
(−p2 +m2)2 − f2

,

ΠAF
2 (p) =

(
ΠAF

1 (p)
)∗
,

ΠAF
3 (p) = ΠAF

4 (p) = 0 .

C.2 Effective Potential

NLO での有効ポテンシャルを構成する。構成方法などは appendix A を参考にする。

Veff = VLO + VNLO , (C.4a)

VLO =
N

2

∫
d2p

(2π)2i
log

[
(−p2 +m2)2 − f2

]−N

∫
d2p

(2π)2i
log

[− p2 +m2
]

− 1
2
feiθ(φ2

i − a2) − 1
2
fe−iθ(φ∗i

2 − a2) +m2φ∗
iφi , (C.4b)

VNLO = −1
2

∫
d2p

(2π)2i
log det

−
 1

2Σ′
1(p) · /p Σ′

2(p) · 1
Σ′

3(p) · 1 1
2Σ′

1(p) · /p



+
1
2

∫
d2p

(2π)2i
log det

[− ΠA
2 (p)

]
+

1
2

∫
d2p

(2π)2i
log det

−


ΠA
1 (p) 1

2
ΠAF

1 (p) 1
2
ΠAF

2

1
2ΠAF

2 (p) 1
2ΠF

1 (p) ΠF
3 (p)

1
2ΠAF

1 (p) ΠF
2 (p) 1

2ΠF
1 (p)




(C.4c)

= −
∫

d2p

(2π)2i
log

[
− 1

4
p2
(
Σ′

1

)2 + Σ′
2Σ

′
3

]
+

1
2

∫
d2p

(2π)2i
log

[− ΠA
2

]
+

1
2

∫
d2p

(2π)2i
log

[
− 1

4
ΠA

1 (ΠF1 )2 − 1
4
ΠF

3 (ΠAF1 )2 − 1
4
ΠF

2 (ΠAF2 )2 + ΠA
1 ΠF

2 ΠF
3 +

1
4
ΠF

1 ΠAF
1 ΠAF

2

]
.

(C.4d)
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C.3 Gap Equations

NLO まで含めた gap equation は以下の 5 つの関係式である。

0 ≡ ∂

∂φi
Veff

∣∣∣
f=0

=
∂

∂φi

{
VLO + VNLO

}∣∣∣
f=0

, (C.5a)

0 ≡ ∂

∂φ∗
i

Veff

∣∣∣
f=0

=
∂

∂φ∗
i

{
VLO + VNLO

}∣∣∣
f=0

, (C.5b)

0 ≡ ∂

∂m
Veff

∣∣∣
f=0

=
∂

∂m

{
VLO + VNLO

}∣∣∣
f=0

, (C.5c)

0 ≡ ∂

∂f
Veff

∣∣∣
f=0

=
∂

∂f

{
VLO + VNLO

}∣∣∣
f=0

, (C.5d)

0 ≡ 1
f

∂

∂θ
Veff

∣∣∣
f=0

=
1
f

∂

∂θ

{
VLO + VNLO

}∣∣∣
f=0

. (C.5e)

我々は LO での超対称性を実現する真空の、NLO の補正を見たいので、超対称な解 (f = 0) をあらかじめ課し

ておく。また、繰り込み群の流れ (renormalization group flow, RG flow) を考察するのに直接関係があるのは、

(C.5d) (C.5e) である。

C.4 Supersymmetric Massless Condition

VNLO の各種定数での微分は次のようになる。

∂

∂φi
VNLO = −2

∫
d2p

(2π)2i
1

Σ′
1

( ∂

∂φi
Σ′

1

)
+

1
2

∫
d2p

(2π)2i
1

ΠA
1

( ∂

∂φi
ΠA

1

)
+

1
2

∫
d2p

(2π)2i
1

ΠA
2

( ∂

∂φi
ΠA

2

)
+
∫

d2p

(2π)2i
1

ΠF
1

( ∂

∂φi
ΠF

1

)
, (C.6a)

∂

∂φ∗
i

VNLO = −2
∫

d2p

(2π)2i
1

Σ′
1

( ∂

∂φ∗
i

Σ′
1

)
+

1
2

∫
d2p

(2π)2i
1

ΠA
1

( ∂

∂φ∗
i

ΠA
1

)
+

1
2

∫
d2p

(2π)2i
1

ΠA
2

( ∂

∂φ∗
i

ΠA
2

)
+
∫

d2p

(2π)2i
1

ΠF
1

( ∂

∂φ∗
i

ΠF
1

)
, (C.6b)

∂

∂m
VNLO = 0 , (C.6c)

∂

∂f
VNLO = 0 , (C.6d)

1
f

∂

∂θ
VNLO = 0 . (C.6e)

但し登場する各関数は次のようになっている。

ΠA
1 = −N

∫
d2k

(2π)2i

{ 1
−k2

+
k · (p+ k)

[−k2][−(p+ k)2]

}
− φ∗

iφi , (C.7a)

ΠA
2 = −N

∫
d2k

(2π)2i

{ 1
−k2

− k · (p+ k)
[−k2][−(p+ k)2]

}
− φ∗

iφi , (C.7b)

ΠF
1 =

N

2

∫
d2k

(2π)2i
1

−k2

1
−(p+ k)2

− φ∗
iφi

1
p2

, (C.7c)
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Σ′
1 = N

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫
d2k

(2π)i
2(1 − y)

(2y − 1)k2 − y2(1 − y)p2

[−k2 − y(1 − y)p2]3
− φ∗

iφi
1
p2

, (C.7d)

∂

∂φi
ΠA

1 = −φ∗i ,
∂

∂φi
ΠA

2 = −φ∗i ,
∂

∂φi
ΠF

1 = −φ∗i
1
p2

,
∂

∂φi
Σ′

1 = −φ∗i
1
p2

, (C.7e)

∂

∂φ∗
i

ΠA
1 = −φi , ∂

∂φ∗
i

ΠA
2 = −φi , ∂

∂φ∗
i

ΠF
1 = −φi 1

p2
,

∂

∂φ∗
i

Σ′
1 = −φi 1

p2
. (C.7f)

C.5 Supersymmetric Massive Condition

まずは f = 0, m �= 0 のみを課そう。

∂

∂φi
VNLO = −

∫
d2p

(2π)i

{
− 1

4
p2(Σ′

1)
2 + Σ′

2Σ
′
3

}−1[
− 1

2
p2Σ′

1

( ∂

∂φi
Σ′

1

)
+ Σ′

2

( ∂

∂φi
Σ′

3

)]
+

1
2

∫
d2p

(2π)2i

{
− ΠA

1 (ΠF1 )2 + ΠF
1 ΠAF

1 ΠAF
2

}−1

×
[
− (ΠF1 )2

( ∂

∂φi
ΠA

1

)
− 2ΠA

1 ΠF
1

( ∂

∂φi
ΠF

1

)
+ ΠAF

1 ΠAF
2

( ∂

∂φi
ΠF

1

)
+ ΠF

1 ΠAF
2

( ∂

∂φi
ΠAF

1

)]
+

1
2

∫
d2p

(2π)2i
1

ΠA
2

( ∂

∂φi
ΠA

2

)
, (C.8a)

∂

∂φ∗
i

VNLO = −
∫

d2p

(2π)i

{
− 1

4
p2(Σ′

1)
2 + Σ′

2Σ
′
3

}−1[
− 1

2
p2Σ′

1

( ∂

∂φ∗
i

Σ′
1

)
+ Σ′

3

( ∂

∂φ∗
i

Σ′
2

)]
+

1
2

∫
d2p

(2π)2i

{
− ΠA

1 (ΠF1 )2 + ΠF
1 ΠAF

1 ΠAF
2

}−1

×
[
− (ΠF1 )2

( ∂

∂φ∗
i

ΠA
1

)
− 2ΠA

1 ΠF
1

( ∂

∂φ∗
i

ΠF
1

)
+ ΠAF

1 ΠAF
2

( ∂

∂φ∗
i

ΠF
1

)
+ ΠF

1 ΠAF
1

( ∂

∂φ∗
i

ΠAF
2

)]
+

1
2

∫
d2p

(2π)2i
1

ΠA
2

( ∂

∂φ∗
i

ΠA
2

)
, (C.8b)

∂

∂m
VNLO = −

∫
d2p

(2π)i

{
− 1

4
p2(Σ′

1)
2 + Σ′

2Σ
′
3

}−1[
− 1

2
p2Σ′

1

( ∂

∂m
Σ′

1

)
+ Σ′

3

( ∂

∂m
Σ′

2

)
+ Σ′

2

( ∂

∂m
Σ′

3

)]
+

1
2

∫
d2p

(2π)2i

{
− ΠA

1 (ΠF1 )2 + ΠF
1 ΠAF

1 ΠAF
2

}−1

×
[
− (ΠF1 )2

( ∂

∂m
ΠA

1

)
− 2ΠA

1 ΠF
1

( ∂

∂m
ΠF

1

)
+ ΠAF

1 ΠAF
2

( ∂

∂m
ΠF

1

)
+ ΠF

1 ΠAF
1

( ∂

∂m
ΠAF

2

)
+ ΠF

1 ΠAF
2

( ∂

∂m
ΠAF

1

)]
+

1
2

∫
d2p

(2π)2i
1

ΠA
2

( ∂

∂m
ΠA

2

)
, (C.8c)

∂

∂f
VNLO = −

∫
d2p

(2π)i

{
− 1

4
p2(Σ′

1)
2 + Σ′

2Σ
′
3

}−1[
Σ′

3

( ∂

∂f
Σ′

2

)
+ Σ′

2

( ∂

∂f
Σ′

3

)]
+

1
2

∫
d2p

(2π)2i

{
− ΠA

1 (ΠF1 )2 + ΠF
1 ΠAF

1 ΠAF
2

}−1

×
[
− (ΠF1 )2

( ∂

∂f
ΠA

1

)
− (ΠAF1 )2

( ∂

∂f
ΠA

3

)
− (ΠAF2 )2

( ∂

∂f
ΠA

2

)
+ ΠF

1 ΠAF
1

( ∂

∂f
ΠAF

2

)
+ ΠF

1 ΠAF
2

( ∂

∂f
ΠAF

1

)]
, (C.8d)
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1
f

∂

∂θ
VNLO = −

∫
d2p

(2π)i

{
− 1

4
p2(Σ′

1)
2 + Σ′

2Σ
′
3

}−1[
Σ′

3

(1
f

∂

∂θ
Σ′

2

)
+ Σ′

2

( 1
f

∂

∂θ
Σ′

3

)]
+

1
2

∫
d2p

(2π)2i

{
− ΠA

1 (ΠF1 )2 + ΠF
1 ΠAF

1 ΠAF
2

}−1

×
[
− (ΠF1 )2

( 1
f

∂

∂θ
ΠA

1

)
− (ΠAF1 )2

(1
f

∂

∂θ
ΠA

3

)
− (ΠAF2 )2

( 1
f

∂

∂θ
ΠA

2

)
+ ΠF

1 ΠAF
1

( 1
f

∂

∂θ
ΠAF

2

)
+ ΠF

1 ΠAF
2

(1
f

∂

∂θ
ΠAF

1

)]
. (C.8e)

LO での解にならって f = 0, m �= 0 のときは φi = 0, φ∗
i = 0 としてみよう。すると gap equation は次のよう

に非常に簡単になる。

∂

∂φi
VNLO = 0 , (C.9a)

∂

∂φ∗
i

VNLO = 0 , (C.9b)

∂

∂m
VNLO = −2

∫
d2p

(2π)2i
1
Σ′

1

( ∂

∂m
Σ′

1

)
+

1
2

∫
d2p

(2π)2i
1

ΠA
1

( ∂

∂m
ΠA

1

)
+

1
2

∫
d2p

(2π)2i
1

ΠA
2

( ∂

∂m
ΠA

2

)
+
∫

d2p

(2π)2i
1

ΠF
1

( ∂

∂m
ΠF

1

)
, (C.9c)

∂

∂f
VNLO = 0 , (C.9d)

1
f

∂

∂θ
VNLO = 0 . (C.9e)

ここで登場する各関数は次のようになっている。

ΠA
1 = −N

∫
d2k

(2π)i

{ 1
−k2 +m2

+
m2 + k · (p + k)

[−k2 +m2][−(p+ k)2 +m2 ]
− 2m2

[−k2 +m2][−(p+ k)2 +m2 ]

}
, (C.10a)

ΠA
2 = −N

∫
d2k

(2π)i

{ 1
−k2 +m2

− m2 + k · (p + k)
[−k2 +m2][−(p+ k)2 +m2 ]

}
, (C.10b)

ΠF
1 =

N

2

∫
d2k

(2π)2i
1

[−k2 +m2][−(p+ k)2 +m2]
, (C.10c)

Σ′
1 = N

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫
d2k

(2π)2i
2(1 − y)

(2y − 1)k2 + (1 − y)m2 − y2(1 − y)p2

[−k2 +m2 − y(1 − y)p2 ]3
, (C.10d)

∂

∂m
ΠA

1 = −2Nm
∫

d2k

(2π)2i
p · (p+ k)[−k2 − (p + k)2 + 2m2]
[−k2 +m2]2[−(p+ k)2 +m2]2

, (C.10e)

∂

∂m
ΠA

2 = −2Nm
∫

d2k

(2π)2i
(p+ k) · (p + 2k)[−k2 − (p+ k)2 + 2m2]

[−k2 +m2]2[−(p+ k)2 +m2]2
, (C.10f)

∂

∂m
ΠF

1 = −Nm
∫

d2k

(2π)2i
−k2 − (p + k)2 + 2m2

[−k2 +m2]2[−(p+ k)2 +m2]2
, (C.10g)

∂

∂m
Σ′

1 = 2Nm
∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫
d2k

(2π)2i
2(1 − y)

×
{

(1 − y)
[−k2 +m2 − y(1 − y)p2 ]3

− 3
(2y − 1)k2 + (1 − y)m2 − y2(1 − y)p2

[−k2 +m2 − y(1 − y)p2 ]4

}
. (C.10h)
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はたして LO の解は満たされている (もしくは 1/N 程度のずれが登場する) のであろうか。さらに、NLO では

じめて見える解があるのだろうか。次のように strong coupling theory での LO からのずれを Table 8 で、weak

coupling theory のそれを Table 9 に列挙しよう。

結論は、超対称を課している場合では、ゼロ質量条件を課している方は LO と同じ解しか登場せず、それが満

たされている。有質量条件を課している方は、それだけでは解析不能で、さらに φi = φ∗
i = 0 とすると (つまり

O(N) 対称性が破れないとすると)、解はやはり LO と同じものしか登場せず、それは LO と同じ程度に満たされ

ている。LO で解がなかった weak couping theory で、有質量解のものは、NLO でも解ではない。F -term 拘束

ということもあり、結合定数は NLO でも繰り込まれない。

さらに、超対称性を課さない解の探求も、解析不能である。
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strong coupling theory f = 0, m = 0 f = 0, m �= 0

LO φi = 0, φ∗
i = 0 φi �= 0, φ∗

i �= 0 φi = 0, φ∗
i = 0 φi �= 0, φ∗

i �= 0

∂φiVLO trivial trivial φi = 0 解なし

∂φ∗
i
VLO trivial trivial φ∗

i = 0 解なし

∂mVLO trivial trivial φ∗
iφi = 0 解なし

∂fVLO φ2
i + φ∗

i
2 = 0 φ2

i + φ∗
i
2 = 0 φ2

i + φ∗
i
2 = 0 φ2

i + φ∗
i
2 = 0

停留解の存在 1 つ 無限個 1 つ なし

strong coupling theory f = 0, m = 0 f = 0, m �= 0

NLO φi = 0, φ∗
i = 0 φi �= 0, φ∗

i �= 0 φi = 0, φ∗
i = 0 φi �= 0, φ∗

i �= 0

∂φiVNLO 0 φ∗
i · (· · · ) 0 (· · · )

∂φ∗
i
VNLO 0 φi · (· · · ) 0 (· · · )

∂mVNLO 0 0 m · (· · · ) (· · · )
∂fVNLO 0 0 0 (· · · )

f−1∂θVNLO 0 0 0 (· · · )

strong coupling theory f = 0, m = 0 f = 0, m �= 0

LO + NLO φi = 0, φ∗
i = 0 φi �= 0, φ∗

i �= 0 φi = 0, φ∗
i = 0 φi �= 0, φ∗

i �= 0

∂φi(VLO + VNLO) 0 φ∗
i · (· · · ) 0 (· · · )

∂φ∗
i
(VLO + VNLO) 0 φi · (· · · ) 0 (· · · )

∂m(VLO + VNLO) 0 0 m · (· · · ) (· · · )
∂f (VLO + VNLO) 0 0 0 (· · · )
f−1∂θVNLO 0 0 0 (· · · )
停留解の存在 何も変えない 特に変わらない δm2 を与える 解析不能

Table 8: Strong coupling theory. The result of NLO contributions.
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weak coupling theory f = 0, m = 0 f = 0, m �= 0

LO φi = 0, φ∗
i = 0 φi �= 0, φ∗

i �= 0 φi = 0, φ∗
i = 0 φi �= 0, φ∗

i �= 0

∂φiVLO trivial trivial φi = 0 解なし

∂φ∗
i
VLO trivial trivial φ∗

i = 0 解なし

∂mVLO trivial trivial φ∗
iφi = 0 解なし

∂fVLO , f−1∂θVLO 解なし N
g2 = φ2

i = φ∗
i
2 解なし N

g2 = φ2
i = φ∗

i
2

停留解の存在 なし 無限個 なし なし

weak coupling theory f = 0, m = 0 f = 0, m �= 0

NLO φi = 0, φ∗
i = 0 φi �= 0, φ∗

i �= 0 φi = 0, φ∗
i = 0 φi �= 0, φ∗

i �= 0

∂φiVNLO φ∗
i · (· · · ) φ∗

i · (· · · ) 0 (· · · )
∂φ∗

i
VNLO φi · (· · · ) φi · (· · · ) 0 (· · · )

∂mVNLO 0 0 m · (· · · ) (· · · )
∂fVNLO 0 0 0 (· · · )

f−1∂θVNLO 0 0 0 (· · · )

weak coupling theory f = 0, m = 0 f = 0, m �= 0

LO + NLO φi = 0, φ∗
i = 0 φi �= 0, φ∗

i �= 0 φi = 0, φ∗
i = 0 φi �= 0, φ∗

i �= 0

∂φi(VLO + VNLO) 0 φ∗
i · (· · · ) 0 (· · · )

∂φ∗
i
(VLO + VNLO) 0 φi · (· · · ) 0 (· · · )

∂m(VLO + VNLO) 0 0 m · (· · · ) (· · · )
∂f(VLO + VNLO) 解なし 0 0 (· · · )

f−1∂θ(VLO + VNLO) 解なし 0 解なし (· · · )
停留解の存在 相変わらずなし 特に変わりなし 相変わらずなし 解析不能

Table 9: Weak coupling theory. The result of NLO contributions.
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D Renormalization in Higher Order Contributions

ここでは本文にある波動関数繰り込みの議論の元になった、補助場 F0 の波動関数繰り込みに付いて計算をまと

めてある。当初は、結合定数に波動関数繰り込みを付加させるには、Lagrangian に唯一結合定数とつながってい

る補助場 F0 の波動関数繰り込みを考えればよいであろうとしていた。しかし計算を進めるうち、この F0 の波動

関数繰り込みは O(N) 場 Ai の波動関数繰り込みが最終的に全てを司っていることが分かったため、本文では直

接 Ai の波動関数繰り込みを通じて結合定数の発散を考察している。

D.1 Preliminaries for Renormalization

1/N 展開の高次の寄与を見て、結合定数が繰り込みを受けるかどうか考察する。そのため、weak coupling theory

での、超対称なゼロ質量解 a2 �= 0, m = f = 0, φi �= 0 での NLO を構成する。つまり 1/N 展開での補助場によ

る 1 ループ補正をみる。結合定数は F0 の tadpole 項にのみ登場するので、直接 a2 の繰り込みをみることは難し

いが、F0 の波動関数繰り込みを介して繰り込みが行われると考えればよい。そのため、F0 の伝播関数の 1 ルー

プ補正を考察するとよいことになる19。

そのループ補正に寄与するには相互作用項が必要なのであるが、NLO を見るのであれば、F0 を 1 つ以上含む 3

点相互作用と、F0 を 2 つ以上含む 4 点相互作用を探してくればよい。それ以外の相互作用点からの寄与は、1/N

展開では 3 次以上の寄与しか与えないので、ここでは無視することができる。

必要な材料を以下に列挙する。出発点はやはり (3.26) であるが、ここでは f = m = 0, φi �= 0 を課している。

Sint
2 = − iN

2
TR

∞∑
m=2

1
m

( −D0D
′−1

)m − 1
2

∫
d2xXc

i
†
[
D′−1

∞∑
n=0

(−D0D
′−1

)n+1
]
Xc
i , (D.1)

∆ =
1
∂2

, G = A∗A− ψ∆i/∂ψ , G∗ = A∗A− ψc∆i/∂ψc ,

D0 =

 ∆ 0

0 ∆

 , D′−1 =

 G −F ∗

−F G∗

 ,

D′−1D0D
′−1 �

 F ∗∆F −F ∗∆G∗ −G∆F ∗

−F∆G−G∗∆F F∆F ∗

 ,

(
D0D

′−1
)2 �

 ∆F ∗∆F −∆F ∗∆G∗ − ∆G∆F ∗

−∆F∆G− ∆G∗∆F ∆F∆F ∗

 ,

D′−1
(
D0D

′−1
)2 �

 G∆F ∗∆F + F ∗∆G∗∆F + F ∗∆F∆G −F ∗∆F∆F ∗

−F∆F ∗∆F G∗∆F∆F ∗ + F∆G∆F ∗ + F∆F ∗∆G∗

 ,

(
D0D

′−1
)3 �

 ∆G∆F ∗∆F + ∆F ∗∆G∗∆F + ∆F ∗∆F∆G −∆F ∗∆F∆F ∗

−∆F∆F ∗∆F ∆G∗∆F∆F ∗ + ∆F∆G∆F ∗ + ∆F∆F ∗∆G∗

 ,

19これ以降補助場を表す添字は数式の中では省略される事がある。つまり F0 を F とする。同様に A0 も A として記述する場合がある。
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D′−1
(
D0D

′−1
)3 �

 F ∗∆F∆F ∗∆F 0

0 F∆F ∗∆F∆F ∗

 ,

(
D0D

′−1
)4 �

 ∆F ∗∆F∆F ∗∆F 0

0 ∆F∆F ∗∆F∆F ∗

 .

ただしここで � は有用な項だけ取り出している、という意味である。
これらをすべてまとめると次のようになる。

Sint
2 =

iN

2

{1
3

}{
Tr
[
∆G∆F ∗∆F

]
+ Tr

[
∆F ∗∆G∗∆F

]
+ Tr

[
∆F ∗∆F∆G

]
+ Tr

[
∆G∗∆F∆F ∗]+ Tr

[
∆F∆G∆F ∗]+ Tr

[
∆F∆F ∗∆G∗]}

− iN

2

{1
4

}{
Tr
[
∆F ∗∆F∆F ∗∆F

]
+ Tr

[
∆F∆F ∗∆F∆F ∗]}

− 1
2
φ∗
iφi

∫
d2x

{
G∆F ∗∆F + F ∗∆G∗∆F + F ∗∆F∆G+G∗∆F∆F ∗ + F∆G∆F ∗ + F∆F ∗∆G∗

}
+

1
2
φ∗
iφi

∫
d2x

{
F ∗∆F∆F ∗∆F + F∆F ∗∆F∆F ∗

}
+

1
2
φ2
i

∫
d2x

{
F∆F ∗∆F − F∆G−G∗∆F

}
+

1
2
φ∗
i
2

∫
d2x

{
F ∗∆F∆F ∗ − F ∗∆G∗ −G∆F ∗

}
. (D.2)

この相互作用項を用いて全てのオーダーを含む (1/N 展開)伝播関数を構成することができる。完全伝播関数 D
(full)
F

は以下のように定義される。(フェルミオンは左微分。)

D
(full)
F (x− y) ≡ 〈

F (x)F ∗(y)eiS
int
2
〉
0
,〈 · · ·〉

0
≡ exp

[ δ

δF
·DF δ

δF ∗ − δ

δψ
· Sψ δ

δψ
+

δ

δA
·DA δ

δA∗

]( · · ·)∣∣∣
fields=0

,

δ

δF
·DF δ

δF ∗ ≡
∫
d2xd2y

δ

δF (x)
DF (x− y)

δ

δF ∗(y)
,

δ

δF (x)
F (y) = δ2(x− y) . (D.3)

D.2 Loop Corrections

D.2.1 Propagators

ここでまず A0, ψ0, F0 の LO での伝播関数を定義する。今ここでは weak coupling theory でのゼロ質量解に、

高次の補正を導入しようとしているので、内線伝播関数は次のようになっている20。

DA(p) = −[Π(p)
]−1 =

[
−φ∗iφi −

N

4π
log

(−p2

λ2

)]−1

, A0 propagator , (D.4a)

Sψ(p) = −[1
/p
Π(p)

]−1 = −/p ·
[
−φ∗iφi −

N

4π
log

(−p2

λ2

)]−1

, ψ0 propagator , (D.4b)

DF (p) = −[ 1
p2

Π(p)
]−1 = −p2 ·

[
−φ∗iφi −

N

4π
log

(−p2

λ2

)]−1

, F0 propagator . (D.4c)

20ここでは始めから補助場の伝播関数に対数表示を用いている。但し今のところは Minkowski 計量で、space-like にとってある。
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但しこれらは全てタキオンであることを忘れてはならない。また繰り込みはどの点で行ってもよいので、簡単な

表記である space-like な表現で行う。つまり繰り込みを space-like 領域で行うとする。以後、この具体的な表記

はループ補正の具体的な計算まで使わない。

D.2.2 Four-Point Vertex

Sint
2 の中で 3 点相互作用の部分を S

(3)
int、4 点相互作用部分を S

(4)
int と記述する。S

(4)
int の考察が簡単なので、ま

ずはそちらからの寄与を見ておく。S(4)
int を計算の都合上さらに 7 つに分解する。

S
(4)
int = SI + SII + SIII + SIV + SV + SVI + SVII ,

SI =
iN

2
1
3
Tr
[
∆G∆F ∗∆F

]− 1
2
φ∗
iφi

∫
d2xG∆F ∗∆F ,

SII =
iN

2
1
3
Tr
[
∆F ∗∆G∗∆F

]− 1
2
φ∗
iφi

∫
d2xF ∗∆G∗∆F ,

SIII =
iN

2
1
3
Tr
[
∆F ∗∆F∆G

]− 1
2
φ∗
iφi

∫
d2xF ∗∆F∆G ,

SIV =
iN

2
1
3
Tr
[
∆G∗∆F∆F ∗]− 1

2
φ∗
iφi

∫
d2xG∗∆F∆F ∗ ,

SV =
iN

2
1
3
Tr
[
∆F∆G∆F ∗]− 1

2
φ∗
iφi

∫
d2xF∆G∆F ∗ ,

SVI =
iN

2
1
3
Tr
[
∆F∆F ∗∆G∗]− 1

2
φ∗
iφi

∫
d2xF∆F ∗∆G∗ ,

SVII = − iN
4

Tr
[
∆F ∗∆F∆F ∗∆F

]
+

1
2
φ∗
iφi

∫
d2xF ∗∆F∆F ∗∆F .

これらを用いて、tadpole グラフを含まず、かつ真空泡も含まない、補助場のループグラフの寄与を得ることが

できる。以下にそれを列挙する。

〈
F (k1)F ∗(−k2)iSIb

〉
0

=
〈
F (k1)F ∗(−k2)iSIIIb

〉
0

=
〈
F (k1)F ∗(−k2)iSIVb

〉
0

=
〈
F (k1)F ∗(−k2)iSVIb

〉
0

= (2π)2δ2(k1 − k2)
1
i
DF (k1)

1
i
DF (k2)

[ ∫ d2p

(2π)2i
DA(p)iKIb(−p, p,−k1, k2)

]
,

〈
F (k1)F ∗(−k2)iSIf

〉
0

=
〈
F (k1)F ∗(−k2)iSIIIf

〉
0

=
〈
F (k1)F ∗(−k2)iSIVf

〉
0

=
〈
F (k1)F ∗(−k2)iSVIf

〉
0

= (2π)2δ2(k1 − k2)
1
i
DF (k1)

1
i
DF (k2)

[ ∫ d2p

(2π)2i
tr
[− Sψ(p)iKIf(−p, p,−k1, k2)

]]
,

〈
F (k1)F ∗(−k2)iSIIb

〉
0

=
〈
F (k1)F ∗(−k2)iSVb

〉
0

= (2π)2δ2(k1 − k2)
1
i
DF (k1)

1
i
DF (k2)

[ ∫ d2p

(2π)2i
DA(p)iKIIb(−k1,−p, p, k2)

]
,

〈
F (k1)F ∗(−k2)iSIIf

〉
0

=
〈
F (k1)F ∗(−k2)iSVf

〉
0

= (2π)2δ2(k1 − k2)
1
i
DF (k1)

1
i
DF (k2)

[ ∫ d2p

(2π)2i
tr
[− Sψ(p)iKIIf(−k1,−p, p, k2)

]
,

〈
F (k1)F ∗(−k2)iSVII

〉
0

= (2π)2δ2(k1 − k2)
1
i
DF (k1)

1
i
DF (k2)

[ ∫ d2p

(2π)2i
DF (p)

{
4iKVII(−p, p,−k1, k2)

}]
,
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KIb(p1, p2, p3, p4) = −N
6

∫
d2q

(2π)2i
1

−q2
1

−(p3 + p4 + q)2
1

−(p4 + q)2
,

KIf(p1, p2, p3, p4) =
N

6

∫
d2q

(2π)2i
1

−q2
/p2 + /p3 + /p4 + /q

−(p2 + p3 + p4 + q)2
1

−(p3 + p4 + q)2
1

−(p4 + q)2
,

KIIb(p1, p2, p3, p4) = −N
6

∫
d2q

(2π)2i
1

−q2
1

−(p2 + p3 + p4 + q)2
1

−(p4 + q)2
− 1

2
φ∗
iφi

1
−(p2 + p3 + p4)2

1
−p2

4

,

KIIf(p1, p2, p3, p4) =
N

6

∫
d2q

(2π)2i
1

−q2
1

−(p2 + p3 + p4 + q)2
/p3 + /p4 + /q

−(p3 + p4 + q)2
1

−(p4 + q)2

+
1
2
φ∗
iφi

1
−(p2 + p3 + p4)2

/p3 + /p4

−(p3 + p4)2
1

−p2
4

,

KVII(p1, p2, p3, p4) =
N

4

∫
d2q

(2π)2i
1

−q2
1

−(p2 + p3 + p4 + q)2
1

−(p3 + p4 + q)2
1

−(p4 + q)2

+
1
2
φ∗
iφi

1
−(p2 + p3 + p4)2

1
−(p3 + p4)2

1
−p2

4

.

D.2.3 Three-Point Vertex

Sint
2 の中で 3 点相互作用にあたるものを次のように分類する。

S
(3)
int = S1 + S2 , (D.5a)

S1 =
1
2
φ2
i

∫
d2x

[
F∆F ∗∆F − F∆G−G∗∆F

]
= S1

1 + S2
1 + S3

1 , (D.5b)

S2 =
1
2
φ∗
i
2

∫
d2x

[
F ∗∆F∆F ∗ − F ∗∆G∗ −G∆F ∗] = S1

2 + S2
2 + S3

2 . (D.5c)

相互作用項 2 つからの寄与を考えるので、組み合わせが問題となるが、伝播関数への寄与を考えた場合、連結

するグラフを与えるのは次の組み合わせだけであるとわかる。

〈
FF ∗eiS

int
2
〉
0

� 1
2!
〈
FF ∗(iS1 + iS2)(iS1 + iS2)

〉
0

=
〈
FF ∗(iS1)(iS2)

〉
0

=
〈
FF ∗(iS1

1 )(iS1
2 )
〉
0

+
〈
FF ∗(iS2

1 )(iS2
2 )
〉
0

+
〈
FF ∗(iS2

1 )(iS3
2 )
〉
0

+
〈
FF ∗(iS3

1 )(iS2
2 )
〉
0

+
〈
FF ∗(iS3

1 )(iS3
2 )
〉
0
. (D.6)

これらを用いて、tadpole グラフも真空泡も含まない、補助場のループグラフの寄与を構成される。

〈
F (k1)F ∗(−k2)(iS1

1b)(iS1
2b)
〉
0

= (2π)2δ2(k1 − k2)
1
i
DF (k1)

1
i
DF (k2)

×
[ ∫ d2p

(2π)2i
DF (p)

{
4iK1

1(k2,−p− k2, p)
1
i
DF (p+ k2)iK1

2(−p, p+ k2,−k2)

+ 2iK1
1(p,−k1,−p+ k1)

1
i
DF (−p+ k1)iK1

2(−p, k2, p− k1)
}]

, (D.7a)〈
F (k1)F ∗(−k2)(iS2

1b)(iS2
2b)
〉
0

=
〈
F (k1)F ∗(−k2)(iS2

1b)(iS3
2b)
〉
0

=
〈
F (k1)F ∗(−k2)(iS3

1b)(iS2
2b)
〉
0

=
〈
F (k1)F ∗(−k2)(iS3

1b)(iS3
2b)
〉
0
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= (2π)2δ2(k1 − k2)
1
i
DF (k1)

1
i
DF (k2)

×
[ ∫ d2p

(2π)2i
DA(p + k1)iK3

1b(k2,−p− k1, p)
1
i
DA(p)iK3

2b(−p, p+ k1,−k1)
]
, (D.7b)

〈
F (k1)F ∗(−k2)(iS2

1f )(iS
2
2f )
〉
0

=
〈
F (k1)F ∗(−k2)(iS2

1f )(iS
3
2f )
〉
0

=
〈
F (k1)F ∗(−k2)(iS3

1f )(iS
2
2f )
〉
0

=
〈
F (k1)F ∗(−k2)(iS3

1f )(iS
3
2f )
〉
0

= (2π)2δ2(k1 − k2)
1
i
DF (k1)

1
i
DF (k2)

×
[ ∫ d2p

(2π)2i
tr
[− Sψ(p+ k1)iK3

1f(k2,−p− k1, p)
1
i
Sψ(p)iK3

2f(−p, p+ k1,−k1)
]]
, (D.7c)

荷電共役変換と運動量の付け換えで、上のように簡単にまとめられる。上で用いた各記号は次のようになっている。

K1
1(p1, p2, p3) =

1
2
φ2
i

1
−(p2 + p3)2

1
−p2

3

, K1
2(p4, p5, p6) =

1
2
φ∗
i
2 1
−(p5 + p6)2

1
−p2

6

, (D.7d)

K2
1b(p1, p2, p3) = −1

2
φ2
i

1
−(p2 + p3)2

, K2
2b(p4, p5, p6) = −1

2
φ∗
i
2 1
−(p5 + p6)2

, (D.7e)

K3
1b(p1, p2, p3) = −1

2
φ2
i

1
−p2

3

, K3
2b(p4, p5, p6) = −1

2
φ∗
i
2 1
−p2

6

, (D.7f)

K2
1f(p1, p2, p3) =

1
2
φ2
i

1
−(p2 + p3)2

/p3

−p2
3

, K2
2f(p4, p5, p6) =

1
2
φ∗
i
2 1
−(p5 + p6)2

/p6

−p2
6

, (D.7g)

K3
1f(p1, p2, p3) =

1
2
φ2
i

/p2 + /p3

−(p2 + p3)2
1

−p2
3

, K3
2f(p4, p5, p6) =

1
2
φ∗
i
2 /p5 + /p6

−(p5 + p6)2
1

−p2
6

. (D.7h)

D.3 Field Mixing

4 点相互作用からの寄与を Figure 11 と 12 で、3 点相互作用からの寄与を Figure 13 で表そう。以下の議論の

ため、それぞれのグラフに名前を付けておく。「graph “Ai”」は F0 の 2 点関数のうち Ai のループ部分に寄与す

るグラフを表し、「graph “Bi”」は F0 の 2 点関数で φ∗
iφi 部分に寄与するグラフを表す。

AiAi

Ai

A0

F0F0

AiAi

Ai

ψi

ψ0

F0F0

AiAi

Ai

F0F0

F0

graph “A1” graph “A2” graph “A3”

Figure 11: Four vertex interactions, two-loop graphs.

実はこれらのグラフ全てが F0 の伝播関数の NLO 補正で登場するわけではない。理論は Ai などの O(N) 場

を積分した (3.26) である。この積分された Ai は、伝播関数として A∗
0A0 や F0 と混合している21。同様に ψi も

ψ0 と混合している。しかし Figure 11, 12, 13 には、混合されるべきグラフまで登場してしまっている。したがっ

21具体的な混合の仕方は (3.6) で与えられている。
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Ai

A0

F0F0

AiAi

ψi

ψ0

F0F0

AiAi

Ai

F0F0

F0
AiAi

Ai

F0F0

F0

graph “B1” graph “B2” graph “B3” graph “A4”

Figure 12: Four vertex interactions, one-loop graphs.

AiAi
A0

A0

F0F0 AiAi

ψiψi

ψ0

ψ0

F0F0

AiAi

F0F0

F0

F0

AiAi

F0F0

F0

F0

graph “B4” graph “B5” graph “A5” graph “B6”

Figure 13: Three vertex interactions, one-loop graphs.

て場の混合を考慮しなければならない。混合を考えることでこれらのグラフは随分消去される事になる。

(3.6) から読み取れることは、グラフが次のように吸収されて行くことである。

• graph “A5” は graph “A4” へ吸収される。

これは Ai-F0 混合で起こる。

• graph “B5”, “B6” はそれぞれ graph “B2”, “B3” に吸収される。

それぞれ ψi-ψ0 混合、Ai-F0 混合で引き起こされる。

• graph “A4”, “B4” はさらに F0 の LO での 2 点関数に吸収される。

それぞれ F0 の 2 点関数の Ai ループ部分、φ∗
iφi 部分に吸収される。これも Ai-F0 混合で引き起こされる。

この混合を考慮に入れた結果、F0 伝播関数の補正に寄与するグラフは、2 ループグラフ “A1”, “A2”, “A3” と

1 ループグラフ “B1”, “B2”, “B3” だけとなる。さらにこれらは、実は Ai の伝播関数が補助場 A0, ψ0, F0 のルー

プで補正されるグラフである。つまり、F0 の高次補正は、Ai の、補助場による補正だけが寄与することになる。

その Ai の補正であるが、計算が重複するのでもはやここでは結果しか述べないが次のようになる。

Ai(x) = Z
1
2ARi (x) ,

Z−1 = 1 +
1
4π

∫ Λ2

dt
1
t

[
φ∗
iφi + t

N

8π

∫ 1

0

dx
1

λ2 + x(1 − x)t

]−1

. (D.8)

D.4 Wave Function Renormalization

この再定義を用いて F0 の伝播関数の補正を見よう。以後の議論は細かな計算は必要としない。
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Ai を繰り込まれた場 ARi と繰り込み因子で書き直し、発散部分を取り除き、ループグラフ “Ai”, “A2”, “A3”、

非ループグラフ “B1”, “B2”, “B3” を書き直すと、それらの補正グラフは、何と F0 の 2 点関数そのもの (の定数

倍)になっている。appendix B の最後に書いている 1 粒子既約部分グラフを −iΣ で表示すると、それが 2 点関

数になっているのである。

−iΣ(p) = α
1
p2

Π(p) . (D.9)

ここで α は適当な定数である。実際にはこれまでの計算によってその定数まではっきりわかるのであるが、以後

の議論には影響がないため、このままとする。

1 粒子既約グラフを用いて、補助場 F0 の伝播関数の補正をみる。appendix B と同様の議論により次のように

なる。

1
i
D

(full)
F (p) =

1
i
DF (p)

1
1 + Σ(p)DF (p)

=
1
i
DF (p)

1
1 + α

. (D.10)

一方規格化を行うことで、F0 の波動関数繰り込み因子 ZF を導入すると、それらは次のように関係付けられる。

1
i
D

(full)
F (p) ≡ 1

i
DF (p)ZF , ZF =

1
1 + α

. (D.11)

これより、補助場の波動関数繰り込みは有限であり、発散は登場しない。

D.5 Coupling Constant Renormalization

この模型は超対称であった。1 つの superfield でまとめられる場は全て同じ波動関数繰り込みを受ける。よって

superfield Φi, Φ0 はそれぞれ次のように繰り込まれる。

Φi = Z
1
2 ΦRi . (D.12)

理論には波動関数繰り込みしか登場しないので、Lagrangian を次のように分解することができるはずである。

L =
∫
d4θΦ∗

iΦi +
1
2

{∫
d2θΦ0

(
Φ2
i − a2

)
+
∫
d2θΦ∗

0

(
Φ∗
i
2 − a2

)}
= LR + LC . (D.13)

但し LR, LC はそれぞれ繰り込まれた Lagrangian と counter term である。

LR =
∫
d4θΦRi

∗ΦRi +
1
2

{∫
d2thetaΦR0

(
ΦRi

2 − a2
R

)
+ c.c.

}
, LC = (Z − 1)

∫
d4θΦRi

∗ΦRi . (D.14)

LC がこの波動関数繰り込みの部分だけ登場させるには、結合定数 a2 と superfield Φ0 を次のようにスケール変

換して「規格化」を行うと良い。

a2 = Za2
R , Φ0 = Z−1ΦR0 . (D.15)
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これで結合定数に波動関数繰り込みの因子を付加させることができた。これは結局 (6.19) と同じ形式である。

N

g2
R

= Z−1N

g2
. (D.16)
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E Spontaneous Symmetry Breaking in Four Dimensions

自発的対称性の破れとそれに伴う定理を、D = 4 理論において紹介する [28]。

E.1 Nambu-Goldstone Theorem

• Wigner phase

ある変換が作用積分の対称性を持ちながら、それが真空の対称性を持つ場合と持たない場合がある。ここで

は真空に対して対称性を持つ場合、Wigner phase について考察する。このとき、変換群 G の生成子 TA に

対応する保存電荷 QA を真空に作用させると次のことが言える。

QA| 0 〉 = 0 . (E.1)

このように表記できるのは、保存カレント jAµ の空間積分において無限遠での場が十分に早く落ち、電荷 QA

が well-defined であるからである。このとき、(E.1) を証明しよう。

QA が Lorentz scalar の場合、というと語弊が生じる可能性があるので (例えば Hamiltonian は Lorentz

scalar ではない)、カレント jAµ が Lorentz vector の場合、を考えよう。このとき、QA は空間積分をしてあ

るので空間並進不変であり、また dQA/dt = 0 なので時間発展不変である。つまり次の交換関係が成り立つ。

[
iPµ, Q

A
]

= ∂µQ
A = 0 . (E.2)

但し QA が well-defined、つまり jAµ=0 の空間積分で無限遠では十分減衰しているとする。スペクトル条件

Pµ| 0 〉 = 0 より、この交換関係に真空を作用させると次の関係を得る。

PµQ
A| 0 〉 = QAPµ| 0 〉 = 0 , ∴ QA| 0 〉 = c| 0 〉 , c : constant . (E.3)

これにさらに左から真空を作用させると、比例定数 c がゼロであることが得られる。

〈 0 |QA| 0 〉 = c〈 0 | 0 〉 = c

=
∫
d3x〈 0 |jAµ=0(x)| 0 〉 =

∫
d3x〈 0 |eiPxjAµ=0(0)e−iPx| 0 〉

=
∫
d3x〈 0 |jAµ=0(0)| 0 〉 = 0 , (E.4)

∴ QA| 0 〉 = 0 . (E.5)

もう 1 つ例を挙げる。電荷 QA が Lorentz 生成子 Mµν のときを考える。Poincaré 代数では次の関係が成

立している。

[
Pµ,Mρσ

]
= i

(
gµρPσ − gµσPρ

)
.
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これに真空を作用させると、やはり上と同じような議論が展開される。

PµMρσ | 0 〉 = MρσPµ| 0 〉+ igµρPσ| 0 〉 − igµσPρ| 0 〉 = 0 ,

∴ Mρσ | 0 〉 = cρσ| 0 〉 = 0 .

これは、Lorentz 対称性は自発的に破れてはいないことを示す。

• Nambu-Goldstone phase

変換群 G の代数 G を成す生成子 TA が、真空に対して破れたもの Xa と破れずに生き残ったもの Sα に分

かれる。破れていない生成子同士の代数はまた破れていない生成子となるので、破れていない生成子は代数

全体に対して部分代数 H を成す。破れた生成子は、破れていない生成子を付加できる不定性があるが、一
切含まれていないものを次で定義しよう。

{
TA ∈ G} =

{
Sα ∈ H, Xa ∈ G −H} , tr

(
SαXa

)
= 0 . (E.6)

形式的な表記 QA| 0 〉 �= 0 を、well-defined なものに書き換えよう。

ある局所演算子 Φ(y) を用意する。これは y 近傍でのみ定義されている。この Φ(y) の、電荷 Qa による変

換が以下で与えられる。

[
iQa,Φ(y)

]
= i

∫
d3x

[
jaµ=0(x),Φ(y)

]
= δaΦ(y) . (E.7)

この空間積分は、交換関係が y 近傍でのみ定義されてゼロにならず、その外ではゼロになるので、無限遠で

の振る舞いを心配することがなく、well-defined になる。この関係式の両側から真空を作用させて、次の表

式を得る。

〈 0 |[iQa,Φ(y)
]| 0 〉 = i

∫
y 近傍

d3x〈 0 |[jaµ=0(x),Φ(y)
]| 0 〉 = 〈 0 |δaΦ(y)| 0 〉 �= 0 . (E.8)

これを満たす局所的演算子 Φ(y) が少なくとも 1 つ存在するとき、自発的に対称性が破れているという。

• Nambu-Goldstone theorem

簡単のため、保存カレント jaµ は Lorentz vector、Φ(y) は Lorentz scalar であるとして次の定理を記述す

る。しかし一般にはこれに限ったことではない。

1. 理論が並進不変性、Lorentz 共変性を持つ。

2. 保存カレント jaµ, ∂µjaµ = 0 を持つ。

3. Xa ∈ G−Hに対し、〈 0 |[iQa,Φ(x)
]| 0 〉 = 〈 0 |δaΦ(x)| 0 〉 �= 0 を満たす局所的演算子 Φ(x) が存在する。

このとき、理論にはゼロ質量粒子 (Nambu-Goldstone particle) が存在し、jaµ に結合している。
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• The Proof of Nambu-Goldstone theorem

ここでも保存カレント jaµ は Lorentz vector、Φ(x) は Lorentz scalar であるとする。

〈 0 |[jaµ(x),Φ(y)
]| 0 〉 = 〈 0 |

[
eiPxjaµ(0)e−iPxeiPyΦ(0)e−iPy − eiPyΦ(0)e−iPyeiPxjaµ(0)e−iPx

]
| 0 〉

= 〈 0 |jaµ(0)e−iP (x−y)Φ(0)| 0 〉 − 〈 0 |Φ(0)e−iP (y−x)jaµ(0)| 0 〉 . (E.9)

ここでは次の並進共変性を用いている。

jaµ(x) = eiPxjaµ(0)e−iPx , Φ(y) = eiPyΦ(0)e−iPy . (E.10)

さらに次の完全性を導入しよう。

∑
n,n′

|n 〉η−1
nn′〈n′ | = 1 . (E.11)

(E.9) =
∑
n,n′

〈 0 |jaµ(0)e−iP (x−y)|n 〉η−1
nn′〈n′ |Φ(0)| 0 〉 −

∑
n,n′

〈 0 |Φ(0)e−iP (y−x)|n 〉η−1
nn′〈n′ |jaµ(0)| 0 〉

=
∑
n,n′

{
〈 0 |jaµ(0)|n 〉η−1

nn′〈n′ |Φ(0)| 0 〉e−ipn(x−y) − 〈 0 |Φ(0)| n 〉η−1
nn′〈n′ |jaµ(0)| 0 〉eipn(x−y)

}
.

(E.12)

次に中間状態についての積分 1 =
∫
d4k δ4(pn − k) を挿入する。

(E.12) =
∫
d4k

∑
n,n′

δ4(pn − k)
{
〈 0 |jaµ(0)|n 〉η−1

nn′〈n′ |Φ(0)| 0 〉e−ik(x−y)
}

−
∫
d4k

∑
n,n′

δ4(pn − k)
{
〈 0 |Φ(0)| n 〉η−1

nn′〈n′ |jaµ(0)| 0 〉eik(x−y)
}

≡
∫
d4k(2π)−3

{
ρaµ(k)e−ik(x−y) − ρ̃aµ(k)e

ik(x−y)} . (E.13)

ただしここで次を用いている。

ρaµ(k) = (2π)3
∑
n,n′

δ4(pn − k)〈 0 |jaµ(0)|n 〉η−1
nn′〈n′ |Φ(0)| 0 〉 ,

ρ̃aµ(k) = (2π)3
∑
n,n′

δ4(pn − k)〈 0 |Φ(0)| n 〉η−1
nn′〈n′ |jaµ(0)| 0 〉 .

この ρaµ(k), ρ̃aµ(k) はスペクトル条件 k0 ≥ 0、Lorentz 不変の条件により次のように表記される。

ρaµ(k) = kµρ
a(k2)θ(k0) , ρ̃aµ(k) = kµρ̃

a(k2)θ(k0) .

さらにタキオンがないという条件より ρa(k2), ρ̃a(k2) には条件がつく。

ρa(k2) =
∫ ∞

−∞
dσ2 δ(k2 − σ2)ρa(σ2) =

∫ ∞

0

dσ2 δ(k2 − σ2)ρa(σ2)
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ρ̃a(k2) =
∫ ∞

0

dσ2 δ(k2 − σ2)ρ̃a(σ2) .

これらを (E.13) に代入する。

(E.13) =
∫
d4k(2π)−3

∫ ∞

0

dσ2 δ(k2 − σ2)
{
kµρ

a(σ2)θ(k0)e−ik(x−y) − kµρ̃
a(σ2)θ(k0)eik(x−y)

}
=

∫ ∞

0

dσ2ρa(σ2) i∂µ
∫
d4k(2π)−3δ(k2 − σ2)θ(k0)e−ik(x−y)

+
∫ ∞

0

dσ2ρ̃a(σ2) i∂µ
∫
d4k(2π)−3δ(k2 − σ2)θ(k0)eik(x−y) . (E.14)

ここで少し不変デルタ関数 i∆(x− y) について考察する。これは次のように定義されている。

i∆(x− y; σ2) =
∫
d4k(2π)−3δ(k2 − σ2)ε(k0)e−ik(x−y)

=
∫
d4k(2π)−3δ(k2 − σ2)θ(k0)e−ik(x−y) −

∫
d4k(2π)−3δ(k2 − σ2)θ(k0)eik(x−y)

≡ i∆+(x− y; σ2) − i∆+(y − x; σ2) .

不変デルタ関数の性質より、space-like に離れているとき、つまり (x − y)2 < 0 のときはゼロになるので、

次の関係があることになる。

∆+(x− y; σ2) = ∆+(y − x; σ2) for (x− y)2 < 0 .

また、任意の交換関係も space-like に離れているときはゼロになるので、今考えているものも (E.14) に代

入して次のようになる。

0 = (E.14) =
∫ ∞

0

dσ2
[
ρa(σ2) + ρ̃a(σ2)

]
i∂µ

(
i∆+(x− y; σ2)

)
, ∴ ρa(σ2) = −ρ̃a(σ2) . (E.15)

この関係 (E.15) は時空に依存していないので、任意の場合に適応できる。すなわちこれより、交換関係は

次のようにまとめられる。

〈 0 |[jaµ(x),Φ(y)
]| 0 〉 =

∫ ∞

0

dσ2ρa(σ2) i∂µ
[
i∆+(x− y; σ2) − i∆+(y − x; σ2)

]
=

∫ ∞

0

dσ2
(
iρa(σ2)

)
i∂µ∆(x− y; σ2) ,

ρaµ(k) = (2π)3
∑
n,n′

〈 0 |jaµ(0)|n 〉η−1
nn′〈n′ |Φ(0)| 0 〉 = kµρ

a(k2)θ(k0) .

ここで便宜上 iρa(σ2) → ρa(σ2) と定義しなおす。

〈 0 |[jaµ(x),Φ(y)
]| 0 〉 =

∫ ∞

0

dσ2ρa(σ2) i∂µ∆(x− y; σ2) , (E.16a)

−ikµρa(σ2 = k2)θ(k0) = ρaµ(k) = (2π)3
∑
n,n′

〈 0 |jaµ(0)|n 〉η−1
nn′〈n′ |Φ(0)| 0 〉 . (E.16b)
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この表式 (E.16a) の導出を用いることで、jaµ(x) と Φ(x) の 2 点 Green 関数、〈 0 |Tjaµ(x)Φ(y)| 0 〉 を求める
ことができる。

〈 0 |Tjaµ(x)Φ(y)| 0 〉 =
∫ ∞

0

dσ2ρ(σ2)∂µ∆F(x− y; σ2) . (E.17)

さらにこの (E.17) の両辺に
∫
d4x i∂µ を作用させる。そのとき Heisenberg 場で書かれた Noether current

の保存 ∂µjaµ = 0 を用いる。∫
d4x i∂µ〈 0 |Tjaµ(x)Φ(y)| 0 〉

=
∫
d4x i∂µ〈 0 |

{
θ(x0 − y0)jaµ(x)Φ(y) + θ(y0 − x0)Φ(y)jaµ(x)

}
| 0 〉

=
∫
d4x i〈 0 |

{
δ(x0 − y0)ja0 (x)Φ(y) + θ(x0 − y0)∂µjaµ(x)Φ(y)

− δ(x0 − y0)Φ(y)ja0 (x) + θ(x0 − y0)Φ(y)∂µjaµ(x)
}
| 0 〉

= i

∫
d3x〈 0 |[ja0 (x),Φ(y)

]| 0 〉∣∣∣
x0=y0

+ i

∫
d4x

{
θ(x0 − y0)〈 0 |T∂µjaµ(x)Φ(y)| 0 〉 + θ(y0 − x0)〈 0 |TΦ(y)∂µjaµ(x)| 0 〉

}
= 〈 0 |[iQa,Φ(y)

]| 0 〉 = 〈 0 |δaΦ(y)| 0 〉 �= 0 , (E.18)∫
d4x i∂µ

∫ ∞

0

dσ2ρ(σ2)∂µ∆F(x− y; σ2)

= i

∫ ∞

0

dσ2ρ(σ2)
∫
d4x�x∆F(x − y; σ2) = lim

p→0

∫ ∞

0

dσ2ρ(σ2)
∫
d4xeipxi�x∆F(x− y; σ2)

= lim
p→0

∫ ∞

0

dσ2ρ(σ2) i
∫
d4xeipx

∫
d4k

i(2π)4
e−ik(x−y)

−k2

σ2 − k2 − iε

= lim
p→0

∫ ∞

0

dσ2eipy
ρ(σ2)(−ip2)
i(σ2 − p2 − iε)

. (E.19)

(E.18), (E.19) がゼロでない値を持つためには、ρ(σ2) にゼロ質量 1 粒子離散スペクトル部分が含まれてい

なければならない。

ρ(σ2) = ωδ(σ2) + ρ̃(σ2) , ω �= 0 . (E.20)

従って (E.20) を (E.19) に代入して (E.18) と比較することにより、order parameter と呼ばれる真空期待値

の関係が得られる。

ω = 〈 0 |δaΦ(y)| 0 〉 . (E.21)

また、スペクトル関数 (E.16b), (E.20) を比較することで、ゼロ質量 1 粒子スペクトルを持つ粒子状態がカ

レント jaµ(x) と 場 Φ(y) に同時にゼロでない値で結合していることがわかる。

〈 0 |jaµ(0)|p(m = 0) 〉 �= 0 , 〈p(m = 0)′ |Φ(0)| 0 〉 �= 0 . (E.22)

ここで与えられた証明は、相互作用の全てのオーダーで NG boson がゼロ質量であることを述べている。
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E.2 Example: Nambu-Jona-Lasinio Model

• Nambu-Jona-Lasinio model

Nambu-Jona-Lasinio 模型を、N 個の Dirac spinor を用いて記述する。

L = ψiγµ∂µψ +
G

N

[
(ψψ)2 + (ψiγ5ψ)2

]
. (E.23)

この系は U(1)V 変換に対して不変であるだけでなく、chiral U(1) 変換に対しても不変である。ここでは

chiral U(1) 変換のカレントと電荷を構成しよう。

ψ → eiγ5θψ � (1 + iγ5θ)ψ ≡ ψ + θδ5ψ , (E.24)

j5µ =
(
∂L/∂µψ)δ5ψ = −ψiγµγ5ψ ,

Q5 =
∫
d3xj5µ=0(x) = −

∫
d3xψ†γ5ψ(x) .

この系では正準共役量が

πψ = ∂L/∂ψ̇ = ψiγ0 = iψ† ,
{
ψ(x), πψ(y)

}
= iδ3(x − y) ,

で与えられる。これを用いてやると次の計算が容易になる。

[
iQ5, ψψ(x)

]
= −

∫
d3y

[
πψγ5ψ(y), ψψ(x)

]
= 2ψiγ5ψ(x) ,[

iQ5, ψiγ5ψ(x)
]

= −2ψψ(x) . (E.25)

よって、この Dirac フェルミオンが真空凝縮を起こして期待値を持つことになるなら、複合場 ψiγ5ψ には

NG boson が現れることになる。

〈 0 |ψψ(x)| 0 〉 = − N

2G
m �= 0 ,

⇒ 〈 0 |[iQ5, ψiγ5ψ(x)
]| 0 〉 = −2〈 0 |ψψ(x)| 0 〉 =

N

G
m �= 0 .

• 補助場の導入

(E.23) の生成汎関数を、ψ の外場を η として導入する。

Z[η, η] =
∫
DψDψ exp i

∫
d4x

[LNJ + ηψ + ηψ
]
. (E.26)

この生成汎関数から Green 関数を生成するには、外場の左微分を適当な回数だけ行えばよい。これにさら

に次の因子を掛ける。

1 =
∫

DσDπ exp i
∫
d4x

[
−N

2λ
(
σ′(x)2 + π′(x)2

)]
. (E.27)
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σ′(x) = σ(x) +
λ

N
ψψ(x) , π′(x) = π(x) +

λ

N
ψiγ5ψ(x) . (E.28)

実際に代入するのであるが、パラメータ λ の次元などを考慮し、4-Fermi 相互作用を湯川型相互作用に書き

換えるように λ = 2G ととる。

Z[η, η] =
∫

DψDψDσDπ exp i
∫
d4x

[LY(ψ, ψ, σ, π) + ηψ + ηψ
]
, (E.29a)

LY = ψiγµ∂µψ − N

2λ
(σ2 + π2) − ψ(σ + iγ5π)ψ . (E.29b)

• Effective action, Effective potential

ここからは補助場 σ(x), π(x) の振る舞いを見るため、はじめに存在したフェルミオン ψ(x) を積分し、σ(x),

π(x) で記述された有効作用を求める。フェルミオンであることに注意することで、次のように与えられる。

Z =
∫

DσDπ exp iNSB[σ, π] , (E.30a)

SB[σ, π] = − 1
2λ

∫
d4x(σ2 + π2) − i log Det

[
i/∂ − (σ + iγ5π)

]
, (E.30b)

Γ[σ, π] = SB[σ, π] +O(1/N ) . (E.30c)

ここでは O(1/N ) のオーダーから先は考慮せず、せいぜい 1 ループまでしかみない。その仮定の下での有

効ポテンシャルは次のようになる。

V (σ, π) = −SB[σ(x) = σ, π(x) = π]

=
1
2λ

(σ2 + π2) −
∫

d4k

i(2π)4
log det

[
/k − (σ + iγ5π)

]
, (E.31a)

=
1
2λ

(σ2 + π2) − 2
∫

d4k

i(2π)4
log(σ2 + π2 − k2 − iε) , (E.31b)

= V (0, 0) +
1
2λ

(σ2 + π2) − 1
16π2

[
Λ4 log

(
1 +

σ′2

Λ2

)
− σ′4 log

(
1 +

Λ2

σ′2

)
+ σ′2Λ2

]
. (E.31c)

最後の等式では運動量を Euclid 化し、紫外部分を取り除き、紫外発散切断 Λ を導入している。また σ′2 =

σ2 + π2 である。

• Self-consistency conditions

有効ポテンシャル (E.31a) を直接 σ で微分することで、停留条件を求めることも可能である。

∂V

∂σ

∣∣∣
σ=σ0

=
σ0

λ
−
∫

d4k

i(2π)4
∂

∂σ
log det

[
/k − σ

]∣∣∣
σ=σ0

= 0 ,

∂

∂σ
log det

[
/k − σ

]
=

∂

∂σ
tr log

[
/k − σ

]
= tr

[ 1
σ − /k

]
,

∴ − σ0 = −λ
∫

d4k

i(2π)4
tr
[ 1
σ0 − /k

]
. (E.32)
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最後の等式の意味を考察しよう。湯川型相互作用に書き換えられた Lagrangian (E.29b) を補助場 σ(x) につ

いて解くと、σ(x) = −(λ/N)ψψ が得られる。これより、また、フェルミオンの真空凝縮 〈ψψ〉 = σ0 �= 0 よ

り、(E.32) はフェルミオン ψ(x) のループ計算にあたることがわかる。また ψ はもともと 4 点相互作用で

あったため、このループ計算はフェルミオンの 2 点関数にループがついた形を示している。Lagrangian の

中に、2 点関数として入る項は質量項であり、上の計算より、そのループ寄与による質量がまたもとの σ0

となる、ということがわかる。符号は Lagrangian に寄与するものと一致している。この表式 (E.32) が成

り立つとき、理論は自己無矛盾であるという。また、これを条件として理論に課すことを、self-consistency

condition という。

• 2 点関数

有効作用 Γ[σ, π] = SB[σ, π] において、補助場 π(x) の 2 点関数を調べ、その振る舞いを見る。まず表記を

簡単にするためにも、次の表記を復習する。

(i/∂ − σ0)SF(x − y) = iδ4(x− y) , SF(x− y) =
∫

d4k

i(2π)4
e−ik(x−y)

σ0 − /k − iε
, → iS−1

F = i/∂ − σ0 .

これを用いて有効作用 Γ[σ, π] = SB[σ, π] を記述する。

Γ[σ, π] = − 1
2λ

∫
d4x(σ2 + π2) − i log Det[iS−1

F − iγ5π]

= − 1
2λ

∫
d4x(σ2 + π2) − iTrLn[iS−1

F − iγ5π] .

有効作用から 2 点関数を求めるのだが、それは π(x) で 2 回汎関数微分を行うことで得られる。

Γ(2)
π (x1, x2) =

δ

δπ(x1)
δ

δπ(x2)
Γ[σ, π]

∣∣∣σ=σ0
π=0

.

TrLn[iS−1
F − iγ5π] を π について展開する。

TrLn[iS−1
F − iγ5π] = TrLn[iS−1

F ] − Tr
[
(−iγ5π)·iSF

]
+

(−1)2

2!
Tr
[
(−iγ5π)·iSF ·(−iγ5π)·iSF

]
+ · · · .

2 点関数に寄与するのは第 3 項のみであるので、それを積分形式に書き換えておく。

Tr
[
(−iγ5π)·iSF ·(−iγ5π)·iSF

]
= −

∫
d4y1d

4y2d
4y3 δ

4(y1 − y3) tr
[
(−iγ5π(y1))iSF(y1 − y2)(−iγ5π(y2))iSF(y2 − y3)

]
= −

∫
d4y1d

4y2 tr
[
(−iγ5π(y1))iSF(y1 − y2)(−iγ5π(y2))iSF(y2 − y1)

]
.

負号はフェルミオンの寄与である。これより次のように 2 点関数が表される。

Γ(2)
π (x1, x2) = − 1

λ
δ4(x1 − x2)

+
i

2

∫
d4y1d

4y2
δ

δπ(x1)
δ

δπ(x2)
tr
[
(−iγ5π(y1))iSF(y1 − y2)(−iγ5π(y2))iSF(y2 − y1)

]
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≡ Γ(2)
1 (x1, x2) + Γ(2)

2 (x1, x2) .

これをこのまま汎関数微分を実行してもかまわないが、ここではまず運動量表示に変換して、その後に運動

量表示での汎関数微分を実行する。そのため運動量表示での汎関数微分をここで考察する。

δ

δπ(p)
π(k) =

[ ∫
d4xe−ipx

δ

δπ(x)

][ ∫
d4yeikyπ(y)

]
=

∫
d4xd4y e−ipxeikyδ4(x− y)

=
∫
d4x ei(p−k)x = (2π)4δ4(p− k) .

まず運動量表示での 2 点関数を構成する。全体の運動量保存を考慮して次のように与える。∫
d4x1d

4x2 e
−ipx1e−iqx2Γ(2)

π (x1, x2) = Γ̃(2)
π (q)(2π)4δ4(p+ q) .

これを用いて Γ(2)
1 , Γ(2)

2 のそれぞれについて計算を実行する。∫
d4x1d

4x2 e
−ipx1e−iqx2Γ(2)

1 (x1, x2) =
∫
d4x1d

4x2 e
−ipx1e−iqx2

[
− 1
λ
δ4(x1 − x2)

]
= − 1

λ
(2π)4δ4(p+ q) ,∫

d4x1d
4x2 e

−ipx1e−iqx2Γ(2)
2 (x1, x2)

=
i

2
δ

δπ(p)
δ

δπ(q)

∫
d4k

(2π)4
d4�

(2π)4
tr
[
(−iγ5π(k − �))

1
σ0 − /k

(−iγ5π(�− k))
1

σ0 − /�

]
=
i

2

∫
d4k

(2π)4
d4�

(2π)4
(2π)8

[
δ4(k − �− p)δ4(�− k − q) + δ4(�− k − p)δ4(k − �− q)

]
× tr

[
(−iγ5) 1

σ0 − /k
(−iγ5) 1

σ0 − /�

]
= (2π)4δ4(p+ q)

i

2

∫
d4k

(2π)4
tr
[
(−iγ5) 1

σ0 − /k
(−iγ5) 1

σ0 − (/k + /q)

]
+ (2π)4δ4(p+ q)

i

2

∫
d4�

(2π)4
tr
[
(−iγ5) 1

σ0 − (/� + /q)
(−iγ5) 1

σ0 − /�

]
= −(2π)4δ4(p+ q)

∫
d4k

i(2π)4
tr
[
(−iγ5) 1

σ0 − /k
(−iγ5) 1

σ0 − (/k + /q)

]
.

まとめると運動量表示の 2 点関数が次のようになる。

Γ̃(2)
π (q) = − 1

λ
−
∫

d4k

i(2π)4
tr
[
(−iγ5) 1

σ0 − /k
(−iγ5) 1

σ0 − (/k + /q)

]
. (E.33)
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F Nonlinear Sigma Models in Two Dimensions

ここでは超対称でない 3 つの基礎的な NLSM (O(N), CPN−1, Gross-Neveu) についての紹介を行う。解析方

法は 1/N 展開、つまり非摂動論的解析である [33][34][35]。

F.1 O(N) Model

ここで考えるのは D = 2 時空での O(N) 変換不変な模型である。N 成分実場 φi(x) (i = 1, · · · , N) を考えよ

う。時空の計量は ηµν = diag.(+−) とする。

φT (x) = (φ1(x), φ2(x), · · · , φN(x)) , ηµν = diag.(+−) . (F.1)

この実場 φ(x) に次の拘束条件を課す。

φT (x)φ(x) =
N∑
i=1

φi(x)φi(x) =
1
g2

. (F.2)

つまり φ(x) は SN−1 に拘束されているとする。

この実場 φ(x) が大域的 O(N) 変換に対して次のように変換されるとする。つまり実場は O(N) 変換に対して

は N 表現 N、つまり基本表現とする。

φ′
i(x) = Rijφj(x) . (F.3)

この変換に対して、拘束条件 (F.2) は不変である。

ここで、大域的 O(N) 変換に対して不変な Lagrangian を構成する。

L =
1
2
(∂µφ)T (∂µφ) , (F.4a)

L′ =
1
2
(∂µφ′)T (∂µφ′) =

1
2
(∂µφ)TRTR(∂µφ) = L . (F.4b)

簡単にまず摂動論的な考察を行う。一般に時空次元が D のときであるとしよう。実場の真空期待値が

〈φ(x)〉 = 0 , (F.5)

であるとき、この Lagrangianで表される系は自発的対称性の破れを起こさず、ただゼロ質量な自由場を記述するも

のとなっている。しかしここでは拘束条件 (F.2) を課している。このため、N 個の実場 φi(x) が同時に 〈φi(x)〉 = 0

となる事は許されていない。つまり N 個の φi(x) のうちいずれかはゼロでない真空期待値を持つことになり、

O(N) 対称性が自発的に破れてしまう。( D = 2 のときは後で簡単に触れるが、自発的には破れない。)

この模型は SN−1 上の O(N) 変換なので、φi(x) の真空期待値として次のようにとることが可能である。

φi(x) = 0 ( i = 1, · · · , N − 1 ) , φN(x) =
1
g

�= 0 . (F.6)
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この期待値を手で選択したことにより SN−1 上の O(N) 対称性が O(N − 1) に破れ、破れた自由度

1
2
N(N − 1) − 1

2
(N − 1)(N − 2) = N − 1 , (F.7)

だけゼロ質量の NG boson が現れる (φi(x) (i = 1, · · · , N − 1) の量子論的ゆらぎとして)。また φN(x) のゆらぎ

からは有質量ボソンが現れる。

しかし今の模型では時空次元が D = 2 の場合を考えている。摂動論的にはあまり深く追求しないで現象のみ言

及するにとどめておくが、このときゼロ質量 NG boson は紫外発散だけでなく赤外発散も起こしている。この赤

外発散を回避しようとすると、実場は質量を持つようになり、結果として系の O(N) 対称性が回復する。

この、D = 2 では実場が有質量になり対称性が自発的に破れることはない、ということを非摂動論的に見てい

こう。ここでは N が 1 より十分大きいとする。また結合定数と Large-N とは以下の関係にあるとする。

g2N : fixed , N → ∞ . (F.8)

有効作用を求めたいため、φ(x) を古典的な定数部分 ϕ と量子的な補正部分 φ′(x) に分解する。またその有効

作用を求める際、次の拘束条件が課される。

φ(x) = ϕ + φ′(x) , 〈φ(x)〉 = ϕ ,

∫
d2xφ′(x) = 0 (F.9)

では、考察する模型の Lagrangian と拘束条件、そしてそれに伴う生成汎関数を与えよう。

L =
1
2
(∂µφ(x))T (∂µφ(x)) =

1
2

N∑
i=1

(∂µφi(x))2 , φT (x)φ(x) =
N∑
i=1

φi(x)φi(x) =
1
g2

, (F.10a)

Z =
∫

Dφ exp
( i

2

∫
d2x(∂µφ)2

)(∏
x

δ(φ2 − 1
g2

)
)(
δ(
∫
d2xφ(x) − ϕ

∫
d2x)

)
. (F.10b)

生成汎関数の中にある無限個のデルタ関数を、汎関数 Fourier 変換を用いて書き直す。

∏
x

δ(φ2 − 1
g2

) =
∫

[dλ] exp
( i

2

∫
d2xλ(x)

{
φ2(x) − 1

g2

})
. (F.11)

これを生成汎関数 (F.10b) に代入する。

Z =
∫
DφDλ exp

( i
2

∫
d2x

[
(∂µφ)2 − λ{φ2 − 1

g2
}])(δ(∫ d2xφ(x) − ϕ

∫
d2x)

)
=

∫
DφDλ exp

(
− i

2

∫
d2xd2yφT (x)

[
∂2 + λ

]
x,y

φ(y) +
i

2g2

∫
d2xλ(x)

)
. (F.12)

ここで拘束条件 (F.9) を実行すると、生成汎関数 (F.12) の中の φ′(x) の 1 次の部分は積分から落ちて、2 次の部

分のみが残る。またその 2 次部分も Gauss 積分が実行できる。そこで実際にこの実場を積分して、それから得ら

れる有効作用 Seff を導出しよう。∫
Dφ′ exp

(
− i

2

∫
d2xd2yφ′T (x)

[
∂2 + λ

]
x,y

φ′(y)
)

=
{
Det(∂2 + λ)x,y

}−N
2 = exp

(
− N

2
TrLn(∂2 + λ)x,y

)
.
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ここで Tr, Ln は時空座標を無限次元行列の足としたときの trace と log を表す。すなわち以下の関係が Tr には

あることになる。

TrMx,y =
∫
d2xd2yδ2(x− y)M(x, y) .

この表式は後に実際に計算する。とりあえずここではこのままで生成汎関数を再表示しよう。

Z =
∫
Dλ exp

(
− N

2
TrLn(∂2 + λ)x,y − i

2

∫
d2xλ(x)

{
ϕ2 − 1

g2

})
(F.13a)

≡
∫
Dλ exp(iSeff [λ(x),ϕ]) ,

Seff [λ(x),ϕ] = −1
2
{
ϕ2 − 1

g2

}∫
d2xλ(x) +

iN

2
TrLn(∂2 + λ)x,y . (F.13b)

次に、理論の真空を探すために有効作用 (F.13b) から有効ポテンシャルを構成する。有効ポテンシャルは次の

ように定義される。

Seff [λ(x) = λc,ϕ] = −V (λc,ϕ)
∫
d2x

= −1
2
λc

{
ϕ2 − 1

g2

}∫
d2x+

iN

2
TrLn(∂2 + λc)x,y . (F.14)

TrLn(∂2 + λc)x,y =
∫
d2xd2y δ2(x− y) Ln

( ∫ d2k

(2π)2

∫
d2l

(2π)2
e−ikxeily (2π)2δ2(k − l)[−k2 − λc]

)
=

∫
d2k

(2π)2
log(−k2 + λc)

∫
d2x ,

これより、有効ポテンシャルの具体的な表記が次で与えられることになる。

V (λc,ϕ) =
1
2
λc

{
ϕ2 − 1

g2

}
+
N

2

∫
d2k

(2π)2i
log(−k2 + λc) . (F.15)

この有効ポテンシャルを用いて理論の真空を求める方法として、有効ポテンシャルを λc で変分しても変化しない

停留点を求めるものがある。この条件は以下で与えられる。

∂V (λc)
∂λc

∣∣∣
λc=λ∗

c

= 0 . (F.16)

これから次の関係が容易に得られる。

1
g2N

=
ϕ2

N
+
∫

d2k

(2π)2i
1

λ∗c − k2
. (F.17)

この関係式 (F.17) は、実場 φ(x) の伝播関数 〈φT (x)φ(y)〉 のループ補正が相互作用点の結合定数になれ、という
self-consistency condition となっている。つまり左辺は相互作用点の結合定数、右辺第 1 項は伝播関数の期待値、

そして第 2 項はループ補正項と見ることができる。したがって λ∗c は実場 φ(x) の質量 (の 2 乗) と見ることがで

きる。

λ∗c ≡ m2 . (F.18)
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表式 (F.17) の積分は紫外発散を含んでいるので、ここで紫外発散切断 Λ を導入して積分しよう。その結果、表式

(F.17) は次のようになる。

1
g2N

=
ϕ2

N
+

1
4π

log
(Λ2

λ∗c

)
. (F.19)

このままでは結合定数は発散しているので、繰り込まれた結合定数に置き換える必要がある。この繰り込まれた

結合定数 gR と繰り込まれていない結合定数 g を次のように結ぶ。

1
g2
RN

=
1

g2N
− 1

4π
log

(Λ2

µ2

)
. (F.20)

ここで µ は scale parameter と呼ばれる任意定数である。この繰り込まれた結合定数で再び表式 (F.17) を記述す

ると、それは有限な関係を与えることができる。

1
g2
RN

=
ϕ2

N
+

1
4π

log
(µ2

λ∗c

)
. (F.21)

これから、補助場 λ(x) の真空期待値 λ∗c が次のように実場の真空期待値 ϕ と繰り込まれた結合定数 gR、そして

scale parameter µ で表すことができる。

λ∗c = µ2 exp
(4πϕ2

N

)
exp

(
− 4π
g2
RN

)
≡ M2 exp

(4πϕ2

N

)
, (F.22a)

M2 = µ2 exp
(
− 4π
g2
RN

)
. (F.22b)

M は繰り込み群変換に対して不変な mass scale である。したがってこれより、実場の真空期待値 ϕ が拘束条件

(F.2) があるにもかかわらず非摂動論的には ϕ2 = 0 と、全てゼロにすることができる。これは、摂動論的には真

空期待値がゼロとならず、大域的 O(N) 対称性が自発的に破れていたという描像と異なり、O(N) 対称性を保っ

ていることを意味している。またその非摂動効果により、もともとゼロ質量であった実場 φ(x) が表式 (F.17) に

よって質量 m2 = λ∗c = M2 を獲得している。これも非摂動効果の著しい点である。

ついでながら、有効ポテンシャルを繰り込まれた結合定数で書き直すとどのようになるのかを考察しよう。まず

表式 (F.15) の中の積分を実行した物を与える。

1
N
V (λc,ϕ) =

1
2
λ∗c
(
ϕ2 − 1

g2
R

)
− 1

8π
λ∗c
(

log
λ∗c
µ2

− 1
)

+
(
divergent constant

)
� M2

8π
exp(4πϕ2) . (F.23)

実は最後の項は繰り込まれた結合定数を用いて書き直しても発散が押えられていない。これは、理論の真空状態

にはもともと最後の項だけエネルギーを持っていると解釈される。つまりゼロ点のエネルギーの取り方が上の考

察のままでは誤りであることになっている。したがってこの分だけの真空のエネルギーを引いておく。

(F.23) をみると、ポテンシャルの最小点は ϕ = 0 の点で実現されている。つまり拘束条件があったにも関わら

ず O(N) 対称性が破れていないのである。これは理論が質量を持ち、かつ紫外発散が結合定数に登場して繰り込
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まれるために起こる現象である。本文では、拘束条件が F -term にのみ登場するのであるが、N = 2 の超対称性

を持つため、F -term には非繰り込み定理が働く。そのため結合定数が一切紫外発散を受けず、繰り込まれない。

そのためどうしても拘束条件が直接真空期待値に作用してしまうのである。

F.2 CP��1 Model

次に今度は複素場に拡張した模型を考察する。次のような設定をしよう。

φT (x) = (φ1(x), φ2(x), · · · , φN(x)) , ηµν = diag.(+−) , (F.24a)

φ†(x)φ(x) = 1 (constraint) . (F.24b)

この拘束条件は大域的 U(N) 変換に対して不変である。この大域的 U(N) 変換を局所的変換に部分的に拡張する。

つまり U(N) 群の部分群である U(1) 群をゲージ化する。その際ゲージ場 Aµ(x) を導入する。これらの場は局所

的 U(1) 変換に対して次のように変換されるとする。

φ(x) → φ′(x) = eieθ(x)φ(x) , Aµ(x) → A′
µ(x) = Aµ(x) +

1
e
∂µθ(x) . (F.25)

これらの変換に対して不変な次の Lagrangian をこれから考察しよう。

L =
1
e2

(Dµφ)†(Dµφ) . (F.26)

但し共変微分 Dµ は次で定義されている。

Dµφ(x) = (∂µ − iAµ)φ(x) . (F.27)

実数補助場 λ(x) を用いて、拘束条件を考慮した生成汎関数を次のように与える。

Z =
∫
Dφ†DφDAµDλ exp

( i

e2

∫
d2x

{
(Dµφ)†(Dµφ) − λ(φ†φ − 1)

})
. (F.28)

部分積分し、複素場 φ(x) を積分して、有効作用を構成する。

Z =
∫

Dφ†DφDAµDλ exp
(
− i

e2

∫
d2xφ†{(DµDµ) + λ

}
φ +

i

e2

∫
d2xλ

)
=

∫
DAµDλ exp

( i

e2

∫
d2xλ−NTrLn

[
(∂µ − iAµ)2 + λ

])
≡

∫
DAµDλ exp

(
iSeff

)
, (F.29a)

Seff =
1
e2

∫
d2xλ+ iNTrLn

[
(∂µ − iAµ)2 + λ

]
. (F.29b)

e2N を固定して N → ∞ ととる極限での考察をすると、この有効作用は 2 項とも同じオーダーで効いて来る。停

留点での振舞は O(N) 模型と全く同じであり、補助場は真空期待値を獲得して複素場の質量を与える。一方補助
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場としてのゲージ場は、Lorentz 不変性より真空期待値はゼロとなる。つまり鞍点では次のようになり、O(N) 模

型のときと全く同様の考察が適用できて、複素場は対称性を壊さない。

〈λ(x)〉 = m2 , 〈Aµ(x)〉 = 0 . (F.30)

ここからは、補助場でしかなかったゲージ場が量子補正によって運動項を獲得する機構を考察する。そのため

には有効作用の停留点からのずれを見なければならない。そのため、補助場 λ(x), Aµ(x) の真空期待値からのず

れを次のようにとって考察をすれば良い。

λ(x) = 〈λ(x)〉+ σ(x) = m2 + σ(x) , Aµ(x) = 〈Aµ(x)〉 + Bµ(x) = Bµ(x) , (F.31a)∫
d2xσ(x) = 0 ,

∫
d2xBµ(x) = 0 . (F.31b)

停留点での有効作用を S0、量子補正を Sq とおくと、具体的にそれらは次のようになる。

Seff =
1
e2

∫
d2x(m2 + σ(x)) + iNTrLn

[
(∂µ − iBµ)2 +m2 + σ

]
= S0 + Sq , (F.32a)

S0 =
1
e2

∫
d2xm2 + iNTrLn

[
∂2 +m2

]
, (F.32b)

Sq = iNTrLn
[
1 +

1
∂2 +m2

(σ − i�∂µBµ − iBµ∂
µ −BµB

µ)
]
. (F.32c)

ここで微分記号 �∂µBµ は、その直後の Bµ だけでなく積分されている複素場も叩いている、と言う意味である。

具体的には次のようになるが、煩わしいので以後も �∂µBµ という表記を行う。

�∂µBµ ≡ ∂µBµ +Bµ∂
µ .

量子補正と言ってもそんなに高いオーダーまでは見ず、複素場の 1 ループ補正までを見る。これに寄与して来る

のは場の 2 点関数までであるので、Sq をそこまで展開しよう。

Sq = − i

2
NTr

[ 1
∂2 +m2

σ
1

∂2 +m2
σ
]

− iNTr
[ 1
∂2 +m2

BµBνη
µν
]

+
i

2
NTr

[ 1
∂2 +m2

(�∂µBµ +Bµ∂
µ)

1
∂2 +m2

(�∂νBν +Bν∂
ν)
]
. (F.33)

場の 1 点関数、つまり具体的には次の関数は寄与しない。なぜなら場の真空期待値が本質的に効いて来るだけで

あり、それは量子補正での拘束条件 (F.31b) によって落ちるからである。

Tr
[ 1
∂2 +m2

σ
]

= 0 , Tr
[ 1
∂2 +m2

(�∂µBµ +Bµ∂
µ)
]

= 0 .

では (F.33) の各項を具体的に計算していこう。準備として以下のものを構成しておく。

〈x |σ| y 〉 = σ(x)δ2(x − y) ,
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〈x | 1
∂2 +m2

| y 〉 =
1

∂2
x +m2

δ2(x− y) =
∫

d2k

(2π)2
e−ik(x−y)

1
m2 − k2

,

〈x |(�∂µBµ + Bµ∂
µ)| y 〉 = (�∂µxBµ(x) + Bµ(x)∂µx )δ2(x− y)

=
∫

d2q

(2π)2

∫
d2k

(2π)2
e−ik(x−y)e−iqx(−i){2kµ + qµ

}
B̃µ(q) .

これらを用いると各項が簡単に求められる。

Tr
[ 1
∂2 +m2

σ
1

∂2 +m2
σ
]

=
∫

d2q

(2π)2

∫
d2k

(2π)2
1

(m2 − k2)(m2 − (k + q)2)
σ̃(−q)σ̃(q) , (F.34)

Tr
[ 1
∂2 +m2

BµBνη
µν
]

= ηµν
∫

d2q

(2π)2

∫
d2k

(2π)2
1

m2 − k2
B̃µ(−q)B̃ν (q) , (F.35)

Tr
[ 1
∂2 +m2

(�∂µBµ +Bµ∂
µ)

1
∂2 +m2

(�∂νBν +Bν∂
ν)
]

=
∫

d2q

(2π)2

∫
d2k

(2π)2
−(2k + q)µ(2k + q)ν

(m2 − k2)(m2 − (k + q)2)
B̃µ(−q)B̃ν (q) . (F.36)

これにより、有効作用の量子補正 Sq が次のように簡単になることが分かる。

Sq =
N

2

∫
d2q

(2π)2
[
Π(q)σ̃(−q)σ̃(q) + Πµν(q)B̃µ(−q)B̃ν (q)

]
, (F.37a)

Π(q) =
∫

d2k

(2π)2i
1

m2 − k2
, (F.37b)

Πµν(q) =
∫

d2k

(2π)2i
(2k + q)µ(2k + q)ν

(m2 − k2)(m2 − (k + q)2)
+ 2ηµν

∫
d2k

(2π)2i
1

m2 − k2
. (F.37c)

ゲージ場としての効果はこの Πµν(q) である。これが Ward 恒等式を満たすとき、ゲージ場が量子補正によって

運動項を得たことになる。実際にこの Πµν(q) を計算してみよう。

Πµν(q) =
∫

d2k

(2π)2i
1

(m2 − k2)(m2 − (k + q)2)
{
(2k + q)µ(2k + q)ν + 2ηµν(m2 − (k + q)2)

}
=

∫ 1

0

dx

∫
d2�

(2π)2i
F (�, q, x)
(�2 − ∆)2

,

�µ = kµ + xqµ , ∆ = m2 − x(1 − x)q2 ,

F (�, q, x) = −2ηµν
( − 2

d
+ 1

)
�2 + 2ηµν(m2 − (1 − x)2q2) + (2x− 1)2qµqν .

上の計算途中では Feynman パラメータを導入している。また、Lorentz 不変性より、� の 1 次の項は落ちる。2

次の項は以下のような置き換えが可能である。但し次元を 2 から微小にずらして D = 2 − ε としている。つまり

次元正則化の方法の準備をしている。

�µ�ν → 1
D
ηµν�2 .

次元正則化を用いるため、さらに �µ を Wick rotation して次元を D に変える。

�0 = i�0E , �i = �iE , (F.38)
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Πµν(q) =
∫ 1

0

dx

∫
dD�E
(2π)D

2(− 2
D + 1)ηµν�2E
(�2E + ∆)2

+
∫ 1

0

dx

∫
dD�E
(2π)D

2ηµν(m2 − (1 − x)2q2) + (2x− 1)2qµqν

(�2E + ∆)2

=
∫ 1

0

dx
1
4π

Γ(2 − D

2
)
( 1

∆

)2−D
2
(−2ηµν∆)

+
∫ 1

0

dx
1
4π

Γ(2 − D

2
)
{
2ηµν∆ + 2ηµν(−2x2 + 3x− 1)q2 + (2x− 1)2qµqν

}
= −(ηµνq2 − qµqν)

∫ 1

0

dx
1
4π

Γ(2 − D

2
)
( 1

∆

)2− D
2
(2x− 1)2 . (F.39)

最後の計算では実は次に比例した項も見かけ上残って来るように見える。しかし Feynman パラメータを新たに導

入して、そのパラメータの交換について反対称となってしまうので、この積分はゼロとなることが具体的に実行

しなくてもわかる。∫ 1

0

dx
( 1

∆

)2−D
2 {
ηµνq2(2x− 1)

}
=

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dyδ(x + y − 1)
( 1

∆

)2−D
2
(x− y) = 0 .

表式 (F.39) より、次のように Ward 恒等式を満たすことは明らかとなる。

qµΠµν(q) = −(q2qν − q2qν)
∫ 1

0

dx
1
4π

Γ(2 − D

2
)
( 1

∆

)2−D
2
(2x− 1)2 = 0 . (F.40)

これより、量子補正によりゲージ場の運動項が得られたことがわかる。なお、詳しくは見なかったが、補助場 λ(x)

の量子補正 Π(q) には、微分項が入ってないのでゲージ場のような運動項は登場せず、相変わらず補助場である。

F.3 Gross-Neveu Model

これまではボソンのみの系についての模型を挙げてきたが、ここではフェルミオンのみの系を考察する。O(N)

基本表現として変換する N 重項Majorana フェルミオン ψi からなる次の Lagrangian を用意する。

L =
i

2
ψiγ

µ∂µψi +
g

4
(ψiψi)

2 . (F.41)

この模型は Gross-Neveu model と呼ばれる。

この Gross-Neveu model は離散的な chiral 対称性を持つ。つまり以下の変換に対して不変である。

ψi → ψ′
i = γ5ψi , ψi → ψ

′
i = −ψiγ5 . (F.42)

L′ =
i

2
ψ
′
iγ
µ∂µψ

′
i +

g

4
(ψ

′
iψi)

2 =
i

2
(−ψiγ5)γµ∂µ(γ5ψi) +

g

4
(−ψiγ5γ5ψi)2

=
i

2
ψiγ

µ∂µψi +
g

4
(ψ

′
iψi)

2

= L .

ここで補助場を次のように導入しよう。

σ(x) = −gψiψi . (F.43)
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この補助場を用いて、Lagrangian (F.41) に等価な系を考えると、その系における Lagrangian は次のように書き

表すことができる。

L =
i

2
ψiγ

µ∂µψi − 1
4g
σ2 − 1

2
σψiψi . (F.44)

この Lagrangian における相互作用は 3 点までである。一方 (F.41) はフェルミオンの 4 点相互作用まで含まれる。

この (F.44) で表される系の生成汎関数 Z を書き下そう。

Z =
∫
DψiDσ exp(iS)

=
∫
DψiDσ exp

( i
2

∫
d2x

{
ψi(iγ

µ∂µ − σ)ψi − 1
2g
σ2
})

. (F.45)

ではフェルミオン ψi を積分して、そこから得られる有効作用、また有効ポテンシャルを求めよう。

Z =
∫
DψiDσ exp

( i
2

∫
d2x

{
ψi(iγ

µ∂µ − σ)ψi − 1
2g
σ2
})

=
∫
Dσ exp

{
− i

4g

∫
d2xσ2 +NTrLn det(iγµ∂µ − σ)

}
≡

∫
Dσ exp(iSeff ) , (F.46a)

Seff [σ(x)] =
N

i
TrLn det(iγµ∂µ − σ(x)) − 1

4g

∫
d2xσ2(x) . (F.46b)

gN を固定させて N → ∞ の極限をとる操作を行う (Large-N limit)。このとき、有効作用 (F.46b) は両項とも同

じオーダーで効いてくる。Large-N 極限をとることで効いてくるものを見るため、saddle point を探そう。その

ため、場 σ(x) を定数 σc と置く。つまり真空期待値を σc (ゼロであっても良いため、具体的な数値は与えない)

と置くことになる。

Seff [σ(x) = σc] ≡ −V (σc)
∫
d2x . (F.47)

実際に計算を実行するため、次の計算を行う。

TrLn det(iγµ∂µ − σc) =
∫
d2xd2y〈x | log det(iγµ∂µ − σc)| y 〉〈 y | x 〉

=
∫
d2xd2y

[
log det(i/∂x − σc)δ2(x− y)

]
δ2(y − x)

=
∫
d2x

∫
d2k

(2π)2
log det(/k − σc · 1)

=
∫
d2x

∫
d2k

(2π)2
log(σ2

c − k2) . (F.48)

但し最後の計算においては次の計算を行っている。∫
d2k log det(/k − σc · 1) =

∫
d2k

{1
2

log det(/k − σc · 1) +
1
2

log det(−/k − σc · 1)
}

=
∫
d2k

1
2

log det[(σ2
c − k2) · 1] =

∫
d2k log(σ2

c − k2) .
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これにより、有効ポテンシャルの具体的な表式が次で与えられる。

V (σc) =
σ2
c

4g
−N

∫
d2k

(2π)2i
log(σ2

c − k2) . (F.49)

これ以降は実は O(N) 模型と全く同じである。

物理的には、これ以降の考察によって 1 ループ項に質量 m2 = σ2
c が存在するために、Majorana フェルミオン

が質量を獲得したことがわかる。これは chiral 対称性が保たれなくなることを意味する。つまり対称性が破れて

いることになる。

今の場合、離散的な chiral 対称性が破れたのであるが、これが連続的な chiral 対称性の場合、そうはならない。

次に紹介する Coleman’s theorem によって、D = 2 の理論では連続対称性は破れないからである。
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G Coleman’s Theorem

ここでは S. Coleman によって指摘された、D = 2 時空では連続対称性の自発的破れが起こらないと言う

Coleman’s theorem を紹介する [26]。

G.1 Introduction and Conclusions

D = 4 時空における Nambu-Goldstone theorem (appendix E) では、連続対称性から作られる Noether current

と、それから作られるチャージを用いて、対称性が自発的に破れる相と、破れないで保たれる相があることを紹

介した。もう一度ここで簡単に挙げておく。連続対称性に伴う Noether current jµ が定義されて、

∂µjµ = 0 , (G.1)

をみたす。このカレントによって構成される場の変換則が、

δφ(y) ≡ i

∫
d3x

[
j0(x0,x), φ(y)

]
, (G.2)

となるが、この δφ(y) がゼロでないとき、対称性が自発的に破れているという。

しかし D = 2 時空では、「対称性は自発的破れを起こさない」。言い替えると、「Nambu-Goldstone boson が登

場しない」。これについて、証明を行う。まずその証明の前にいくつかのコメントを挙げておこう。

1.ここでの証明には D = 2 時空でのスカラー場の運動学に非常に依存している。つまり D = 2 時空理論に特

有のものである。

2.この証明は、連続対称性についてのみである。離散的な対称性については当てはまらない。

3. Higgs 機構は起こっても構わない。

G.2 Lemma

証明に使う関数とその振舞いをここで準備しよう。次のような関数を定義する。

f(x) ≤ f(y) , if x/y ≥ 1 . (G.3)

つまりこれは原点から単調減少をする、値が正の関数である。また次のように運動量を再定義する。

k± = k0 ± k1 . (G.4)

これらは rapidity α を用いた Lorentz 変換で次のように変換される。

k± → e±αk± . (G.5)
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[補題] F (k+, k−) を、正定値で Lorentz 変換に対して不変な分散関数とする。また f(k−) を先に定義した単調

減少関数とする。このとき以下の関係式を構成できる。

lim
λ→∞

∫
dk−f(λk−)F (k+, k−) = cδ(k+) ,

ここで c はある正の定数である。

[証明] 任意の λ において、極限をとる関数は正の分散関数である。(G.3) により、この関数は λ について原点

からの単調減少な振舞いをする。したがって極限操作で極限値が存在し、それは正で線形な汎関数となっている。

Lorentz 変換 (G.5) を施しても、この極限汎関数 g(k+) と g(eαk+) は同じ振舞いをする。ここで g は無限階微分

可能で、原点から十分遠いところでは十分早くゼロになる、任意のテスト関数である。この g を (G.3) で定義し

た単調減少関数とすると、この関数は原点付近にのみ制限された関数となる (つまりデルタ関数となる)ことがわ

かる。

G.3 The Proof

では本題に入る。次のように 3 つの関数を定義しよう。

F (k) =
∫
d2xeik·x〈 0 |φ(x)φ(0)| 0 〉 , (G.6a)

Fµ(k) =
∫
d2xeik·x〈 0 |jµ(x)φ(0)| 0 〉 , (G.6b)

Fµν(k) =
∫
d2xeik·x〈 0 |jµ(x)jν(0)| 0 〉 . (G.6c)

(G.1) にあるようなカレント保存則により、次のようになる。

kµFµ(k) = 0 , (G.7)

この関係により、

Fµ(k) = σkµδ(k2)θ(k0) + εµνk
νρ(k2)θ(k0) , (G.8)

となることが分かる。ここで σ はある定数 (Nambu-Goldstone theorem でいう崩壊定数) であり、ρ は分散関数

である。この関係を用いると、対称性による場の変換が

〈 0 |δφ(0)| 0 〉 = i〈 0 |
∫
dx1 [j0(x0, x1) , φ(0)]| 0 〉

=
iσ

4π
, (G.9)

のようになり、崩壊定数で表すことができる。ここで (G.8) の第 2 項は x1 について奇関数なので寄与しない。

任意のテスト関数 h(x) と任意の数 a, b を用いた状態∫
d2x h(x)[aj0(x) + bφ(0)]| 0 〉
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は正定値でなければならない。これは F00 と F が正の分散であり、

[ ∫
d2k F (k)|h̃(k)|2][ ∫ d2k F00(k)|h̃(k)|2

] ≥
∣∣∣[ ∫ d2k F0(k)|h̃(k)|2

]∣∣∣2 , (G.10)

と言う関係があることを意味する。ここで h̃ はテスト関数 h の Fourier 変換である。

このテスト関数 h を次のようにおこう。

h̃(k) = f(λk−)g(k+) + f(λk+)g(k−) . (G.11)

ここで f は (G.3) で定義した単調減少関数とし、g を、台にゼロ点を含まないテスト関数とする。h は偶関数で

あるので、(G.8) の奇関数部分は次の関係に寄与しない。∫
d2k F0(k)|h̃(k)|2 = σ|f(0)|2

∫
dk+ |g(k+)|2 . (G.12)

これは λ に依存していないことに注意しよう。

一方、λ が十分に大きな領域では、(G.11) の 2 つの項にはもはや共通する台が存在しない。したがって (G.10)

の左辺の積分は 2 つの項の和に分解される。補題と g の台の仮定により、最初の積分は λ が無限大に行く極限で

ゼロになる。一方 F00 は正の分散であるので、二つ目の積分が単調減少を起こす。これにより、

σ = 0 , (G.13)

が導かれる。これは崩壊定数がゼロ、つまり対称性が自発的に破れないと言うことを意味する。
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H Realization of Symmetries in Two Dimensions

Appendix F で紹介した Gross-Neveu model は、1/N 展開によってフェルミオンが質量を獲得したために、離

散的な chiral U(1)対称性が破れてしまっている。これを連続的な chiral 対称性を持つ模型に適用すると、今度は

そうはならない。appendix G によると D = 2 では連続対称性は自発的に破れることはない。ここでどうにかし

て chiral U(1) 対称性を回復する手段を考えなくてはならない [36][37][38][39]。

H.1 Two Point Function

まず 対称性が破れていない場合や破れた場合、2 点関数が長距離領域でどのように振舞うのかを議論する。最

も簡単な複素スカラー場の U(1) 対称性について見てみよう。

L = ∂mφ
∗∂mφ− g2

(
φ∗φ− a2

)2
. (H.1)

D �= 2 では、自発的に対称性が破れる相が存在し、そのときの 2 点関数は次のように振舞う。

lim
|x|→∞

〈φ∗(x)φ(0)〉 �= 0 . (H.2)

対称性が破れていない、そして質量を持った相では 2 点関数は指数関数的に減衰する。

〈φ∗(x)φ(0)〉 |x|→∞∼ e−mx , m > 0 . (H.3)

D = 2 理論では appendix G で見たように連続対称性が破れない。そのため 2 点関数が (H.3) のように振舞う相

しか存在しないと期待される。しかし、この “高温度相” に加えて、ほとんど自発的に対称性が破れ、相関関数が

〈φ∗(x)φ(0)〉 ∼ |x|−α , (H.4)

のように振舞う相が存在することが可能である。この相はKosterlitz-Thouless type でいう “低温度相” に類似す

るものである。この相では、例えば chiral 対称性を持つ理論でもフェルミオンは Dirac 質量を獲得することがで

き、しかも chiral 対称性は破れない現象が実現されている。

H.2 Soluble Model

では chiral U(1) 対称性を持つ Lagrangian を構成してみよう。

L = iψγm∂mψ +
1
2
(∂mσ)2 − 1

2
λ
{
ψ(1 + γ3)ψeiσ/a + ψ(1 − γ3)ψe−iσ/a

}
. (H.5)

chiral 対称性は次のようになっている。

ψ → eiβγ3ψ , σ → σ − 2βa . (H.6)
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この対称性が自発的に破れていない場合、この対称性のためにフェルミオンは Dirac 質量を持つことが許されな

いように思われる。しかし実際には Dirac 質量を持ちながら、chiral 対称性は破れないようにすることが可能で

ある。

この Lagrangian は厳密にそれを見ることができる。では次のようにフェルミオンをボソン化して新しいボソン

c を導入しよう。

iψγm∂mψ ≡ 1
2
(∂mc)2 , (H.7a)

ψ(1 ± γ3)ψ ≡ exp(±i√4πc) , ψγmψ ≡ − 1√
π
εmn∂nc . (H.7b)

これを用いて Lagrangian (H.5) を記述しなおそう。

L =
1
2
(∂mσ)2 +

1
2
(∂mc)2 − 1

2
λ
{

exp
(
i
{
σ/a+

√
4πc

})
+ exp

(
− i
{
σ/a+

√
4πc

})}
. (H.8)

さらに新しいボソン c̃, σ̃ を定義する。

c̃ ≡
√

4πc+ σ/a√
4π + 1/a2

, σ̃ ≡ −c/a+
√

4πσ√
4π + 1/a2

. (H.9)

これにより、c̃, σ̃ を用いて (H.5) が完全に書き換えられる。

L =
1
2
(∂mc̃)2 +

1
2
(∂mσ̃)2 − λ cos(βc̃) , β =

√
4π + 1/a2 . (H.10)

ここに σ̃ はゼロ質量自由スカラー場として登場している。また c̃ は sine-Gordon 場である。sine-Gordon 場のス

ペクトルは完全に知られている。ここでは β が
√

4π より大きいので、理論には有質量フェルミオンのみがソリ

トンとして存在している。それはすなわち Lagrangian (H.5) で登場していた ψ, ψ である。つまりフェルミオン

は質量を獲得している。

では chiral 対称性が存在するにも関わらずどのようにして質量を獲得したのであろうか。質量と chiral 対称性

の関係を見るために、chiral 対称性の軸性カレント J3m を構成しよう。まず (H.5) から Noether current として

構成する。

J3m = ψγmγ3ψ − 2a∂mσ . (H.11)

これを c̃, σ̃ で構成しなおす。

J3m = −
√

1
π

+ 4πa2 ∂mσ̃ . (H.12)

軸性カレントに登場するのは σ̃ だけである。c̃ は寄与していない。すなわち、c̃ は chiral 対称性に対して不変であ

る。これより、c̃ から再構成されるフェルミオンも chiral 対称性に対して不変である。基本的粒子として導入さ

れた ψ は chiral 対称性に対して (H.6) で定義したように不変ではないのであるが、c̃ から構成される物理的フェ

ルミオンは不変なのである。では物理的フェルミオン ψ̃ を構成しよう。

ψ̃γmψ̃ = − 1√
π
εmn∂nc̃ . (H.13)
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Lagrangian (H.10) をこの ψ̃ で再構成する。

L = iψ̃γm∂mψ̃ − λψ̃ψ̃ +
1
2π

(
1

1 + 4πa2

) (
ψ̃γmψ̃

)2 +
1
2
(∂mσ̃)2 . (H.14)

(H.14) からわかるように、フェルミオン ψ̃ は Dirac 質量項 λψ̃ψ̃ を獲得している。また σ̃ はゼロ質量スカラー場

として登場している。

Lagrangian (H.5), (H.14) それぞれの摂動展開を考えてみよう。摂動展開係数として選ばれるパラメータは 1/a

である。但し a は 1 より十分大きいとする。(H.5) を 1/a で展開するとそのそれぞれの項でフェルミオン ψ は

Dirac 質量項 λψψ を獲得することがわかる。σ は相変わらずゼロ質量である。ここで a→ ∞ とすると理論は自由
場理論となる。しかし、この展開を行うと chiral 対称性について不変でないフェルミオン ψ が Dirac 質量を持つ

ために chiral 対称性が破れてしまうが、それは D = 2 時空理論としては許されない。したがってこの Lagrangian

は 1/a の展開という形での摂動論が破綻している。しかし (H.14) を 1/a で展開しても、Dirac 質量項を持ってい

るフェルミオン ψ̃ は依然として chiral 対称性に対して不変であるし、σ̃ もゼロ質量のままである。そして a→ ∞
とすることでこの Lagrangian も自由場理論を記述することができる。したがって (H.14) は摂動論として非常に

良い性質を持ったものである。この意味で以前 ψ̃ を物理的フェルミオンと呼んだのである。

残る問題は、chiral 対称性は破れたのかそうではないのか、である。

(H.5) での 1/a による摂動論ではフェルミオン ψ は Dirac 質量を獲得している。そして、フェルミオンの伝播

関数のうち chiral 対称性に対して対称でない部分はゼロになっていない。つまり Dirac 質量がゼロになっていな

いということである。しかしこれは、フェルミオン ψ̃ が chiral 対称性に対して不変である限り、chirality が保存

されていないということを必ずしも意味しない。それは (H.14) で見たとおりである。しかし appendix G から、

非対称な部分は必ずゼロでないとならない。もしゼロでないなら、chiral 対称性が自発的に破れてしまうというこ

とになるからである。ではここで、非対称部分が実際にゼロになることを見よう。

ψ+, ψ− をそれぞれ chiralityが正、負であるフェルミオン成分としよう。そのエルミート共役も定義する。chiral

変換 ψ → eiβγ3ψ に関してそれぞれ次のように変換される。

ψ+ → eiβψ+ , ψ∗
+ → e−iβψ∗

+ , (H.15a)

ψ− → e−iβψ− , ψ∗
− → eiβψ∗

− . (H.15b)

chiral 変換に対して不変でない相関関数は

G(x, y) = 〈ψ+(x)ψ∗
−(y)〉 , (H.16)

である。これを計算するために、フェルミオン ψ を、自由スカラー場 σ̃ とフェルミオン ψ̃ を使って表現しなお

す。適当なボソン化を行うことで次のように変換される。

b =
√

π

1 + 4π2a2
, (H.17a)
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ψ+ = eib�σψ̃+ , ψ∗
+ = e−ib�σψ̃∗

+ , (H.17b)

ψ− = e−ib�σψ̃− , ψ∗
− = eib�σψ̃∗

− . (H.17c)

これによって chiral 変換に対して不変でない相関関数 G(x, y) は次のように書き換わる。

G(x, y) = 〈ψ+(x)ψ∗
−(y)〉 = 〈eib�σ(x)ψ̃+(x)eib�σ(y)ψ̃∗

−(y)〉 . (H.18)

σ̃ と ψ̃ は互いに相互作用しないので次のようにそれぞれを分離することができる。

G(x, y) = 〈eib�σ(x)eib�σ(y)〉〈ψ̃+(x)ψ̃∗
−(y)〉 . (H.19)

この σ̃ 部分は実は 〈eib�σ(x)eib�σ(y)〉 = 0 となるので、全体として chiral 非対称相関関数 G(x, y) はゼロとなる [37]。

もう少し精密に議論してみよう。先に述べたように (H.5) を摂動として扱うとき、展開は 1/a もしくは同等な

がら b で行う。このとき σ̃ 伝播関数部分は次のようになると予想される。

〈eib�σ(x)eib�σ(y)〉 = 1 +O(b2) . (H.20)

しかし、ゼロ質量スカラー場であるので、赤外発散の影響で、これはゼロになってしまうのである。

chiral 変換で対称な部分を計算することも興味が持たれる。変換に対して不変な相関関数では例えば次が定義さ

れる。

〈ψ+(x)ψ∗
+(0)〉 = 〈eib�σ(x)e−ib�σ(0)〉〈ψ̃+(x)ψ̃∗

+(0)〉 . (H.21)

しかしゼロ質量スカラー場部分は、

〈eib�σ(x)e−ib�σ(0)〉 = |x|−b2/4π . (H.22)

となっている22。一方フェルミオン部分は、有質量であるがゆえに非常に離れたところで

〈ψ̃+(x)ψ̃∗
+(0)〉 = e−m|x| , (H.23)

となる。ここで m は質量である。したがって (H.21) の長距離領域での振舞いは

〈ψ+(x)ψ∗
+(0)〉 = |x|−b2/4πe−m|x| , (H.24)

となる。指数関数的に減衰するものにベキ乗の補正が加わるのは、ψ が 1 粒子既約な極として存在するのではな

く切断として寄与することを意味している。これが、ψ が chiral 不変でない一方で ψ̃ が chiral 不変である理由で

ある。こういった意味でも ψ を基本的と呼び、ψ̃ を物理的と呼んだのである。

22適当に次元をあわせるパラメータ、例えば赤外発散切断が入っている。
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この模型の考察の最後として、フェルミオンの二次 〈ψ(1+γ3)ψ(x)ψ(1−γ3)ψ(0)〉 の相関を調べよう。appendix

G によればこれは長距離領域でゼロでなければならない。実際に、

ψ(1 ± γ3)ψ(x) = ψ̃(1 ± γ3)ψ̃(x)e±2ib�σ(x) , (H.25)

であるので、相関関数を構成すると、

〈ψ(1 + γ3)ψ(x)ψ(1 − γ3)ψ(0)〉 = 〈ψ̃(1 + γ3)ψ̃(x)ψ̃(1 − γ3)ψ̃(0)〉〈e2ib�σ(x)e−2ib�σ(0)〉 , (H.26)

となる。フェルミオン部分は非常に大きい |x| で定数に近づくが、ゼロ質量スカラー場の部分は |x|−b2/π のよう
に減衰する。したがってこの相関関数は全体としてベキ乗で減衰する。この振舞いははじめに述べた、(H.4) であ

るような低温度相であることを表している。

この厳密に解ける模型を通じて、連続対称性が破れないという定理は chiral 非対称な相関関数がゼロになるこ

とを見た。これは D = 2 理論では NG boson が存在しないことを意味する。連続対称性を破る相関関数がゼロ

でなくても、Ward 恒等式に対して特異な寄与をすることで、相変わらず Ward 恒等式がみたされるように働く

のが、NG boson である。D = 2 理論ではそれはできない。しかしだからといってゼロ質量スカラー場が存在で

きないとは言っていない。この模型で登場したゼロ質量スカラー場 σ̃ は NG boson ではない。このゼロ質量スカ

ラー場は低エネルギー定理に関連することがないからである。ここでは、chiral 変換で不変でない部分はゼロに

なった。そのおかげで NG boson が Ward 恒等式に関与する部分は存在しなくなったのである。

この模型では chiral 対称性に関して ψ → eiβγ3ψ と変換されるフェルミオンが導入されている。普通、chiral

対称性が破れないならば、物理的フェルミオンがゼロ質量であると思うであろう。摂動ではこれは正しいのであ

るが、もっと正確に言うとこうである。「対称性が破れず、またフェルミオン 2 点関数に極が存在する場合、その

フェルミオンはゼロ質量である。」もしも物理的フェルミオンが基本的フェルミオンと同じ量子数を持たず、その

ために 2 点関数が 1 粒子既約なものでなければ、もはや chiral 対称性が物理的フェルミオンの質量をゼロにする

かは言及できない。

まとめを行う。たとえ ψψ の相関関数が長距離領域を持っていないとしても、ベキ乗で減衰する 2 点関数が存

在するがために、長距離領域を持つ物理的相関関数があるといっても差し支えない。この「ほとんど長距離領域

の振舞いとみてよい」相関関数には、ゼロ質量粒子の存在が必要である。

ここで挙げた模型にさらに場を追加することで、もはや厳密には解析できないが同様の現象が起こっている

Gross-Neveu model を構成できる。したがってこれからはこの Gross-Neveu model を考察しよう。

H.3 Chiral Gross-Neveu Model

N 個の Dirac フェルミオン ψk, k = 1, · · · , N を用意して次の Gross-Neveu model を見よう。

L = iψkγ
m∂mψk +

g

N

{
(ψkψk)

2 + (ψkiγ3ψk)
2
}
. (H.27)
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この模型には chiral U(1) 対称性 ψk → eiβγ3ψk がある。ここで補助場 σ, π を次のように定義して導入しよう。

σ ≡ ψkψk , π ≡ ψkiγ3ψk . (H.28)

これを用いて Lagrangian (H.27) を書き直す。

L = iψkγ
m∂mψk −

1
2
(σ2 + π2) +

√
g

N
ψk(σ + iγ3π)ψk . (H.29)

chiral 変換で場は次のように変換する。

ψk → eiβγ3ψk , σ + iπ → e2iβ(σ + iπ) . (H.30)

1/N 展開を実行するために Dirac フェルミオンを経路積分で追い出して有効作用を構成する。

Seff = iNTr log
(
i/∂ +

√
g

N
(σ + iγ3π)

)
− 1

2

∫
d2x

{
σ2(x) + π2(x)

}
. (H.31)

この有効作用 (H.31) から有効ポテンシャルを構成し、1/N 展開でポテンシャルの最低点を構成すると、補助場 σ

が真空期待値を持つので Diracフェルミオンが質量を獲得し、chiral対称性を破ってしまうように見えるが、これは

実は先ほどの可解模型での (H.5) にあたる。これを回避する方法は非常に簡単である。つまり Kosterlitz-Thouless

現象を起こさせる。具体的には次のように場の再定義を行えばよい。(これは先の可解模型でのボソン化やそれに

よるフェルミオン ψ̃ の構成、ゼロ質量スカラー場 σ̃ の導入にあたる。)

σ(x) + iπ(x) ≡ ρ(x)eiθ(x) . (H.32)

この新しい場 ρ(x), θ(x) を用いる。ρ(x) の真空期待値の周りで展開すれば、それは chiral 対称性を破らないもの

になっている。ここで注意しなければならないのは、θ(x) に決まった真空期待値 (例えばゼロ) を「与えない」こ

とである。もし与えてしまうと、そこを中心として対称性が破れてしまう。

新しい場 ρ(x) と θ(x) を用いて有効作用 (H.31) を再構成しよう。

Seff = iNTr log
(
i/∂ +

1
2

√
g

N
ρeiγ3θ

)
− 1

2

∫
d2x ρ2(x) . (H.33)

赤外部分の振舞いを解析したいなら、ρ(x) を適当な c 数 に置き換えればよい。言い換えると、ρ(x) は赤外部分

には重要な寄与を及ぼさないので単に真空期待値で置き換えてもかまわないということである。赤外部分で重要

な役割を果たすのはゼロ質量の θ(x) である。しかもこの θ(x) の寄与する部分のうち、(∂mθ)2 の部分のみが赤外

に寄与する。ここだけ取り上げた有効作用は次のようになる。

Seff =
N

4π

∫
d2x

(
∂mθ(x)

)2
. (H.34)

さて、可解模型の時と同様に、対称性を破る相関関数とその長距離領域を考察しよう。例えば前と同様に 〈ψk(1+

γ3)ψk(x)ψ�(1 − γ3)ψ�(0)〉 を見る。これより、

ψk(1 ± γ3)ψk = σ ∓ iπ = ρe∓iθ , (H.35)
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を用いると、〈ρ(x)e−iθ(x)ρ(0)eiθ(0)〉を計算しなければならないことになる。ここで長距離領域、つまり赤外部分を見
るので、ρは真空期待値で置き換える。したがって実際に考察するのは、ゼロ質量場 (H.34)を用いた 〈e−iθ(x)eiθ(0)〉
である。これは |x|−1/N で寄与する。よって相関関数は長距離領域では次のような形をとる。

〈ψk(1 + γ3)ψk(x)ψ�(1 − γ3)ψ�(0)〉 ∼ c|x|−1/N . (H.36)

この相関関数 (H.36) は非常にありがたい振舞いを示している。N → ∞ としたとき、この相関関数は定数に近
づくので長距離領域の寄与が誤った増加を起こし、対称性が破れるので、この N は有限にとる。有限に、しかし

非常に大きく保っておくと、この相関関数は |x| → ∞ で非常にゆっくりではあるがゼロになる。つまり「ほとん
ど長距離領域の振舞いをもつ低温度相」が 1/N 展開で実現されている。この展開方法ではフェルミオンが Dirac

質量を持つとしても良いことがわかる (可解模型で (H.21) で見たように、フェルミオンの質量が登場する)。また

1/N 展開では、長距離領域の寄与に必要なゼロ質量スカラー場が出現することを正しく見ることができる。つま

り θ である。これは NG boson ではない。このゼロ質量場 θ をうまく扱うことで、1/N 展開による解析は非常

によい解析方法となることができる。
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I Notations of N = 1 Supersymmetry in Four Dimensions

この appendix では、appendix J, K での D = 2, N = 2 超対称性の構成を見る前に、まず D = 4, N = 1 超

対称性のごく簡単な復習を行う。ここで使われる規約は Ref. [7] による。従って詳細は [7] を参照されたい。そこ

では時空の計量を η̃µν = diag.(− + ++) で定義してある。この appendix ではそれに従う23。

Weyl スピノール ψα, ψ
α̇
を用いると、Majorana スピノール ψM は次のように定義される。

ψM =

 ψα

ψ
α̇

 , ψM =
(
− ψα,−ψα̇

)
. (I.1)

ただし Dirac 行列の表示をここでは以下のようにしてある。

γµ =

 0 (σµ)αβ̇

(σµ)α̇β 0

 , σ0 =

 −1 0

0 −1

 , γ5 = γ0γ1γ2γ3 =

 −i 0

0 i

 . (I.2)

ここで、σi は 2 × 2 Pauli 行列である。余分な行列 σ0, σi などは、

σ0 = σ0 , σi = −σi , (I.3)

で定義されている。この Pauli 行列を用いると、 Weyl スピノールには次の関係が現れる。

ψσµχ = −χ σµψ , ψ = ψ† . (I.4)

共変微分 Dα̇ で定義される chiral superfield は次のようになっている。

φ(y, θ) = A(y) +
√

2θψ(y) + θθF (y),

φ(x, θ, θ) = A(x) + iθσµθ∂µA(x) +
1
4
θθθθ�A(x) +

√
2θψ(x) − i√

2
θθ∂µψ(x)σµθ + θθF (x) , (I.5)

ここで、yµ = xµ + iθσµθ である。

vector superfield も次のようになっている。

V (x, θ, θ) = C(x) + iθχ(x) − iθχ(x) +
i

2
θθ
[
M(x) + iN(x)

]− i

2
θθ
[
M(x) − iN(x)

]− θσµθVµ(x)

+ iθθθ
[
λ(x) +

i

2
σµ∂µχ(x)

]
− iθθθ

[
λ(x) +

i

2
σµ∂µχ(x)

]
+

1
2
θθθθ

[
D(x) +

1
2
�C(x)

]
, (I.6)

但し、Wess-Zumino gauge に固定すると、この vector superfield は次のように簡略化される。

V (x, θ, θ) = −θσµθVµ + iθθθλ(x) − iθθθλ(x) +
1
2
θθθθD(x) . (I.7)

Dimensional reduction の準備として、Majorana スピノールと Weyl スピノールの関係を列挙しておこう。

ψMi ψ
M
i = −ψiψi − ψiψi , (I.8a)

23appendix J, K では時空の計量も反転させる。
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ψMi γ5ψ
M
i = iψiψi − iψiψi , (I.8b)

ψMi γ
µψMi = −ψiσµψi − ψiσ

µψi = 0 , (I.8c)

ψMi γ
µγ5ψ

M
i = −iψiσµψi + iψiσ

µψi = 2iψiσ
µψi , (I.8d)

ψMi γ
µ∂µψ

M
i = −ψiσµ∂µψi − ψiσ

µ∂µψi = −2ψiσ
µ∂µψi , (I.8e)

ψMi γ
µγ5∂µψ

M
i = iψiσ

µ∂µψi − iψiσ
µ∂µψi = 0 . (I.8f)

この関係式は 4 次元積分
∫
d4x の中でのみ成立している。つまり適当な箇所で部分積分を行っている。
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J Dimensional Reduction to Two Dimensions

時空計量を、我々の解析を行っている計量に変換しよう。

η̃µν = diag.(−+ ++) = −diag.(+ −−−) = −ηµν , (J.1)

さらに appendix I で登場していた Dirac 行列 γµ を変換する。

γµ = Γµ , iγ5 = iγ0γ1γ2γ3 = iΓ0Γ1Γ2Γ3 = Γ5 , (J.2a)

{γµ, γν} = −2η̃µν = 2ηµν = {Γµ,Γν} . (J.2b)

記法に混乱を生じるかも知れないが、以下、D = 4 での Dirac 行列を Γµ で、D = 2 での Dirac 行列を γm で表

記しよう。それぞれの表示をここで定義しておく。

Γm = γm ⊗ σ1 =

 0 γm

γm 0

 , m = 0, 1 , (J.3a)

Γ2 = iγ3 ⊗ σ1 =

 0 iγ3

iγ3 0

 , Γ3 = 1⊗ iσ2 =

 0 1

−1 0

 , (J.3b)

Γ5 = 1⊗ σ3 , C4 = iΓ1Γ2 = γ0 ⊗ 1 =

 γ0 0

0 γ0

 = −C2 ⊗ 1 , (J.3c)

γ0 = σ2 , γ1 = iσ1 , γ3 = γ0γ1 = σ3 , (J.3d)

C2 = −γ0 , (J.3e)

C2 = −CT2 = −C∗
2 = C†

2 = C−1
2 , (J.3f)

C−1
2 γµC2 = −γµT , C−1

2 γ3C2 = −γT3 . (J.3g)

D = 4 Majorana スピノール ψM は appendix I で ψM =
(
ψ

ψ′

)
で与えられていた。ここで ψ, ψ′ は Weyl スピ

ノールである。Majorana 条件 ψM = C4ψM
T
は、上の Dirac 行列の定義を用いると次のようになっている。 ψ

ψ′

 =

 −C2ψ
′T

−C2ψ
T

 =

 ψ

−χ

 , χ = C2ψ
T

= ψ∗ . (J.4)

D = 4 Majorana スピノールが時空の x2 と x3 に依存していない、という最も簡単な dimensional reduction を

考えよう。このとき ψM は D = 2 Dirac スピノールを用いて書き直すことができる。具体的には D = 4 Weyl ス

ピノールが D = 2 Dirac スピノールとなっている。そこで、D = 4 Majorana スピノールと D = 2 Dirac スピ

ノールの関係を次で挙げておこう (µ = 0, 1, 2, 3; m = 0, 1)。

ψMi ψ
M
j = −ψciψj − ψiψ

c
j , (J.5a)
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ψMi Γ5ψ
M
j = −ψciψj + ψiψ

c
j , (J.5b)

ψMi ΓmψMi = ψMi Γ2ψMi = ψMi Γ3ψMi = 0 , (J.5c)

ψMi ΓmΓ5ψ
M
i = 2ψiγ

mψi , (J.5d)

ψMi Γ2Γ5ψ
M
i = 2iψiγ3ψi , (J.5e)

ψMi Γ3Γ5ψ
M
i = −2ψiψi , (J.5f)

ψMi Γm∂mψMi = 2ψiγ
m∂mψi , (J.5g)

ψMi Γ2∂2ψ
M
i = 2iψiγ3∂2ψi , (J.5h)

ψMi Γ3∂3ψ
M
i = −2ψi∂3ψi , (J.5i)

ψMi ΓµΓ5∂µψ
M
i = 0 . (J.5j)

この関係式も 4 次元積分
∫
d4x の内部でのみ成立する。また、ここで登場した D = 2 での荷電共役変換は次で

与えられる。

ψc = C2ψ
T

= −γ0ψ
T

= ψ∗ , ψc = ψT γ0 . (J.6)

96



K Extended N = 2 Supersymmetry in Two Dimensions

Appendix I やその reduction で得られた appendix J とは独立に、D = 2, N = 2 の超対称性代数と場の表現

を構成しよう。まずは定義である。

K.1 Definitions

K.1.1 Metric and Spinors

D = 2 Minkowski metric: ηmn = diag.(+,−) , εmn = −εnm = −εmn = εnm , ε01 = ε10 = 1 .

D = 2 Clifford algebra: {γm, γn} = 2ηmn .

Majorana representations of Dirac gamma matrices: γ0 = σ2 , γ1 = iσ1 , γ3 = γ0γ1 = σ3 .

Charge conjugation: C2 = −γ0 .

Dirac spinor: ψα =
(
ψ1

ψ2

)
, ψα ∈ C , ψc ≡ C2ψ

T
, ψc = −ψTC2 .

Hermite conjugate: ψ†α ≡ (ψ∗1, ψ∗2) .

K.1.2 Lorentz Transformations

D = 2 Minkowski Lorentz transformation: ψ′α = Uαβψ
β .

Spinor representation of Uαβ : Uαβ =
[
exp(− i

2ωmnS
mn)

]α
β , Smn ≡ i

4 [γm, γn] .

S01: S01 = i
2σ3 , ω01 = θ , Uαβ =

[
exp(1

4θσ3)
]α
β .

K.1.3 Lorentz Scalar, Vector

Dirac conjugate: ψα ≡ [ψ†(γ0)]α = ψ†β(γ0)βα = (iψ∗2,−iψ∗1) ,

ψ
α

= (−γ0)αβψβ = (−γ0)αβ(−γ0)βρ(−γ0)ρλψ†
λ = (−γ0)αλψ†

λ .

Upper and lower index: ψα = ψβ(γ0)βα = (−γ0)αβψβ , ψα = (−γ0)αβψβ .

Lorentz scalar: ψψ → ψ
′
ψ′ = ψe−

1
4 θσ3e

1
4 θσ3ψ = ψψ .

Scalar, vector: ψχ = ψαχ
α = χαψ

α
= χcψc , χαψ

α = ψαχ
α = χcψ ,

χα(γm)αβψβ = −ψβ(γm)βλχλ = −ψcγmχc .

Hermite conjugate: (ψαχα)† = χ†αψ†
α = χαψ

α
= ψαχ

α .
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K.2 Supersymmetry

以上の定義を用いて、これから D = 2, N = 2 の超対称性を構成する。D = 2 Dirac スピノールは D = 4 Weyl

スピノールであったことを考えると、その構成はほとんど D = 4, N = 1 超対称性と同様である。

K.2.1 Supersymmetry Algebra

Fermionic generator Q, Q を用いて超対称性代数を定義する。

{
Qα, Qβ

}
= 2(γm)αβPm ,

{
Qα, Qβ

}
=

{
Qα, Qβ

}
= 0 , (K.1a)[

Qα, Pm
]

=
[
Qα, Pm

]
=

[
Pm, Pn

]
= 0 . (K.1b)

K.2.2 Super-Poincaré Translation

ここでは super-Poincaré/Lorentz 生成子 Pm, Q, Q の作用を定義する。ここで Q, Q は Dirac スピノールであ

る。次のように super-Poincaré/Lorentz group element Ω(x, θ, θ), G(y, ε, ε) を定義しよう。

Ω(x, θ, θ) ≡ exp
[
ixmPm +Qθ − θQ

]
, G(y, ε, ε) ≡ exp

[
iymPm +Qε− εQ

]
. (K.2)

θ, θ, ε, ε は全て Dirac スピノールパラメータである。またこの group element は次の関係を満たす。

Ω(−x,−θ,−θ) = Ω†(x, θ, θ) = Ω−1(x, θ, θ) . (K.3)

さて、次のように左から group element G を作用させて super-Poincar’e translation を定義しよう。

G(y, ε, ε)Ω(x, θ, θ) = exp
[
iymPm +Qε− εQ

]
exp

[
ixmPm +Qθ − θQ

]
= exp

[
i(xm + ym + i(εγmθ− θγmε))Pm +Q(θ + ε) − (θ + ε)Q

]
= Ω(x′, θ′, θ

′
) , (K.4a)

x′m = xm + ym + i(εγmθ − θγmε) , θ′ = θ+ ε , θ
′

= θ+ ε . (K.4b)

K.2.3 Differential Representations

今度は生成子 P , Q, Q の微分表現を構成する。

G(y)Ω(x) = Ω(x+ y) →
∞∑
n=0

1
n!

(iymPm)nΩ(x) =
∞∑
n=0

1
n!

(ym∂m)nΩ(x) ,

∴ Pm = −i∂m . (K.5)
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G(ε)Ω(x, θ) = Ω(xm − iθγmε, θ+ ε) →
∞∑
n=0

1
n!

(εQ)nΩ(x, θ) =
∞∑
n=0

1
n!
[
ε
∂

∂θ
+ iεγmθ∂m

]nΩ(x, θ) ,

∴ Qα =
(
∂

∂θ

)α
+ i(γmθ)α∂m =

∂

∂θα
+ i(γmθ)α∂m ,

(( ∂
∂θ

)
α

≡ − ∂

∂θα

)
. (K.6)

G(ε)Ω(x, θ) = Ω(xm + iεγmθ, θ + ε) →
∞∑
n=0

1
n!

(Qε)nΩ(x, θ) =
∞∑
n=0

1
n!
[ ∂
∂θ
ε− iθγmε∂m

]nΩ(x, θ) ,

∴ Qα =
(
∂

∂θ

)
α

− i(θγm)α∂m = − ∂

∂θ
α − i(θγm)α∂m ,

(( ∂

∂θ

)α
≡ ∂

∂θα

)
. (K.7)

これらの表現は超対称性代数を満たす。

K.2.4 Super-Covariant Derivative

超対称性変換を起こすとスピノールは共変でないので、共変微分を定義する。

Dα ≡ ∂

∂θα
− i(γmθ)α∂m , Dα = − ∂

∂θ
α + i(θγm)α∂m . (K.8)

このとき、以下の関係式が得られる。

{
Dα, Dβ

}
= 2i(γm)αβ∂m , (K.9a){

Dα, Dβ
}

=
{
Dα, Dβ

}
= 0 ,

{
Dα, Qβ

}
=

{
Dα, Qβ

}
= 0 , (K.9b){

Dα, Qβ
}

=
{
Qα, Dβ

}
= 0 . (K.9c)

K.3 Superfield

ではここで一般的な superfield を構成しよう。superfield は superspace (xm, θ, θ) 上の関数として定義される。

Grassmann odd の性質を持つ θ, θ でこの superfield を展開しよう。

F (x, θ, θ) = A(x) + θ
[
ψ1(x) + γ3ψ2(x) + γm∂mψ3(x)

]
+ θ

[
χ1(x) + γ3χ2(x) + γm∂mχ3(x)

]
+ θθX(x) + θθY (x) + θ

[
M(x) + γ3N(x)

]
θ + θγmθVm(x)

+ θθθ
[
λ1(x) + γ3λ2(x) + γm∂mλ3(x)

]
+ θθθ

[
φ1(x) + γ3φ2(x) + γm∂mφ3(x)

]
+ θθθθD(x) , (K.10)

ψi(x), χi(x), λi(x), φi(x) は全て Dirac スピノールである。ここで、次の関係式を用いている (Fierz 恒等式)。

ψαχβ = −1
2
(χψ)δαβ − 1

2
(χγ3ψ)(γ3)αβ − 1

2
(χγmψ)(γm)αβ , (K.11a)

γmγn = ηmn − εmnγ3 , γmγ3 = εmnγn . (K.11b)
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Dirac スピノールを再定義して、以下の形式の general superfield が得られる。

F (x, θ, θ) = A(x) + θψ(x) + θχ(x)

+ θθX(x) + θθY (x) + θ
[
M(x) + γ3N(x)

]
θ + θγmθVm(x)

+ θθθλ(x) + θθθφ(x) + θθθθD(x) . (K.12)

K.3.1 Chiral Superfield

Chiral superfield は次の条件を満たす superfield として定義される。

DαΦ(x, θ, θ) = 0 . (K.13)

ここで次の関係を確認しておこう。

Dαθ = 0 , Dαy
m = 0 , ym ≡ xm + iθγmθ . (K.14)

(K.15)

共変微分 Dα と chiral superfield Φ を (y, θ) superspace を用いて書き直すと非常に簡単になる。

Dα = − ∂

∂θ
α , (K.16a)

Φ(y, θ) = A(y) +
√

2θψ(y) + θθF (y) . (K.16b)

この chiral superfield を (x, θ, θ) superspace で書き直すと、次のようになる。

Φ(x, θ, θ) = A(x) + iθγmθ∂mA(x) − 1
4
θθθθ�A(x)

+
√

2θψ(x) − i√
2
θθ
(
θγm∂mψ(x)

)
+ θθF (x) . (K.17)

anti-chiral superfield も次のように定義される。

DαΦ†(x, θ, θ) = 0 , (K.18a)

Φ†(x, θ, θ) = A∗(x) − iθγmθ∂mA
∗(x) − 1

4
θθθθ�A∗(x)

+
√

2θψ(x) +
i√
2
θθ
(
∂mψ(x)γmθ

)
+ θθF ∗(x) . (K.18b)

K.3.2 Real Superfield

Real superfield はエルミートな superfield として定義される。

V †(x, θ, θ) = V (x, θ, θ) . (K.19)
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θ, θ で展開されると次のようになる。

V (x, θ, θ) = C(x) + iθχ(x) − θχ(x) +
i

2
θθ
[
M(x) + iN(x)

]− i

2
θθ
[
M(x) − iN(x)

]
+ θγmθVm(x) + θθX(x) − iθγ3θY (x)

+ iθθ
[
θλ(x) − i

2
θγm∂mχ(x)

]
− iθθ

[
θλ(x) +

i

2
∂mχ(x)γmθ

]
+

1
2
θθθθ

[
D(x) − 1

2
�C(x)

]
. (K.20)

Wess-Zumino gauge に固定すると次のようになる。

VWZ(x, θ, θ) = θγmθVm(x) + θθX(x) − iθγ3θY (x) + iθθθλ(x) − iθθθλ(x) +
1
2
θθθθD(x) . (K.21)

101



L Kähler Potential

本文では直接登場する計算ではないが、摂動論を展開するときには非常に重要なものであるので、ここで Kähler

potential の展開について簡単な紹介を行う [7]。

Kähler potential K(θ, θ) が与えられたとき、Lagrangian は以下のように定義される。

L =
∫
d4θ K(θ, θ) . (L.1)

この Kähler potential を実際に展開して非線形表現の展開を与えるのであるが、次のように考えてみよう。

K(θ, θ) =
∑
N,M

CN,MΦi1Φi2 · · ·ΦiN Φj1†Φj2† · · ·ΦjM † ≡
∑
N,M

CN,MKN(Φ)KM (Φ†) , (L.2a)

KN(Φ) = Φi1Φi2 · · ·ΦiN , KM (Φ†) = Φj1†Φj2† · · ·ΦjN † . (L.2b)

D = 2, N = 2 の chiral superfield Φ(y, θ), Φ†(y† , θ) を component field で展開すると以下のように記述できる。

(ym = xm + iθγmθ である。)

Φ(y, θ) = A(y) +
√

2θψ(y) + θθF (y)

= A(x) + iθγmθ∂mA(x) − 1
4
θθθθ�A(x) +

√
2θψ(x) − i√

2
θθ
[
θγm∂mψ(x)

]
+ θθF (x) , (L.3a)

Φ†(y†, θ) = A∗(y†) +
√

2θψ(y†) + θθF ∗(y†)

= A∗(x) − iθγmθ∂mA
∗(x) − 1

4
θθθθ�A∗(x) +

√
2θψ(x) +

i√
2
θθ
[
∂mψ(x)γmθ

]
+ θθF ∗(x) , (L.3b)

ΦiΦj†
∣∣
θθθθ

= −1
4
Ai�Aj∗ − 1

4
�Ai ·Aj∗ +

1
2
∂mA

i∂mAj∗ − i

2
∂mψ

j
γmψi +

i

2
ψ
j
γm∂mψ

i + F iF j∗

= ∂mA
i∂mAj∗ + iψ

j
γm∂mψ

i + F iF j∗ + ( total derivative terms ) . (L.3c)

これを KN(Φ), KM (Φ†) に応用する。

KN (Φ) =
N∏
k=1

[
Ak(y) +

√
2θψk(y) + θθF k(y)

]
= KN (A) +

√
2θψi

∂KN (A)
∂Ai

+ θθ

{
F i
∂KN (A)
∂Ai

− 1
2
ψiψj

∂2KN (A)
∂Ai∂Aj

}
, (L.4a)

KM (Φ†) =
M∏
k=1

[
Ak∗(y†) +

√
2θψ

k
(y†) + θθF k∗(y†)

]
= KM (A∗) +

√
2θψ

i ∂KM (A∗)
∂Ai∗

+ θθ

{
F i∗

∂KM (A∗)
∂Ai∗

− 1
2
ψ
i
ψ
j ∂2KM (A∗)
∂Ai∗∂Aj∗

}
, (L.4b)

KNKM

∣∣
θθθθ

=
∂KN (A)
∂Ai

∂KM (A∗)
∂Aj∗

{
∂mA

i∂mAj∗ + iψ
j
γm∂mψ

i + F iF j∗
}

+
∂2KN (A)
∂Ai∂Ak

∂KM (A∗)
∂Aj∗

{
−1

2
ψiψkF j∗ + i∂mA

kψ
j
γmψi

}
+
∂KN (A)
∂Ai

∂2KM (A∗)
∂Aj ∗∂Ak∗

{
−1

2
F iψ

j
ψ
k
}

+
∂2KN (A)
∂Ai∂Ak

∂2KM (A∗)
∂Aj∗∂A�∗

{
1
4
(
ψiψk

)(
ψ
j
ψ
�)}

. (L.4c)
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ここで以下の関係式を用いている。

∂mKN(A) = ∂mA
i ∂KN (A)

∂Ai
, ∂mKM (A∗) = ∂mA

j∗ ∂KM (A∗)
∂Aj∗

. (L.5)

ここで、CN,M まで含めた K(Φ,Φ†) の様々な変分を以下で定義する。

gij∗ ≡ ∂2K(A,A∗)
∂Ai∂Aj∗

, (L.6a)

gij∗,k ≡ ∂gij∗

∂Ak
= g�j∗Γ�ik = gkj∗,i , (L.6b)

gij∗,k∗ ≡ ∂gij∗

∂Ak∗
= gi�∗Γ�

∗
j∗k∗ = gik∗,j∗ , (L.6c)

Γkij ≡ gk�
∗ ∂gj�∗

∂Ai
, (L.6d)

Rij∗k�∗ = gim∗Rm
∗
j∗k�∗ = gk�∗,ij∗ − gmn

∗
gm�∗,j∗gkn∗,i . (L.6e)

この表式を用いると、Kähler potential には最終的に次のような展開が与えられる。

K(Φ,Φ†)
∣∣
θθθθ

= gij∗
{
∂mA

j∗∂mAi + iψ
j
γm∂mψ

i + F j∗F i
}

+ g�j∗Γ�ik

{
−1

2
ψiψkF j∗ + i∂mA

kψ
j
γmψi

}
+ gi�∗Γ�

∗
j∗k∗

{
−1

2
F iψ

j
ψ
�
}

+ gij∗,k�∗

{
1
4
(
ψiψk

)(
ψ
j
ψ
�)}

. (L.7)

補助場 F i を消去しよう。

F i =
1
2
Γijkψjψk , F i∗ =

1
2
Γi

∗
j∗k∗ψ

j
ψ
k
. (L.8)

Lagrangian に代入する。

L = gij∗(A,A∗)∂mAj∗∂mAi + igij∗(A,A∗)ψ
j
γm(Dmψ)i +

1
4
Rij∗k�∗(A,A∗)

(
ψiψk

)(
ψ
j
ψ
�)
. (L.9)

但し次の共変微分を導入している。

(Dmψ)i = ∂mψ
i + ∂mA

jΓijkψk . (L.10)
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M N = 2 Supersymmetric QN Model in Two Dimensions

ここでは Table 2 に列挙されている模型のうちの 1 つ、QN−2(C) = SO(N)/SO(N − 2) × U(1) について、

D = 2 に dimensional reduction して簡単に解析する [23]。

M.1 Lagrangian and Symmetries

D = 2 時空での N = 2 超対称 Lagrangian を次で定義する。

Llinear =
∫
d4θ

(
Φ†
iΦie

2V − cV
)

+
( ∫

d2θΦ0Φ
2
i + h.c.

)
. (M.1)

この Lagrangian は QN−2(C) = SO(N)/SO(N − 2)×U(1) の線形起源である。補助場 Φ0, Φ†
0, V をすべて積分

した非線形 Lagrangian は次のようになっている。

Lnonlinear =
∫
d4θ c log

{
1 + ϕ†

aϕa +
1
4
(
ϕ†
a

)2(
ϕa
)2}

. (M.2)

vector superfield V だけを積分したものは本文で与えられている N = 2, O(N) 模型の strong coupling theory と

なっている。

(M.1) を component field で書き直そう。

L = F ∗
i Fi + ∂mA

∗
i ∂
mAi + iψiγ

m∂mψi

+ Vm
[
iA∗

i ∂
mAi − i∂mA∗

i · Ai + ψiγ
mψi

]
+M

(
ψiψi

)−N
(
ψiiγ3ψi

)
+Ai

(
λψci + ψiλ

c
)

+ A∗
i

(
λcψi + ψciλ

)
+ (D + VmV

m −M2 −N2)A∗
iAi −

1
2
cD

+
{
F0A

2
i + F ∗

0A
∗
i
2
}

+
{
FiAiA0 + F ∗

i A
∗
iA

∗
0

}
−Ai

(
ψc0ψi + ψciψ0

) −A∗
i

(
ψ0ψ

c
i + ψiψ

c
0

)− 1
2
A0ψ

c
iψi −

1
2
A∗

0ψiψ
c
i . (M.3)

解析のため、Wess-Zumino gauge に固定して展開している。

この模型は次の 3 種類の U(1) 対称性を持っている。簡単に列挙しておく。

1. Local U(1) symmetry

θ parameter を不変に保つ 局所的 U(1) 対称性。

Φi(x, θ, θ) → eiα(x,θ,θ)Φi(x, θ, θ) , Φ0(x, θ, θ) → e−2iα(x,θ,θ)Φ0(x, θ, θ) . (M.4)

2. Global U(1) symmetry

D = 4 における R-symmetry が起源の U(1) 対称性。

Φi(x, θ, θ) → Φi(x, eiαθ, e−iαθ) , Φ0(x, θ, θ) → e2iαΦ0(x, eiαθ, e−iαθ) , (M.5a)
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λ(x) → eiαλ(x) . (M.5b)

3. Global chiral U(1) symmetry

D = 4 Lorentz 変換を起源とする chiral U(1) 対称性。

Φi(x, θ, θ) → Φi(x, eiγ3αθ, θeiγ3α) , Φ0(x, θ, θ) → Φ0(x, eiγ3αθ, θeiγ3α) , (M.6a)

λ(x) → eiγ3αλ(x) , M(x) − iγ3N(x) → e−2iγ3α
(
M(x) − iγ3N(x)

)
. (M.6b)

まとめて Table 10 に列挙しておく。

symmetries Φi Ai ψi Fi Φ0 A0 ψ0 F0 V Vm M − iγ3N λ D θ

local U(1) 1 1 1 1 −2 −2 −2 −2 0 0 0 0 0 0

global U(1) 0 0 −1 −2 2 2 1 0 0 0 0 1 0 1

global chiral U(1) 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 −2 1 0 1

global + local U(1) 1 1 0 −1 0 0 −1 −2 0 0 0 1 0 1

Table 10: U(1) symmetries and their charges.

The last line denotes the mixed U (1) symmetry of the global U (1) and the local U (1), which we will consider below.

M.2 Effective Potential

経路積分形式で考察する。

Z =
∫
DΦ†

iDΦiDΦ†
0DΦ0DV exp

(
i

∫
d2xLlinear

)
, (M.7)

DΦi = DAiDψiDFi , DΦ†
i = DA∗

iDψiDF ∗
i ,

DΦ0 = DA0Dψ0DF0 , DΦ†
0 = DA∗

0Dψ0DF ∗
0 ,

DV = DVmDMDNDλDD .

Z は生成汎関数である。ここでは O(N) 場 Ai, ψi が外線で登場することはないので、外場は省略してある。

O(N) 場 Ai, ψi, Fi とそれらの複素共役場を積分することで有効作用と有効ポテンシャルが得られる。有効作

用そのものには興味がないので、補助場すべてを定数場に置き換えよう。

A0(x) = φ0 , A∗
0(x) = φ∗

0 , F0(x) = Fc , F ∗
0 (x) = F ∗

c ,

ψ0(x) = ψ0(x) = λ(x) = λ(x) = 0 ,

M(x) = Mc , N(x) = Nc , D(x) = Dc , Vm(x) = 0 . (M.8)
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ここで O(N) 場を積分する。

Z =
∫

DΦ0DΦ†
0DV exp

(
iSeff

)
, (M.9a)

Seff =
iN

2
Tr log det

[
D−1
c

]− iN

2
Tr log det

[
S−1
c

]
+
∫
d2xL0 . (M.9b)

(M.9b) に登場する種々の行列は次で定義されている。

D−1
c =

 ∂2 + φ∗
0φ0 −Dc +M2

c +N2
c −2F ∗

c

−2Fc ∂2 + φ∗
0φ0 −Dc +M2

c +N2
c

 , (M.10a)

S−1
c =

 iγm∂m +Mc · 1− iγ3Nc −φ∗0 · 1
−φ0 · 1 iγm∂m +Mc · 1 + iγ3Nc

 , (M.10b)

L0 = Fcφ
2
i + F ∗

c φ
∗
i
2 − φ∗

0φ0φ
∗
iφi + (Dc −M2

c −N2
c )φ∗iφi −

N

g2
Dc . (M.10c)

最後に、Fayet-Iliopoulous 定数 c を次のように置き換える。

c =
2N
g2

. (M.11)

有効ポテンシャルは次のようにして得ることができる。

Seff

∣∣
constant fields

= −Veff

∫
d2x . (M.12)

これによって、これから解析を行う有効ポテンシャルが得られる。

Veff =
N

2

∫
d2k

(2π)2i
log

[
(−k2 +X2 + Y 2 −Dc)2 − 4F ∗

c Fc

]
− N

2

∫
d2k

(2π)2i
log

[
(−k2 +X2 + Y 2)2 − 4X2Y 2

]
− Fcφ

2
i − F ∗

c φ
∗
i
2 + (X2 + Y 2 −Dc)φ∗iφi +

N

g2
Dc . (M.13)

但し X2 と Y 2 は次の置き換えで与えられている。

Y 2 ≡ M2
c +N2

c , X2 ≡ φ∗
0φ0 . (M.14)

M.3 Gap Equations and Vacua

有効ポテンシャル (M.13) をすべての定数場Dc, Fc, F ∗
c , φi, φ

∗
i , X, Y , で微分をとり、その微分係数がゼロに

なれという、真空を探す停留条件は以下のとおり。

0 =
N

g2
− φ∗

iφi −N

∫
d2k

(2π)2i
−k2 +X2 + Y 2 −Dc

(−k2 +X2 + Y 2 −Dc)2 − 4F ∗
c Fc

, (M.15a)

0 = −φ2
i − 2N

∫
d2k

(2π)2i
F ∗
c

(−k2 +X2 + Y 2 −Dc)2 − 4F ∗
c Fc

, (M.15b)
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0 = −φ∗i 2 − 2N
∫

d2k

(2π)2i
Fc

(−k2 +X2 + Y 2 −Dc)2 − 4F ∗
c Fc

, (M.15c)

0 = φi
{
4F ∗

c Fc − (X2 + Y 2 −Dc)2
}
, (M.15d)

0 = φ∗
i

{
4F ∗

c Fc − (X2 + Y 2 −Dc)2
}
, (M.15e)

0 = 2X
{
N

g2
−N

∫
d2k

(2π)2i
−k2 +X2 − Y 2

(−k2 +X2 + Y 2)2 − 4X2Y 2

}
, (M.15f)

0 = 2Y
{
N

g2
−N

∫
d2k

(2π)2i
−k2 −X2 + Y 2

(−k2 +X2 + Y 2)2 − 4X2Y 2

}
. (M.15g)

我々はまず超対称性が自発的に破れていない真空を探す。もし破れていない真空が見つからない場合、破れた条

件をおいて探せばよい。しかしその必要はない。超対称性を保つ真空解が存在するからである。

超対称性が破れない条件は次のものである。

Fc = F ∗
c = Dc = 0 . (M.16)

これを課すと上の停留条件は幾分簡単なものになる。

φi
[
X2 + Y 2

]
= 0 , φ∗

i

[
X2 + Y 2

]
= 0 , φ2

i = φ∗
i
2 = 0 , (M.17a)

N

g2
= φ∗

iφi +N

∫
d2k

(2π)2i
1

−k2 +X2 + Y 2
, (M.17b)

0 = 2X
{
N

g2
−N

∫
d2k

(2π)2i
−k2 +X2 − Y 2

(−k2 +X2 + Y 2)2 − 4X2Y 2

}
, (M.17c)

0 = 2Y
{
N

g2
−N

∫
d2k

(2π)2i
−k2 −X2 + Y 2

(−k2 +X2 + Y 2)2 − 4X2Y 2

}
. (M.17d)

最後の 2 つの gap equation からは、X と Y がどちらかはゼロでないとならないことを示している。つまりどち

らもゼロでない解は存在しない。ではこの 2 つのパラメータの場合わけを考察しよう。

1. X = 0 の場合

この場合、赤外発散を避けるために必然的に Y �= 0 が選択される。その結果 gap equation がかなり限定さ

れる。

φi = φ∗
i = 0 ,

N

g2
= N

∫
d2k

(2π)2i
1

−k2 + Y 2
. (M.18)

この gap equation は、O(N) 対称性が破れず、O(N) 場が質量 m2 = Y 2 を持つことを意味している。また

真空では、超対称性が保たれていることがわかる。

Veff = 0 . (M.19)

この真空では O(N) 場が質量を獲得する。また超対称性を保つために複素スカラー場 Ai と Dirac フェルミ

オン ψi が同じ質量を持つ。ここで、Dirac フェルミオンは Dirac 質量項を獲得したことになるので、理論が
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当初持っていた chiral U(1) 対称性を破ることになる。しかしこれは回避できる。Schwinger 機構を用いて、

ゲージ場に chiral U(1) 対称性の破れからくる NG boson を吸収させて、物理的状態から NG boson を消去

することができる。

実はこの真空は CPN−1 model と同一である [21][40][41]。我々はこの相を “Schwinger Phase” と呼ぶこ

とにする [42]。

2. Y = 0 の場合

この場合は今度は X �= 0 でなければならない。またこの条件によって gap equation が次のようになる。

φi = φ∗
i = 0 ,

N

g2
= N

∫
d2k

(2π)2i
1

−k2 +X2
. (M.20)

この場合も超対称性が保たれていることが保証される。

Veff = 0 . (M.21)

ここでも O(N) 対称性は破れていないことがわかる。またここでは X が質量となり、O(N) 場は質量を獲得

する。この場合、Dirac フェルミオンは今度は Majorana 質量項を獲得する。それにより、chiral U(1)対称性

は破れずにすむが、今度は大域的 U(1) 対称性と局所的 U(1) 対称性が破れる。ここではよく知られた Higgs

機構によって、理論に登場する NG boson をゲージ場に吸収させて、Coleman’s theorem から回避できる。

この真空はこれまでに知られていなかった新しい真空で我々はこの相を “Higgs Phase” と呼ぶことにする。

3. X = Y = 0 という条件は赤外発散を起こすため満たされない。

M.4 Schwinger Phase

Schwinger phase のダイナミクスについて考察する。ここでは次のように真空期待値が与えられている。

φ0 = φ∗
0 = Fc = F ∗

c = 0 , (M.22a)

Nc = Dc = 〈λ〉 = 〈ψ0〉 = 〈Vm〉 = 0 , (M.22b)

Mc = −Y �= 0 . (M.22c)

これを代入した Lagrangian が次のように与えられる。

L = −A∗
i

[
∂2 + Y 2

]
Ai +

1
2

(
ψi , ψ

c
i

) iγm∂m − Y 0

0 iγm∂m − Y

 ψi

ψci


+ Vm

(
iA∗

i ∂
mAi − ∂mA∗

i ·Ai + ψiγ
mψi

)
+ VmV

mA∗
iAi

+ Ai

(
λψci + ψiλ

c
)

+ A∗
i

(
λcψi + ψciλ

)
− Ai

(
ψc0ψi + ψciψ0

)
−A∗

i

(
ψ0ψ

c
i + ψiψ

c
0

)
−
(
− 2YM ′ +M ′2 +N ′2

)
A∗
iAi +M ′

(
ψiψi

)
−N ′

(
ψiiγ3ψi

)
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− A∗
0A0A

∗
iAi −

1
2
A0ψ

c
iψi −

1
2
A∗

0ψiψ
c
i +DA∗

iAi −
N

g2
D + F0A

2
i + F ∗

0A
∗
i
2 . (M.23)

O(N) 場は m = |Y | の質量を獲得しているが、補助場は m = |2Y | の質量を獲得することを見てみよう。そのた
めに、有効作用から 補助場の 2 点関数を構成する。

Seff =
∫

d2p

(2π)2
∑
i,j

F̃i(−p)ΠFiGj(p)G̃j(p) + · · · , (M.24)

その結果を chiral superfield の部分を Table 11 に、vector superfield の部分を Table 12 に列挙する。ここです

べての関数に

R(p2) =
N

2π

∫ 1

0

dx
1

Y 2 − x(1 − x)p2
. (M.25)

がついているのであるが、表記の都合上、省略してある。また、Table 12 に登場する Levi-Civita テンソルなど

を次で定義してある。

ε01 = −ε01 = 1 , εmn = −εnm , (M.26a)

γmγn = ηmn + εmnγ3 , εmnεkl = −ηmkηnl + ηmlηnk . (M.26b)

〈F G 〉 〈F A0 〉 〈F A∗
0 〉 〈F ψ0 〉 〈F ψc0 〉 〈F F0 〉 〈F F ∗

0 〉

〈A∗
0 G 〉 1

8 (p2 − 4Y 2) 0 0 0 0 0

〈A0 G 〉 0 1
8(p2 − 4Y 2) 0 0 0 0

〈ψ0 G 〉 0 0 1
2 (/p+ 2Y ) 0 0 0

〈ψc0 G 〉 0 0 0 1
2(/p+ 2Y ) 0 0

〈F ∗
0 G 〉 0 0 0 0 1

2
0

〈F ∗
0 G 〉 0 0 0 0 0 1

2

Table 11: Two point functions of component fields in the chiral superfield Φ0.

F and G denote arbitrary fields. The multiplications by the coefficient R(p2) defined by Eq. (M.25) are omitted in all components.

Table 12 には非対角成分が存在する。これが場の混合が起こっている部分であり、その混合を対角化するため

に場の再定義を行う。

D′(p) = D(p) − 2Y M ′(p) , (M.27a)

N ′′(p) = N ′(p) + 2iY
εmkp

k

p2
Vm(p) . (M.27b)

こうして対角化された 2 点関数を Table 13 に列挙しておく。

実は N ′ は chiral U(1)対称性の破れに伴って登場した NG boson である。しかしこれがゲージ場に吸収される

ことで、ゲージ場が自由度を獲得した分、N ′′ は非物理的状態になっている。この N ′-Vm mixingこそが Schwinger
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〈F G 〉 〈F λ 〉 〈F λc 〉 〈FD 〉 〈FM ′ 〉 〈F N ′ 〉 〈F Vn 〉

〈λG 〉 1
2
(/p + 2Y ) 0 0 0 0 0

〈λc G 〉 0 1
2 (/p+ 2Y ) 0 0 0 0

〈D G 〉 0 0 1
4

1
2Y 0 0

〈M ′ G 〉 0 0 1
2Y

1
4p

2 0 0

〈N ′ G 〉 0 0 0 0 1
4p

2 i
2Y εnkp

k

〈Vm G 〉 0 0 0 0 − i
2Y εmkp

k −1
4 (ηmnp2 − pmpn)

Table 12: Two point functions of component fields in the vector superfield V .

Note that the multiplications by the coefficient R(p2) defined by Eq. (M.25) are omitted in all components.

〈F G 〉 〈F λ 〉 〈F λc 〉 〈F D′ 〉 〈FM ′ 〉 〈F N ′′ 〉 〈F Vn 〉

〈λ G 〉 1
2(/p+ 2Y ) 0 0 0 0 0

〈λc G 〉 0 1
2 (/p+ 2Y ) 0 0 0 0

〈D′ G 〉 0 0 1
4 0 0 0

〈M ′ G 〉 0 0 0 1
4 (p2 − 4Y 2) 0 0

〈N ′′ G 〉 0 0 0 0 1
4p

2 0

〈Vm G 〉 0 0 0 0 0 −1
4 (p2 − 4Y 2){ηmn − pmpn

p2 }

Table 13: Diagonal two point functions of component fields in the vector superfield V .

Note again that the multiplications by the coefficient R(p2) defined by Eq. (M.25) are omitted in all components.
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機構である。一方、D-M mixing は、chiral U(1) 対称性の破れに伴って登場した NG boson N ′ のゼロ質量超対

称場 M を有質量にして超対称性が保たれる機構となっている。

これら 2 点関数の逆行列がいわば伝播関数なのであるが、ゲージ場についてはゲージ固定を行わないと伝播関数

が定義できないので、適当にゲージ固定項を導入する。また、場の再定義によって場の大きさを規格化しておく。

DA0 (p) =
i

p2 − 4Y 2
, Sψ0 (p) =

i

/p+ 2Y
, DF0 (p) = i , (M.28a)

Sλ(p) =
i

/p+ 2Y
, DD′ (p) = −i , DM ′ (p) =

i

p2 − 4Y 2
, DN′′(p) =

i

p2
, (M.28b)

Dmn
V (p) = − i

p2 − 4Y 2

{
ηmn − (1 − α)

pmpn

p2

}
, (M.28c)

この規格化に伴って、O(N) 場の伝播関数は N 倍される。それは、補助場の伝播関数は O(N) 場に比べて 1/N

のオーダーだからである。また D = 2 時空なので、フェルミオン質量項の符号については特に重要な意味を持っ

ていないので、気にしなくてもよい。

Feynman グラフを用いてこの伝播関数を記述すると、補助場がどの O(N) 場の複合場なのかが一目瞭然なの

で、列挙しておこう。

Ai

A0 A∗
0

A0 A∗
0

ψi

ψi

Ai

ψi

ψ0ψ0

Ai

ψi

λλ

Ai

MM Ai

Ai

MM

ψi

ψi

MM

Ai

Ai

M D

Ai

NN ψi

ψi

NN

Ai

Vm Vm Ai

Ai

VmVm

ψi

ψi

VmVm

ψi

ψi

NVm

Figure: Feynman diagrams for two point functions of auxiliary fields in the Schwinger phase.
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M.5 Higgs Phase

Higgs phase は X �= 0 の真空なのでそれに伴って A0 を再定義する。

A0(x) = X + AR(x) + iAI(x) , A∗
0(x) = X +AR(x) − iAI(x) . (M.29)

これによって Lagrangian が次のように与えられる。

L = −A∗
i

[
∂2 +X2

]
Ai +

1
2

(
ψi , ψ

c
i

) iγm∂m −X
−X iγm∂m

 ψi

ψci


+ Vm

(
iA∗

i ∂
mAi − ∂mA∗

i · Ai + ψiγ
mψi

)
+ VmV

mA∗
iAi

+ Ai

(
λψci + ψiλ

c
)

+ A∗
i

(
λcψi + ψci λ

)
−M ′2A∗

iAi +M ′
(
ψiψi

)
−N ′2A∗

iAi −N ′
(
ψiiγ3ψi

)
− Ai

(
ψc0ψi + ψciψ0

)
− A∗

i

(
ψ0ψ

c
i + ψiψ

c
0

)
−
(
2XAR + A2

R + A2
I

)
A∗
iAi −

(
AR + iAI

)
ψciψi −

(
AR − iAI

)
ψiψ

c
i

+DA∗
iAi −

N

g2
D + F0A

2
i + F ∗

0A
∗
i
2 . (M.30)

ここでも補助場の 2 点関数を列挙しよう (Table 14)。表記の都合上、次の関数がすべてにかかっているが省略

する。

R(p2) ≡ N

2π

∫ 1

0

dx
1

X2 − x(1 − x)p2
, (M.31a)

Qmn(p) ≡
{
X2ηmn − 1

4
(ηmnp2 − pmpn)

}
R(p2) ≡ Q̃mn(p)R(p2) . (M.31b)

Table 14 を見ればわかるように Higgs phase では chiral superfield と vector superfield が全体で混合している

(Schwinger phase では別々に混合していた)。これを対角化するために場の再定義を行う。

A′
I(p) = AI(p) +

2iXpm

p2
Vm(p) , D′(p) = D(p) − 2XAR(p) , (M.32a)

ψ′
0(p) = ψ0(p) + λc(p) , λ′(p) = λ(p) − ψc0(p) . (M.32b)

この再定義の結果得られる 2 点関数を Table 15 と Table 16 に挙げる。

場の混合の解説を行う。AI -Vm は Higgs 機構からくる。AI は大域的 U(1) 対称性と局所的 U(1) 対称性の破

れからくる NG boson であり、局所的 U(1) 対称性から登場するゲージ場 Vm に吸収されている。また AR-D

mixing と ψ0-λ mixing は、ともにゼロ質量だった場を、超対称性を保つために有質量にする機構である。

Higgs phase でも伝播関数を定義しよう。適当に場の再定義とゲージ固定項の導入を行うことで、次のように与

えられる。

DM ′(p) =
i

p2 − 4X2
, DN′ (p) =

i

p2 − 4X2
, DAR(p) =

i

p2 − 4X2
, DA′

I
(p) =

i

p2
, (M.33a)
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〈FG〉 〈F AR 〉 〈F AI 〉 〈F ψ0 〉 〈F ψc0 〉 〈F F ∗
0 〉 〈F F0 〉 〈F D 〉 〈F λ 〉 〈F λc 〉 〈FM ′ 〉 〈F N ′ 〉 〈F Vn 〉

〈AR G 〉 1
4p

2 0 0 0 0 0 −1
2X 0 0 0 0 0

〈AI G 〉 0 1
4p

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 − i
2pnX

〈ψ0 G 〉 0 0 1
2
/p 0 0 0 0 0 −X 0 0 0

〈ψc0 G 〉 0 0 0 1
2
/p 0 0 0 −X 0 0 0 0

〈F0 G 〉 0 0 0 0 1
2

0 0 0 0 0 0 0

〈F ∗
0 G 〉 0 0 0 0 0 1

2
0 0 0 0 0 0

〈D G 〉 −1
2
X 0 0 0 0 0 1

4
0 0 0 0 0

〈λG 〉 0 0 0 −X 0 0 0 1
2
/p 0 0 0 0

〈λc G 〉 0 0 −X 0 0 0 0 0 1
2/p 0 0 0

〈M ′ G 〉 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
4(p2 − 4X2) 0 0

〈N ′ G 〉 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
4 (p2 − 4X2) 0

〈Vm G 〉 0 i
2pmX 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Q̃mn(p)

Table 14: Two point functions in the Higgs phase.

The multiplications of the coefficient R(p2) defined by Eq. (M.31a) are omitted in all components.
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〈F G 〉 〈F AR 〉 〈F D′ 〉 〈F A′
I 〉 〈F Vn 〉

〈AR G 〉 1
4
(p2 − 4X2) 0 0 0

〈D′ G 〉 0 1
4

0 0

〈A′
I G 〉 0 0 1

4p
2 0

〈Vm G 〉 0 0 0 −1
4(p2 − 4X2){ηmn − pmpn

p2 }

Table 15: The two point functions of AR, D′, AI , Vm.

〈F G 〉 〈F ψ′
0 〉 〈F λc′ 〉 〈F ψc0

′ 〉 〈F λ′ 〉

〈ψ′
0 G 〉 1

2(/p + 2X) 0 0 0

〈λc′ G 〉 0 1
2 (/p− 2X) 0 0

〈ψc0
′ G 〉 0 0 1

2 (/p+ 2X) 0

〈λ′ G 〉 0 0 0 −1
2 (/p− 2X)

Table 16: The two point functions of ψ′
0 and λ.

Sψ′
0
(p) =

i

/p− 2X
, Sλ′(p) =

i

/p− 2X
, (M.33b)

Dmn
V (p) = − i

p2 − 4X2

{
ηmn − (1 − α)

pmpn

p2

}
, DD′ (p) = i , DF0 (p) = i , (M.33c)

これらの Feynman グラフも与えられる。

Ai

ARAR Ai

Ai

ARAR

ψi

ψi

ARAR

Ai

Ai

DAR

Ai

AIAI ψi

ψi

AIAI

ψi

ψi

VmAI

Ai

ψi

ψ0ψ0

Ai

ψi

ψ0 λ

Ai

ψi

λλ
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Ai

MM ψi

ψi

MM

Ai

NN ψi

ψi

NN

Ai

Vm Vm Ai

Ai

VmVm

ψi

ψi

VmVm

Figure: Feynman diagrams for two point functions of auxiliary fields in the Higgs phase.

M.6 Asymptotic Freedom

最後にこの模型の漸近的自由性を確認する。Schwinger phase でも Higgs phase でもどちらでも同じであるの

で、Higgs phase で議論しよう。

gap equation において、紫外発散切断 Λ を導入しよう。

1
g2

=
∫

d2k

(2π)2i
1

−k2 +X2
=

1
4π

log
Λ2

X2
, (M.34a)

1
g2
R

=
1
g2

− 1
4π

log
Λ2

µ2
=

1
4π

log
µ2

X2
. (M.34b)

したがって簡単に β 関数 β(gR) を計算することができる。

β(gR) =
∂

∂log µ
gR = −g

3
R

4π
< 0 . (M.35)

これを見ればわかるように、理論は漸近自由である。
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