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第�章 Introduction

量子電磁力学やそれを拡張した標準模型 
standard model�などの場の理論は、重力以外の相
互作用に対する物理量を非常に高い精度で再現し大きな成功を収めた。しかし場の理論で重
力を同様に取り扱うことは出来ない。重力が繰り込み不可能なため、高エネルギー 
Planck
スケール�で破綻してしまうからである。そのため、高エネルギーでは別の理論が必要とな
るが、その候補として最も有力なものが弦理論 
string theory�である。String theoryでは
loop計算を行う時に理論に自然なカットオフが入るため発散が出ない事と、低エネルギーの
極限で場の理論になる事がその理由である。
この様に string theoryは重力も扱える統一理論となりうるが、この理論には幾つか欠点

がある。まず �つ目は、理論の種類が多すぎることである。例えば超弦理論 
super string
theory�を考えると、超対称性 
super symmetry � � � SUSY�があるものは �種類 
Type IIA
� Type IIB � Type I � het SO
��� � het E� � E��知られていて、SUSYが無い理論としては
Type �理論等が知られている。この様に理論の種類が多いと統一理論とは呼べないだろう。
�つ目は非摂動的な現象や o� shellの過程を追うことが出来ない事である。非摂動が駄目な
のは string theoryが string同士の Feynman diagramのみを定義した理論だからで、o� shell
が駄目なのは string theoryに weyl対称性 
スケール不変性�があるために on shellしか扱え
ないからである。そのため、このままでは stringの真のダイナミクスは理解できない。
�つ目の問題点は、最近の string theoryの大きな発展である様々な双対性 
duality�の発

見�によって �部分が解決された。具体的にはこれらの双対性のおかげで様々な soliton 
D�
braneや NS��brane等�が発見され、その結果 SUSYのある �種類の理論は全て双対性で繋
がっている等価なものである事が示された ��� � �	�。つまり SUSYのある �つの理論 
M理
論 ����を異なる見方で見ていただけだったと言う事である。�ある理論の強結合領域が別の理
論の弱結合領域�の様な双対性になっているので、ただ同じ理論だと分かっただけではなく、
それぞれの理論の利点を利用すれば string theoryの理解をさらに深められる様になった。
�つ目の問題点も少しずつではあるが、解決の兆しが見え始めている。まず solitonの発見

によって、string theoryの非摂動的な現象を見る事が出来るようになった。特にD�brane ���
は閉弦 
closed string�の電荷 
charge�を持っている板の様な solitonで非摂動的な物だが、開
弦 
open string�の端が付く先と解釈する事も出来るので open stringでは摂動的に扱えるた
め、取り扱い易い solitonである。そのため現在ではD�braneの様々な性質が分かっている。
一方 o� shellの途中過程を持つ現象として tachyon凝縮が知られている。これは SUSY

が無い系は tachyon 
質量の �乗が負の string�を含むため不安定で、tachyonが凝縮 
Higgs
mechanismに対応�する事で安定化するという現象である。この様に tachyon凝縮は不安定
な系と安定な系を繋ぐ現象なので、SUSYがある系の間のみを繋いだ dualityよりも広い範囲
で統一的な取り扱いが出来るようになる。そのため tachyon凝縮の性質を調べる事は非常に
有用なのだが、この途中過程は o� shellなので string theoryでは扱えない。Tachyon凝縮は
tachyonが open stringであるか closed stringであるかで open tachyon凝縮と closed tachyon

�T�duality����S�duality ����T�dualと S�dualを合わせた U�duality ���等。
�



凝縮の �種類に分類できるが、open tachyon凝縮の方は最近の研究�でかなり理解されてき
たのでどんなものか簡単に説明しよう。

Dp D

p

open string tachyon
closed string vacuum

open tachyon 凝縮

図 ���� Brane�antibrane系の open tachyon凝縮

まず Type II理論を考えて、図 ���の様にDp�brane 
Dp�と anti Dp�brane 
 �Dp��が �枚ず
つ平行に並んだ系を考える ����。この系は non�BPSで SUSYが無いので不安定な可能性が
あるが、実際 �枚の braneの間の距離が十分小さいと、その間を繋ぐ open stringに tachyon
が含まれるため不安定となる。そのため、その場合は tachyon凝縮を起こして安定化すると
考えられるが、系全体の RR chargeが �である事から tachyon凝縮で �枚の braneが対消滅
して closed string vacuum �へ変化すると考えられる 
図 ����。もしこの考察が正しければ

�braneの tentionの和�タキオン凝縮によって生じる真空の安定化エネルギー�

という Senの予想が成り立っているべきだが、OSFT
open string �eld theory � � � open string
の弦の場の理論�を用いた計算で、幾つかの具体的な系に対してこの予想が正しい事が確認さ
れた。例えば OSFTの �つであるWitten型の cubic�SFT ����を用いて、bosonic D���brane
�枚の系の tachyon potential �を計算して求まる安定化エネルギーが非常に高い精度で	D���

braneの tentionと一致する事がわかって、Senの予想が正しい事が確認された ����
。他にも
OSFTの �種である BSFT
boundary SFT� ����を用いて Senの予想が確かめられている�。
最後に図 ���からも分かるように、一般的に open tachyon凝縮では凝縮後に open stringの
付く先 
D�brane等�の形状が変化する。

さて、以上を踏まえて初心に帰ってみよう。そもそも string theoryが良く考えられるよう
になった理由が重力を取り扱いたいからであった。String theoryでは通常ゲージ場や物質は
open stringに対応して重力は closed stringに対応しているので、重力の性質を調べるという

�A�Senの論文 ���から始まる一連の研究。それらのまとめとしては ����がある。
�Dpと逆の RR chargeを持った brane。
�Open stringが存在しない真空という意味。
�Braneに付いている open stringの場の potentialの事。余談かも知れないが、��	�では tachyon potentialの

普遍性 
D�braneがどのような boundary stateで記述されるかに依らない、つまり tachyon potentialは D�brane
の形状に依らず D�braneの次元にのみ依存する�が証明されている。

�cubic�SFTでは場が無限個出てくるので、有限個の場だけを考えて 
level truncation�近似計算をしなけれ
ばならない。

�Cubic�SFTを用いた open tachyon凝縮の研究の reviewとしては ����があるので、それを参照して欲しい。
�例えば ��
�では bosonic D���braneの系� ����ではDp� �Dp系で Senの予想が確かめられている。BSFTの

利点として、cubic SFTの様な level truncationが必要なく、厳密な計算ができるという点がある。
�



事は closed stringの性質を調べる事に相当している。よって closed stringの現象を調べたい
訳だが、今まで書いた成果が open stringに関するもの 
D�brane等�が多い事からも分かる
ように、非常に難しい。これは open stringの理論はゲージ理論に対応しているので、良く
知られたゲージ理論の取り扱い方と同様の手法で取り扱えるが、closed stringの理論の場合
はそもそもそれに対応する重力の取り扱い方を我々は良く知らないので、closed stringをど
う扱って良いかよく分からないからである。�やはり重力は難しい�という事である。
この事は今回著者が修士論文で取り扱おうとしている closed tachyon凝縮の場合にも当て

はまる。どうして困難であるかをまとめると以下の通りである。

�� Open tachyon凝縮が open stringの付く先を変化させる過程だという事を踏まえると、
closed tachyon凝縮は �closed stringの付く先�が変化する過程だと考えられる。Open
stringはD�braneの様な boundaryに束縛されているので凝縮で boundaryが変化するだ
けだが、closed stringの場合は bulk全体を飛び回っているので凝縮で bulkが変化して
しまうという事である。そのため途中過程を直接追うのは非常に困難で、それどころか
安定化した時の状態がどのようになるかも分からない。

�� Open stringの場合の tachyon potentialに相当するものを、closed stringの場合は定義
できない。重力自体の potentialが定義できないのと同じ理由である。そのため、open
tachyon凝縮の Senの予想に対応するものが無く、どのような物理量を調べれば良いか
すらも分からない。

�� Closed string �eld theoryはまだ定式化されていない。OSFTと同様に定義しようとす
ると loop計算の各次に anomalyが出る事が知られている。

これら � � �を見ると、closed tachyon凝縮を調べる事で closed stringのダイナミクスが分
かり、bulk自体に SUSYが無い系 
Type �理論等�と SUSYがある系 
Type II等�の繋がり
を見る事が出来る可能性があるので非常に有用である事が分かるが、そのまま扱うと非常に
困難であることも分かるだろう。
そこで極力簡単な系で考えて、open stringの性質もうまく用いて closed tachyon凝縮を
調べようと考えるのは自然な流れだろう。一般的に、曲がった空間を考えると SUSYが無く
なり closed tachyonが生じるため、極力簡単に取り扱える曲がった空間を考えれば良い訳で
ある。実際、最近になって曲がった空間の中でも比較的楽に取り扱える orbifold上の closed
tachyon凝縮を、orbifold上に D�braneを置く事によって考察するやり方が Polchinskiらに
よって提案された ����ので、修士論文としてその orbifold上での closed tachyon凝縮の話と、
その話の理解に必要な orbifoldの知識をまとめる事にする�。
最後に具体的な章立ては以下の通りである。まず、�章では boundary stateの話をまとめ

る。Boundary stateはD�brane等の solitonを CFTの状態としてうまく記述するための方法
で、orbifold上のD�braneの性質を理解する事がこの章の目的である。�章ではこの修士論文
のメインである orbifold C �ZN上の closed tachyon凝縮を D�braneで調べる話を説明する。
�章では結論を述べる。最後に付録A�Cとして �章の計算に必要な事柄をまとめておいた
ので、適宜参照して欲しい。

�今回は時間の都合上 follow出来なかったが、closed tachyon凝縮を扱った論文として ����の他に最近になっ
て ���� � ����等が出された。World sheetの CFTの繰り込みを考えて、IR領域を tachyon凝縮後とする話が
多い。特に ����では、spacetime SUSYは破れているが world sheet SUSYが残っている系を考える事で、量
子補正も踏まえた議論が出来る事が議論されていて興味深い。また、���������では localized tachyon
closed
tachyonが特異点に局在した系�を考えているが、����では空間全体に tachyonが存在する系を取り扱ってい
る。

�



第�章 Boundary State

ここ近年での string theoryの発展に D�braneは大きく貢献している。そして、今後考えたい
closed string tachyonを含むような曲がった空間の場合もD�braneは非常に有用であると考
えられる。
さて D�braneを取り扱う際に、open stringの付く先と考えるよりも closed string の始状
態や終状態 
boundary state�と考えた方が見通しが良くなる事が多く、orbifold等の曲がっ
た空間を考える時はその傾向が強くなる。
そこで、この章では boundary stateについてまとめる。Orbifold上のD�braneを boundary

stateで取り扱えるようになる事がこの章の最終目標である。

��� Boundary Stateの例
まず boundary stateがどんなものかを理解するために、通常の平坦な空間でのDisc
Open

stringのNeumann境界条件に相当�と D�brane
Dirichlet境界条件�の両者に対して具体的に
boundary stateを構築してみよう ����。

����� Bosonic stringの場合

まず bosonic stringから。Notationは ��	�に従い以下の通りである。

World sheet action

Euclid的な world sheet 
��� ���を考えた時、world sheet boson X� の actionは

S �
�

����

Z
d�� 
��X

���X� � ��X
���X�� 
����

となる。Minkovski的な world sheet 
	� ���
時間�空間�を考えたい時は

� � �� � 	 � �i�� 
����

とすればよい。複素座標w� zとその微分を

w � �� � i�� � �w � �� � i�� � z � e�iw � e�i�
���� � �z � ei �w � ei�

���� 
����

�w � �
�

�� � i��� � � �w � �

�

�� � i��� � �z � �w

�z
�w � ��z � � �w

��z
� �w 
����

と定義する。

�



Closed stringのモード展開

Closed stringを考える時、X�は

X�
�� � ��� ��� � X�
��� ��� 
����

の条件を満たしている。� � �z� �� � ��zとして

�X�
z� � �i
�
��

�

��
�

�X
m
��

��m
zm��

� ��X�
�z� � �i
�
��

�

� �
�

�X
m
��

���m
�zm��


����

とモード展開する。w座標で書くと

�X�
w� � �
�
��

�

� �
�

�X
m
��

��me
imw � ��X�
 �w� �

�
��

�

� �
�

�X
m
��

���me
�im �w 
��	�

となっている�。ただし、式 
��	�では � � �w� �� � � �wとしている。以下 �� ��と書いた時には
特にことわりが無い場合、引数で微分することにする。X�のモード展開は

X�
z� �z� � x� � i
��

�
p� ln jzj� � i

�
��

�

� �
� X
m�
�

�

m

�
��m
zm
�
���m
�zm

�

����

となる。ただし、

p� �
�
�

��

��
�

��� �

�
�

��

� �
�

���� 
����

である。交換関係は

���m� �
�
n� � ���

�
m� ��

�
n� � m
m��n��� 
�����

�x�� p� � � i��� 
���� ��

となっていて、他は �である。式 
����を w座標で書くと、式 
����より

X�
w� �w� � x� � ��

�
p�
w � �w� � i

�
��

�

� �
� X
m�
�

�

m

�
��me

imw � ���me
�im �w

�

�����

と書ける�。最後に座標 
��� ���で表すと、

X�
��� ��� � x� � i��p��� � i

�
��

�

� �
� X
m�
�

�

m

�
��me

im����i��� � ���me
�im����i���

�

�����

とも書ける。

�conformal weightが 
����と 
����なので、�wX�
w� � �z
�w�zX

�
z�� � 	wX
�
 �w� � �	z

� 	w�	zX
�
�z�となる

�X� の conformal weightは 
����なので、ただ zを書き直せば OK

	



Open stringのモード展開

Open stringの場合、両端 �� � �� �で X�に境界条件が付く。�� � �でのNeumann境界
条件、Dirichlet境界条件は次の様になる。

Neumann � ��X
�
�� ��� � �

Dirichlet � X�
�� ��� � y� 
定数�

�����

�� � �の場合も同様である。式 
����� を w座標で書くと、

Neumann � �X�
w� � ���X�
 �w� Re
w� � �

Dirichlet � X�
w� �w� � y� Re
w� � �

�����

と書ける。Neumann� � �N�Dirichlet� � �Dと書くと、���でN�N � D�D � N�D � D�Nの �種類
の境界条件がある。X�
w� �w�を

X�
w� �w� � X�
w� � �X�
 �w� 
�����

と分解すると、�種類のそれぞれの境界条件で、以下の様にモード展開できる。

N�Nの場合

X�
w� � d� �

�
��

�

� �
�

�
������w � i

X
m�Z
m�
�

�

m
��me

imw

	

� 
�����

とモード展開する。さらに X�
w�と �X�
 �w� の間に

�X�
 �w� � X�
�� � �w� 
���	�

の関係式を付ける。これは � � Re
w� � �� の範囲のX�
w� �w�を定義することに相当してい
て、このように変域が ��までの関数を作ることを �double trick�と呼ぶ。するとRe
w���� �
で確かに式 
����� のNeumannの方を満たしている事が分かる。その時X�
w� �w�は

X�
w� �w� � x� � ��p�
w � �w� � i

�
��

�

��
� X
m�Z
m�
�

�

m
��m

�
eimw � e�im �w

�

�����

とモード展開できる。x�� p�の定義と交換関係は

x� � �d� � �� ���� � �
� ���

p� � 
����� �
����

���m� �
�
n� � m
m��n���

�x�� p� � � i���


�����

となっていて、その他の交換関係は �である。式 
�����を変域 � � Re
w� � �で考えたもの
が open stringのモード展開になっている。

�



D�Dの場合

式 
�����に加えて、

�X�
 �w� � c� �X�
�� � �w� x� �定数 
�����

とすれば D�D境界条件を満たす事がわかる。モード展開は

X�
w� �w� � x� �
y� � x�

��

w � �w� � i

�
��

�

� �
� X
m�Z
m�
�

�

m
��m

�
eimw � e�im �w

�

�����

となっている。y�は x�と ��� の適当な線型和で書けて、これは �� � �で x���� � �で y�の
D�D境界条件に対応している。

N�DとD�Nの場合

残り �つの境界条件の場合、

X�
w� � i

�
��

�

��
� X
r�Z� �

�

�

r
��r e

irw 
�����

とモード展開しておいて、

N �D � �X�
 �w� � x� �X�
�� � �w�
D �N � �X�
 �w� � x� �X�
�� � �w� 
�����

と置けばよい。X�
w� �w�のモード展開は

N �D � X�
w� �w� � x� � i

�
��

�

� �
� X
r�Z� �

�

�

r
��r

�
eirw � e�ir �w

�

�����

D �N � X�
w� �w� � x� � i

�
��

�

� �
� X
r�Z� �

�

�

r
��r

�
eirw � e�ir �w

�

�����

式 
������
�����からもわかるように、stringの片方の端が固定されているので、運動量 p�が
無い。また、x� は固定端の位置に相当している。最後に、交換関係は

���r � �
�
s � � r
r��s��� 
�����

となっていて、その他の交換関係は �である。
以上を踏まえて、bosonic stringの boundary stateを構成してみよう。まず、Neumann

boundary stateから。

�



σ2

σ1

boundary (open string)

boundary state (closed string)
or

図 ���� open stringの ��loop

Neumann boudary state

図 ���の様な open stringの ��loopを考える。この場合��と��を入れ替えると、open string
の端 
境界条件�を closed stringの始状態 
boundary state�と考えられて、closed stringの
tree levelとみなせる。
では、ある �方向 �だけを考えた時の boundary stateを調べてみよう。
まず、Neumann boundary conditionは式 
�����で与えられていた。w� � iw � ���� i��

と conformal変換をすると、�X�
w�の conformal weightは 
����であることを踏まえて

�X�
w� �
�w�

�w
�X�
w�� � i�X�
w�� � ��X�
 �w� �

� �w�

� �w
��X�
 �w�� � �i��X�
 �w�� 
���	�

となる。よって、式 
�����は

�X�
w��� ��X�
 �w�� � � � Im
w�� � � 
�����

と書ける。さらに w�の �� ����とすれば�、w�� � ��� i��と書けて、図 ���でちょうど ��

と��を入れ替えた事に対応する。この場合も

�X�
w���� ��X�
 �w��� � � � Im
w��� � � 
�����

をみたす�。w��を実数倍する座標変換に対して式 
�����は不変なので、その変換で Re
w���
が ��周期になるように調節しておく。式 
�����を closed stringの始状態 jBXiN の条件とと
らえると、closed stringのモード展開の式 
��	�より x� Re
w���として任意の実数 xで�

�X�
x�� ��X�
x�

 jBXiN � � �

X
m


��m � ��
�
�m� e

imxjBXiN � � 
�����

が成り立つ 
添え字Nは Neumannの意味�。つまり、


��m � ��
�
�m� jBXiN � � 　 for �m � Z 
�����

�この操作は left�moving w�と right�moving �w� を入れ替える操作に対応している。
�Closed string の X�
w�� �w�� を式 
�����の様に分解した時に、left � X� � right � �X� の入れ替えに対

して理論が対称なので、w�と �w� の入れ替えをしても boundary stateの条件は変化しない事から分かる。式

������
�����は closed stringの tree levelと見た時、world sheetの空間方向Re
w�� の向きをどちらに選んで
も同じ事を意味しているが、上の話からも分かるようにこれは理論が leftと rightで対称であることからくる
帰結なので、そうでない物 
heterotic string等�ではこのような話は出来ない。以下の boundary state の話で
は、全て leftと rightが対称なものを考えることにする。

��



が Neumann boundary stateが満たしている条件である。式 
�����の解は、

jBXiN � C�

�Y
n
�

e�
�
n
��
�n�����nj�� k� � �i 
�����

と書ける。ただし C�は適当な規格化定数で、この値を決める事も出来るがそれは後のセク
ションに譲る事にする。j�� k� � �iは closed stringの ground stateで、運動量 k� � �の状態
である。これは式 
�����にm��を代入して、これを p�に書き直すと分かる。最後に、これ
は �方向のみを考えているので勿論 �で和を取らない。

Dirichlet boundary state

図 ���のセットアップで今度はDirichlet boundary stateを調べよう。Closed stringの初期
条件に直すと

X�
w� �w� � y� � Re
w� � � 	 X�
w��� �w��� � y� � Im
w��� � � 
�����

となる。式 
�����の右の方に closed stringのモード展開の式 
�����を代入すると、boundary
state jBXiDの条件は

�x�jBXiD � y�jBXiD � 
��m � ����m� jBXiD � � for �m 
� � 
�����

となる。まぎらわしいので operator �x�に hatを付けた。一方 y�は c数である。式 
�����の
解は

jBXiD � D�

�x
� � y��

�Y
n
�

e
�
n
���n�����nj�� k� � �i 
�����

と書ける。D�は適当な規格化因子で、後のセクションで決める。Operator 

�x� � y��は

�x�

�x� � y��j�� k� � �i � y�

�x� � y��j�� k� � �i 
�����

となるような operatorである。�x�と p�は交換関係が 
� �なので、jBXiDは p�の固有状態
ではない事に注意したい。
最後に、D�braneのboundary stateを構成したい場合は、Neumann方向を jBXiN � Dirichlet

方向を jBXiDとして、テンソル積を取ればよいことが分かる。

����� Super stringの場合

同様のことを今度は super string 
Type II又は Type �を考える��の場合で行おう。NS�R
formalismで話をする。

�前にも書いたように leftと rightが対称の理論を考えたいので。
��



World sheet action

Actionは bosonicな action式 
����に world sheet fermion 
� 
left�� �
� 
right�の actionを
加えたもので、

S �
�

��

Z
d�w

�
�

��
�X� ��X� � 
� ��
� � �


�� �
�

�

���	�

と書ける。ただし、� d�� d�� � d�w � dw d �wを用いた	。

Closed stringのモード展開

Closed stringを考える時、X�は �����と全く同じ話だが、
�として

Ramond 
R� � 
�
w � ��� � �
�
w�

Neveu�Schwarz 
NS� � 
�
w � ��� � �
�
w�

�����

の �つのモードが考えられる。 �
�も同様に考えてまとめると


�
w � ��� � e��i�
�
w�
�
�
 �w � ��� � e���i�� �
�
 �w�


�����

が考えられる。ただし、� � � � � �R� � � �
� � � �NSで、��も同様である。Leftと rightでモー

ドが違っても構わないので、
left � right��
NS � NS� � 
NS � R� � 
R � NS� � 
R � R�の �つ
のモードを考えれば良い事が分かる。
モード展開は


�
w� � i�
�
�

X
r�Z��


�
r e

irw � �
�
 �w� � i
�
�

X
r�Z���

�
�
r e

�ir �w 
�����

で与えられる。これは z座標で考えた時、
�と �
�の conformal weightがそれぞれ 
�� � ���
��
�
��

である事を踏まえると


�
z� �
X
r�Z��


�
r

zr�
�
�

� �
�
�z� �
X
r�Z���

�
�
r

�zr�
�
�


�����

と書けることからきている
。これらは反交換関係

f
�
r � 


�
sg � f �
�

r �
�
�
sg � ���
r��s � f
�

r �
�
�
sg � � 
�����

を満たしている。

�正確には dw d �w � det

�
�w

���
�w

���
� �w
���

� �w
���

�
d�� d�� � det

�
� i
� �i

�
d�� d�� � ��i d�� d�� なので �i倍ずれるが、

大きさと conformal変換性は正しく表現されているのでこれで構わない。
���
z� �

�
�w
�z

� �
� ��
w� � i

�
� z

�
���
w�を用いた

��



Open stringのモード展開

X�は �����の場合と全く同じである。
�の方も consistentな boundary condition �を考え
てみよう。
まず式 
���	�の fermionの項を 
��� ��� で書いたとき、

S �
Z
d�� d��

h

�
�� � i���
� � �


�
�� � i��� �
�

i

�����

とかけるので、変分を取ると


S � �
Z
d�� d��

h


�
�� � i���
� � 
 �
�
�� � i��� �
�

i
�

Z
d��

h

�

� � �


�
 �
�
i��
�
��
�


�����

となる�。式 
�����の表面項 
右辺第 �項�が �になる事が consistentな boundary condition
の条件で、open string
leftと rightに対応が付いている string�の場合は


�
�� ��� � i�� �

�
�� ���


�
�� ��� � i�� �

�
�� ���


�����

となる。ここで、��� �� � ��である。しかし、X�のような物理的な解釈 
stringの位置�が
出来ないので NeumannやDirichletと言っても良く分からない。そこで、次の様に定義する。

N�Nの場合

まず、N�N boundary conditionを


�
�� ��� � �i�� �
�
�� ���


�
�� ��� � �i�� �
�
�� ���

�����

と定義する��。さらに、� � Re
w� � ��の範囲の 
�� �
�を

�i�� �
�
 �w� � 
�
�� � �w� 
���	�

で定義すると、
�
��� ��� � �i�� �
�
�� ��� � ��

��

�
�� ���より、

R � for �� � �� � NS � for �� � ��� 
�����

と考えられる��。よって、モード展開は 
�をR�NSそれぞれの場合で式 
�����の左で展開し
たものである��。

�boundaryで conformal対称性が破れないための条件
�fermionなので、反交換 
 ��� � �����であることに注意。
�
��倍で定義しているのは、良く知られている最終結果と合わせる為である。
��後で boundary stateを考えたいので �� � �� �で対称に書いたが、�� ��� � ��� と再定義 
OPEを変えな

い�すると �� � �と置けるので有効な自由度は実は ��だけである。
��こう考えると、定義式 
�����でパラメータ ��� ��に物理的解釈を与えていると考えられる。

��



D�Dの場合

T�dualityで Neumann boundary conditionが Dirichlet boundary condition に変化するこ
とを用いる��。T�dualityは right成分のみ��倍するような変換と見ることも出来る。つまり


�
w�
T�dual� 
�
w� � �
�
 �w�

T�dual� � �
�
 �w� 
�����

ということである。式 
������
���	� は 
�����で


�
�� ��� � i�� �
�
�� ���


�
�� ��� � i�� �
�
�� ���

i�� �
�
 �w� � 
�
�� � �w�

�����

となることが分かる。今回も前と同様に

R � for �� � �� � NS � for �� � ��� 
�����

と定義すると��、
�
��� ��� � i�� �
�
�� ��� � ��

��

�
�� ���より、より、
�
w�のモード展開

は式 
����� の左に従う。

N�D	D�Nの場合

N�Nのうち、片方をDにすれば良いので、Dにしたい方だけ境界条件を式 
������
���	�か
ら変化させれば良い事が分かる。例えば D�Nの場合は


�
�� ��� � i�� �
�
�� ���


�
�� ��� � �i�� �
�
�� ���

�i�� �
�
 �w� � 
�
�� � �w�

�����

とすれば良く、N�Dの場合は ��の代わりに ��の所の符号を��倍すれば良い。Rと NSの定
義は他の境界条件の場合と合わせるために、今までと同じ形の

R � for �� � �� � NS � for �� � ��� 
�����

とする。注意するべき点は今回の場合は 
�
��� ��� � ���

��

�
�� ���なので、
�
w�のモード

展開 
�����が Rと NSで逆になる 
Rが半整数モード �NSが整数モードになる�ことである。
以上を踏まえて、ある �方向 �の 
�� �
� の boundary stateを調べる。

��の boudary state

前のセクションの話をまとめると、�� � � の boundary conditionは


�
w� � �i��� �
�
w� � Re
w� � � 
�����

��T�dualityの詳細は ��
�Vol ��sec �を参照。
��Rや NSはそれぞれの方向で独立に決める事が出来ないので、境界条件に依らないように定義を合わせて
おく必要がある。

��



と書ける事が分かる。ただし、

� �

�
� � � � Neumann

�� � � � Dirichlet

�����

である。�����にならって ��loop 
周期T� amplitudeを考えると、周期境界条件として


�
��� �� � ��

�
��� T �

�
�
��� �� � �� �
�
��� T �

�����

が考えられる。ただし、��� �� � ��である��。しかし、


�
�� �� � �i��� �
�
�� �� � �i����� �
�
�� T �


�
�� �� � ��

�
�� T � � ��
�i���� �
�
�� T �


���	�

から、�� � ��でないと consistentでない。よって、以下 �� � �� として考える。
w� � iwと書き直して closed stringの tree levelと読み直すと


�
w� �
�
�w�

�w

� �
� 
�
w�� �

p
i
�
w��

�
�
 �w� �
�
� �w�

� �w

� �
� �
�
 �w�� �

p�i �
�
 �w��

�����

より、式 
������
����� は


�
w�� � ��� �
�
 �w�� � Im
w�� � �

�
w�� � ��


�
w� � ���
�
�
 �w�� � �� �


�
 �w� � ���

�����

となる�	。ただし w�を適当に実数倍して�
、��周期にした。式 
�����から分かるように、
closed string の立場で見たときは R�Rセクター 
�� � ��と NS�NSセクター 
�� � ���のみ
が存在する。つまり、boundary stateは closed stringのうち spacetime boson と coupleする
ことが分かる。
式 
�����に closed stringのモード展開式 
�����を代入すると

i�
�
�

X
r�Z��

�

�
r � i��� �


�
�r
�
eirxjB	� ��i��� � � for �x � R 
�����

となる。ただし、

�� � � � � � R �R � � � � � �

�� � �� � � � NS �NS � � � � � �
�


�����

という対応になっている。表記 jB	� �i��� は 
に対する boundary stateであるという事が
はっきり分かるのだが、表記に無駄が多いのでこれを以下では j�� �i�と書く。また�� �は場
合によって N�Dや R�NSと書くことがある。式 
�����は�


�
r � i�� �
�

�r
�
j�� �i� � � for �r � Z � � 
�����

��world sheet fermionを考えているためにこのような自由度が許される。X� の場合は bosonなのでこのよ
うな自由度は無く、特に考慮に入れる必要が無かった。

��leftと rightで理論が対称なので、w��を考えても同じ式になる。
��前にも書いたように、この変換で式 
�����は不変。

��



となり、これが boundary stateの条件である。式 
����� の解は、NSの場合

jNS� �i� � C�

�Y
r
 �

�

ei��	
�
�r

�	���r j�i 
�����

となる。ただし C�は規格化定数で、j�iは NS�NSの ground stateである。
Rの場合も同様に規格化定数D�を用いて

jR� �i� � D�

�Y
m
�

ei��	
�
�m

�	���m jR� �i���� 
�����

と書けるが、Rセクターには �モード jR� �i���� があるので少し複雑になる。jR� �i���� は�

�
� � i�� �
�

�

�
jR� �i���� � � 
�����

の解だが、具体形の導出は後のセクションに譲ることにする。

��� 石橋stateとCardy条件を用いたboundary stateの構成
前のセクションで boundary stateの幾つかを具体的に構成したわけだが、毎回このような

方法を行うのは面倒で、もっと形式的に取り扱えると楽である。そのような方法として、石
橋 state ����と Cardy条件 ���� ��を用いて構成する方法がある。特に、この方法は複雑な系

曲がった空間等�の boundary stateを考える際に非常に有用であるので、このセクションで
はこれを ����にしたがって説明することにする。

����� Virasoro代数

まず石橋 stateを構築する上でも、このセクションのその後の話でも、Virasoro代数が重
要な役割を果たす。そこで Virasoro代数の具体形をまとめておく事にする。

Flatな bosonic stringの場合

まず ���で考えた様な �atな空間上の、ある �方向 �のX�に対するVirasoro代数を考え
よう。Closed stringの場合

LX
n �

�

�

X
m�Z

���m���n�m for n 
� � � LX
� �

��

�
p�p� �

�X
n
�

���n���n 
�����

�LX
n �

�

�

X
m�Z

����m ����n�m for n 
� � � �LX
� �

��

�
p�p� �

�X
n
�

����n����n 
������

で与えられる。�方向のみを考えているので、式 
������ 
������では �で和を取らない事に
注意。全方向分のVirasoro代数を使いたい場合は、それぞれの方向で式 
������ 
������を考
えてそれらを足せば良い。

��両者がどのようなものであるかは後述。
��



Open stringの場合は、N�N�D�Dの場合

N �N � LX
n �

�

�

X
m�Z

���m���n�m for n 
� � � LX
� � ��p�p� �

�X
n
�

���n���n 
���	�

D �D � LX
n �

�

�

X
m�Z

���m���n�m for n 
� � � LX
� �

 x� x�
�����

�
�X
n
�

���n���n 
�����

となっている。ただし、 x� � x� � y�である。今回も �で和を取っていないことに注意。
N�DやD�Nの場合も書くことが出来るが、それは �一般の場合のVirasoro代数�に回すこと
にする。
交換関係は closed � openの場合共に、

�LX
m� L

X
n � � 
m� n�LX

m�n �
c

��

m� �m�
m��n � c � � 
�����

��LX
m�
�LX
n � � 
m� n��LX

m�n �
�c

��

m� �m�
m��n � �c � � 
������

となっている。c� �cはX�の central chargeで今回は共に �となるが、一般の c� �cを持つ場に対
するVirasoro代数の交換関係も式 
������
������の形で書けるので、今後この式を流用する。

Flatな super stringの場合

同様に �atな空間の super stringの場合を考えると、X�に対する Virasoro代数は前の結
果と同じである。
�� �
�に対するVirasoro代数は、closed stringの場合、

L	
n �

�

�

X
r�Z��


n � �r�
�
�r
��r�n for n 
� � � L	

��
X
r
�

r
�
�r
��r � a� 
��	��

�L	
n �

�

�

X
r�Z���


n � �r� �
�
�r �
��r�n for n 
� � � �L	

��
X
r
�

r �
�
�r �
��r � �a� 
��	���

とまとめられる。ただし a�� �a�は、

R � a� �
�

��
� NS � a� � � 
��	��

で、�a�の場合も同じである。Open stringの場合は �����の通りに、それぞれの境界条件に対
応する様に double trickを使って変域が ��までの 
�
w�を作り、それの周期性に対応した
Virasoro代数 
��	��を考えればよい。例えば 
間違えやすい例を挙げると�N�Dなら R�半整
数�NS�整数モードで展開といった具合である。もちろん a�の値は

periodic � a� �
�

��
� antiperiodic � a� � � 
��	��

と考える。Virasoro代数の交換関係は式 
������
������に c � �c � �
�を代入したものである。

a�の値を簡単に求める記憶法

LX
� や L	

� には定数 a�が入っているが、この a�を簡単に出すための記憶法がある。ここで
はそれを紹介する。

�	



まず、world sheet bosonに対して

periodic boson � f� � � �
��

� antiperiodic boson � f� � �

��

��	��

と定義して、world sheet fermionに対して

periodic fermion � f� � �

��
� antiperiodic fermion � f� � � �

��

��	��

と定義する。すると a�は central charge cを用いて

a� � f� �
c

��

��	��

と求まる。Rightの場合は cの代わりに �cとすれば良い。
例えば open stringでN�Nの場合X�は periodicで c��なので、a� � � �

��
� �

��
� �で確か

に式 
���	�を再現しているし、
�はRの場合periodicで c � �
�
なので、a� � �

��
� �

�
� �

��
� �

�	

となりこれも良い。

一般の場合のVirasoro代数

一般の場Aに対するVirasoro代数も式 
�����の交換関係を持つ代数として定義できるとい
うのは前にも書いた通りであるが、菅原 construction
��	��Vol�� sec ����参照�を用いて具体
的に構築出来る場合がある。以下 leftの場合で話をするが、rightの場合も全く同様である。
まずAを適当に組み合わせて conformal weight 
����の current Jaを作る。そしてこの Ja

をモード展開した時、その交換関係が

�Jam� J
b
n� � m�kdab
m��n � ifab cJ

c
m�n 
��	��

であるとする。ただし m�nは整数で、fab cはある群G
generator間の内積が dabで、根の最
大長が 
�の構造定数である��。k � ��k

	�
は正の整数で levelと呼ばれ、この時、式 
��	��を

level kのG current代数 
又は a!ne Lie代数�と呼ぶ。一般性を持たせるため式 
��	��の様
な形で書いたが、通常 dab � 
ab� 
� � �のセットアップで話をするのでその時は k � �kと
なっていて levelが見やすい。
この Jamを用いて Virasoro代数 Lnは次の様に書ける。

Ln �
�


k � h
G��
�

�X
m
��

JamJ
a
n�m for n 
� � 
��		�

L� �
�


k � h
G��
�

�
Ja�J

a
� � �

�X
n
�

Ja�nJ
a
n

�

��		��

ただし aで和を取っている。また、h
G�は

fac df
bd

c � �h
G�
�dab 
��	��

で与えられる。式 
��		�で作られたVirasoro代数は central charge

c �
kdim
G�

k � h
G�

��	��

��式 
��
��から分かる様に、current Jaが整数モードで展開出来ないとこの話は使えない。
��



の交換関係を満たしている。群が symply�laced ��の時は h
G� � � � dim
G��rank
G�より、
式 
��	��は

c �
kdim
G�rank
G�

dim
G� � 
k � ��rank
G� 
�����

と書き直せる。
具体例として、c��の free boson X
w� �w�
� 
� �の �方向�を見てみよう。Ja
w�を

J
w� � i

�
�

��

��
�

�X
w� 
�����

とすると、�X
w�が periodicの時は上の話が使える。その時は Jm � �mとなって、交換関
係 
�����より level �の U
�� current代数となっている��。k
� � ��k � �を式 
��		��
��		��
に代入すると確かに式 
�����を再現する。また、式 
��	��に dim
U
�����を代入すると c��
も再現される。Antiperiodic boson
N�DのX�等�の場合は J
w � ��� � �J
w�となってし
まうのでこの話は使えない。このように、twistされた場に対しては twisted a!ne Lie代数

式 
��	��の分数モード版�を用いて話をするのだが、今回はその話は割愛する。
最後に、後の話で L�の具体形が必要なのでそれを書くと、場Aに対する LA

� は

LA
� � �モード 
運動量や xのエネルギー項� �

X
r
�

rNr � aA� 
�����

の形で書ける。ただし Nrは Aのモード展開Asのうち、A�r 
r � ��の数を数える number
operatorである。
例えば open stringで N�DやD�NのX�は antiperiodic bosonなので a� �

�
��
� �

��
� �

�	
と

なり、

LX
� �

�X
r
 �

�

rNr �
�

��

�����

と書ける��。

����� 石橋 state

さて �����で述べたように、consistentな境界条件は boundaryで conformal対称性を破ら
ないという事だった。そのため、その条件は boundary stateの言葉では Virasoro代数を用
いて �

LA
n � �LA

�n
�
jBi � � � for �n � Z 
�����

と書ける事がわかる。しかし式 
�����をそのまま解くのは困難なので、これをもっと簡単な
十分条件に置き換えることを考える。これは boundary state全体のうち、ある特徴を持った
一部分を考える事に相当する。これも具体例で説明する。

�
Dinkin diagramが �本で繋がっているという事。
��U
��の場合構造定数が �なので levelがうまく定義出来ない。なので、�k � �となるように調節しておい

て、それを level �と呼ぶ。
��N�Dや D�Nのモード展開式 
������
�����から分かるように運動量も�xも存在しないので、�モードのエ

ネルギー項は無い
��



例えば free boson X�の場合、boundary state condition 
������ 
�����をまとめると


��m � �����m� jBXi� � � �m � Z � � �

�
� for Neumann

�� for Dirichlet

�����

と書けるわけだが、式 
������
������を踏まえると式 
����� を満たす jBXi�は自動的に式

�����を満たすので、consistentな boundary stateの �部 
Neumannと Dirichlet�を求める
方程式になっているといった具合である。
同様に free fermion 
�に対しても式 
�����は�


�
r � i�� �
�

�r
�
j�� �i� � � for �r � Z � � 
�����

だった訳だが、これも式 
��	���
��	���を踏まえると自動的に式 
�����を満たす。
一般形はW の代数を AL� �W の代数を ARとした時、�

Wr � 
���s� �W�r
�
jBW i � � 
���	�

で与えられる。ただし、�は ALと ARの間の automorphism ��で sはWのスピン ��であ
る。式 
���	�は �貼り合わせの条件�とも呼ばれていて、確かに s��の場合式 
�����となり、
s � �

� の場合は 
���
�
� � �i より 
�����となる。Wは別に場でなくても構わない。例えば

current代数 Jaは s � �なので、 �
Jan � � �J

a
�n
�
jBJi � � 
�����

を条件とした boundary stateを考える事が出来る。ということで、式 
���	�の解を考えてみ
よう。
まずWが ALの表現 jに属しているとして、その highest weight stateを jj� �iとする。次

に状態を
Q

I W�nI jj� �iで構成して、完全系 jj�Niを作る。同様にして �Wでも�jj�Niを構成
する��。
表現 jの石橋 state jjiiは

jjii �
X
N

jj�Ni � �U�jj�Ni 
�����

で与えられる。ただし Uは

U�jj� �i ��jj� �i� � U �W�nIU
�� � 
���s �W�nI 
�����

とするような anti�unitary operator �	である。すると、jjiiは式 
���	�の解となっている事
が分かる ����。

��訳すと自己同型写像。つまりK�K�を体として全単射K � K�を考えた時、K�が K 自身となるような写
像の事である。確かに Neumann
� � ��や Dirichlet
� � ���はそうなっていて、それを一般化した形になっ
ている。

��今回の場合はWの conformal weightと言い換えても良い。
��ALと ARは automorphismで繋がっているので �W は W と同じ表現 jに入っている。
���� 	 � C としてU 
���	�� � ��U��	�U�を満たし 
そのため線型演算子でない�、内積が 
U�� U�� �


�����となる operatorの事。詳しくは �	��Vol � � sec �参照のこと。
��



少し話が抽象的になって分かり難くなったので、具体例を挙げる。Free boson X�のDirichlet
boundary stateの場合、式 
�����を Taylor展開すると、定数倍を無視して

jk�iiD �
Y
m

� �X
N
�

�p
N "

�
���mp
m

�N

j�� k�i � �p
N "

�
�����mp
m

�N

j�� k�i
�


�����

と書き直せる。ただし jk�iiDは、

x��y��のうち運動量が k�のモードを考えていて、j�� k�i
は運動量が k�の ground stateである。式 
�����において

jk��Ni � �p
N "

Y
m

�
��mp
m

�N

j�� k�i 
�����

は確かに完全系をなしていて�
、�と U の作用が

�����m�
�� � �����m � U ����mU

�� � �����m 
�����

となっている事を踏まえると、確かに jk�iiDは式 
�����の形になっている。

����� Cardy条件

石橋 stateを用いる事で conformal対称性を破らない boundary stateを求める事が出来た
わけだが、実はこれだけでは string理論として正しい boundary stateにはならない。ここで
はその理由と、正しい boundary stateのための条件 
Cardy条件�����を説明する。

Open�closed対応

Stringで cylinder amplitudeを考えた時 open stringの ��loopとも closed stringの treeとも
見れるというのは何度も書いている通りだが、Weyl対称性から図 ���の対応となっている。

円周

長さ 長さ

円周Open 1-loop Closed tree2 π t

π π / t

2 π

β β αα

σ2

σ1

σ′ 1

σ′ 2

図 ���� Open�closed対応

これを式で書くと次の通りである。まず open stringのHamiltonianをHとして、Virasoro
character �a
q�を

�a
q� � Traq
H � Traq

L�� c
�� � q � e��i� � 	 � it 
�����

��jk��N iと j�� k�iを混同しないように注意。
��



と定義する。様々なケースでの�a
q�の値は付録Bにまとめてある。�a
q�を用いると�
���
�
��型の境界条件を持つ ��t周期の open ��loop amplitude 
図 ���左�Z��は次のように書
ける。

Z�� �
X
a

na���a
q� 
�����

ここで na��は �以上の整数で、��loop amplitude中に表現 aのモードが出てくる回数 
multi�
plicities�である。q � e���tとも書けるので、��t周期である事をちゃんと踏まえている事に
注意しよう。
次にこれは boundary statej�iから j�iへ長さ �

t
だけ伝播している closed tree amplitude


図 ���右�とも見る事が出来るので

Z�� � h�j�q �
� �L��

�L�� c
�� �j�i � �q � e�

��i
� � e�

��
t 
�����

とも書ける。Closed stringのHamiltonian Hは

H � L� � �L� � c� �c

��
� L� � �L� � c

��

���	�

と書けるので、closed stringが長さ �
t
だけ伝播する様子が再現できている。

注意するべき性質として、Z�� � Z��つまり

h�j�q �
� �L��

�L�� c
�� �j�i � h�j�q �

� �L��
�L�� c

�� �j�i 
�����

がある。これは図 ���右で ��� の向きを決めた後に ���の向きを逆にしても結果が同じことを
意味しているが、leftと right で対称な理論を考えているので p���の脚注 �で書いたことと
同様の理由から確かにそのようになっている。
このように �と �の入れ替えに対して Z��は対称なので、対応する closed tree amplitude

でどちらを始状態とするかは好きに決めてよく、図 ���右の様に座標を張った理由は式 
�����
で右辺の �� �が逆になるのが嫌だった程度である。

Cardy条件

さて、boundary state j�iを石橋 state jjiiを用いて

j�i �
X
j

Bj
�jjii 
�����

と書こう。ただし Bj
�は適当な複素数とする。すると、式 
�����は

Z�� �
X
j

�
Bj
�

��
Bj
��j
�q� 
������

と書き直せる。ただし、石橋 stateの直交関係

hhjj�q �
� �L��

�L�� c
�� �jjii � �j
�q� 
������

hhj�j�q �
� �L��

�L�� c
�� �jjii � � for j� 
� j 
������

��



の性質を用いた。�j
�q�は石橋 characterと呼ばれている。
さて、S�matrix Sj

aを

�a
q� �
X
j

Sj
a�j
�q� 
������

と定義すると、式 
�����は

Z�� �
X
a�j

na��S
j
a�j
�q� 
������

と書き直せる。式 
������と比較すると、X
a

Sj
an

a
�� �

�
Bj
�

��
Bj
� 
������

を満たしている必要があることが分かり、この式は �Cardy条件�と呼ばれている。注意する
べき点は、Cardy条件の左辺の na��が �以上の整数だという事である。そのためCardy条件
を満たすあるBj

�の組を適当に実数倍した時、それは一般的にはCardy条件を満たさない 
対
応する na��が無い�

��。整数倍なら Cardy条件を満たすことも踏まえると、これは boundary
stateが soliton的 
�個 �個と数えられる�であることを示唆している。

����� Cardyの解

では Cardy条件 
������を満たす Bj
�を求めて string理論に現れる boundary stateを求め

てみよう。


�� まず na�� � 
a�の時、boundary state j�iを
Z�� � ��
q� � h�j�q �

� �L��
�L�� c

�� �j�i 　 � j�i �
X
j

Bj
�jjii 
������

と定義すると、Cardy条件 
������から

Sj
� � jBj

�j� 	 Bj
� �

q
Sj
� 	 j�i �

X
j

q
Sj
�jjii 
����	�

と j�iが求まる��。


�� 次に na�� � 
a�の時、boundary state j�iを
Z�� � ��
q� � h�j�q �

� �L��
�L�� c

�� �j�i � j�i �
X
j

Bj
�jjii 
������

と定義すると、これも Cardy条件から

Sj
� �

q
Sj
�B

j
� 	 Bj

� �
Sj
�q
Sj
�

	 j�i �
X
j

Sj
�q
Sj
�

jjii 
������

と求まる��。
��Sjaは石橋 stateを決めると一意的に決まる。
��一般的に Sj
 は正なので、矛盾は無い。
�
ただし、Bj


 �
q
Sj
 � Rを用いた

��



Verlindeの公式との対応

以上で求めた j�iを使って、j�i� j�i 間の amplitude Z��を

h�j�q �
� �L��

�L�� c
�� �j�i � Z�� �

X
a

na���a
q� 
������

と求めた時の na��がどう与えられるか考えてみよう。Cardy条件 
������に式 
������で求め
たBj

�を代入すると、 X
a

Sj
an

a
�� �


Sj
��
�
Sj
�

Sj
�


������

より、na��は

na�� �
X
j


Sj
��
�
Sj
� 
S

���aj
Sj
�

�
X
j


S���bjS
j
a � 
ba 
������

と求められる。
さて j�iが表現D�である時、h�j は表現 �D�なので式 
������は

�D� �D� �
X
a

na��Da 
������

の fusionをしている事に相当していて、その時 na��は fusion係数と解釈出来る。
実際D� �D� �

P
a n

�a
��Da の fusionを考えた時の fusion係数 n�a��は Verlindeの公式

n�a�� �
X
j

Sj
�S

j
� 
S

���aj
Sj
�


������

で書けるが、これは Sj
� � 
Sj

��
�で式 
������の na��となるので確かにその通りになっている。

����� Flatな空間のD�brane

Cardyの解の具体例として �atな空間のD�braneに対応した boundary stateを構成してみ
よう。まず、bosonic stringの場合を考えよう。

Bosonic D�brane

考えている �方向を半径Rにコンパクト化して考えて、後でR�
とする。コンパクト
化しているので、

�p � 
�� � �����
p
��� � �w �

r
��

�

�� � �����R 
������

のように運動量の他に winding number �wも現れる��。n�w � Zとして状態 j
n�w�iを
�pj
n�w�i � n

R
j
n�w�i � �wj
n�w�i � wj
n�w�i 
������

と定義しておく。
���方向のみを考えているので足 �は省略した

��



Dirichlet boundary state

以上のセッティングで、Dirichletの石橋 stateからDirichletの boundary steteを構成して
みよう。まず、Dirichletの場合の石橋 stateは式 
�����の様に

j
n� ��iiD � exp
� �X
m
�

�

m
��m���m

�
j
n� ��i 
����	�

で与えられる。すると石橋 character �D�n
�q�は式 
������より

�D�n
�q� � hh
n� ��jD�q �
� �L��

�L�� c
�� �j
n� ��iiD � �q

��n�

�R�

�
�q�

������

と計算できる。この計算はB����にまとめてある。また�関数の定義はC��を参照して欲しい。
次に xだけ離れているD�D間のVirasoro characterは式 
B��	�より

�
q�D��x �
�X

w
��

q
���Rw��x��

�����

�
q�

������

と書ける��。ただし、���Rw��x��

����� は L�の �モード 
����参照�に対応している。式 
�����の
L�の �モードと同じ形をしているが、今回はコンパクト化しているので winding numberが
wの時 ��Rwだけ e�ectiveな xが増えている。Poisson resummation formula 
C����と �

関数の S変換 
C����を使って式 
������を書き直すと

�
q�D��x �
�X

w
��

q
���Rw��x��

�����

�
q�
�

p
��p
�R

�X
n
��

ei�x
n
R
�q
��n�

�R�

�
�q�
�

p
��p
�R

�X
n
��

ei�x
n
R�D�n
�q� 
������

となっているので、式 
������と照らし合わせて S�matrixを読み取ると

Sn
x �

p
��p
�R

eix
n
R 
������

と分かる。よって �����の話より boundary state jxiDを

jxiD �
� p

��p
�R

� �
� �X
n
��

eix
n
R j
n� ��iiD 
������

と構成出来る。Amplitudeを計算してみると

hxjDq �
� �L��

�L�� c
�� �jyiD � �
q�D�x�y 
������

より��、ラベル xはDirichlet boundaryの位置と解釈出来る。最後に式 
������でR�
の
極限を取ると、n

R
� k
運動量�を踏まえて

jyiD �
Z
dkeikyjkiiD � 

�x� y�j�iiD 
������

となるので、確かに式 
�����の形をしている事が分かる。
��このように 

q�D��xは両端の位置 x�yではなくその差�xに依っているので、�xを aとして 
a
q�に対
応させる。

��式 
����	�の右辺はそのまま計算すると 

q�D�y�xだが、xと yを入れ替えても値を変えないので直感的
に理解しやすい形にした。すると fusion ruleは �Dx �Dy � Dx�y と読み取れる。

��



Neumann boundary state

同様の話をNeumannの場合でやってみよう。まずDirichlet境界条件のT�dualが Neumann
である事を踏まえると、石橋 stateが

j
�� w�iiN � exp
�
�

�X
m
�

�

m
��m ���m

�
j
�� w�i 
������

と書けることが分かる��。よって、石橋 characterは

�N�w
�q� � hh
�� w�jN �q �
� �L��

�L�� c
�� �j
�� w�iiN � �q

R�w�

���

�
�q�

������

と計算できる。これも計算は B����にまとめておいた。
次に N�N間のVirasoro characterは、Wilson line �をラベルとして��

�
q�N�
 �
�X

n
��

q

n
R
� �
��R�

�

�
q�

����	�

で与えられる�	。ただし � � � � ��である。式 
����	�も前と同様に Poisson resummation
formula等を使って書き直すと

�
q�N�
 �
�X

n
��

q

n
R
� �
��R�

�

�
q�
�

Rp
���

�X
w
��

ei
w
�q
R�w�

���

�
�q�
�

Rp
���

�X
w
��

ei
w�N�w
�q� 
������

となるので、S�matrixは

Sw

 �

Rp
���

ei
w 
������

と分かり、boundary state j�iNは

j�iN �
�

Rp
���

��
�

�X
w
��

ei
wj
�� w�iiN 
������

と構成できる事が分かる。
最後に、式 
������のR�
の極限を考えよう。この極限では 


��R � �なので、式 
����	�
中の �のラベルの意味が無くなる。ということで、R�
ではWilson lineを考えず � � �

のみを考えればよい。またR�
で winding number w 
� �のモードも decoupleすること
も踏まえると、Neumann boundary stateは

j�iN � j
�� ��iiN � exp
�
�

�X
m
�

�

m
��m ���m

�
j�� k � �i 
������

となり、確かに式 
�����を再現する。
���を �� � � とした事で ��n���nの係数が��倍となり、T�dualで nと wが入れ替わるので。
��Dirichletの場合の �xはWilson line � の T�dualから来ている事から、これが妥当であると理解できる。
��Wilson lineによるゲージ場 A� � �

��R のため運動量が
n
R � n

R � �
��R となり、これで L
の �モードを計

算する必要がある。
��



Dp�braneの係数の決定

d次元のstring理論のbosonic Dp�braneのboundary stateはNumann方向を� � �� �� � � � � p
として、Dirichlet方向を i � p� �� � � � � d� �とすると Npを定数として

jBX�pi � Np

d�p��
�xi � yi� exp
�

�X
m
�

�

m
���mS

�
� �����m�j�� �i 
������

で与えられる�
。ただし、S �
� は

S�� � 
�����
ij� � ��� � diag
��� �� � � � � �� 
������

で定義される。式 
������の定数Npを決める事がこのセクションの目的である。����では式

������の形のまま open�closed対応を計算して Npを決めているが、せっかくコンパクト化
半径Rの時の boundary stateを係数も含めて求めたのでそれを使ってNpを求めよう。実際
こちらの方法のほうが計算が楽な上に、それぞれの項の役割がはっきりと分かる。
簡単のためコンパクト化半径がどの方向もRであるとすると、Dp�braneの boundary stete

は式 
�������
������より、� � p� �として

jBX�pic �
�

Rp
���

� �
�

� p
��p
�R

� d��
� X

n � �

eiy�
n

R j
n� ��iiDj
�� ��iiN 
������

となっている��。ただし y�nは d � �次元の vectorで、
は nの成分が全て整数となるよう
な格子である。また、後で R�
とした時 ��wの効果は無視できるので両方 �とした。

n

R
� k 	 dn � R dk 	 dd��n � Rd�� dd��k 
������

を踏まえると、式 
������は R �
で

jBX�pic � R
d
�

�p
��
� d

���
��

d
�

Z
dd��keik�yj
k� ��iiDj
�� ��iiN

� R
d
�

�p
��
� d

���
��

d
� 
���d��
d��
�xi � yi�j
�� ��iiDj
�� ��iiN

� 
���
d
�
����

d
�

�p
��
� d

���

d��
�xi � yi�
��R�

d
� j
�� ��iiDj
�� ��iiN

� 
���
d
�����

d
�

�p
��
� d

���

� �z �
N �
p


d��
�xi � yi� exp
�
�X
m
�

�

m
���mS

�
� �����m�j�� �i


������

となる。ただし最後の等号は R有限と無限大での規格化の差

j�� �i �
p
��Rj
�� ��i 
����	�

から来ている。以上より、jBX�picの規格化定数N �
pは

N �
p � 
���

d
�����

d
�

�p
��
�d

���

������

��Bosonic stringなので d���だが、後で super string 
d����の場合にも流用したいので dと書いておく。
��時間方向 
� � ��もコンパクト化するのは奇妙だが、計算の便宜上の話なので我慢してもらいたい。又、

Cardyの解で作ったので添え字 cを付けた。
�	



と求まった。しかし jBX�piと jBX�picは定義が若干違うので��、実は Np 
� N �
pである。では

具体的にどこが違うかを説明しよう。
まず、本来 open�closed対応は cylinderのmodulousで積分した totalの amplitudeでつい

ているべきものである。Open ��loopのmodulous tの積分と closed treeのmodulous s � ��t

の積分の対応は、

ds � �� dt
t�

	
Z �

�

ds � �

Z �

�

dt

t�

������

となっている。次に、closed stringの propagatorは

 �
��

�

Z �

�

dse�s�L��
�L�� c

�� � �
��

�

Z �

�

ds�q
�
� �L��

�L�� c
�� � 
������

となっている��。つまり、����だけ値がずれている。最後に、ghostの効果も取り入れなけ
ればならない。Ghost
�個分�の open ��loop amplitudeは

�
it�� 
������

で与えられる��。�関数の S変換 
C����より

�
it� � t�����
i�t� 
������

である事を覚えておこう。
以上を踏まえると、まずmodulousの積分と ghostの効果は式 
������より

��
Z �

�

dt

�t
�
it�� �

Z �

�

dt

t�
�
i�t�� �

�

�

Z �

�

ds�
i�t�� 
������

と書ける。ただし、左辺が open ��loopのmeasure�ghostの効果と解釈できるように係数や t

のべきを調節した。また向き付け可能な理論を考えているため、��の向きの取り方を逆にし
たものが別のものとなっていて、左辺の factor �が出ている。Ghost抜きの d次元分の open
��loopの分配関数を Z
q�とすると、今までの話から

Z
q� � hBX�pjc�q �
� �L��

�L�� c
�� �jBX�pic 
������

だったので open�closed対応は式 
������を踏まえて

� �
Z �

�

dt

�t
�
it��Z
q� �

�

�

Z �

�

ds�
i�t��hBX�pjc�q �
� �L��

�L�� c
�� �jBX�pic

�
�

���
hBX�pjc

Z �

�

ds�
i�t��
��

�
�q
�
� �L��

�L�� c
�� �� �z �

e�ectiveな propagator �e�

jBX�pic

� hBX�pj e�jBX�pi


������

となっていて、この式で jBX�piを定義している。式 
�������
������から、

Np �

�
�

���

��
�

N �
p �

p
�

�
�
���d
� 
��

p
���

d
����� �

p
�

�
�
���d
� 
��

p
���

d
��p�� 
������

とよく知られた結果��が求まる。
��Closed propagatorの定義が違い、さらに ghostの効果も取り入れた上で totalの amplitudeで定義してい
る。詳しくは後述。

�
Propagatorが E�� � �� 
Eはエネルギーの次元�の orderなのと、�� � �の limitで前の定数が �となる
ことを踏まえると分かる。

��詳しくは ��
�Vol � � sec 
参照。
��例えば、���� � p	� 等。

��



Super string D�brane

同様の話を今度は super string 
Type � or II�の場合で行う。最初は GSO projectionをか
けずに話を始めよう。
Dp�braneを考えると、まず world sheet bosonの部分は係数を含めて bosonic stringの話

で d���としたものになっているので、後は world sheet fermion 
の部分を調べればよい。
今回は light coneゲージで考えることにしよう。そうする事で super ghostの効果が取り入
れられる。まず 
の貼り合わせの条件は式 
������
������より�


�
r � i�S��

�
�
�r
�
j�� �� piilc � � � � � NS � R � � � �� 
����	�

とまとめられるので石橋 state j�� �iilcは

j�� �� piilc �
Y
r
�

exp

�
i�

�X
���
�


�
�rS

�
�
�
���r

�
j�� �� pii���lc 
������

となる。式 
������で �� �の和から ���を除いたのは light�coneゲージで考えているからであ
る。j�� �� pii���lc は NSの場合ただの ground stateだが、Rの場合は �モードのため少し複雑
になるのは �����で述べた通りである。jR� �� pii���lc の導出は付録Aに譲る事にして結果だけ
書くと、jR� �� pii���lc は �


�
� � i�S��

�
�
�

�
jR� �� pii���lc � � 
������

の解でこれは

jR� �� pii���lc �M �
ABjA� �Bi 
������

と書ける。ただし jA� �Biは spin SO
�� ��の基底で 
 �Bの方は right�、M �
ABは

M �
AB �

��
� � P

�

�

� � � �
pC � � i�
��

� � i�

�
� � P

�

��
AB


������

となっている。ただし 
�は SO
�� ��の 
行列で、
�� � 
� � � �
�で与えられる。Cは charge
conjugation行列で、

�
��P
�

�
は ���方向のスピン s� � ��

�への射影演算子である
��。これも詳

しい話は付録Aを参照して欲しい。平行なDp�brane �枚を考えた時の �モード間の内積は
式 
A����より

���
lc hhNS� ��� pjNS� ��� pii���lc � �

���
lc hhR� ��� pjR� ��� pii���lc � ��
����


������

となっている。最後に �モード以外も含めた内積は

lchhNS� ��� pjNS� ��� piilc � �qa�� c
��
Q�

r
 �
�

� � �����qr�� � TrNS

h

���� ������ �F �qL��

c
��

i
lchhR� ��� pjR� ��� piilc � ��
���� �qa��

c
��
Q�

r
�
� � �����qr�� � TrR

h

���� ������

�F �qL��
c
��

i

������

となっている。この計算は付録B����にまとめてあるのでそれを参照してほしい。
��Light coneゲージを考えているのでこのような項が入っている。Leftと rightで ���方向の projectionが
逆なのでこれは一見 physicalで無いように見えるが、これで正しいのは付録 Aで述べた通りである。

��



GSO projection

次に GSO projectionをかけて考えたい。まず SO
�n�の open string ��loopの Virasoro
characterはそれぞれのGSO projectionで次のようにまとめられる。
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�� � ��v
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�
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�
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���F �qL�� c
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R
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� ��c
q� � ��

�

��
��
�j	 �
�
	 �

�n

�
�
�i��
�j	 �

�
	 �

�n�

これは基本的には式 
B����に � � �� � �を代入してSO
�n�に拡張したものであるが、R
��
セクターは �モードを含むので式 
B�����
B����を使って書き直す必要がある。さらに Rセ
クターで factor ��が付いているのは spacetimeの統計性 
フェルミオンは分配関数に �を
付ける�から来ている。特に今回は light coneゲージで SO
�� 
n � ��の場合を考えたいの
で、n � �とするとこれらの式は

NS
�� � ��v
q� � �v
q� �
�

�

��
��
�j	 �
�
	 �
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�
�
��
�j	 �
�
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��
�


������
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�j	 �
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�

�
��
�j	 �
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	 �

��
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�����b�

R
�� � ��s
q� � ��s
q� � �
�

�

�
��
�j	 �
�
	 �

��


�����c�

R
�� � ��c
q� � ��c
q� � �
�

�

�
��
�j	 �
�
	 �

��


�����d�

となる。ここで ��
�j	 � � �であることに注意しよう。
次に boundary stateに対する GSO projectionを考えよう。まず NS セクターの場合は

world sheet fermion number Fは

NS � F �

�X
r
���


�
�r
��r � � � �F �

�X
r
���

�
�
�r �
��r � � 
������

と書ける��。ここで ����は NSセクターの ground stateが ��から始まることに相当してい
る��。よって式 
�������
������より


���F jNS� �� piilc � �jNS���� piilc � 
��� �F jNS� �� piilc � �jNS���� piilc 
������

と分かる。ただし固有値��は F� �F の中の��から来ている。次に Rセクターの場合は

R � 
���F � 
��
���
P�

m�� 	
�
�m	��m � 
��� �F � � �
��
���

P�
m��

�	��m
�	��m 
����	�

��Boundary stateを light coneゲージで考えているので �� �方向の励起は無い。そのため、式 
������の �
の和は �� �方向を含めても省いても良い。

��Super ghostの効果。
��



で与えられる。ただし 
��� �
��は 
��と同一視出来るように


�� � ��
�
� � � �
� �� 
�� � �
�� � �� �
� �
� � � � �
� �� �
�� 
������

と定義したもので 
付録A参照�、式 
����	�で 
��� �Fに factor ��が掛かっているのは super
ghostの効果である�	。Dp�braneを考えた時は式 
�������
�������
A�����
A�����等を利用する
事で


���F jR� �� piilc � 
���pjR���� piilc � 
��� �F jR� �� piilc � �jR���� piilc 
������

と分かる�
。

Type �理論のD�brane

以上を踏まえてType �理論のD�braneの boundary stateを求めよう。GSO projectionは

�A � 
NS�� NS��� 
NS�� NS��� 
R�� R��� 
R�� R��
�B � 
NS�� NS��� 
NS�� NS��� 
R�� R��� 
R�� R�� 
������

となっているが、今回は具体的に �Bの方を考えて話をする。前の話より、GSO projection
を満たす石橋 stateは pを奇数として��

jv� pii � jNS�� NS�� pii � �
�

jNS� �� pii � jNS��� pii� 
������

jo� pii � jNS�� NS�� pii � �
�

jNS� �� pii� jNS��� pii� 
������

js� pii � jR�� R�� pii � �
�

jR� �� pii � jR��� pii� 
������

jc� pii � jR�� R�� pii � �
�

jR� �� pii � jR��� pii� 
������

��具体的には付録Aの脚注 �で述べたように、Rセクターの boundary stateは leftと rightで picture number
が �ずれているため leftと F の定義が �ずれるためである。

��一応計算を載せておくと、

���jR� �� pii�
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�
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jA� �Bi

� jR���� pii�

lc


������

を用いる。Non�zeroモードは NS と同様 �が逆になるだけである。
��pが奇数でないと Rセクターで GSO projectionを満たす石橋 stateが作れない。同様に �Aの場合は pが
偶数でないと Rセクターの石橋 stateが作れない。

��



となっている事が分かる。これらの石橋 state間の内積は付録B����より

hhm� pj�q �
� �L��

�L�� c
�� �jn� pii � 
mn�m
�q� m�n � v� o� s� c 
����	�

とVirasoro character �v � �cで書ける。しかし open closed対応を付けるためにはこれらが
�mでは無く��mとなっているべきなので、hhR� �jの定義を変えなければならない。しかし今
回は幸いに hhR� �jの定義を変える代わりに

jR� �ii間の内積は単純に計算した値を��倍する
というルールを採用すると

hhm� pj�q �
� �L��

�L�� c
�� �jn� pii � 
mn�

�
m
�q� m�n � v� o� s� c 
������

となってうまくいく��のでそうすることにしよう。
この様に石橋 characterが Virasoro character ��mで書けるので、S�matrixを求める際に付
録B��の話が使える。S����を

��m
q� �
X
n

S�n���m�
�
n
�q� 
������

と定義すると、足の順番を v� o� s� cとして式 
B�����より

S ���� �
�

�

�
BBB�
� � � �

� � �� ��
� �� � ��
� �� �� �

�
CCCA 
���	��

と書ける。以上を Cardyの解 
������に代入して boundary stateを求めよう。まず S�m���v �
�
�

で値が全て正なので、式 
����	�の boundary state j�iに対応するものが

jvi �
X
m

q
S�m���vjmii �

�p
�

jvii� joii � jsii� jcii�

�
�p
�

jNS� �� pii � jR� �� pii�


���	��

と分かり、j�iに対応するものが

joi �
X
m

S �m���oq
S �m���v

jmii � �p
�

jvii� joii � jsii � jcii�

�
�p
�

jNS� �� pii � jR� �� pii�

jsi �
X
m

S�m���sq
S �m���v

jmii � �p
�

jvii � joii � jsii � jcii�

�
�p
�

�jNS��� pii� jR��� pii�

jci �
X
m

S�m���cq
S �m���v

jmii � �p
�

jvii � joii � jsii� jcii�

�
�p
�

�jNS��� pii � jR��� pii�


���	��

��このようなルールにしておかないと hhR� �jが jR� �iiの単純な複素共役にならずに話が煩雑になる。
��



であることが分かる。

Type � Dp�braneの分類

式 
���	���
���	��で求めたboundary state jvi � jciの物理的解釈を考えよう。まず jR��� pii
間の内積

hhR� �� pj�q �
� �L��

�L�� c
�� �jR� �� pii � ARR 
���	��

は Dp�brane間の RR chargeによる相互作用と考えられる。よって jR��� piiの前の係数は
Dp�braneの持つ RR chargeの符号となっている事が分かるので、jviと joiは braneと anti
braneの関係になっている。同様に jsiと jciも braneと anti braneの関係になっている事が
分かるが、jR� �� piiの �が逆なので jvi� joiとは別の種類のD�braneである。
以上より Type �理論には �種類のD�braneと anti D�braneの組があることが分かる。こ

れらは

jvi � electric Dp�brane joi � electric anti Dp�brane
jsi � magnetic Dp�brane jci � magnetic anti Dp�brane 
���	��

と呼ばれている。

Fusion rule

最後に v � cの表現Dv � Dc間の Fusion ruleを調べよう。Verlindeの公式 
������より

�Dm �Dn �
X
k

nkmnDk � nkmn �
X
j


S�j���m�
�S�j���n
S

���
��� �

k
j

S�j���v
�

X
j


S������ �
m
j S

�j
���n � 
mn


���	��

の nkmnを計算すれば良い。式 
���	��より S����が実対称行列かつ直交行列だと分かるので、
�Dm � Dmと S������ � S����を満たしていることを踏まえると

Dm �Dn �
X
k

nkmnDk � nkmn � �
X
j

S�j���mS
�j
���nS

�k
���j 
���	��

を計算すれば良い事がわかる。式 
���	��を代入して計算すると

Dv �Dm � Dm � Dm �Dm � Dv � Do �Ds � Dc

Do �Dc � Ds � Ds �Dc � Do


���		�

と分かる。この式から Dvが単位元として振舞う事が分かる。同様のことを �mで行いたい
場合は、付録B��で述べたように Sと S �の入れ替えは vと oの入れ替えに対応しているので
式 
���		�で vと oを入れ替えれば良い。

Type II理論のD�brane

Spacetime boson ��だけを見た時は Type II理論は Type �理論の半分の数 bosonを持った
理論なので、Type II理論のD�braneは Type �のそれに GSO projectionをかける事で得ら

�
ここでは closed stringのみを考えている。
��



れる事が予想できる。ここでは実際にそうなっている事を Type IIB理論の場合で確かめよ
う。まず Type II理論には以下の �種類がある。

IIA � 
NS�� NS��� 
R�� NS��� 
NS�� R��� 
R�� R��
IIB � 
NS�� NS��� 
R�� NS��� 
NS�� R��� 
R�� R��

IIA� � 
NS�� NS��� 
R�� NS��� 
NS�� R��� 
R�� R��
IIB� � 
NS�� NS��� 
R�� NS��� 
NS�� R��� 
R�� R��


���	��

ここで prime付きとそうでないやつは world sheet fermion 
�� �
�を


� � �
� � �
� �� �
� 
���	��

と変換する事で移り変わるので全く等価である。今回はType IIB �理論を考えると式 
������
よりGSO projectionで生き残る石橋 stateは jvii� jsiiと分かる。よって石橋 characterとして
は ���M � 
��v� ��s� ��o� ��c�のうちの最初の�つのみが理論に現れてよい。次にVirasoro character
���A 
A � �� � � � � ��を

���A � 
��v � ��s� �
�
o � ��c� �

�
v � ��s� �

�
o � ��c� 
������

と定義しよう。こうする理由は後で分かる。すると S�matrix �S�と GSO projection Pを

���A
q� �
X
M

�S�MA ���M
�q� � ���p�N �
X
M

PM
N ��

�
M
�q� 
������

とした時に行列表示で

�S� �

�
BBB�
� � � �

� �� � �

� � � �

� � � ��

�
CCCA � P �

�
BBB�
� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�
CCCA 
������

と書ける。ただし ���p�N � 
�
�
v� �

�
s� �� ��である。まず重要な事は式 
������で �S�が � � �の行

列でブロック対角化されている事である。そのようにするために ���Aを定義した。次に ���Aを
定義する際に ��mを整数係数で和を取ったのは、open ��loopの Trと解釈出来る条件が ���A
が整数個出てきた時であるという主張 
�����を今回も使えるようにするためである。
以上より open stringの方を A � �� �のみ考えて、closed stringの方をM � v� sのみ考え

ても理論が閉じている 
これだけで open�closed対応が付けられる�事が分かる。
よって Type IIB�理論のD�braneは石橋 stateを j �Mii 
 �M � v� s�として

j�i �
X
�M

q
�S� �M� j �Mii � jvii� jsii

�
�

�

jNS� �� pii � jNS��� pii� jR� �� pii � jR��� pii�

j�i �
X
�M

�S� �M�q
�S� �M�

j �Mii � jvii � jsii

�
�

�

jNS� �� pii � jNS��� pii � jR� �� pii � jR��� pii�


������

といった boundary state j �Ai 
 �A � �� ��で与えられる。この様に Type �B理論から作れる事
からも分かるように、Type IIB理論のDp�braneも pが奇数で無ければならない事に注意し
よう。同様に Type IIA理論のDp�braneは pが偶数でなければならない。

��



Type II Dp�braneの分類

式 
������から分かるように j�iと j�iは jR� �� piiの係数の符号を逆にしたものなので

j�i � Dp�brane j�i � anti Dp�brane 
������

と解釈できる。Type �理論と違い Type II理論には Dp�brane �anti Dp�braneの組が �種類
しかない事に注意しよう。

Fusion rule

これも最後に fusion ruleを調べよう。

�S�
�M
�A
�

�
� �

� ��

�
	 
 �S����

�A
�M
�
�

�

�
� �

� ��

�

������

と �S� �M� � �を踏まえて

D �A �D �B �
X
�C

n
�C
�A �B
D �C � n

�C
�A �B
�
X
�M

�S�
�M
�A
�S�

�M
�B

 �S����

�C
�M


������

を計算すれば良い。結果は

D �A �D �A � D� � D� �D� � D� 
����	�

となって、 mod �で �A� �Bの fusionとなっている。これを open stringの分配関数の言葉
で書くと、式 
C����を踏まえて

Z�� � Z�� � ��
�
�
q� � ��v � ��s � � � Z�� � Z�� � ��

�
�
q� � ��o � ��c 
������

と書ける。この結果の解釈をしよう。まず brane�brane系や anti brane� anti brane系はそ
の間に付く open stringは massless modeからで、amplitudeも �なので安定である。一方
brane�anti brane系ではその間に付く open stringが tachyonから 
��oの項�なので不安定で
ある事が分かる。

��



��� Orbifold C �ZN上のboundary state

最後に前のセクションでまとめた石橋 stateと Cardy条件による boundary stateの構成
法を使ってこの章の目的である空間R��d����n� C n�
上の �brane� ��に対応する boundary
stateを調べたい ����。
しかし最初から一般的に話をすると分かりにくいので、まず具体例 C �ZN

��を考えて話を
することにするが、後で簡単に一般化できるようにするために極力一般的な表記で計算結果
をまとめていく事にする。

����� セットアップと orbifold群の作用

covering space

0

12

3

4
N-1=7

orbifold

図 ���� C �ZN
N���上のD�braneとその image

まず C �ZNのセットアップは図 ���の通りである。この図ではN��の場合が描かれている
が、話は一般のNで進める。この orbifold上の �点にD�braneを �枚、複素平面と垂直にな
るように置く ����。つまり複素平面の方向にはこのD�braneは点に見える。Covering space
も含めて考えると点は N個あり 
D�brane �個とその像が N � �個�、それらの点を図 ���の
様に反時計回りに ����� � � �N��とラベルを付ける。このラベルはChan Patonの足と呼ばれて
いて、以下では a�b等と書く。すると端が a 
�� � �� � b 
�� � ��の open stringの場 
は
j
� a� biと書ける。例えば、図 ���の open stringがゲージ場だった時は、jA�� �� �iと書ける。
次に orbifold群ZNの元 R
��N 回転�は、この様な open string j
� a� biに対して

j
� a� bi R� Raa�j �R
� a�� b�i
R���b�b 　 � Rab � 
a���b 
������

と作用する。場 
がスピンを持っていた場合は回転で変化を受けるので、その効果が �Rで
表されている。 �Rの具体的な作用は後で明らかになる。また ��

N
回転で点 aが �つ分反時計

回りに動くので、その効果が Raa�で書かれている。

��ここで �brane�としたのは、求まる boundary stateが �����で考えた Type II理論に出てくるような D�
braneではなく �fractional brane��	��
持っている tensionと RR�chargeが分数の brane�であることが後で分
かるからである。

��以後特に必要が無い時は R��d����nの方向を表記しない上に考えない。
��



Open stringの場 
は j
i � 
abj
� a� biで与えられて、式 
������の Rの作用で不変な 
R�
invariantな�
が orbifold上で生き残る。しかし式 
������では Rabの効果が分かりにくいの
で、以下の様に基底を変える。

j
� I� Ji � UIaj
� a� biU��
bJ � UIaは Unitary行列 
������

式 
������は、D�braneとその像の足 aの線型結合を取ることに相当している。すると �Rの
効果を無視して、式 
������から

j
� I� Ji R� UIaRaa�R
��
b�bU

��
bJ j
� a�� b�i 
������

と書き直せる。ここで Uを UIaRaa�U
��
a�K � �I
IK 
Iで和をとらない�と Rを対角化する様に

取ると 
実際に取れる事が後で分かる�式 
�������
������から

j
� I� Ji R� �I�
��
J j
� I� Ji I�Jで和を取らない 
������

となり、都合の良い基底が得られる。Rabを式 
������の様に N � N 行列で書くと、UIa等
は以下の様になる。

Rab �

�
BBBBBB�

� �

� �

� �
� � � � � �

� � �

�
CCCCCCA � U��

aI � Uy
aI � 
v��v�� � � � �vI� � � � �vN��� 
������

ただし、

vI � �p
N

�
BBBBBB�

�

��I

���I
���

���N���I

�
CCCCCCA � � � exp

�
��i

N

�
� RvI � �IvI � �I � �I 
������

である。これらから、UIa �
�p
N
�Iaとも分かるので、 �Rの効果も含めて結果を書くと、

j
� I� Ji R� �I�J j �R
� I� Ji � j
� I� Ji � �

N
�Ia��Jbj
� a� bi 
������

となっている。

����� Cylinder amplitude � � � bosonic stringの場合

次に bosonic stringを考えた時の open stringの cylinder amplitudeを考えたいので、まず
そのための準備をしよう。

�	



Complex bosonの性質

ここでは complex bosonの性質を記号の定義が分かる程度にまとめる。詳しい話は付録
B����にまとめておいたので、それを参照して欲しい。複素平面を ���方向とした時に complex
boson X� �Xを

X � �p
�

X� � iX�� � �X � �p

�

X� � iX�� 
������

と定義しよう。Rk 
k � �� � � � � N � �� twisted sectorのX� �Xは

X � HRk � X
w � ��� � e��i
k
NX
w� � �kX
w� � � � e

��i
N

�X � HRk � �X
w � ��� � e���i
k
N �X
w� � ��k �X
w�


����	�

で与えられる��。式 
����	�より Rk twisted sectorのX� �Xは ��k � k
N
として

X
w� � i

�
��

�

� �
� X
r�Z���

k

�

r
�re

irw � �X
w� � i

�
��

�

��
� X
r�Z���

k

�

r
��re

irw 
������

と �n���
k
� ��n���

k

n � Z�を使ってモード展開できる。これらの交換関係は

��n���
k
� ��m���

k
� � 
n� � �k�
n��m � ��r� �s� � ���r� ��s� � � 
������

となっているので、


�n���
k
�y � ���n���

k
� 
��n���

k
�y � ��n���

k

������

と定義する。次に �Rkの作用は jXi � �yj�i� j �Xi � ��yj�iに対して

�Rk � jXi �Rk� e��i
k
N jXi � �kjXi � j �Xi �Rk� e���i

k
N j �Xi � ��kj �Xi 
������

となっている。Rk twisted sectorのVirasoro代数は

LX
m �

X
n�Z

�n���
k
���n���

k
�m � for m 
� �

LX
� �

�X
n
�


n� � �k�Nn���
k
�

�X
n
�


n � ��k� �Nn���
k
� aX�


������

と書ける。ただし Nn���
k
は 
�n���

k
�yの励起数で �Nn���

k
は 
��n���

k
�yの励起数である。また定数

aX� は

aX� �
�

�
��k
� � ��k� 
������

である。
最後に untwisted sector 
k � ��の場合は �モードの存在のために以上の話がそのまま適

用できない事に注意しなければならないが、その効果は後で調べる事にする。

��Closed stringを考えたいのなら同じ性質を満たす right成分 �X� ��X も考えて、open stringを考えたいのな
ら double trickで周期 ��にした X� �X を１組考えれば良い。

��



cylinder amplitudeの計算

以上を踏まえて、式 
������で定義された open string j
� I� Jiのcylinder amplitude ZIJ
q�

の値を求めよう。まず cylinder amplitudeは次の式で与えられる��。

ZIJ
q� �
�

j
j
N��X
k
�

TrIJ
R
kqL��

c
�� � �

�

j
j
N��X
k
�

X
	

h
� I� J jRkqL��
c
�� j
� I� Ji 
������

ただし j
jはZNの群の数� Nで、
P

	は全ての open stringの励起状態
で和を取るという
意味である。式 
������で注意したいのは Trに untwisted sectorしか現れないことである。
これは open stringには twisted sectorが存在しないからで、その事は図 ���から理解できる。

closed stringのtwisted sector open string

図 ���� C �ZN上の closed string 
twisted sector�と open string

つまり open stringは端が繋がっていないので、closed stringの twisted sectorの様に �xed
point 
図 ���では円錐の頂点�に巻きついて束縛された状態にはなる事が出来ないという事
である。
次に式 
������に式 
������を代入すると、

ZIJ 
q� �
�

j
j
N��X
k
�

X
	�a�b�c�d

U�
IaU

���
bJ UIcU

��
dJ h
� a� bjRkqL��

c
�� j
� c� di 
������

と書ける。その中の
P

	h
� a� bjRkqL��
c
�� j
� c� diは式 
������より

X
	

h
� a� bjRkqL��
c
�� j
� c� di �

X
c��d�

Rk
cc�R

�k
d�d

�ac��bd� ��
�X�Rk

e �q�z �� �X
	

h
� a� bj �RkqL��
c
�� j
� c�� d�i

� Rk
caR

�k
bd ��

�X�Rk

e 
q�


������

と計算できる。ただし �Rkは式 
������で定義されているもので、Chan Patonの足には作用
しない。���X�Rk

e 
q�は untwisted sectorで insertionが �Rkの Virasoro characterから �モード

��式 
������では �モードの効果は考慮されていない。今回は Dirichlet境界条件なので brane aの位置 xa
の効果を本来考えなければならないが、その効果は後で取り扱うことにする。

��



の寄与を省いたもので

���X�Rk

e 
q� � q�
�
��

�Y
n
�


� � e��i
k
N qn���
�� e���i

k
N qn��� � � sin

�
�k

N

�
�
	 �

��

k
N
j	 � 
����	�

となっている。この計算は付録B����にまとめてあるのでそれを参照して欲しい。最後に

h
� a� bj �RkqL��
c
�� j
� c�� d�i � 
ac�
bd� 
������

は open stringの始点と終点が時間で変化しない事を意味しているので、この関係式は正し
いと考えられる。
式 
������を式 
������に代入すると、式 
������で定義された vIを用いて

ZIJ 
q� �
�

j
j
N��X
k
�

X
a�b�c�d

U�
IaU

���
bJ UIcU

��
dJ R

k
caR

�k
bd ��

�X�Rk

e 
q�

�
�

j
j
N��X
k
�


vyIR
kvI�
v

�y
J R

kv�J���
�X�Rk

e 
q�

� �

j
j
N��X
k
�


trDI
Rk�
tr �DJ

Rk����X�Rk

e 
q�

� �

j
j
N��X
k
�

�kI�
k�
J ��

�X�Rk

e 
q�

�
�

j
j
N��X
k
�

�k�I �
k
J ��

�X�Rk

e 
q�


������

と計算できる。ただし �kI と trDI
Rkは

�kI � trDI
Rk � vyIR

kvI � tr �DI
Rk � v�yI R

kv�I � �k�I 
������

で定義されるが、

RkvI � �kIvI 	 vI � DI � Rkv�I � ��kIv�I 	 v�I � �DI 
������

よりこの表記は納得できる。また式 
������の計算で最後に I� Jを入れ替えたが、式 
�����
よりこれは正しい事が分かる。この操作は後で fusion ruleを考えるときに直感的に理解しや
すい様に行った。�kI の具体値を書いておくと、式 
������より

�kI � �kI 
������

となっている事が分かる。最後に式 
������を適当な整数係数 nKIJを用いて

ZIJ 
q� �
X
K

nKIJ�K
q� 
������

という形に書き直したい。式 
������に I � �を代入すると、�K� � �より
��

Z�I
q� �
�

j
j
N��X
k
�

�kI ��
�X�Rk

e 
q� �
X
K


KI �K
q� � �I
q� 
������

��D
がZN の trivialな表現なので trD�R
k � �と分かる。今回は式 
������から直接求めても良い。
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とわかるので�	 �I
q�を

�I
q� �
�

j
j
N��X
k
�

�kI ��
�X�Rk

e 
q� 
������

とすれば良い事がわかる。

����� 石橋 stateと石橋 character

次に C �ZNの石橋 stateを調べよう ����。Dirichlet条件を考えると石橋 stateは jBX � R
kii

とラベルされる。これは Rk sectorの complex bosonの始状態である石橋 stateという意味で
ある。Untwisted sectorの場合は �モードを含んでいて煩雑なので後で考える事にして、ま
ず twisted sectorを考えよう。
つまり 
k � �� � � � � N � ��の場合を考えると jBX � R

kiiは �atな場合と同様に

X�k�
w� � �X�k�
 �w��jBX� R

kii � x�k�jBX� R
kii � for Im
w� � �


 �X�k�
w� � ��X�k�
 �w��jBX� R
kii � �x�k�jBX� R

kii � for Im
w� � �

������

の �つの条件を同時に満たす解である。X�k�等のラベル kは Rk twisted sectorの complex
bosonである事を明確にするために書いた。また x�k�� �x�k�は jBX� R

kiiの複素平面上での位
置とその複素共役であるが、

x�k� � �x�k� � � for k � �� � � � � N � � 
����	�

と書ける。今回は twisted sectorの closed stringが �xed point 
x � ��に束縛されているの
で、それと coupleする石橋 stateは �xed pointにいなければならないからである�
。
式 
������は貼り合わせの条件


�r � ���r�jBX � R
kii � 
��s � ����s�jBX� R

kii � � �r � Z� ��k� s � Z � ��k 
������

となるので��、解は

jBX � R
kii � exp

�X
r
�

�

r
���r ���r �

X
s
�

�

s
��s ����s

�
j�i r � Z � ��k� s � Z� ��k 
������

と書ける。最後に untwisted sectorの場合は位置 x���にあるとして

jBX � e� x
���ii � 
�
�x� x����j�� p � �i � jBX � R

�ii 
������

と定義しておこう。ただし jBX� R
�iiは式 
������に k � �を代入したものである。

��式 
������で nK
I � �KI としたのは、今までの様に Z
I
q�を j�iと jIiの間の amplitudeと解釈したいから
である。

��今回は twisted sectorには �モードが無いので運動量の operatorが存在しない。そのため位置の operator
�xの固有値は自動的に �となる。

��x � Rとして

X
x� � i

�
��

�

� �
� X
r�Z���

k

�r
r
eirx

�X
x� � i

�
��

�

� �
� X
s�Z���

k

��s
s
e�isx � �i

�
��

�

� �
� X
r�Z���

k

���r
r

eirx

等の関係式から計算できる。
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石橋 characterの計算

式 
������は

jBX � R
kii � exp

�X
r
�

�

r
�yr ���

y
r �

X
s
�

�

s
��ys ��

y
s

�
j�i r � Z � ��k� s � Z� ��k 
������

と書き直せて、交換関係が

��r� �
y
r�� � r
rr� � � � � 
������

であったことを踏まえると c � �として

hhBX � R
kj�q �

� �L��
�L�� c

�� �jBX� R
k�ii � 
kk� �q

�
��

�
k�����k�� c

��

�Y
n
�


� � �qn���k ���
� � �qn������k����

�

�

kk��

�X�e

Rk 
�q� k 
� �

kk� ��

�X�e
e 
�q� k � �


������

とわかる。この計算は付録 B����にまとめてあるので、必要ならば参照して欲しい。k � �

の場合は �モードの効果

A��� � h�� p � �j
�
�x� y����e�
���

�t �p�
�
�x� x����j�� p � �i

�
t

�����
exp

�
�jy

���� x���j�
����

t

�
� 	 � it


������

を��式 
������に掛ける必要がある。最後に �
�X�e

Rk 
�q�等の具体形は、式 
B����などより

�
�X�e

Rk 
�q� � i�q�
���
k
�

�
�	 �

��
�	��kj�	 �
� for k 
� � 
������

��X�e
e 
�q� � �
�	��� � �	 � ���	 
������

となっている。
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Z
dQ��


����

Z
dQ�


����
hp � �jeiQ����x�y���
e�

��
�

�t �p�eiQ���x�x
���
jp � �i

�

Z
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����

Z
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����
e�i�Q

��y����Q�x���
hp � �Q�je����

�t �p� jp � Qi

�

Z
dQ�


����
eiQ��y

����x���
e�
���

�t Q
�

�
t

�����
exp

�
�jy

�

 � x�

j�
����

t

�

より。ただし、hp � Q�jp � Qi � 
������
Q� �Q� と式 
C����を用いた。
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����� Bosonic fractional brane

以上の話を踏まえて open�closed対応から fractional braneの boundary stateを求めたい
が、その前に今まで特に考慮しなかった �モードの効果を考えよう。

�モードの効果

まず fractional braneの boundary stateを種類を表すラベル Iと位置を表すラベル xを用
いて jI� xiと表すと

jI� xi � B�
I�xjBX� e� x

���ii�
N��X
k
�

Bk
I�xjBX� R

kii 
����	�

の形で書ける。Bk
I�xは open�closed対応で決まる定数だがここでは重要でない。次に jI� xiに

位置の operator �xを掛けると式 
����	�より

xjI� xi � �xjI� xi � B�
I�x�xjBX � e� x

���ii � B�
I�xx

���jBX� e� x
���ii 
������

と計算出来るので x � x��� � �でなければならない。つまり、

�xjI� xi � � � 有効なラベルは x � �のみ 
������

となって fractional braneは全て �xed point上にある事が分かる。全て x � �なので、以下
ではラベル xを省いて �actional braneを jIiと書く。
この様に全ての fractional braneは同じ場所 
x � ��にあるので、fractional brane jIi� jJi
間の open stringの ��loop amplitude ZIJには open string �モードの寄与 
brane間の距離に
よるエネルギーの効果�が無いことが分かる。つまり、式 
������は open string �モードを
含めて正しい。この場合の石橋 state間の内積は

hhBX � R
kj�q �

�
�L���L�� c

��
�jBX� R

kii � �
�X�e

Rk 
�q� for k 
� �
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�� �jBX� e� �ii � t

�����
���X�e
e 
�q� � �

�����
��X�e
e 
�q�


������

でその他は �となる。上の式では便宜的に �
�X�e
e 
�q�を定義したが、これを �

�X�e
R� 
�q�とみなすと

jBX� �ii �
p
�����jBX � e� �ii � jBX � kii � jBX� R

kii for k 
� � 
������

と定義して	�内積を

hhBX � k
�j�q �

� �L��
�L�� c

�� �jBX � kii � 
k�k�
�X�e

Rk 
�q� 
������

とまとめて表現することが出来る。最後に S変換は

���X�Rk

e 
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ejRk��
�X�e

Rk 
�q� 
������

の形をしているが、式 
B������
C����より

�
ejRk� �

�
� sin ���k for k 
� �
� for k � �


������

となっている。�
ejRk� � �である事に注意しよう。
�
jBX � �iiの定義をこの様にした理由は、�atな場合のDirichlet条件でも open�closed対応で決まる jBX � e� �ii

の前の係数が
p

�����となるからである。つまり後で fractional braneの boundary stateを求めた時に jBX � �ii
の前の係数が 	だった時、fractional braneの untwisted sectorの項の係数は �atな空間の D�braneの係数の
	 倍だとすぐに分かる。
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Fractional braneの boundary stateの導出

以上を踏まえて fractional braneの boundary stateを求めよう。まず必要な式をまとめて
おくと

ZIJ 
q� �
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j
j
N��X
k
�

�k�I �
k
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�X�Rk

e 
q� 
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ejRk���X�e

Rk 
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となっていたので、S�matrix Sk
I を

�I
q� �
X
k

Sk
I�

�X�e

Rk 
�q� 
������

と定義すると式 
�������
������より

Sk
I �

�kI
j
j�
ejR

k� 
������

となっている事が分かる。I � �の時に Sk
� � �と分かるので予想通りこれが j�iに対応して

いて、Cardyの解の方法より fractional brane jIiは

jIi �
N��X
k
�

Sk
Ip
Sk
�

jBX � kii � �pj
j
N��X
k
�

�kI
p
�
ejRk�jBX� kii 
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と求まる。確かに

hIj�q �
� �L��
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j
j
N��X
k
�

�k�I �
k
J ��

�X�Rk

e 
q� � ZIJ 
q� 
������

となっていて、正しく amplitudeが再現されている。

D�braneとの対応

Fractional braneの和状態 jDiを jDi �P
I jIiと定義した時に

jDi �
N��X
I
�

jIi �
N��X
k
�

p
�
ejRk�

�pj
j
N��X
I
�

�kI� �z �p
j�j�k�

jBX� kii �
p
j
jjBX � �ii 
������

となって twisted sectorの項が消える事に注目しよう。この時 jDiは �xの固有値で �以外を取
る事が出来るので、jDiは D�braneに対応している。jBX� �iiの前の係数は

p
j
jなので �at

な空間のD�braneのそれと
pj
j倍違う事に注意しよう。
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Fusion rule

最後に fusion ruleを調べよう。今までと同じように nKIJを計算すると、
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X
�

S��
I S

�
J
S

���K�
S�
�

�
�

j
j
X
�

���I �
�
J�

��
K 
������

となっている事が分かる	�。具体的には ��I � �I�を代入すると

nKIJ �
�

N

X
�

���I�J�K�� � 
J�I�K 
����	�

となっていて、確かに整数である。一方、 �DIと DJ の fusion ruleを実際に調べると

��kI � �kJ � �k�J�I� � �DI �DJ � DJ�I 
������

なので、確かに nKIJは �DIとDJの fusion係数となっている。注意するべき点として、式 
������
は最終結果に �
ejRk�を含まない事がある。つまり、石橋 stateは今回たまたま式 
������と
定義したが、各項を適当に定数倍して �

�X�e

Rk 
�q�の定義を変えても正しく議論ができて、出て
くる結果は同じという事である。特に jBX � �iiの定義を好きに取って構わない事が保証され
ている事が今回重要である。

����� Super stringの場合

Super stringの場合は world sheet fermionの効果を取り入れるだけなので、本質的にはあ
まり変わらない。しかし今回はRセクターの存在から 
light coneゲージで�d� � � �次元分
全て考慮に入れる必要がある事に注意しよう	�。簡単のため今回は Type �Bの場合を考える
事にすると、まず式 
������の ZIJはm � v� o� s� cとして次の様に拡張できる。
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j
j
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�k�I �
k
J ��

�X�Rk

e 
q�
��m�
Rk

e 
q�� Zd����
FB 
q� 
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まず ZFB
q�は �at bosonの分配関数の効果を意味していて、ここでは具体形は必要無い。
Orbifold方向以外は d� �� �次元分あるので、それらの方向の world sheet bosonの寄与は
Zd����
FB 
q�で表される。次に 
��m�

Rk

e 
q�は統計性も考慮したworld sheet fermionの効果だが、
付録B����を踏まえると以下の様になっていることがわかる。

����I の直交性

�

j�j
X
�

���I �
�
J � �IJ 
������

を用いると


S���K� �
���K

�
ejR��

������

であることが分かる。さらに �
ejR�� � Rを利用すれば nKIJ が計算できる。
��Rセクターが SO
��表現である事と、統計性による ��をうまく取り扱うために必要。
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ここで注意するべき性質として式 
B�����、つまり untwisted sectorの S変換の係数は in�
sertion gに依らないという事がある。この性質から 
��m�

Rk

e 
q�の S変換は �atな場合と全く
同じで


��m�
Rk

e 
q� �
X
n

S�n���m
�
�
n�

e
Rk
�q� 
������

と書ける。ここで S�n���mは式 
���	��と同じもので

S ���� �
�

�

�
BBB�
� � � �

� � �� ��
� �� � ��
� �� �� �

�
CCCA 
������

である。つまり world sheet fermionの部分は �atの場合とほとんど同様に扱える。
具体的には、world sheet fermionの石橋 stateは jk��� �iiでラベルされる。� � �方向の

complex fermionを 
� �
と書いた時、これは貼り合わせの条件



rk		 � i� �
�rk		�jk��� �ii � 
 �
�rk		 � i� ��
rk		�jk��� �ii � � 
������

rk�R � Z� ��k � rk�NS � Z� �
�
� ��k 
������

の解であるが	�、これを �atの場合と全く同様に

jk� vii � �
�

jk�NS� �ii � jk�NS��ii� 
������

jk� oii � �
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jk�NS� �ii� jk�NS��ii� 
������
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jk�R� �ii � jk�R��ii� 
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jk� cii � �
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jk�R� �ii � jk�R��ii� 
������

���� �方向は Dirichlet条件であることを考慮すると係数は �i�と分かる。また、� � 
方向の条件は �at
の場合と同様なので省略した。

��



と組めば、これらの内積は Rセクターの内積は ��倍のルールで
hhk��m�j�q �

� �L��
�L�� c

�� �jk�mii � 
k�k
m�m
�
�
m�

e
Rk
�q� 
������

となっている。
以上を踏まえると、Zd����

FB 
q�の部分は重要でないので以下では無視することにして、以
下の様に拡張してゆけば良い事が分かる。まず �I�m
q�を前回の拡張で

�I�m
q� � �

j
j
N��X
k
�

�kI ��
�X�Rk

e 
q�
��m�
Rk

e 
q� 
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と定義しよう。するとこれの S変換は

�I�m
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X
k�n

Sk
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���m�

�X�e

Rk 
�q�
�
�
n�

e
Rk
�q� 
������

となっている事が分かる。よって全体の石橋 state jk�miitotを
jk�miitot � jBX � kii � jk�mii 
������

と定義すると Type �B fractional brane jI�miは

jI�mi �
X
k�n

Sk
IS

�n
���mq

Sk
�S

�n
���v

jk�niitot 
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となっている事が分かる。最後に fusion ruleは nK��
I �m�J �nを

�DI�m �DJ�n �
X
K��

nK��
I�m�J �nDK�� 
������

と定義した時に、前で求めた nKIJと n�mnを用いて積の形

nK��
I �m�J�n � nKIJn

�
mn 
������

で書ける事に注意しよう。この事から nK��
I�m�J�nは確かに整数係数となっている事が分かり、さ

らに足 I�mはそれぞれ別々に fusionを行えば良い事が分かる。
さて、jI�mi間の内積は具体的には fusion ruleより

hI�mj�q �
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X
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n�mn�
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�X�Rk

e 
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����
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e 
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と書けるわけだが、式 
���		�を見ると n�mnは適当な ��を用いて

n�mn � 
���� 
����	�

の形をしている事が分かるので、

hI�mj�q �
� �L��

�L�� c
�� �jJ� ni � ZIJ���
q� 
������

となっている事が分かる。つまり式 
������の分配関数ZIJ�m
q�の足mは fusionを取った後
の足を書いている事に相当している。最後に今回も jI�mi �P

k �
k
I jk�miitotなので

jD�mi �
N��X
I
�

jI�mi 
������

は twisted sectorの効果が無い事が分かり、D�braneに対応している。今回も jk�miitotの前
の係数を調べると、�atな空間のD�braneの係数の

p
j
j倍だと分かる。

�	



��� C
n��の場合の fractional brane

セクション ���の話を踏まえて、これを一般の C n�
に拡張しよう。

����� Orbifold群の作用

まず orbifold群 
は complex boson X� 
� � � � n�を組んだ n次元複素 vectorに対して作
用する U
n�の部分離散群である。今回も h� gを 
の元として twistが hで insertionが gの
場合を考えよう。まず付録B��の話から hと gが交換しない場合は分配関数が �となるので
その場合は特に考える必要が無い。よって以下では h� gが交換する場合を考えると、適当な
unitary変換で X�のラベルを貼りなおす事で ��に対して

X� � Hh � X�
w � ��� � e��i�h��X�
w� � �h�� � R
�g � jX�i �g� e��i�g�� jX�i � �g�� � R


���	��

と位相が掛かるだけになる事が分かる	�。ただし、�gは Chan�Paton factorへの作用を含んで
いない gという意味である。複素共役 �X�には反対の位相が掛かり、complex fermion 
�� �
�

は X�� �X�と同じ作用を受けるのは前と同様である	�。
式 
���	��より分配関数は各 �の分配関数の積の形になっているので、��k � �g��とすれば

セクション ���の話が流用できる事が分かる。最後に、以下では簡単のため h 
� eの場合は
�h�� 
� �として話をする。�h�� � �だとそれを untwisted sectorの様に扱わなければならない
ため、話が煩雑になるためである。

Chan�Paton factorへの作用

ここでは Chan�Paton factorに対する gの作用を調べる事が目的だが、その前に群 
に対
する幾つかの指標を定義しておこう。基本的にはセクション ���と同様であるが、まず群の
要素の数を j
jと書いて、DI を 
の既約表現 
dI 次元�としよう。次に 
の元を conjugacy
class C�で分類して 
C�を単位元の conjugacy classとする�、C�の要素の数を n�と書こう。
また C�の中のその要素 �つを適当に取ってきて、それを g���と置こう。最後に ��I を表現DI

での g���の trace、つまり

��I � trDI
g��� 
���	��

と定義しよう。具体例を挙げると、例えば 
 �ZNの場合は � � �� � � � � N � �で

n� � � � dI � � � DI � g
��� � ��I � ��I � ��I � � � e

��i
N 
���	��

��g� hが unitary行列で同時対角化出来るので。
��ここで、式X�の取り方が 
g� h�に依る事を心配する人もいるだろう。確かに 
g� h�に依るが、
g� h�に対

して X�� 
g�� h��に対して X��とした時に、両者は適当な unitary行列 U��� で

X�� �
X
��

U���X
�� 
���
��

と unitary変換で結びついているので重要ではない。つまり基底の unitary変換で分配関数 
trace�は値を変え
ないので、各 
g� h�の組毎に違った式 
���
��を満たす X�を取って話をすれば良いという事である。

��



となっている事がセクション ���の話から分かる。��I の持っている性質は付録C��にまとめ
ておいたので、参照して欲しい。
以上を踏まえて今回もD�brane �つを C n 方向と垂直に置くと、図 ���となる。

covering space

orbifold

g ′x

x

g x

図 ���� C n�
上のD�braneとその image

まず Chan�Paton factorに作用する 
の表現Rは正則表現なので

R �
M
I

dIDI 
���	��

と既約分解される。つまりDI 表現が dI 個含まれているという事である。これは 
 �ZNで

UR���U�� � diag
�� ��� � � � � ��N����� � Uは unitary行列 
���	��

を意味しているので、セクション ���で基底をうまく取って対角化した事に相当している。

����� Bosonic fractional brane

以上を踏まえて、まず bosonic stringの場合の fractional braneを考えてみよう。まず式

���	��の下の話から、fractional braneの足は Iである事が分かる。すると fractional brane
I�J間の open stringの ��loop amplitude ZIJ 
q�は式 
������の拡張で
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と書けることが分かる		。これは 
�
I を
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と定義すると
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��同じ C�に入っている gは、同じ trace 
�や 
�の値を返す事に注意しよう。そのため �で和をとって、n�
を重複度として掛けておけば良い事が分かる。
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と書き直す事が出来る。また、���X�g���
e 
q�は式 
����	�を
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と拡張すれば良い。ただし �g�����を ����と略記した。
一方、石橋 stateは j�iiでラベルされ、内積は
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となっている。すると S変換は
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で与えられる事が分かる。最後に
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の形で書きたいので、�I
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������の拡張で
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と定義すると	
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となっている事が分かる。
以上を踏まえると fractional brane jIiは
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と書けることが分かる。ここで、係数の I依存性が ��I である事に注目しよう。付録 C��の
話から ��I

�� DIと同一視できるので、fractional brane jIiは
jIi �� DI 
����	�

と既約表現DIに対応している事が分かる。また、今回も確かに
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となって、正しく amplitudeが再現される。
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より。ただし、���
 � � 
付録 C��参照�を用いた。
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D�braneとの対応

次に、D�braneに対応する状態を見つけよう。dI � ���I と �の直交性を踏まえると、

jDi �
X
I

dI jIi �
p
j
jj�ii 
������

となっているので、jDiが D�braneに相当している事が分かる。つまり、

jDi �� R 
������

で D�braneは正則表現Rに対応している。Untwisted sectorの係数が �atな空間のD�brane
の係数の

p
j
jである事に注意しよう。

Fusion rule

さて、式 
������の nKIJは
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と計算できる。一方、 �DIと DJ の fusionを
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と書くと、付録C��の話から
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と分かる。ただし ��Aは 
の表現Aでの g���の trace、つまり ��A � trAg
���である。この事か

ら nKIJが �DI �DJ の fusion係数と一致する事と、整数である事が確認できる。

����� Super stringの場合

前に述べた様に、untwisted sectorを考えている限りworld sheet fermionのVirasoro char�
acterの S変換は insertion gに依らないので、world sheet fermionの効果は �atな場合と殆
ど変わらない。そのため super stringの場合への拡張は簡単である。今回もType �B理論を
考えると、まず ZIJは
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と拡張すれば良い。ただし、
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で与えられ、S変換は �atな場合同様
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である。world sheet fermionの石橋 stateは j��miiとラベルされ、内積は
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で与えられる。全体の石橋 stateを
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と定義すると、Type �B fractional brane jI�miは
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となって表現DIに対応している。最後に fusionは I�m別々に取れば良く、D�braneは

jD�mi �
X
I

dI jI�mi 
������

と正則表現に対応していて、untwisted sectorの前の係数は �atな場合の
pj
j倍である。

Type II fractional braneと補足

式 
������の係数が boson�fermionの形で分解されている事を見ると、Type II B�理論の
fractional braneは �atな場合と全く同様に構築できる。つまり、式 
������の係数を流用して

jI� �i �
X
�


�
I

q
�
ejg����
j�� vii� j�� sii�

jI� �i �
X
�


�
I

q
�
ejg����
j�� vii � j�� sii�


������

��



とすれば、これが Type IIB�理論の fractional braneである。つまり �atな場合と同様 brane
と anti braneが �つずつある。このようにworld sheet fermionの効果は �atの場合と全く同
様になるので、基本的に bosonicで考えて後で適宜 fermionの効果を加えれば良い。

��� SUSY ALEの fractional brane

最後にALE 	�空間である C ��
上のType II理論を考えよう。特に今回考えたいのは space
time SUSYがある場合で、その理由は fractional braneに物理的な解釈を与える事ができる
からである。具体的には C ��
の特異点を blow upした時に、K�空間上に ��cycle 	�が幾つ
か出来た状態になるが、fractional Dp�braneはこの ��cycleに巻きついた D
p � ���braneが
つぶれたものに対応している ����。この事を理解する事がこのセクションの目的である。

����� Orbifold群の作用と空間の性質

まず target space X��X�に対する 
の元 g���の作用は、X��X�の適当な unitary変換で�
X�

X�

�
g���� Q
g����

�
X�

X�

�
�

�
e��i���� �

� e��i����

��
X�

X�

�

������

と書ける。ここで Qは 
の �次元表現で、�自然表現�と呼ばれている。Type II理論を考え
た時、一般的な Q
g����だと space time SUSYが残らないのだが、Q
g���� � SU
��の場合
は space time SUSYが半分生き残るので
�重要である。その時 ���� � ����� � ��であるが、
考えられる orbifold群 
は


 � ZN for N � �
DN for N � � � � � dihedral groups

T � � � tetrahedral groups

O � � � octahedral groups

I � � � icosahedral groups


������

と分類できて
�、それぞれの場合に出来る orbifoldは以下の代数方程式で表される。


 �ZN�� � �AN � x� � y� � zN�� � � for N � �
DN�� � �DN � x� � y�z � zN�� � � for N � �
T � �E	 � x� � y� � z� � �

O � �E
 � x� � y� � yz� � �

I � �E� � x� � y� � z� � �


������

ここでラベル �AN � �DN � �E	� �E
� �E�は orbifoldの特異点を blow upした時に出来る ��cycleの配
置を表している。

��Asymptotically Locally Euclidean � � � 無限遠で局所的には R�に見える空間の事。
��金太郎飴の様なものを考えて、切断面が �次元閉曲面になっているものを指す。
�
この時 
��� � �
��� � 
�であるが、これはセクション 	��の twistで k � ��の場合に相当するので確か

に SUSYが半分生き残る事が分かる。とりあえず結果を認めて先に進み、後で戻ってこれば理解出来ると思う。
��Z�は何もしていない事に相当しているので省いた。

��
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図 ���� ADE型の拡大Dinkin図と ��cycleの配置

具体的には図 ���の対応となっているがこれを説明すると、まずラベルに対応する拡大
Dinkin図を書いた時 
図 ���上�、対応する orbifoldの特異点を brow upした時に ��cycleが数
珠繋ぎに配置されるが、その配置がその拡大Dinkin図と同じ形になっている 
図 ���下�
�。

McKay対応

この様に自然表現が SU
��の場合、orbifold群 
と拡大Dinkin図には対応が付いている訳
だが、もっと具体的な対応がある事が知られている。その対応は �McKay対応� ����と呼ば
れているが、ここではそれを紹介しよう。まず 
の既約表現を今まで通りDIと書くと、DI

の数 r � �が対応する拡大Dinkin図の点の数と同じになっている。そこで Dinkin図の各点
に表現D� � Drをうまく割り当てて、それを拡大する時に付ける �点に D�を割り当てる。
例えば 
 �ZN��の場合は既約表現がD� � DNであるが、図 ��	の様に対応させれば良い。

AN
A
∧

N

D1
D2

DN-1 DN D1 D2 DN-1 DN

D0

拡大

図 ��	� 
 �ZN��の既約表現DIと �ANの点の対応

以下では DIに対応する拡大Dinkin図の点を Iとラベルしよう。
さて、自然表現Qと DIの fusion ruleが

Q�DI �
M
J

�AIJDJ 
������

��拡大 Dinkin図の点の数はラベルの数 ��である事に注意しよう。例えば、 �AN なら N � �個である。
��



であったとしよう。すると拡大Dinkin図の Cartan行列 �CIJとの間に

�CIJ � �
IJ � �AIJ 
������

の対応がある事が知られていて、式 
������の対応は �McKay対応�と呼ばれている。
一般的に、Cartan行列 �CIJは拡大Dinkin図の点 Iに対応する根を �Iとした時に

�CIJ � �I � �J 
����	�

と根の間の内積で定義される。今回の場合は根の長さが
p
�である事と、Dinkin図の �本線

の意味が根の間の角度が ���
である事、線でつながっていない事の意味が根の間の角度が
��
である事を踏まえると

�CIJ �

���
��
p
� �p� � � � � � I � J

� cos ��
�
� �� � � � Iと Jがつながっている時

� cos �
�
� � � � � Iと Jがつながっていない時


������

となる。式 
������から、拡大Dinkin図の点 Iと対応する ��cycleを cIと呼ぶと � �CIJが

� �CIJ �

���
��
�� � � � I � J

� � � � cIと cJがつながっている時
� � � � cIと cJがつながっていない時

� cI � cJ 
������

となって、��cycle cIと cJの交点数 cI � cJに対応している事が分かる。
これもZNの場合を見てみると、fusion ruleが

diag
��� ����� ��I � diag
���I���� ���I���� 	 Q�DI � DI�� �DI�� 
������

なので、

�AIJ �

�
BBBBBB�

� � �

� � �
� � � � � � � � �

� � �

� � �

�
CCCCCCA � 
I���J � 
I���J 
������

となっているので、確かにMcKay対応通りになっている。

����� Witten index

次にWitten index IIJを I�J間の open stringのRセクターの分配関数

IIJ � Z
R����F
IJ �Zd����

FL � � �j
j
X
g��

TrIJ�R
g
���F qL�� c
�� ��Zd����

FL 
������

と定義しよう。ただし右辺の��倍は統計性から来ていて、ZFLは �atな方向の効果

ZFL
q� � ZFB
q�

�
�i��
�j	 �

�
	 �

� �
�


������

��



である。つまり IIJは orbifold方向の効果だけを取り込んでいる
�。IIJは具体的には

IIJ � �
X
�


��
I 
�

J ��
�X�g�

e 
q����g���

��e 
q� �
X
�


��
I 
�

J

�Y
�
�


� sin ������

���X�g�

e 
q����g���

��e 
q� �

�Y
�
�

�
� sin �����

�
	 �

��
����j	 �
�
�i��
����j	 �

�
	 �

��
�

�Y
�
�


��i sin������

������

と計算できて qに依らない 
topological�事が分かる
�。
特に SUSY C ��
の場合は IIJに物理的解釈がある。IIJ の定義式 
������を見ると

chiralityが �の fermionの効果 � chiralityが ��の fermionの効果 
������

の形をしている事が分かるが、space time SUSYがあるので ground state以外は non�chiral
で相殺する。Rセクターの open stringの ground stateはmasslessなので
�、massiveモード
の効果が相殺してmasslessのみ効くという事である。q� � �なので masslessモードはその
stringの chiralityを値として返す事を踏まえると、IIJは

IIJ � N� �N� � Z � N�は 
���F � �の I�J 間のmassless fermionの数 
������

となってWitten indexの様な役割を果たす事が分かる。今回は IIJが qに依らないだけでな
く、値が整数である事に注目しよう。そのため blow up 
連続変形�をしても IIJは値を変え
ることができない事がわかる。よって、blow up前後の IIJを比較する事に意味がある事が
分かる。最後に SUSY C ��
の場合は式 
������に ���� � ����� � ��を代入すると

IIJ � �
X
�


��
I 
�

J� sin
� ��� 
����	�

となっている事が分かる。

McKay対応との関係

SUSY ALEの場合の IIJの性質をもう少し詳しく調べてみよう ��	������。まず式 
����	�は

�
J の直交性から

IIJ � �
X
�


��
I 
�

J 
� � � cos ����� � ��
IJ �
X
�


��
I 
�

J�
�
Q 
������

と書き直せることが分かる。ただし、��Qは

��Q � trQ
g
���� � Tr

�
e��i�� �

� e���i��

�

������

��ZFL
q� � �である事に注意しよう。そのため、�atな方向の分を無視して IIJ を定義しないと自動的に �
となって有用なものにならない。

��この計算は特に 
���に制約を付けていないので、一般の C ���の場合で成り立っている。
��Open stringは untwisted sectorしかない事を思い出そう。

��



で定義され、自然表現Qでの g���の traceを指している
	。次に Q�DI の fusion ruleを

Q�DI �
M
J

�AIJDJ 
������

とすると、付録C��の話から

��Q

�
I �

r
n�
j
j�

�
Q�

�
I �

r
n�
j
j�

�
Q	DI

�
X
J

�AIJ

r
n�
j
j�

�
J �

X
J

�AIJ

�
J 
������

を満たしている事が分かる。よって式 
������は

IIJ � ��
IJ �
X
�


��
I
�AJK


�
K � ��
IJ � �AJI 
������

と書ける。IIJが整数 
実数�なので、具体形 
����	�の複素共役を取る事で IIJが実対称行列
である事が分かるので、 �AIJも実対称行列だと分かる。よって式 
������は

IIJ � ��
IJ � �AIJ 
������

と書き直せる。この式を見ると、McKay対応から

IIJ � � �CIJ 
������

と書ける事が分かる。

��蛇足かも知れないが、Rセクターの �モードへの g��
の作用 �g��
は付録 B����の脚注 �より

�g��
 �

�
e��i���� �

� e�i����

�
�
�

e��i���� �
� e�i����

�

とかけるので、ground stateに関する traceは

tr
�g��
� � e��i����������
 � e��i����������
 � e�i����������
 � e�i����������


� � � � cos ��
� � � � ��Q

となる事がわかる。以上を用いて insertion gの Rセクターの分配関数の �モードの寄与を計算すると

�

j�j
X
g��

TrIJ �R
gqL�� c
�� �jq�
 �

X
�

���I ��JTr
�g
�� �

X
�

���I ��J 
� � � cos ��
��

� ��IJ �
X
�

���I ��J �
�
Q

となっているので、

�

j�j
X
g��

TrIJ �R

�
g

�
� � 
���F

�

�
qL�� c

��

�
jq�
 � ��IJ

�

j�j
X
g��

TrIJ �R

�
g

�
�� 
���F

�

�
qL�� c

��

�
jq�
 �

X
�

���I ��J �
�
Q � �AIJ

と対応している事が分かる。今回は Q � SU 
��なので chirality �の fermionが不変 
生き残る�なので、予想
通りの結果となっている。

�	



����� SUSY ALE orbifold上の fractional braneの物理的解釈

以上を踏まえて、SUSY ALE orbifold上の fractional braneに物理的解釈を与えよう。まず
SUSY ALE orbifoldの C ��
を blow upした状態を考えると、これは前に述べたようにK�

空間上に ��cycleが数珠繋ぎで並んでいる系となっている。次に ��cycle cIに D
p����brane
を巻きつけて、�つの ��cycle cI � cJを両端に持つ space time fermionを考えると、図 ���の
様になっている。

I J

K3
massive massless !

I J

図 ���� K�空間上の ��cycle cI � cJを両端に持つ space time fermion

つまり、cIと cJが交わっている場合のみmasslessモードが存在する事が分かる。さて、cI
と cJが交わっている場合のmassless fermionの数を chiralityも合わせて調べてみると

Type II � � � chirality �が �個 	 K� � � � chirality �が �個

となっているので

、今回も cI � cJ 間の fermionに対するwitten index IIJ�cycleを計算すると

IIJ�cycle � cI � cJ 
������

と分かる
�。以上より、

IIJ � � �CIJ � cI � cJ � IIJ�cycle 
������

となって IIJと IIJ�cycleが同じ値である事がわかる。前にも述べたようにwitten indexは blow
upで変化しないので、両者が一致するという事は

���cycle cIに巻きついた D
p����braneの orbifold limit 
�を取ったものが
fractional Dp�brane jIiである �

という事が示唆される。以下ではこの示唆が正しい事を確認する事を目標としよう。具体
的には ��cycleに巻きついた D
p����braneの幾何学的性質を調べて、それの orbifold limit
を取る事で fractional braneの物理量 
tentionやRR charge等�が説明出来る事を確かめたい
が、まだ braneの持つ chargeについて話していなかったのでまずそれらの値についてまとめ
ておく。

��C � 以外の方向R��d����の自由度は無視した。
��cI と cJ が交わっている場合のみ chirality �の massless fermionが �つ存在するので。
��K	空間を blow downで orbifoldに戻す操作の事。具体的には ��cycleをつぶして特異点にする操作を表

している。
��



D�braneの tentionとRR charge

まず �atな空間の Type II Dp�braneの boundary stateを考えよう。規格化定数 Npは式

������より

Np �

p
�

�
�
���d
� 
��

p
���

d
��p�� 
����	�

であったわけだが、Dp�braneの tention 	pとの対応は

	p � Tp
�

� Tp � �Np �
p
��

���d
� 
��

p
���

d
��p�� 
������

となっている。ただし、�は d次元の重力定数である。同様に RR charge �pは

�p �
p
�Tp � �

p
�Np 
������

となっている。
次に orbifold C n�
の fractional braneを考えよう。式 
������を参考にしながら fermionの

足を無視して全ての方向を考えて、規格化定数N
���
p を

jIi � N ���
p 
�

I j�ii� �
X
� �
�

N ���
p 
�

I

q
�
ejg����j�ii 
������

と定義しよう。ただし j�ii�は �atな場合の式 
������と同様に
j�ii� � 
d�p��
�xi � yi� exp
�

X
r
�

� � � �j�� �i 
������

と定義されたものである��。するとセクション ���の脚注 ��の話よりN
���
p � Npと分かるが、

式 
������より twisted sectorの係数は複素 �次元当たり untwisted sectorのそれの 
�������
�
�

倍なので、これを式でまとめると

N ���
p � Np � N ���

p � 
�������
n
�Np for � 
� � 
������

となっている。今回も Tp� �pに対応する T
���
p � �

���
p をまとめると、まず untwisted sectorの場

合は

T ���
p �

Tpp
j
j � ����p �

�pp
j
j 
������

となっている。Flatな場合の �p
j�j 倍になっているのは以下の理由である。

まず、 C n�
方向のみを見たD�braneの e�ective actionの内、興味のある部分を拾うと

L �

�Z
Cn ��

dx
����
�
� 	 ���p � 
������

の形になっている。ただし、�は dilatonで 	
���
p � T ���p

�
である。次に、これは

L �

�
�

j
j
Z
Cn

dx
����
�
� 	 ���p �

�

�Z
Cn

dx
����n
�
� 	 ����p ��


������

�
つまり、式 
���	��の jBX � e� �iiの方に対応していると言いたい。
��



と covering space上の e�ective actionに書き直せる。ただし、

�� � �p
j
j � 	 ����p �

p
j
j	 ���p 
������

とした。Flatな場合と同様に amplitudeを計算するには covering space上の理論で行わなけ
ればならないので、N ���

p に対応しているのは 	
����
p の方である事がわかる。よって、

T ����p � �	 ����p � T ����p � �N ���
p � Tp 	 T ���

p �
�p
j
jT

����
p �

Tpp
j
j 
����	�

となって、�atな場合の �p
j�j 倍になっている。�

���
p の方も全く同様である。

式 
������より、fractional brane jIiの untwisted sectorの charge TI�p� QI�pは

TI�p �
Tppj
j
�

I � QI�p �
�ppj
j
�

I 
������

で与えられるが、


�
I �

�pj
j��I � dIpj
j 
������

であることを踏まえると

TI�p �
dI
j
jTp � QI�p �

dI
j
j�p 
������

となっている事が分かる。一方D�braneは
P

I dI jIiに対応していたので

tention �
X
I

d�I
j
jTp � Tp � RR charge �

X
I

d�I
j
j�p � �p 
������

となっていて、�atな場合のD�braneと同じ chargeを持っている事が分かる。式 
�������
������
を見比べると、確かに fractional braneの untwisted chargeは D�braneのそれの分数になっ
ている事が分かる。
最後に、Twisted sectorの場合は

T ���
p � ��

n
�N ���

p � Tp�� � ����p � ��
n
� �
p
�N ���

p � �p�� 
������

となっている。Twisted sectorの closed stringは �xed pointから動けないので、orbifold方
向の kinetic termが無い事に注意しよう。そのため、untwisted sectorの様な �p

j�j 倍が掛か

らない。

��



幾何的解釈

��cycle cI に巻きついた D
p����braneの性質を調べよう。混乱しない様に今まで書かな
かったが、実は ��cycle cIは全て独立ではない。独立な ��cycleは c� � crで、Iから �を省い
たラベルを以下では iとかくと、c� � �

P
i diciの対応がある

��。
ということで本題に入ると、まず D
p����braneに coupleするRR 
p����form Ap��を

Ap�� �
X
i

A
�i�
p�� � �i 
������

と分解しよう。ただし、�iは ��cycle ciと Poincar#e dualな � formで、M�を orbifold 
を
blow upした�方向とするとZ

M


�i � �j �
Z
ci

�j � ci � cj � �Cij 
������

の性質をもっている。ここで Kaluza�Klein的にA
�i�
p��がM�方向に依らない様にAp��を取っ

ておくと、ciに巻きついたD
p����braneのWess�Zumino couplingは

�p��

Z
D�p���

Ap�� � �p��
X
j

Z
Dp

A
�j�
p��

Z
ci

�j � ��p��
X
j

Cij

Z
Dp

A
�j�
p�� 
������

と分解できる事が分かる。よって、この A
�j�
p��が orbifold limitで twisted RR 
p����form

A
���
p�� 
� 
� ��と対応している事が予想できる��。� 
� �で �

���
p � �p��であった事を思い出

すと、
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とすれば fractional brane jiiの twisted RRの chargeが再現できる 
式 
������参照のこと�。
A
�i�
p��の kinetic termを調べてみると、同じ足 i� jで和を取る事にして

�

�

Z
R���

�F
�i�
p�� � C�

ijF
�j�
p�� �
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Z
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�F ���
p�� �� F ���

p��


������

となっている。足�について対角化されている事と、係数が canonical 
�
�
�である事に注意し

よう。この事から、式 
����	�の対応でA
���
p��を作る事が妥当である事が示された。式 
������

の計算では


C��
���T
� � 
��i C��
ij 


�
j �


��
��

� for �� � 
� � 
������

��これは orbifoldを実際に blow upして証明された事であるが、物理的には次のように理解出来る。まずP
I dIcI に巻きついたものを orbifold上の Dp�braneと解釈したいが、

P
I dIcI � �でないとこれに巻きつい

た D�braneが動く事が出来ないのでまずい。そのため、c
 � �Pi diciが成り立っている事は納得できる。
��Untwisted RRは含まれない。Untwisted RRは orbifold方向に伝播できるので、そちらの方向に依存性が

あっても構わない。つまり、A�i

p��とは性質が違うということである。一方 twisted RRは orbifold方向に伝播

出来ないので、A�i
と性質が同じで妥当である。
��



を用いた。同様に c� � �
P

i diciに巻きついた D
p����braneのWess�Zumino couplingはX
i


�di�
X
� �
�

����p 
�
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���
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����p
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Z
Dp

A
���
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������

と計算出来るので��、fractional brane j�iの twisted RRも再現出来る。
次に untwisted RRは D�braneの Chern�Simons型の actionの

�p��

Z
D�p���

exp
����F � B� �
X
q

Aq 
������

展開の �次に対応するWess�Zumino coupling

�p��

Z
D�p���

Ap�� � 
����F � B� � �p��

Z
Dp

Ap��

Z
ci


����F � B� 
������

に対応させる事が出来る。ただし、Fはゲージ場の �eld stressで、BはNS ��form 
B場�で
ある。F �Bの con�gurationとして

F � � � B � � �p
�p��

�

j
j
X
i�j

di
C
���ij�j 
������

とすれば、

�p��

Z
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Ap��

Z
ci


����F � B� � di
j
j�p

Z
Dp

Ap�� 
������

となって jiiの untwisted RR chargeが再現できる。しかし j�iの場合も同様にやると、

�
X
i

di
di
j
j�p

Z
Dp

Ap�� �

�
�

j
j � �
�
�p

Z
Dp

Ap�� 
������

となるため、このままやると chargeが j�iのそれに比べて �pだけ少ない。よって、Fの �ux
で �pだけ増やす必要があるので、c�の近傍にだけ局所的に Fが 
� �である必要がある。具
体的には

�p��

Z
c�

����F � �p 	
Z
c�

F � � 
����	�

の �uxが必要である。Fluxが整数なのでこれは実現できて、j�iの untwisted RR chargeも
再現できた。
以上より fractional brane jiiは ��cycleに巻きついたD
p����braneにB場が貫いているも

のを、B場が 
� �のままつぶしたものである事が分かった 
j�iはゲージ場も貫いている�。

��di � ��
i と書けるので、� �� �でX
i

di�
�
i �

X
I

��
I ��I� �z �



���

 ��
 � �� 
��	���

となっている事を用いた。
��



第�章 D�brane probeを用いたclosed

tachyon凝縮の考察

closed tachyon凝縮を取り扱う �つの方法として、D�brane probe���� を使って考える方法
����がある。ここでは、それについて説明する。

��� 概略
具体的な話に入る前に、概略を説明する。具体的な話は後で行うので、ここではまず雰囲

気だけをつかんでもらいたい。

����� 結果

まず結果から。Introductionで述べたように closed tachyon凝縮後は空間の構造が変わる
と考えられるので、極力簡単な系を考えたい。そこで、図 ���の様な TypeII理論の orbifold
C �Z����を考える。図 ���の様に closed tachyonは orbifoldの �xed pointに局在しているの
で、tachyon凝縮後も �xed point付近が少し変化するだけと考えられる。結果は下の図から
も分かる様に、tachyon凝縮で特異点が解消されて行き、open string tachyon凝縮の場合と
同様に non�SUSYから SUSYへ流れるというものである。

C/Z2l+1

C/Z2l-1

(r → 0)

closed tachyon

C/Z2l+1

(r → ∞) (r → ∞)

(r → 0)
C/Z1 (smooth)

C/Z2l+1

r r

の"一部"が凝縮

closed tachyon

closed tachyonが
fixed pointに局在

Non-SUSY SUSY

"その他"の

も凝縮

closed tachyon
r0

図 ���� C �Z����� C �Z�の流れ
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����� 基本的なアイデア

次に、基本的なアイデアを説明する。図 ���の様に、orbifoldの �点PにD�braneを probe
として置く。本来D�braneを置くと、前にも述べたようにその近傍でmetricが変化するが、
その効果を今回は考えないことにする 
その意味で probe�。点Pのmetricがどのようなもの
かでD�brane上のゲージ理論がどのようになるかが決まる。逆に考えると、点Pを動かした
時にそれぞれの点 Pでゲージ理論がどう変化するかを調べれば metricが分かり、どの様な
空間であるかが分かる。

D-brane

P

図 ���� orbifold上のD�brane

closed tachyon
T

φ

図 ���� open�closed coupling

さて、図 ���の様な open string 
probe上の場 �� と closed string
tachyon場 T�を考える
と、closed tachyon凝縮によって �の最低次で

T��	 T���

といったmass termが probe上のゲージ理論に加わって、ゲージ理論が変化するだろう。そ
のため、それに対応するmetricも変化していて、closed tachyon 凝縮による空間の変化が理
解出来るといった考え方である。

以上の概略を踏まえて、以下具体的な話に入る。

��� Tachyon凝縮前のC �ZN orbifold

まず、tachyon凝縮前の C �ZN orbifoldの性質や、それを調べるための方法をここで説明
する。

����� Twistの仕方と closed string spectrum

Type II理論を考える。���の内、���方向を複素で組んでZNで twist 
R � � � ��N 回転�す
る。Rの候補としては、以下の �つが考えられる。

R � exp

�
��iJ��
N

�
　 or R � exp 
��iJ���� exp

�
��iJ��
N

�

����

��



ここで、J��は ���方向の角運動量で、

J�� �

�
整数 � � � spacetime boson
半整数 � � � spacetime fermion 
����

となっている�。ここで spacetime fermion numberを Fと置くと、それぞれの Rで

RN � exp 
��iJ��� � 
���F or RN � 
����N���F 
����

となり確かに時空 
spacetime boson�に対してRN � �と振舞うので、これらRはZNとなっ
ている。今回は space time fermionに対してもRN � � のケースを考えたい 
理由は後述�の
で、式 
����より、右側の Rで、N�奇数の場合を考えれば良い事がわかる。

なぜ RN � �としたいか 
RN � 
���F では駄目か�の理由は以下の通りである。

もし RN � 
���F ならばこれは �では無いので、RN �invariantな状態を考えると spacetime
fermionが project outされる事が分かる。さらにこの時は、RN twisted sectorが存在する

RN 
� �なので考えられる�。その時 world sheet boson X�に対して、

X�
�� � ��� � RNX�
��� � X�
���

となっていることから、このモードに対応する spacetime boson �は �xed pointに固定されず
に、bulk中を飛び回る事が分かる。これらの bosonは tackyonを含むので�、tackyonが bulk
中を飛び回ってしまい取り扱いにくい系になってしまう。
ということで、

R � exp

�
��i

N � �

N
J��

�
� N � �� � � � � � �� �� � � � 
����

を以下では考える。その時、closed stringのRk sector 
� � k � N � ��を考えると、ground
stateは

��

�
m� �

�
� k

�N � � � k�even
k�N
�N

� � � k�odd 
����

となっている。式 
����から、untwisted sector 
k���には tackyonが無く、全ての twisted
sector
k 
� ��に tackyonが存在している事が分かる。今までの話から、これら tackyonは
�xed pointに局在していて、確かに図 ���の初期状態となっている事が分かる。

�これは world sheet complex boson Xに対して

RX
w � ��� �

	
exp

�
��i
N

�
X
w� for R � exp

�
��iJ��
N

�
exp



��i�N��


N

�
X
w� for R � exp 
��iJ��� � exp

�
��iJ��
N

�
の twistをしている事に相当している。角運動量 J��を �増やす事は Xy� �yを �つ Hilbert spaceに掛ける事に
相当して、J��を �

�
増やす事は �を bosonizeして作った eiH��を掛けることに相当しているので納得できる。

�spacetime fermionは project outされている。
�mass spectrumを調べても分かるが、この sectorに spacetime fermionが存在しないことから理解できる。

��



Closed stringのmass spectrumの説明

ここでは式 
����の導出を行う。簡単のため、とりあえず GSO projectionを考えない事に
する。まず必要な式をまとめる。今回Rk twisted sectorの twist �kは �k �

N��
N

kで与えられ
るので、complex boson X �つの aX� は付録Bの式 
B����から

aX� �
�

�
� �k
�� � �k� � ��k �

�
N � �

N
k

�
�

k

N

����

で与えられる。次に、complex fermion 
 �つに対する a	� も付録Bの式 
B����より

a	� �
�

�

���k � � � � �

�
�� 
��	�

で与えられる。ただしラベル � �は

� � �

�
� � � �R
�
� � � �NS


����

と定義され、���kは � � �� �k � � � � �となるように �kを整数分ずらしたものである。以上を踏
まえて結果を表にまとめると、以下の様になる。


�� � � k � �の場合
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�

�
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� �

これらの表からまず Rセクターの ground stateは twistによらずmass lessだと分かる。NS
セクターの方は図 ���を見ると分かりやすい。

1

-1/2

k/N

total a

a= -1/2(1-k/N) a=-k/2N

l/N (l+1)/N

0

図 ���� NSセクターの ground state

つまり、a � ����
� � k�N���k��N の �つの stateの内、小さいほうが ground stateと
なっている。以上を踏まえて closed stringのmass spectrumを考えよう。

��



Type �理論

まず Type �理論は spacetime bosonを全て残して fermionを projected outする理論なの
で、RRセクターはmasslessからで NSNSセクターは

��

�
m� �

�
k�N
�N �� k

�N � � � � for � � k � �

� k
�N
� k�N

�N
� � � � for �� � � k � �� 
����

とmass spectrumが続く事が分かる。

Type �理論

Type �理論ではGSO projectionで spacetime fermion 
NS�R�が残りうるが、一般的には
twisted sectorでは NSの ground stateのmassが変なずれ方をしてしまうためNS�Rで level
matchingができず、fermionが生き残らない。仮に生き残ったとしても tachyonでは無いの
で今回は考慮しない。RRセクターもmasslessからなので tachyonは無く、tachyonはNSNS
セクターからのみ出てくる事が分かる。
NSNSセクターのmass spectrumは式 
����に GSO projectionを掛けたものであるが、式


����と見比べると GSO projectionが

NS� NS�
k�even � k

�N
k�N
�N

k�odd k�N
�N � k

�N

となっている事が分かる。GSO projectionは �atな場合は簡単なルールがあるが、そうで
ない場合は上の図の様に複雑になってどうなるかは分からない。そのため、実は式 
����は
NS�R formalismでは計算できず、Green�Schwarz 
GS� formalism � 
GSO projectionが存在
しない�で計算しなければならない。
しかしそこからGSO projectionのルールを読み取れば、後はNS�R formalismで計算出来
る。GS formalismは world sheet spinorが出てくるので、一般的に NS�Rより計算が複雑で
ある。そのため極力NS�R formalismで計算したいという事があるので、この様な話の流れ
にした。

�詳しくは �	��のセクション �参照のこと。
�	



����� D�brane probe上の open string spectrum

�����と同じように C �ZN 上にDp�braneを �枚、���方向に垂直に置く 
図 ����。式 
������
の基底 IJを取り、式 
����から

�R
 � ��N���J�

 	 j
� J�Ki R� �J�K��N���J�
 j
� J�Ki 
�����

となるので、

R�inv � J �K � 
N � ��J�� � � 
mod N� 
�����

が R�invの条件となる。

covering space

0

12

3

4
N-1

orbifold

図 ���� C �ZN
���方向�

Dp�brane上のOpen stringとして����������
���������

A�
JK � � �� � � � p � � �ゲージ場 � � � J�� � �

Xm
JK � � �m � p � � � 	 � � �braneの位置 
���方向以外� � � � J�� � �

ZJK � 
X� � iX��JK � � � ���方向の braneの位置 � � � J�� � �
�JK � � � SO
����の �� � � ���の内の、J�� � �

�の � � � � J�� � �
�

�ZJK � � �Zの conjugate � � � J�� � ��
��JK � � � �の conjugate � � � J�� � ��

�


�����

を考えると、式 
�����より生き残る spectrumは

A�
JJ � Xm

JJ � ZJ�J�� � �J�J�� � �ZJ�J�� � ��J�J�� N � �� � � 
�����

と分かる。式 
�����から U
��N ゲージ理論 
U
��ゲージ場A�
JJが N個なので�となっている

事が分かる。場
JKは U
��J 電荷��� U
��K 電荷��を持っている。

����� Quiver diagram

式 
�����を図で表す方法として、�quiver diagram�がある。以下では、それを具体例を用
いて説明する。

��



N�� 
� � ��の場合を考えると、quiver diagramは図 ���となる。図 ���には数字の振ら
れた点と、その間を繋ぐ矢印が書かれている。この点を�quiver�
矢筒�と呼ぶ。その理由は、
この点の間を矢が出入りしているように見えるからである。
では、この図の見方を説明しよう。まず 
��は、点 �から点 �に向かって矢印が �本飛ん

でいる。これは U
��� 電荷��� U
���電荷��の Zが �つあることを意味している。つまり、
Z��が �つあるという意味である。同様に 
��は、点 �から点 �へ矢印が �本なので ���が �
つあると読める。� � � � �� � �
mod ��を踏まえると、確かに式 
�����を再現している。
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1 1

2 23 3

4 4

0quiver

Z ξ Aµ , Xm

3 2

4

0

1

(1)

(2)

図 ���� N��の quiver diagram

図 ���からも分かるように、quiverに対する cyclic対称性 
� � �� �� �� � � � �がある。こ
の対称性を orbifold群のZN と区別するために�quantum ZN symmetry�と呼ぶ事がある。
この対称性のために、open stringの lagrangianに例えば F��は F �

��JJ のみ現れる事は無く、P
J F

�
��JJ 等の形で出てくる。

����� Open stringの action

式 
�����の場の lagrangianは次の式で与えられる。

Scalar potential

まず、scalar potentialは以下の様になっている

V �
�

�

X
J�m

�
Xm
JJ �Xm

J���J��

�� jZJ�J��j� � �
�

X
J

�jZJ�J��j� � jZJ���J j�
��


�����

ただし、jZJ�J��j� � ZJ�J��
�ZJ���Jである。今回はD�braneを考えたいので、Higgs branch
Xm

JJ

が Jに依らない�場合を考えると式 
�����は第 �項のみが生き残る。ちなみに、Xm
JJが Jに

依る場合は、�����の話からも分かるように fractional braneに対応している。

��



湯川 term

湯川相互作用項は

LY �
X
J

�J�J���J���J�� �ZJ���J 
�����

で与えられる。式 
������
�����は共に U
��N ゲージ対称性を持っている�と同時に、確かに
quantum ZN symmetryも持っている事が分かる。

����� D�brane probeの方法

以上を踏まえて D�brane probeの方法を説明する。

真空のmoduli

式 
�����のHiggs branchを考えると、V最小は jZJ�J��j � r 
Jに依らない�と分かる。そ
のため �at directionは ZJ�J�� � rei
J と分かる。しかし、これが真空のmoduli 
���方向で
D�braneが動ける空間に対応�というわけではない。理論が U
��Nゲージ対称性を持ってい
るので、ゲージ変換の下で等価な真空は取り除く必要がある。
まずゲージ変換で ZJ�J�� � Z 
Jに依らない�の形まで持ってゆける。さらに、U
��Jゲー

ジ電荷をQJとして、Q � exp ����i
N

P
J JQJ

�
と置くと、Qは以下の様にZNゲージ対称性

になっている。

QZJ�J�� � exp

�
���i
N

J

�
exp

�
��i

N

J � ��

�
ZJ�J�� � e

��i
N ZJ�J�� 
�����

つまり、Z �� e
��i
N Zなので、真空のmoduliは C �ZNとなっていて、確かに C �ZN上にD�brane

が置かれている状況が再現されている。

Metric

D�brane probeの方法では空間のmetricを調べる事も出来る。まず ZJ�J��の kinetic term
は ZJ�J�� � rei
J を代入すると

Lk �

N
�X
J
�

����� � iA�
JJ � iA�

J���J��

�
ZJ�J��

���
�

N
�X
J
�

�
��r�
� � r�
���J �B��J�

��


���	�

と書ける。ただし、B�
J は

B�
J � A�

J���J�� �A�
JJ 	

N��X
J
�

B�
J � � 
�����

�端同士も含めて場の隣り合う添え字が等しいことから分かる。
	�



と定義した。このようにB�
Jには束縛条件が付いているので、未定乗数を入れて式 
���	�か

ら B�
J を消去すると、

B�
J � ��
�J � ��� � �� � �

N

N��X
K
�

�K

Lk � N �
��r�
� � r�
������


�����

となっている事が分かる	。ZJ�J��
�� e

��i
N ZJ�J��だったので �Jの変域は � � �J �

��
N
で、��の

変域も � � �� � ��
N
となる。変域を � � � � ��としたいので

� � N �� � � � � � �� 
�����

と �を定義すると、式 
�����は

Lk � N
��r�
� �

r�

N

����

� 
�����

と書けるので、この式からmetricが

ds� � N dr� �
r�

N
d�� 
�����

であることが分かる。� � � � ��なので、これは確かに C �ZNのmetricである。
最後に注意点を幾つか付け加えておこう。まず �は

� � arg
Z��Z�� � � �ZN����� 
�����

と書けるのでゲージ不変量で、物理的に意味のある量である事が分かる。次にこのmetricを
調べる話はあくまで古典論であることに注意しなければならない
。最後に Lkは open string

�未定乗数 �� を入れて Lkを

Lk �
N��X
J�


�
��r�
� � r�
���J � B��J �� � ���B

�
J � 
A�

と書く。B�
J で変分を取ると、

� �
�Lk
�B�

J

� �r�
���J � B��J � � ���

P
J	 �� �

r�

N

N��X
J�


���J � r�����

と分かるので、

B�
J � ��
�J � ��� � 
���J �B��J � � ����

となっている事がわかる。これらを式 
A�に代入すると

Lk �
N��X
J�


�
��r�
� � r�
������ � �r������� 
�J � ���� �z �

P
J
で 


�

� N �
��r�
� � r�
�������

と分かる。
�途中で未定乗数入りの actionの変分を取ったことを思い出そう。
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のmassive modeを無視している。jZj � rの時にゲージ場A�は式 
���	�からmassMA � r
��

を持つが�、これが無視したmassive modeのmass Mm � ������よりも十分小さくなければ
ならない。つまり rが

r

��
� ������ � r� ����� 
�����

の領域 
substringy regime �����でないとこの話は使えない。

��� Substring領域でのC �Z����の tachyon凝縮
このセクションでは ���でまとめた道具を使って、式 
����の twistで作った C �Z����の

closed tachyon凝縮を調べる。以下では特に必要が無い時には N � �� � �として表記Nを
使う事にする。

����� Open�closed相互作用による scalar potentialの変化

closed tachyon
T

ZJ,J+1のvertex

図 ��	� ZJ�J��と Tの相互作用

まず ���で述べた様に、図��	の相互作用からprobe上のopen string ZJ�J��と closed tachyon
Tは ZJ�J��の最低次で

VJ � T jZJ�J��j� 
�����

といったゲージ不変な相互作用項を持つと考えられる。セクション �����では話が煩雑になる
ので書かなかったが、実はD�brane上に open stringのvertex operatorが �個入ったamplitude
を考えている事に注意したい 
良く見ると図 ���では D�brane自体と closed tachyonとの相
互作用なので open stringとの相互作用 
�����にはならない�。Closed tachyon凝縮が起こっ
て T が VEV �T�を持つと、式 
�����の形の相互作用から probe上の open stringの scalar
potential 
�����は

 V �
N��X
J
�

M�
J jZJ�J��j� 
�����

�実は、式が煩雑になるため式 
	��
�に ��のべきを付ける事をあえてやめていた。MAの係数 ����は次元
解析から分かる。

�Vacuum Expectation Value � � � 真空期待値の事。
	�



だけずれると考えられる。
さてM�

J は open�closedの相互作用から来ているので、全ての J 毎に好き勝手な値を取れ
るわけではなく、何かしらの条件が付いているはずである。以下ではMJ の満たすべき条件
を調べよう。

M�
J の満たす条件

まず相互作用 TZJ�J��
�ZJ���J を詳しく見るために D�brane probe jDipを fractional brane

jJiの bound state

jDip �
N��X
J
�

jJi 
���	�

と解釈しよう。するとこの相互作用 TZJ�J��
�ZJ���Jは図 ���の様に �つのタイプ A�Bがある。

T
T

J JJ+1 J+1

ZJ,J+1
ZJ,J+1

Z
−

J+1,J Z
−

J+1,J

A-type B-type

図 ���� TZJ�J��
�ZJ���J 相互作用の分類

ただし図 ���で黒丸は fractional braneで、横の添え字 J� J � �はそのラベルに相当した
fractional braneであることを指す。次に tachyon場の vertex operatorに相当する状態 jT iは

jT i � �kjki � �� � � 
�����

と書ける。ただし jkiはRk twisted sectorの closed stringの状態を指す。�� � �なのは �����
よりuntwisted sectorには closed tachyonが存在しないからである。一方 jJiは式 
������より

jJi � �kJ jkii � �kJ � �kJ 
�����

と書ける。ここでは jkiiは石橋 stateの意味ではなく Rk twisted sectorの closed stringと
coupleする stateとして解釈してほしい。最後に内積は

hkjk�ii � Ck
kk� 
�����

	�



の形をしている事が分かる。Ckの具体形は今回重要ではない。以上を踏まえて、それぞれ
のタイプ毎に相互作用の値を調べよう。
まず A�typeを考えると ZJ�J��のmass termは大雑把に言って

M�
A�JZJ�J��

�ZJ���J � hT jZ �ZjJi � hT jJihZ �Zi �
X
k

��kCk� �z �
�Ak

�kJ hZ �Zi

�
X
k

Ak�
kJ hZ �Zi


�����

となっていると考えられる。式 
�����の等号は厳密では無く、J依存性のみを再現している。
重要な点は、相関関数の J依存性は fractional brane jJiからのみ出てくるという事である。
具体的には open string ZJ�J��のラベル J� J � �はどの fractional braneに付いているかを表
しているだけなので、相関関数の値の J依存性に影響を与えない。
よってM�

A�Jは J 依存性だけを見ると

M�
A�J � hT jJi �

X
k

Ak�
kJ 
�����

を満たしているので、X
J

M�
A�J �

X
k

Ak

X
J

�kJ �
X
k

Ak
k�� � A� � � 
�����

の性質を持っていることが分かる。同様に B�typeのM�
B�Jも J 依存性のみを考えて

M�
B�J � hT jJ � �i 	

X
J

M�
B�J � � 
�����

の性質を満たすことが分かる。M�
J �M�

A�J �M�
B�Jなので、

N��X
J
�

M�
J � � 
�����

となっている事が分かる。M�
Jが条件 
�����を満たしていることがわかったので、式 
�����

の V を便宜的に

 V � �
N��X
J
�

�J 
jZJ�J��j� � jZJ���J j�� �

N��X
J
�

�J � � 
�����

と書き直しておこう。こうする事で式 
�����は FI term ��と解釈できる。以上より closed
tachyon凝縮後の scalar potential Vcは

Vc � V � V �
�

�

X
J

�jZJ�J��j� � jZJ���J j�
�� � N��X

J
�

�J 
jZJ�J��j� � jZJ���J j�� 
���	�

書ける。式 
���	�の potential最小の条件は

jZJ�J��j� � jZJ���J j� � �J 
�����

と分かり、�J の分だけ tachyon凝縮前の状態からずれている事が分かる。
�
Fayet Iliopoulos termの略。
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����� �Jが一般の値を取る場合

まず �Jが一般の値を取る場合を考えてみよう。式 
�����より jZJ�J��jの値は全ての Jで
異なる。そのためある Jで jZJ�J��jは最小値を取るのだが、足 Jを cyclicに回して jZ��jが最
小値を取ると考えても一般性を失わない。この時 jZ��jを動かして �にすることは出来るが
他の jZJ�J��jは 
� �のままである。つまり U
��Nゲージ対称性を持っていた C �ZNの特異点
jZ��j � � � � � jZN����j � �は tachyon凝縮で

jZ��j � � � � � jZN����j � � 凝縮	 jZ��j � � � jZJ�J��j 
� � for J 
� � 
�����

と変化する。よってゲージ場N個のうちN��個がmassiveになって��ゲージ対称性が U
��N

から U
�� 
diagonal�に破れるので、ZN singularityが closed tachyon凝縮でZ� 
smooth�に
変化したと考えられる。予想通り tachyon凝縮で特異点が解消されて super symmetricな空
間へ変化している。
これでは話が大雑把過ぎるので、もう少し詳しく調べてみよう。まず

��J � ��J�� � �J � �� � � � ZJ�J�� � rJe
i
J 
�����

と定義する。�Jを決めると�Jは一意的に決まってしまうことに注意しよう。すると式 
�����は

r�J � r� � ��J � r� � r 
�����

書ける。式 
�����より、一旦 �Jを決めてしまえば rを動かしても rJは大小関係を保ちなが
ら変化する。今回は jZ��jが最小と仮定しているので、他の jZJ�J��jは常に jZ��jより大きい。

Z01

Z12

ZN-1,0

r

λ J =0 λ J ≠ 0

r Z01

ZN-1,0

Z12

Z01 , Z12 , … ,ZN-1,0

r=0r=0

Z01

probe を動かす

(rを動かす)
rを動かす

図 ���� Closed tachyon凝縮による ZJ�J��のVEVの変化

これを図にまとめると図 ���となる。まず tachyon凝縮前 �J � �では図 ���の左側の様
に ZJ�J��のVEVは半径 rの同心円上に並ぶ��。rを動かす事が probeの位置を動かす事に相

��Diagonal U 
��つまり
PN��

J�
 A
�
J�J のみ masslessで残る。Z の kinetic termの式 
	��
�の Z に VEVを持

たせると出てくるA�
J�J の mass matrixを対角化すれば分かるが、もっと簡単に分かる方法を後で説明する。

��位相はゲージ変換で変化するので重要ではない。
	�



当していて、r 
� �では全ての ZJ�J��が 
� �の VEVを持つ。このような VEVを不変にす
るゲージ変換は

PN��
J
� A

�
J�Jによって生成されるものだけなので

��、この点ではゲージ対称性
は U
�� 
diagonal�となっている。つまりこの点は特異点ではない。一方 r � �では全ての
ZJ�J��の VEVが �となるので、この点でのゲージ対称性は U
��N で、ZN singularityを持
つ点である。確かに C �ZN上を probeが動く様子が再現されている。
次に tachyon凝縮後 �J 
� �では図 ���の右側の様になっている。まず r 
� �では全ての

ZJ�J��が 
� �なのでゲージ対称性が U
�� 
diagonal�となっていてこれは前と同様である。一
方 r � �では Z��のみVEVが �となっているが、このようなVEVを不変にするゲージ変換
もやはり diagonal U
��のみなので��、今回は r � �も特異点ではない。よって tachyon凝縮
で特異点が解消されている事が分かる。

Metricは�

最後にmetricを調べてみよう。Kinetic termの式 
���	�に式 
������
�����を代入すると、

Lk �
N��X
J
�

�
��rJ�
� � r�J
���J �B��J�

�� �
X
J

B��J � � 
�����

と分かるので、未定乗数を入れてB��Jを消去すると

Lk � N
r�
���
� �

r�

N
r�

����

� � � �
N��X
J
�

�J � N
r� �
N��X
J
�

r�

r� � ��J

�����

とわかり��、metricは

ds� � N
r� dr� �
r�

N
r�
d�� 
�����

��ZJ��J���は A�
J��J�

に対して �� �A�
J����J���

に対して ��の chargeを持っていたので、VEV ZJ��J��� �� �

を不変に保つゲージ変換は任意の定数 CJ を用いて

A�� � A�
J� �J�

� A�
J����J���

�
X

J ��J� �J���
CJA

�
J�J

で生成されたものだけである。今回は全ての J
で VEV ZJ��J���が �� �で、それらを全てゲージ不変に保た
なければならないので

A�� �
N��X
J�


A�
J�J

でなければならない事が分かる。
��今回も VEVを不変に保つゲージ変換を生成するゲージ場を

A�� �
X
J

CJA
�
J�J

と書くと、脚注 �	より

C� � C� � C� � C� � � � � � CN�� � C


と分かるが、そうすると自動的に C
 � C�も成り立ってしまうので。
��未定乗数 �� を入れて Lkを

Lk �
N��X
J�


�
��rJ �� � r�J 
���J �B��J �� � ���B
�
J � 
A�

	�



と求まる。さて今回は rJの内 r� � rが最小だったので、�� � �� ��J � � 
J 
� ��と分かるが、
この時

N
r� � � �
X
J �
�

r�

r� � ��J

�����

と書けるためN
�� � �� N

� � Nと振舞うことが分かる。

r

r  → ∞
C/ZN

で

r=0で
smooth

ρ

図 ����� �Jが一般の値を取った場合の C �ZNの tachyon凝縮

以上より結果を図にすると図 ����の様になる。ただし図 ����の中の �は �Jの典型的な大
きさを表していて、closed tachyonの凝縮後のVEVの大きさに相当している。この図から予
想通り特異点 r � �の近傍だけ凝縮後に変化している事が分かる。前にも述べた様にこの話
は substring領域 r � ��

�
� のみ有効であることに注意しよう。つまりこの方法では tachyon

のVEVが小さい時で、かつ特異点の近傍の振る舞いしか分からない。そのため、これだけ
だと closed tachyon凝縮で空間全体がどう変化するか分からないが、����では dilaton pulse
によって特異点の変化の様子が空間全体に伝わってゆく 
図 ����参照�事が提唱されている。
以下でその概略を述べる事にする。まず world sheetの繰り込み群を考えると、tachyonの
vertex operatorは relevantである事に注意しよう。そのため RG �owで IR領域へ流れる事
が tachyon凝縮する事に相当している。そこで実際に gravitonと dilatonに対して繰り込み

と書く。B�
J で変分を取ると、

�� � r�J 
���J � B��J � 	 ��
X
J

r�

r�J
� ��� 	 �� �

r�

N 
r�
���

と分かる。さらに �rJ � r
rJ
�rとなっている事をふまえて、これらを式 
A�に代入すると

Lk �
N��X
J�


�
r�

r�J

��r�

� �
��
r�J��z�

P
Jで���

�� � ��� B��J��z�
P

J
で 


�

� N 
r�
��r�
� �

r�

N 
r�

����

�

と分かる。
		



群方程式を立てて�	RG �owを考えると、図 ����となる。つまり、dilaton pulseによって平
坦な空間が広がってゆく。

UV

dilaton pulsedilaton pulse

IR
ρ ∼  α ′ 1/2

ρ >> α ′ 1/2

RG flowRG flow

図 ����� world sheetの繰り込み 
Dilaton pulseによる空間の変化�

ただし、open string tachyon凝縮の話の様に tachyon potentialがある訳ではないので、
tachyonのVEVがどこで落ち着くか分からず、最終的にどのような空間になるか具体的には

�の大きさ等�分からない。

����� �Jが特殊な値を取る場合

今度は �Jが特殊な値を取る場合を考えよう。以下では例として

�� � ��� � � � �� � � � � � �N�� � � 
�����

の場合を考えよう 

P

J �J � �に注意�。これは closed tachyonの一部が凝縮していると考え
ることが出来るので、心としては前のセクションの tachyon凝縮 �C �ZN � smooth�の途
中過程を考えているつもりである。

Z01
Z12

ZN-1,0

r
Z01

r を動かす

r=0Z12,…,ZN-1,0

図 ����� ZJ�J��のVEV

まず式 
�����より

jZ��j� � jZJ�J��j� � �� for J 
� � 
���	�

������では繰り込み群の方程式中に tachyonが含まれていないが、tachyonが特異点に局在しているので特
異点から十分離れれば tachyonは直接現れないはずなので構わないだろう。
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となり、これを図で表すと図 ����となる。図 ����より、特異点 
r � ��では A�
���A�

��のみ
massiveとなっているのでゲージ対称性が U
��N から U
��N��に破れた状態になっている。
この事から r � �でZN��singularityがある事が予想出来る。実際、今回は ��� � �� �� � � � � �
�N�� � �として r� � � � � � rN�� � rとすれば良いので式 
�����のN
r�はN
�� � N � �と
なり、metricは図 ����の様になって r � �でZN��singularityが残る。

r=0で
C/ZN-1

r=∞
C/ZN

で

rρ1

図 ����� 特殊な �J の場合のmetric

確かに �����の結果の途中過程に見える。

特異点上の quiver diagram

次に特異点 r � �に probeを置いて、quiver diagramが tachyon凝縮でどのように変化す
るか調べてみよう。例として前の様に N � �の場合を考えると、boson Zと fermion �の
quiver diagramは図 ����の様に変化する。

0
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0 0
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1
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4 4

Z

ξ

凝縮

凝縮

つぶす

decouple (1) (2)

つぶす

decouple (3)

図 ����� 特異点上の quiver diagramの変化

図 ����の説明をすると以下の様になる。
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�� まず r � �では Z��が VEVを持つため Z��はmassiveとなって�
 decoupleする。


�� 次に Z��が VEVを持つことで A�
��� A

�
��のうちA�

���A�
��がmasslessで残りA�

���A�
��が

massiveとなって decoupleする��。この事は quiver ��� ��がつぶれて �つになり、対応
するゲージ場が �つ減る事に相当する。


�� 同様に fermion �も quiver �� �がつぶれるが、湯川相互作用項 
�����のZ��にVEVを持
たせると �Z��������が mass termとなり ���� ���がmassiveとなって��decoupleする。

以上より、Z� �の内 masslessなものだけで quiver diagramを書いたものが図 ����の右端 �
つとなっている。この右端の quiver diagramは通常の quiver diagramではない。具体的に
言うと �の quiver diagramが cyclic対称でないと言うことである。そのためこの状態は通常
の orbifoldでは無い事が分かり、このような状態は �quasi orbifold�と呼ばれている。つまり
metricだけ見ると一見特異点では C �ZN��と思えるのだが、そうではないという事である。
さらに Z��が VEVを持つように �を turn onさせると図 ����の中央の �つとなる。
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図 ����� 特異点上の quiver diagramの変化 �

��Z の scalar potentialの �回微分が

��Vc
�Z
��Z
�

jZ���
p
	�

� ��
 � �

となるため。
��Z の kinetic termの式 
	��
�から出てくる A�

J�J の mass matrixを対角化すると分かる。つまり、
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 �A��は massive

ということ。
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�Z�
�
���� � �Z�

�
�� ����

�
� �
� �

�
� �z �

�M

�
�
�
���

�

とした時 detM �� �より �固有値が無い事が分かる。つまり、�
�� ���共に massiveとなる。
��



これは前の話と同じ操作をしているだけなので理解できるが、fermionの方が本当にそう
なっているのか心配な人もいるだろうので一応脚注に計算を載せておく��。図 ����の中央
の �つは C �Z�のそれと同じであることに注意すると、C �Z� � C �Z�の tachyon凝縮が
起きている事が分かる。この時 Zの quiver diagramと �のそれは形が同じなので一見 super
symmetricであるように見えるが、矢印の向きが逆なのでそうではない事に注意しよう。実
際 C �Z�は closed tachyonを含むので不安定で、さらに tachyon凝縮を起こして C �Z�へ変
化して 
図 ����右側�安定化するだろう��。以上の話は、

Z��� Z�����が VEVを持つように �J を turn onすると C �Z���� � C �Z����と
tachyon凝縮で変化する。

と一般化できるので、�Jを少しずつ turn onさせる 
tachyon凝縮が進んでゆくと解釈�こと
により

C �Z���� � C �Z���� � � � � � C �Z�

という流れが分かる。これを図にまとめると図 ����となり、�����で述べた通りになっている。
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湯川 termから来るmass termは
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���� � �Z����z�
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�� ���� ��
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�
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� �z �
�M

�

 �
�

���
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�
A

det
�I �M � � ���� � 
�� � 	��� � � 
 � � ���
p
�� � 	�

より、 �Z��を turn onしても massiveだったモードの massが変わるだけである。
��図 	���右側からもやはり C�Z�が super symmetric orbifoldである事が分かる。この時 Z と �が chiral

super multiplet 
�組�を組んでいることに注意しよう。
��



��� C
��ZNの解析

C �ZNは N � �のみ super symmetricなので、tachyon凝縮で最後に到達する状態がある
意味分かりきっていたためバリエーションに乏しかった。一方 C ��ZNは super symmetric
な orbifoldが N 
� �でも無数にあるのでより有意義な結果が得られるだろうと考えられる。
そこで、このセクションではD�brane probeを使って C �ZNが変化してゆく様子を調べてみ
よう。

����� 調べた系と結果

C2/Z2l(-1)

(super symmetric)

(r → ∞)

C2/Z2l(-1)

Z2l(-1) singularity

を持つ点が lコ

(blow up)

marginal deformation

図 ���	� SUSY ALEのmarginal deformation

まず C ��Z������を考えてみると��これは SUSY ALEであるが、これは blow up 
marginal
deformation�をすることでZ������ singularityがZ����� singularity �コに分解される事が知ら
れている 
図 ���	�。同様の事が non�SUSY ALEの場合でも出来ないかを考えてみよう。

closed tachyon

C2/Zl(-1) C2/Z2(1)

SUSY ALE

marginal
deformation

+ tachyon
凝縮

mass less mode
のみ VEV

(non-SUSY)

C2/Z2l(2l-1)

closed stringの

(marginal)

8

Z2(1) singularity
l コ … 8



無限遠へ

smooth

図 ����� Non�SUSY ALEのmarginal deformation

同様の事ができる事が結果として分かる。まず non�SUSY orbifoldである C ��Z��������を
考えると、closed stringの masslessモードのみに VEVを持たせるような �marginal defor�

��添え字 ��
���の内 ��の方は今までと同じ意味である 
何回で元に戻るかを表す�。一方 
���は今回複素
�次元を考えているので twistの仕方にもう一つ自由度があって、そのラベルを表している。ここでは括弧の
中の数字が違うと種類の違う orbifoldになる程度の認識で構わない。定義など具体的な話は後でする。

��



mation� ��でZ�特異点 �コに分解する事が分かるが、Z�特異点上とそれ以外の bulkで生き
残る space time fermionが逆になっている 
図 ����中央�。つまり localには SUSYがあるが、
globalには SUSYが破れているような系になっている��。さらに �コの特異点の内 �� �コを
無限遠に飛ばして 
marginal�、残り �コを blow up 
marginal � closed tachyon凝縮�するこ
とで smoothな C ��Z�となって安定化すると考えられる。

����� セットアップ

これの説明を始める前に、考えている系のセットアップについて説明する。

Twist

まず C �を � � 	� �� �方向をそれぞれ複素に組んだものと考えて、twistを

R � exp

�
��i

N

J	
 � kJ���

�
� kはmod �Nで効く 
�����

とする。N� kを決めると twistが決まり、これを明示的に C ��ZN�k�と書く。次に、今回もや
はり closed tachyonを �xed pointに固定したいのでRN � �としたい。J	
� J��それぞれ ��

�

の場合のみ調べれば十分で

A � s	
 � s�� � ��
�

	 R � exp

�
��i

�N

k � ��

�

�����

B � � s	
� s�� � ��
�

	 R � exp

�
��i

�N

k � ��

�

�����

の両方同時に RN � �であれば良いことが分かる。つまり k �oddが必要十分である事がわ
かるので以下 k �oddの場合のみを考える。
ここで注意するべき点が �つある。まず �つ目は k � ��の時の時を考えると、式 
�����

のA�Bの内どちらか一方で R � �となる。具体的には

k � � � � � Bの場合に R � � � k � �� � � � Aの場合に R � � 
�����

となっているので、��次元の spinorの内半分が生き残る事が分かる。同様に一般の J	
� J��

に対しても

k � � � � � � J	
 � J��の場合に R � � � k � �� � � � J	
 � J��の場合に R � � 
�����

と分かるので半分が生き残ることが分かる。つまり k � ��の時は SUSYが半分生き残っ
ていて、k � �と k � ��で生き残るmultipletが逆になっている。よって図 ���	で考えた
C ��Z������は確かに SUSY ALEである。�つ目は �N

k�� � Zか �N
k�� � Zの場合を考えると、

�N

k � �
� Z 	 R

�N
k��で Aの spinorが不変 	 
R

�N
k�� �� sectorはmasslessモードから

�N

k � � � Z 	 R
�N
k��で Bの spinorが不変 	 
R

�N
k�� �� sectorはmasslessモードから


�����

��Closed tachyonを含む系なのでこれを本当に marginal deformationと考えて良いかは怪しいが � � �
��Marginal deformationをしただけなので、non�SUSYな物が SUSYに変化するはずがない。

��



という性質があるという事である。
�����の説明をすると、例えば �N
k��

� Zの場合はJ	
 � J��

の粒子に対してR� � R
�N
k��は �として振舞う。よって �� R�� R��� � � � とR�� twisted sectorのみ

を考えると、これは C ��Zk��
� ����の様に見える

��。C ��Zk��
� ����は k � ��なので SUSY ALE

で、closed stringは masslessモードから始まる。よって R�� sectorには closed tachyonが無
く、masslessモードから始まる事が分かる�	。 �N

k�� � Zの場合も同様に考えれば分かるだろ
う。k 
� ��の場合はその他のセクターに closed tachyonを含み、全体としては non�SUSY
となっている。

Probe上の quiverゲージ理論

今回Dp�brane probe上の open stringは�������������������
������������������

A�
JK � � �� � � � p � � �ゲージ場 � � � 
J	
� J��� � 
�� ��

Xm
JK � � �m � p � � � � � � � braneの位置 
���方向以外� � � � 
J	
� J��� � 
�� ��

Z�
JK � 
X	 � iX
�JK � � � ��	方向の braneの位置 � � � 
J	
� J��� � 
�� ��

Z�
JK � 
X� � iX��JK � � � ���方向の braneの位置 � � � 
J	
� J��� � 
�� ��
�Z�
JK � � �Z�の conjugate � � � 
J	
� J��� � 
��� ��
�Z�
JK � � �Z�の conjugate � � � 
J	
� J��� � 
�����

�JK � � � SO
����の �� � � � J	
 � J�� � ��
�
の � � � � 
J	
� J��� � 
��

����
��

�JK � �� � SO
����の �� � � � J	
 � �J�� � ��
�
の �� � � � 
J	
� J��� � 
��

�
� �
�
�

��JK � � ��の conjugate � � � 
J	
� J��� � 
�� � ���
��JK � � � �の conjugate � � � 
J	
� J��� � 
�� ���

�
�


�����

を考えれば良い。前の R�invの条件式 
�����は今回

J �K � 
J	
 � kJ��� � � 
mod N� 
�����

と拡張できるので、生き残る spectrumは

A�
JJ � Xm

JJ � Z�
J�J�� � Z�

J�J�k � �J�J�q�� � �J�J�q k � �q � � 
�����

とその複素共役であることが分かる。

��R�
k	�
� � �よりZk	�

�
型に見えて、R�の作用で J�� � J��の粒子が生き残り�J�� � J��の粒子が projected

outされるので 
���型と分かる。
��R�� sector の粒子に対する Rの作用を考慮に入れていないと考える人もいるだろうが、Rの作用は R��

sectorの粒子の �部を project outするだけなので、元々closed tachyonを含まない spectrumに tachyonが入
ることは無い。

��



����� C
��Z��
�����の deform�大雑把な説明�

以上を踏まえて図 ����の左の様な orbifold C ��Z��������の deformを考えてみよう。ここで
はあまり式を使わずに直感的に理解できるようにして、より詳しい説明は後に譲る。
まず前のセクションの話から分かる様に C ��Z��������は non�SUSY ALEであるが、

�N

k � �
�

�
���

�� � � � � � � � Z 
���	�

より 
�����の話から �� R�� R�� � � � sectorの closed stringはmasslessモードからである事が分
かる。これらの sectorの closed stringにだけ VEVを持たせる様な操作は �marginal defor�
mation�であるが、その様な事をするためには具体的にどうしたら良いのだろうか$結果を
言うと quantum Z� symmetryを課したまま deformすれば良い。
その理由を説明すると、まず quiverの足 jJiと R� twisted sectorの closed stringの状態

j�iiとは式 
�����の対応

jJi �
X
�

e��i
J�
�� j�ii 	 j�ii � C�

X
J

e���i
J�
�� jJi 
�����

があったわけだが 
C�は適当な定数�、quantum Z� symmetry jJi � jJ � �iに対し j�iiは

j�ii � C�

X
J

e���i
J�
�� jJ � �i � C�

X
J

e���i
J���
�� jJ � �i � e��i

��
�� � 
����j�ii 
�����

と振舞うので、これで不変となるのは � �evenの時である。つまり、quantumZ� symmetry

が保たれている時は �� R�� R�� � � � sectorのみ VEVを持てるという事が分かる。
さて ���の話から一般に closed stringがVEVを持つと quantum symmetryが壊れて jZ�

J�J��j
は J毎に別々のVEVをとる様になる事が分かったが、今回は quantumZ� symmetryが保た
れているので jZ�

J�J��j � jZ�
J���J���� jを満たしながら VEVを取る。

Z1
01

Z1
12

Z1
1+l,2+l

Z1
l,l+1

コのペアができるl

図 ����� Z�
J�J��のVEV

つまり一般的な� 
deform parameter�では図����の様に �コの同心円があって、�つの同心
円上にそれぞれ �コずつ Z�が乗る。Probeを動かすと同心円の半径が変わるが、Z�のVEV

��



が �となる時は同時に �コの Z�がVEV �となる。つまりこれはZ�特異点である。このよう
な特異点は合計 �コある事が分かる�
ので、確かに SUSY ALEの様にmarginal deformation
でZ��特異点がZ�特異点 �コに分解している 
図 ����中央�。
次に ����の下あたりの話から特異点以外の空間は C ��Z�����として振舞う事が分かる。こ

れも図 ����中央の通りである。
最後に特異点Z��k�の kを調べよう。厳密な導出は後で行う事にしてここでは直感的な説

明をする事にする。まず SUSY ALEの C ��Z������の場合は図 ���	の様に deformationが

R � exp���i
J	
 � J�������
���	 Rd � exp���i
J	
 � J������ 
�����

対応していて、RdがZ�特異点での twistに相当しているためにZ�����特異点となる。よっ
て C ��Z��������の場合も同様の性質が成り立っていると考えよう。すると twistの式 
�����は

R � exp���i
J	
� J�������
���F 
�����

と書き直せるので、これも �� �とすると

Rd � exp���i
J	
 � J������
���F � exp���i
J	
� J������ 
�����

となってZ����型特異点である事が分かる。
以上より特異点Z����とそれ以外 C ��Z�����には共に SUSYが残っているが 
括弧の中身が

��なので�、特異点とそれ以外で生き残るmultipletが逆になっていて 
括弧の中の値が逆�、
全体では non�SUSYとなっている事が分かる。

����� 詳細の説明

この話をもう少し詳しく追ってみる事にしよう。まず deformを行う前の状態を考えて、そ
の時の probe上の open stringの actionについてまとめておく。

Scalar potential 
Higgs branch�

まず Higgs branchの scalar potential V は Z�
JK 等を行列とみなすと、

V � Tr

�
�

�
�Z�� �Z��� �

�

�
�Z�� �Z��� � j�Z�� Z��j� � j�Z�� �Z��j�

�

�����

と書ける。これは Jacobi identityで書き直すと

V � Tr

�
�

�

�Z�� �Z��� �Z�� �Z���� � �j�Z�� �Z��j�

�

� Tr

�
�

�

�Z�� �Z�� � �Z�� �Z���� � �j�Z�� Z��j�

� 
�����

とも書ける。今回考えたい系 C ��Z��������の場合は、式 
�����の下側は 
�����より

V �
�

�

����X
J
�

D�
J � �

����X
J
�

jZ�
J�J��Z

�
J���J � Z�

J���JZ
�
J�J��j� 
�����

DJ � jZ�
J�J��j� � jZ�

J���J j� � jZ�
J���J j� � jZ�

J�J��j� 
�����

��どの同心円の半径が �となるかで �コ。
��



と書ける��。DJはD�termとなっている事に注意しよう。この式より potential最小の条件は

Z�
J�J�� � Z� � Z�

J���J � Z� 
Jに依らない� 
���	�

となっている。C �ZNの場合と同様にゲージ対称性より Z� �� e
��i
�� Z�� Z� �� e

��i
�� Z�とも分か

るので、確かに C ��Z��となっている事が分かる。

湯川 term

次に湯川相互作用項は

LY � Tr
�
�Z�� ���� �Z�� ����

�
� h�c� 
�����

となっている。

Deform後の話

さて closed stringのmasslessモードにVEVを持たせて deformを行うと、C �ZNの場合と
同様に scalar potential V に FI termが加わるだろう。つまり

 V � �
����X
J
�

�JDJ 
�����

が加わるだろう。今回も �Jに条件が付いていて、

Untwisted sectorを操作しない 	 P����
J
� �J � �

Quantum Z� symmetryを課す 	 �J � �J��

を課す事にしよう。つまり、twisted sectorのmasslessモードのみ VEVを持たせて deform
をしている。この時、potential最小の条件は

DJ � �J � jZ�
J�J��Z

�
J���J � Z�

J���JZ
�
J�J��j � � 
��	��

と変化する。これを解くと

jZ�
J�J��j� � jZ�

J���J j� � �J � x � �J � �J�� � �J � �� � �
Z�
J�J��Z

�
J���J � � 
Jに依らない�


��	��

となる。よって真空のmoduliは x � R� � � C となる。
さて、式 
��	��を用いて特異点を探そう。まず、少なくても� � �でないとZ� 
� ��Z� 
� �

なので特異点ではない。よって部分空間� � �を探せば良いことが分かる。この時 xを動か
して、ある J�に対して x � ��J�とすれば
jZ�

J��J���j� � jZ�
J����J� j� � � � Z�

J��J���Z
�
J����J�

� � � Z�
J��J��� � Z�

J����J� � � 
��	��

��
	����より、行列 Z�� Z�で �でない成分は Z�
J�J��� Z

�
J�J��であることを踏まえると

�Z�� �Z��JK � 
Z�
J�J��

�Z�
J���J � �Z�

J�J��Z
�
J���J ��JK � 
jZ�

J�J��j� � jZ�
J�J��j���JK

�Z�� �Z��JK � 
Z�
J�J�� �Z�

J���J � �Z�
J�J��Z

�
J���J ��JK � 
jZ�

J�J��j� � jZ�
J���J j��JK

�Z�� Z��JK � 
Z�
J�J��Z

�
J���J � Z�

J�J��Z
�
J���J ��JK

となっている事が分かるので。
�	



となっている事が分かる。
今回は quantum Z� symmetryがあるので Z�

J����J�����
� Z�

J������J���
� �も成り立ってい

ることに注意しよう。つまり 
Z�
J�J��� Z

�
J���J �の組 �組が VEV 
����となるので、これはZ�

特異点である。実際に、ゲージ場

A�
� �

J���X
J
J���

A�
JJ � A�

� �
J�X

J
J�����

A�
JJ 
��	��

が生成するゲージ変換に対して真空が不変なので、x � ��J�上で U
���ゲージ対称性が残っ
ている。このような xは一般的に�� �コあるので、Z�特異点は �コある事が分かる。

特異点の詳細

最後にZ��k�の kの値を調べよう。まずZ�特異点上で

Z�
J� �J���

� Z�
J����J�

� Z�
J����J�����

� Z�
J������J���

� � 
��	��

だったので、湯川 term 
�����でmass termを持たない �は �J����J���� �J������J� の �つであ
る。この �つの fermionは A�

� � A
�
�が生成するゲージ変換に対して adjointであることに注意

しよう。
�����より �が adjointになるのは q � �の場合、つまり k � �の場合である事が分
かるので、Z����型特異点である事が分かる。

��具体的には mod �で �J が全て異なる時の事を指している。QuantumZ� symmetryがあるので �J � �J��
である事に注意しよう。

��



第�章 Conclusion

最後に、この修士論文で分かった事をまとめよう。
まず �章では石橋 stateと Cardy条件を用いて orbifold R��d����n � C n�
の orbifold方向

に垂直な方向を向いた braneを調べることで、orbifold上を自由に動き回れるD�braneの他
に、orbifoldの �xed point上に固定されていて 
の既約表現DIに対応する I�type fractional

braneが存在する事が分かった。Fractional braneの untwisted closed stringの chargeは D�
braneのそれの分数であることも分かった。特に SUSY ALEの場合は ��cycleに巻きついた
D�braneに B場の �uxが貫いたものを考えて、それがつぶれたものが fractional braneであ
るという物理的解釈が与えられた。次に �xed point上の D�braneは 
の正則表現に対応し
ているので、fractional braneの和として解釈できる事が分かった。
次に �章では orbifold C �Z����でうまい twistを取って tachyonが �xed pointに局在させた

系の closed tachyon凝縮の様子を D�brane probeを用いて調べる方法を学んだ。一言で言え
ば probe上の open stringの作るゲージ理論の変化を調べて空間の変化の様子を見る方法で、
open stringから closed stringの情報を得る上手い方法である。ここで重要な点は probeが
fractional braneに分解できるので、probe上の open stringは fractional brane間を繋ぐ open
stringと解釈できる点である。この性質のため closed tachyonと probe上の open stringとの
couplingの値の性質が分かり、空間の変化を具体的に調べる事が出来たわけである。結果は
予想通り closed tachyonが存在する �xed point付近の空間だけが変化して特異点が解消さ
れ、SUSYのある空間に移るというものだった。直接取り扱う事が困難である closed tachyon
凝縮を open stringの力を借りて取り扱うというアイデアはセンスがあふれているし、closed
tachyonが �xed pointに局在しているという非常に限定的なケースではあるが closed tachyon
凝縮の様子を追うことが出来た事は今後の closed tachyon凝縮の研究の発展に繋がると考え
られる。
�章の結果について幾つかコメントをしておく。まず �つ目は Zamolodchikovのc定理 ����

との �矛盾��である。c定理は �次元CFT
今回は world sheetのCFT�を考えた時に o� shell
の過程で central charge cが減るという定理であるが、closed tachyon凝縮 C �Z���� � C �Z�

ではどちらも critical dimension 
c � ���なので cが同じとなってしまうので c定理と矛盾し
ているという事である。この問題の解決法として、����では次のように提案されている。ま
ず closed tachyonが �xed pointに局在していて、untwisted closed stringが non�compactな
空間 C �Z����全体を飛び回っている事に注目しよう。つまり tachyonが占める空間の体積は
高々有限で、untwisted closed stringの占める空間の体積は無限大なので、twisted sectorの
変化では cは変化しないというのである。この事は ����で次のようにして実際に確かめられ
ている。まず c定理の話から、cの変化は o� shellに変化させる場の �点相関関数に比例し
ている。次に C 方向の target spaceの体積を V 
後で
とする�と置いて untwisted sectorの
場 Ujの相関関数を考えると、

hU� � � �Uni �
R
� dX� exp
�S�U� � � �UnR

� dX� exp
�S� � V

V
� � 
����

��



となっている。式 
����のポイントはZ
� dX� exp
�S�U� � � �Un �

Z
dx�� d�� exp
�S�U� � � �Un �

Z
dx� � V 
����

となっている事である。つまりuntwisted sectorは空間全体に飛び回っているので、untwisted
sectorのゼロモード x�の積分から targetの体積V が出てくる。一方相関関数に twisted sector
Tjが含まれている場合は

hU� � � �UnT� � � �Tmi � �

V

����

となり、V �
の極限で �となる。ただし、Z
� dX� exp
�S�U� � � �UnT� � � �Tm � hT�jU� � � �UnT� � � �Tm��jTmi � � 
����

であることを用いた。まず式 
����では暗黙の内にm � �を仮定しているが、これは twisted
sectorが含まれた相関関数を考える時に twisted sectorは �つ以上含まれていないと相関関
数は �となるからである。その理由を説明すると、まず orbifoldの covering spaceで考える
と Tjが hj twisted sectorとした時に、図 ���の形でのみ相互作用する事に注意しよう。

x

hy
σ1 = 0

σ1 = 0 σ1 = 2 π

x

σ1 = 0
hgx

σ1 = 2 π

σ1 = 2 π

繋がる gx=y

図 ���� twisted sector同士の相互作用

つまり、hg twisted sectorの stringとして振舞う。この様にして相関関数中の全ての twisted
sectorを合成した時にそれが untwisted sectorとならなければならないので�、

mY
j
�

hj � e 
����

の場合のみ相関関数が 
� �となる事が分かる ����
ただし orbifold群が abelianであるとした�。
式 
����を満たすためには twisted sectorは最低 �つ無ければならない。
さて、式 
����では twisted sector T�� Tmを経路積分の始状態 jTmiと終状態 jT�iと解釈出
来るが ����、これは始状態と終状態が �xed pointに固定されている事に相当しているので経

�式 
����では始状態と終状態を untwisted sector として解釈することもできる。その時は T� � Tm は全
て vertex operatorと解釈されるので、twisted sectorを全て合成して untwisted sectorとならないと終状態が
untwistedにならないため。

��



路積分のmeasure � dX�には dx�は含まれない事に注意しよう。特に V �
で hT�T�i � �
となるので、C �Z����の tachyon凝縮では cが変化しない事が分かり、確かに c定理と矛盾
しない。また、����では C �Z����の tachyon凝縮で減る量が gclであることが提唱されてい
る。gclは twisted sectorの準位数の比例係数で、closed tachyon凝縮でこれが減る 
tachyon
の効果が無くなって行くことに相当�事は納得できる。
�つ目は closed tachyonが空間全体を飛び回っている系がまだ扱われていない事である。

このような系に対しては ����の方法で c定理を回避することができず�、直感的には closed
tachyon凝縮で non�criticalな理論に移ると考えられるので、取り扱いが困難であると考えら
れるが、����ではそのような系での closed tachyon凝縮が議論されている。
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付 録A Rセクターのground state

A�� SO����	の �行列
まず、後で使うので SO
�� ��の 
行列について軽くまとめる。SO
�� ��の 
� 
� � � � ��

は �� � ��の正方行列で、Cli�ord代数

f
��
�g � ���� 
A���

を満たすものである。行列の具体形が分かっていた方が理解しやすいと思うので、まず 
行
列の具体形をまとめる。

A���� �行列の具体形と諸性質

SO
�� ��の 
行列は、Pauli行列 �kと SO
��の 
行列 �iを用いて次のように書ける。


� �

�
� �

�� �

�
� i�� � � 
A���


i �

�
� �i

�i �

�
� �� � �i for i � �� � � � � � 
A���


� �

�
� �� � � � ��

�� � � � �� �

�
� �� � �� � � � �� 
A���

ただし、Pauli行列は

�� �

�
� �

� �

�
� �� �

�
� �i
i �

�
� �� �

�
� �

� ��

�

A���

で与えられて、�iは SO
��の Cli�ord代数

f�i� �jg � �
ij 
A���

を満たす実対称行列である。
さて �kと �iが Hermite行列であることを踏まえると、
�はHermite行列で無いことが分

かる。具体的には、


�y � �
� � 
iy � 
i for i � �� � � � � � 
A�	�

��



となっている�。最後に charge conjugation matrix Cを

C �

�
� �i�
i� �

�
� �i
� � �� � � 
A���

と定義しよう。すると、まずこの式から

C�� � C � CT � �C 
A���

である事がすぐに分かる。さらに任意の �に対して



��T � �C
�C�� 
A����

を満たしている事が分かる�。

A���� 昇降演算子と状態ベクトル

まず、この 
�を使って次のように昇降演算子を定義できる。


�� � �
�

�
� � 
�� 
A����


a� � �
�


�a � i
�a��� � a � �� � � � � � 
A�����

これらの反交換関係は以下の様に昇降演算子のそれである。

f
a��
b�g � 
ab

f
a��
b�g � f
a��
b�g � � 
A����

さらに、Saを

Sa � 
a�
a� � �
�


A����

と定義しよう。式 
A�����
A����を用いると、Saの固有値sa � ��
�
を並べた s � 
s�� s�� � � � � s��

をラベルとして、状態ベクトル �sを次の様に構成できる。

�s � 

���s�����

���s����� � � � 

���s������ 
A����


a�� � � � �a 
A�����

つまり、�は全ての aで sa � ��
�の状態ベクトルである。最後に、
��を


�� � 
� � � � 
� � ��S�S� � � �S� �
�
� �

� ��

�
� �� � � 
A����

と定義する。つまり 
��は固有値が chiralityとなっている実対称行列である。
�ただし、


�� � � ����y � ��y � � ���y � �� � � ��� � 
�������������
�� � � ��� � �� � � ���

を用いた。
�ただし、�iが実対称行列であることを用いた。

��



A�� Rセクターのground state

Flatな空間を考えた時、Rセクターの world sheet fermion 
�は �モード 
�
� を含む。


�
�

の反交換関係を考えると

f
�
� � 


�
�g � ��� 
A����

となっていて Cli�ord代数に似ているが factor �だけずれている。そこで SO
�� ��の 
行列
と 
� ��

p
�
�

� のように同一視すれば良い。Right成分も �

� ��

p
� �
�

� として同様に考えら
れる。
このセクションではA��にまとめた 
行列を使って closed stringのRRセクターの ground

stateの性質を調べる事が目標だが、最初から leftと rightを同時に取り扱うと話がややこし
くなるので、まず leftだけを考えることにしよう。

A���� RRセクターの基底

まず、A � � � ��として Rセクターの ground stateの基底 jAiを次の様に定義する。
jAi �� eA � 
eA�B � 
AB 
A��	�

つまり、eAはA番目の成分が �で他の成分は �のベクトルである。eAに対する 
�の作用は


�eA � XABeB 	 XAB � eTB

�eA � 
BC



��CD
DA � 


��BA 
A����

より、jAiに対する 
�
� の作用は


�eA � 


��BAeB 	 
�

� jAi �
�p
�


��BAjBi 
A����

となる�。同様に rightの ground stateの基底を j �Biとして、closed stringの RRセクターの
基底を

jA� �Bi � jAij �Bi 
A����

と書こう。式 
A����より、jA� �Biに対する 
�
� �
�
�
� の作用は f
�

� �
�
�
�g � �を踏まえると


�
� jA� �Bi �

�p
�


��CA
��DBjC� �Di 
A����

�
�
� jA� �Bi �

�p
�


���CA



��DBjC� �Di 
A�����

と分かる�。
�このように、基底には右から変換行列が掛かる事に注意。
���
 と ���
 は反交換するので、その性質をうまく取り込まなければならない。例えば 
���AB と 
����AB を

互いに反交換する数として 

���AB 同士は交換するので Glassman数では無い�

��
 jA� �Bi �
�p
�


���CA
��DB jC� �Di

���
 jA� �Bi �
�p
�


��CA
����DB jC� �Di

とするのは最も自然な方法であるが、話が煩雑になるので採用しないことにする。代わりに式 
A�����
A��� �
の様に ��� ���を同じ 
���AB 
c数�として、反交換の性質を式 
A��� �の ���に押し付ける事にする。

��



応用例
Dp�braneの boundary stateの構成

応用例として、Dp�braneの Rセクターの ground state jR� �ii���を構成しよう ����。まず、
jR� �ii���を基底 jA� �Biで次のように展開しよう。

jR� �ii��� �M�ABjA� �Bi 
A����

次に jR� �ii���は貼り合わせの条件�

�
� � i�S��

�
�
�

�
jR� �ii��� � � 
A����

の解であったが、式 
A�����
A������
A����を使うと次のように書き換えられる。

�p
�
M�AB �



��CA
��DB � i�S��

���CA


� �DB� jC� �Di � � 
A����

つまり、M�ABは行列方程式


�M� � i�S��
��M�

�T � � 
A����

の解である。この方程式を解くと、

M�AB �

�

� � � � 
pC � � i�
��

� � i�

�
AB


A����

と分かる。係数 
� � i����は後で open�closed対応を付けるときの便宜上のものである。
後で light coneゲージで考えたいので、s�や �s�に対する projectorの作用を考えよう。s� �

��
�
や �s� � ��

�
への projectionは P � �S�� �P � � �S�とすると�

�� P

�

�
jA� �Bi �

�
�� P

�

�
CA


��DBjC� �Di 
A��	��
�� �P

�

�
jA� �Bi � 
��CA

�
�� P

�

�
DB

jC� �Di 
A����

とわかる。ここで、 �
�� P

�

�
AB

�

�
�

�

�� 
�
��

�
AB


A����

となっていて、
�
��P
�

�
AB
は対称行列である事に注意しよう。以上より s� �

�
� � �s� �

��
� への

projectionは�
� � �P

�

��
� � �� �P

�

�
jA� �Bi �

�
� � �P

�

�
CA

�
� � ��P

�

�
DB

jC� �Di 
A����

と分かる。以上を踏まえて light coneゲージでの解を jR� �ii���lc とすると、適切な �� ��で

jR� �ii���lc �

�
� � �P

�

��
� � �� �P

�

�
jR� �ii���

�M�AB

�
� � �P

�

��
� � �� �P

�

�
jA� �Bi

�M �
�ABjA� �Bi


A����

��



とかける事がわかる。ただし、M �
�ABは

M �
�AB �

�
� � �P

�

�
AC

�
� � ��P

�

�
BD

M�CD �

��
� � �P

�

�
M�

�
� � ��P

�

��
AB


A����

となっている。式 
A����を代入してM �
ABを計算してみると � � ���の時だけM �

AB 
� �で
ある事が分かるので�、� � ��� � �と取る	。まとめると、

jR� �ii���lc �M �
�ABjA� �Bi � M �

�AB �
��
� � P

�

�
M�

�
�� P

�

��
AB


A����

となっている。

A���� jAiの意味と内積の値

Open�closed対応をつける時に boundary stateの内積を取る必要があるので、hAjも定義
する必要がある。単純に hAjBi � 
ABとして定義したい所だが、jAiの物理的意味を考えて
それの自然な dualとして hAjを定義すると、後で分かるように hAjBi 
� 
ABとなっている。
ここではその様子を調べてみよう。

jAiの意味

�
z�を bosonizeした �eldを Ha
z�として
、%s
z�を

%s
z� � Cs exp

�
i

�X
a
�

saH
a
z�

�

A����

と定義する。ただし、sa � ��
�で sは saを並べたものである。また Csは �cocycle�と呼ば

れているもので、%sがちゃんと spacetime fermionとして振舞うようにするため�の operator
�ただしこれが言えるのは p � �の場合で、D�instantonや D�particleでは適用できない。
�Leftと rightで ���方向の projectionが逆なのでこれは一見 physicalで無いように見える。しかし ����に

よると covariantに考えた時、leftと rightで picture numberがそれぞれ ��
� ���

� となっていて �ずれているの
で、leftと rightで projectionが逆のものがむしろ physicalである事が分かる。

���
z�の OPEが

��
z���
�� � ���

z

であることから、�a
z� 
a � �� �� � � � � ��を

�

z� � �����
�

z� � ��
z�� � ��

z� � �����
��

z� � ��
z��
�a
z� � �����
��a
z� � i��a��
z�� � ��

z� � �����
��a
z� � i��a��
z�� � for a � �� �� � � � � �

と定義すると、これは

Ha
z�Hb
�� � ��ab ln z

を満たす conformal weight �の bosonic !eld Ha
z�を用いて

�a
z� �� eiH
a�z
 � ��a
z� �� e�iH

a�z


と同一視できる事が分かる。詳しくは ��
�の Vol ��sec ���	を参照して欲しい。
�right movingで同様に定義された �"sと反交換するという意味。

��



で、具体形はここでは重要でないので省略する。この %sを使って �s 
式 
A����参照�と同
一視できる状態 jsiを次のように作る事が出来る。

jsi � lim
z��
%s
z�j�i �� �s 
A����

ただし、j�iは NS vacuumである。よって行列Kを

eA � KAs�
s 
A����

と定義すれば、jAiは次の様に構成できる事が分かる。

jAi � lim
z��

SA
z�j�i � SA
z� � KAs%s
z� 
A��	�

最後に、%s
z�� SA
z�共に conformal weightが �
�である

�ことが重要なので、覚えておこう。

hAjの定義と内積の値
以上を踏まえて hAjを次のように定義しよう。

hAj � lim
z��
h�jSyA
z� 
A����

すると S
z�の comformal weightは h � �
�
なので式 
A����は次の様に書き直せる��。

hAj � lim
z��

h�ji��hz�hSA
z� � lim
z��

i�
�
� z

�
� h�jSA
z� 
A����

さて SA
z�のOPEのうち operatorを含まない項を拾ってゆくと

SA
z�SB
�� � z�
�
�CAB � � � � 
A����

となるので、内積が

hAjBi � lim
z��

i�
�
� z

�
� h�jSA
z�SB
��j�i � i�

�
� lim
z��

z
�
� z�

�
�CAB � i�

�
�CAB 
A����

�直接計算しても分かるが、NS vacuumから Rの ground stateに移す operatorであることから理解出来
る。つまり L
の定数 a
の差が �

� だということだが、式 
��
��より ��� �
�� � �

� なので OK。
�
Conformal weightが hの場 �
z�を考えると、モード展開は次のようになっている。

�
z� � ih
X
r

�r
zr�h

� �y
z� � i�h
X
r

�yr
�zr�h

ここで �yr � ��r を満たしているので、z� � ���zとして

�y
z� � i�h
X
r

��r
�zr�h

� i��hih
X
r

�r
�z�r�h

� i��hih
X
r


z���h
�r
z�r�h

� i��h
z���h�
z��

と書ける。よって、

h�j � lim
z�


h�j�y
z� � lim
z���

h�ji��h
z���h�
z�� 
A�

と分かる。
�	



であることが分かる。同様に closed stringの場合を考えて

jA� �Bi � lim
z��z��

SA
z� �SB
�z�j�i � hA� �Bj � lim
z��z��

h�j �SyB
�z�SyA
z� 
A����

と定義すると、内積が

hA� �BjC� �Di � i�
�
�CACCBD 
A����

と分かる。これに super ghostの効果を取り入れると ��次元中の �次元分が消されて �
�
� �

�

となるはずなので、式 
A����を

hA� �BjC� �Di � �CACCBD 
A����

と書き直してこれを内積としよう。
最後に hA� �Bj
�jC� �Di� hA� �Bj �
�jC� �Diを式 
A�����
A������
A����を使って計算する事で、

hA� �Bj
�
� � �

�p
�
hC� �Dj

�T �AC
��BD 
A����

hA� �Bj �
�
� �

�p
�
hC� �Dj

���AC

�T �BD 
A�����

となっている事が分かる。ただし、
��が実対称行列であることを用いた。

応用例
���hhR� �jの定義と内積の値
最後に以上の話の使って ���hhR� �jを定義し、内積の値を計算しよう ����。まず hhR� �jを前

の話に倣って jR� �iiの複素共役として定義しよう。つまり hhR� �jは
hhR� �j

�

�
�r � i�S��

�
�
r

�
� � 
A����

の解である。するとこの解は

hhR� �j ���� hhR� �j
�Y

m
�

ei�	
�
mS

�
�

�	��m 
A��	�

と書ける。���hhR� �jは
���hhR� �j

�

�
� � i�S��

�
�
�

�
� � 
A����

の解なので、
���hhR� �j � N�ABhA� �Bj 
A����

と定義してN�ABを求めれば良い。これは式 
A�����
A�����を用いると

N�AB
�p
�

��

�T �AC
��BD � i�S��

���AC


�T �BD


 hC� �Dj � � 
A����

と書き直せるので、N�ABに対する方程式は

�
�N� � i�S��
��N�

�T � � 
A����

と分かる。これは式 
A����でM � Nとしたものと同じ形なので、N�AB � M�ABと分か
る。ここで注意するべき点は N�AB 
�M�

�ABであることである
��。これは hA� �Bjが jA� �Biの

単純な複素共役になっていないからで、以下では hA� �Bjと jA� �Biの具体的な対応を調べる
事で N�ABを決める事にする。

��M�
� が式 
A����の解でない事から分かる。

��



N�ABの係数の決定

まず、hhA� �Bjを
hhA� �BjC� �Di � 
AC
BD 
A����

と定義しよう。つまり、hhA� �Bjは jA� �Biの単純な複素共役である。すると式 
A����より
hA� �Bj � �CACCBDhhC� �Dj 
A����

と対応がある事が分かる。さて状態 j&i � 
ABjA�Biを考えた時、これの複素共役 h&jは
h&j � 
�ABhhA� �Bj � �ABhA� �Bj � ��ABCACCBDhhC� �Dj 
A����

と書ける。よって、


� � �CT�C � � � �CT
�C � 
�T
�
� 
A����

の対応があることが分かる。以上より N�ABは

N�AB �
�

�TM�

�

�


AB
� 
���p��

�

� � � �
pC � � i�
��

�� i�

�
AB


A����

とわかる。式 
A����では確かに N� �M�となっている事が分かる。
最後に ���

lc hhR� �jを求めよう。
���
lc hhR� �j � N �

ABhA� �Bj 
A��	�

と N �
AB定義すると、式 
A����より

N �
AB �

�

�TM ��

� 

�


AB
�

��
� � P

�

�

�TM�

�

�

�
� � P

�

��
AB


A����

となっている事が分かる。ただし、P と 
�が反交換することを用いた。

Dp�braneのRセクターの内積の計算

最後に Dp�braneの Rセクターの �モード同士の内積

���
lc hhR� ��jR� ��ii���lc 
A����

を計算しよう ����。前の結果を代入すると、

���
lc hhR� ��jR� ��ii���lc � N �

��AB
M �

��CD
hA� �BjC� �Di

� �N �
��AB

CBD
M
�T
��
�DC
C

T �CA

� Tr

��
� � P

�

�

�TM�

��

�

�
� � P

�

�
C

�
�� P

�

�
MT

��

�
� � P

�

�
C

�

� Tr

��
� � P

�

�
M�

��
MT

��

�

� Tr

��
� � P

�

�
MT

��
M�

��

�

A����

��



ときれいな形に書きなおせる事が分かる。ただし、PがMやCとも反交換する事を用いた。

M�
��
� �
� � � �
pC �� i��
��

�� i��

A����

MT
��
� �� � i��
��

� � i��
C
pT � � �
�T 
A����

MT
��
M�

��
�
� � i��
��
� � i��


�z �� �
C
pT � � � 
�T
� � � �
pC � � i��
��

� � i��

�

� � i��
���
� � i��
���


� � i���
� � i���
�

� � ����� � i
�� � ���
��


� � i���
�� i���

　 
A����

とまとめられるので、式 
A����に代入すると

���
lc hhR� ��jR� ��ii���lc �

�


� � i���
�� i���
Tr

��
� � P

�

�
�
� � ����� � i
�� � ���
���

�
�

�


� � i���
�� i���
��
� � �����

� ��
����


A����

となっている事が分かる。この Trの計算は基底 �s 
式 
A����参照�で行うとやりやすい。項�
��P
�

�
より s� � ��

�の状態のみ 
��個�生き残るので、Trの中の ���は値 ��を返す。一方生
き残った ��個の内 
�� � ��のものが �個ずつあるので、Trの中の 
��は値 �を返す。
全く同様にしてDp�braneと Dp��braneの間の内積も計算できる。����では covariantな方法

で jp�p�j � � mod �のみ内積が 
� �である事が計算されているので、ここでは p � �� p� � �
のセットアップで内積を計算してみよう。

MT
���p�
�

M�
���p
�

�
�


� � i���
�� i���

� � i��
���C


�T��
���z �� �

�T � � �
�T

Pz���

�
� C
�� i��
���

�
�


� � i���
�� i���

� � i��
���
��
�� i��
���P

�
�


� � i���
�� i���
�
� � �����
�� � i
�� � ����P


A����

���
lc hhR� ��� p � �jR� ��� p� � �ii���lc �

�


� � i���
�� i���
Tr

�
�
� � �����
�� � i
�� � ����P

�
� � P

�

��

� � �


� � i���
�� i���
Tr

�
�
� � �����
�� � i
�� � ����

�
�� P

�

��
� � �


� � i���
�� i���
��i
�� � ����

� ���
������

A����

と分かる。ここで注意したいのは、Trの中に projector
�
��P
�

�
が入っていないと内積が �に

なる点である。����によると ��次元分を考えると値が �となるが、super ghostの内積
と
相殺して有限になるメカニズムなので、その話と合っている。

���



付 録B Characterの値と性質

この章ではVirasoro characterと石橋 characterの値を求めて、両者の対応 
S�matrix�を調べ
る。まず Virasoro characterの値を bosonの場合で調べてみよう。

B�� Virasoro characterの値と性質

B���� Bosonic character

空間方向の boson �つX��X�を考えて、complex boson X� �X 
c���を

X � �p
�

X� � iX�� � �X � �p

�

X� � iX�� 
B���

と定義しよう。まず、twist hを

X � Hh � X
w � ��� � h �X
w� � e��i�
�

X
w� � �� � R
�X � Hh � �X
w � ��� � h � �X
w� � e���i�

� �X
w�

B���

と定義する�。式 
B���より h twisted sectorのX� �Xは

X
w� � i

�
��

�

� �
� X
r�Z���

�

r
�re

irw � �X
w� � i

�
��

�

� �
� X
r�Z���

�

r
��re

irw 
B���

と �n��� � ��n��� 
n � Z�を使ってモード展開できる。これらの交換関係は

��n��� � ��m��� � � 
n� � ��
n��m � ��r� �s� � ���r� ��s� � � 
B���

となっているので、


�n����
y � ���n��� � 
��n����y � ��n��� 
B���

と対応がつけられる。次に Hilbert空間 jXi� j �Xiを

jXi � 
�n��� �yj�i � j �Xi � 
��n��� �yj�i 
B���

とした時、gは jXi� j �Xiに対して

g � jXi g� e��i�jXi � j �Xi g� e���i� j �Xi � � � R 
B�	�

と作用するものと定義しよう。これは

g
�n��� �
yg�� � e��i�
�n��� �

y � g
��n����yg�� � e���i�
��n����y 
B���

�Closed stringならそのまま使えて、open stringなら double trickで周期 ��にする。
���



という事なので、X
w�� �X
w�に対する gの作用は

gX
w�g�� � e���i�X
w� � g �X
w�g�� � e��i� �X
w� 
B���

となる。掛かる factorが式 
B�	�と逆になる事に注意しよう。
この g� hを用いると、Virasoro character ��X�g

h 
q�は

�
�X�g
h 
q� � TrHh

gqL��
c
�� � c � � 
B����

と定義できる。式 
B����は他の場の場合にも流用できる 
対応した cを代入して h� gをその
都度定義すれば�。以下で �

�X�g
h 
q�の値を求める。

Twisted sectorの場合

まず twisted sector 
h 
� e�の場合を考えよう。ただし eは単位元である。まず nを整数と
してXのモード展開係数が �n���であり、 �Xのそれが ��n���である事を踏まえると LX

mは

LX
m �

X
n�Z

�n��� ���n����m � for m 
� � 
B����

と書ける。LX
� は

LX
� �

�X
n
�

�n����Nn���z �� �
���n����n��� �

�X
n
�

�n���� �Nn���z �� �
��n��� ��n��� �aX�

�
�X
n
�


n� � ��Nn��� �
�X
n
�


n � ��� �Nn��� � aX�


B����

と書ける。ただし Nn���は 
�n����yの励起数で �Nn���は 
��n����yの励起数である。定数 aX� は

aX� �
�

�
��
� � ��� 
B����

と書ける事から�、��X�g
h 
q�は

�
�X�g
h 
q� � q�

�
���

�
��

�������
�Y
n
�


�� e��i�qn��
�

���
�� e���i�qn�����
����� 
B����

と書ける。式 
B����は �モードの項 �Xの項 � �Xの項という順になっている。これは式 
C����
を用いて

�
�X�g
h 
q� � ie��i�q�

���

�
�
	 �

��
� � 	��j	 � 
B����

と書き直せる�。ただし無限積表示を使ったので、�も整数部分を引いて � � � � �としてお
く必要がある。

�
�
LXm� L

X
�m
�
を計算すると分かる。詳しくは ��
�Vol � � sec ��
 � p��参照のこと。ただし、ここでは 
�か

ら整数部分を引いて � 
 
 � � � とした。
�一応計算をしたのでメモ代わりに載せておく。まず 
 � 
 � �
�で z � zq�

�

となる事を踏まえると、

��

 � �
�j� � � iq
�
� 
e�i��e�i���

� � ei��ei���
�

�
�Y
m��


� � qm�
�� zqm��� �
� � z��qm��
�

�

�
� � � q
�
��

�Y
m��


�� qm�

���



Untwisted sectorの場合

Untwisted sector 
h � e�の場合は�や ��に �モードがあるので注意が必要がある。�モード
の効果は別に考えた方が都合が良いので、�モード以外の寄与のVirasoro character ���X�g

e 
q�

を考えると

���X�g
e 
q� � q�

�
��

�Y
n
�


� � e��i�qn���
�� e���i�qn��� � � sin��
�
	 �

��
�j	 � 
B����

となっている。式 
B����で � � �とすると、

���X�e
e 
q� � q�

�
��

�Y
n
�


�� qn��� � �
	 ��� 
B��	�

が得られる。ここでXは complex bosonなので、real boson �個分の ��である事に注意した
い。つまり、real boson �個分の ��は �
	 ���ということである。
最後に、単純に式 
B����に � � �� � �を代入すると発散するが、これは �モード 
n � ��

の項のために起きている事が分かる。このようなトラブルを避けるため、untwisted sector
では �モードを別に考えている。

B���� Fermionic character

今度は complex fermion 

c����個を考えよう。まずB����のg� hを 
� j
iに作用させた時、


 � Hh � 

w� ��� � h � 

w� � e��i�
�



w�

g � j
i g� e��i� j
i 
B����

となっている�。すると h� gは �
� j �
i 

の複素共役�に対してそれぞれ e���i�
�

� e���i�と振舞
う。次に world sheet fermion numberを Fとして

� � �

�
� � � �R
�
� � � �NS

� � �

�
� � � � 
���Fを Trにはさむ
�
� � � � 
���Fを Trにはさまない 
B����

とラベルを決めると、Virasoro characterは ���g���h
�と表現できる。例えば NS
���F セクター

は ���g
�
� �h
といった具合である。L	

� の定数項 a�は今回

a
�������
� �

�

�

��� � � � � �

�
�� 
B����

となっている。ただし ���は � � ��� � � � � �となるように ��を整数分ずらしたものである。

より、

��

 � �
�j� �

�
� �
� iq

�
�� z�

�
� q�

��

� 
�� zq�
�

�
�Y
m��


�� zqm��� �
�� z��qm��
�

�

� iq
�
�� e��i�q�

��

�

�Y
n�



� � e��i�qn��
�

�
�� e���i�qn�����
�
�

となるので OK。
�つまり X と同じ factorがかかるという事である。
�添え字が多いのでラベル 
��は省略する。

���



�モードが無い場合

以上を踏まえると、まず �モードが無い場合は bosonの話と同様にして

���g���h � q
����

� e���i��
�� �

� ������ �
� �
�
h
�����
����

i

� � ���	 j	 �
�
	 �


B����

と求まる	。つまり、

NS � �
����g
����h � q

����

�
� ���� 
� � ��

�	 j	 �
�
	 �

� q
����

�
��
� � ��

�	 j	 �
�
	 �


B����

NS
���F � ���g
����h � q
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�
� ���� 
� � ��
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�
	 �
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�
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� � ���	 j	 �

�
	 �
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R � �
����g
��h � q
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� ���� 
� � ��
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�
	 �

� q
����

� ei��
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� � ���	 j	 �

�
	 �

B���c�

R
���F � ���g
��h � �iq
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�	 j	 �
�
	 �

� �iq ����

� ei��
��
� � ���	 j	 �

�
	 �

B���d�

ということである。よって、それぞれのGSO projectionに対するVirasoro characterは

NS
�� � 
�v�
g
h � q

����

�
��
� � ���	 j	 �� ��
� � ���	 j	 �

��
	 �

B����

NS
�� � 
�o�
g
h � q

����

�
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� � ���	 j	 � � ��
� � ���	 j	 �
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	 �

B���b�

R
�� � 
�s�
g
h � q

����

� ei��
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� � ���	 j	 �� i��
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	 �

B���c�

R
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�c�
g
h � q

����

� ei��
��
� � ���	 j	 � � i��
� � ���	 j	 �
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	 �

B���d�

と求まる。ラベルは SO
��の表現を意味している。��の前の符号が逆になるのはNS vacuum
が 
���F の固有値��をもっているためである
。

�モードがある場合

�モードがある場合 
Rで �� � � �の時と、NSで ��� � �
�の時�は ground stateが �個有るが、

それらに対する 
���F � gの作用が特殊なので注意が必要である。以下で具体的に説明する。
まず 
を real fermion 
�� 
�で 
 � 
� � i
�と表記すると、昇降演算子を


� �
�p
�


�

� � i
�
�� �

�p
�

� � 
� �

�p
�


�

� � i
�
�� �

�p
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と定義できて、反交換関係は 
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となっている。
�を用いると ground stateは


�j �i � � � j �i � 
�j �i 
B����

�整数部分をずらして � 
 
 � �としたことに注意。
�super ghostの効果。
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と �個求まる。さて、平面 ���の 
iの角運動量 J��は基底 j �i� j �iで考えた時
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で与えられるが、ground stateに対する g
角度 ���回転�の作用は

�g � exp
���i�J��� � exp
��i���� � cos���� i sin���� 
B����

と書ける。ここで式 
B���と同じ理由で反対方向に回転されている事に注意しよう�。同様
に、
���F は


���F � �i exp
�iJ��� � �� 
B����

と分かる�。以上を踏まえて、特に Rで ��� � �の時 
h � e�が重要なのでその場合のVirasoro
characterを計算すると、
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となる。ただし Trは ground stateに関する traceである。式 
B����で単純に ��� � �を代入
した結果に比べて、ei��だけ値がずれている。

� �� � �
より、式 
B���から

�g���g�� � e���i���

となっている。よって、

�gj �i � xj �i 	 �gj �i � �g���g���gj �i � xe���i�j �i

と振舞う事が分かる。今回は x � e�i� とすると、基底 j �i� j �iでは

�g �

�
e��i� �

� e�i�

�
� cos �
�� i sin�
��

と書ける事が分かる
�Factor �iは ground stateに対する super ghostの効果。詳しくは ��
� Vol � � sec ��参照のこと。
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B�� 石橋characterの値の計算
石橋 character �i
�q�は石橋 state jiii間の内積

hhij�q �
� �L��

�L�� c
�� �jjii � 
ij�i
�q� 
B����

で与えられる。このセクションでは幾つかのケースで �i
�q�の値を具体的に計算する。

B���� Bosonの場合

まず半径 Rでコンパクト化した �atな空間上の world sheet boson X�を考えよう。石橋
stateは式 
����	��
�������
������より

j
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と書けるので、これを式 
B����に代入すると
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と書ける事が分かる。ただし L��は L�から �モードの効果を省いたもので、An��w��n�w
�q�は �
モードの効果
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である。ここで a�は L�の中の定数項である。この様な �モードの効果に対しては一般論が
無いのでその都度計算するしかない。
さて式 
B����より、異なる石橋 stateが直交する事が分かったので、後は
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として �s
�q� ��を求めれば良い。これは L��が式 
�����より

L�� �
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m
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と書ける事と、上で定義したNには zを適当な数として
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�
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m
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の性質がある事を利用すると 
right成分も同じ式が成立する�、
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と書けることが分かる。
�
添え字の sは S �

� のつもりである。
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Bosonic coherent state間の内積

Bosonicな生成消滅演算子の組を �つ持ってきて、交換関係�
a� ay



�
�
�a� �ay



� �

�a� �a� �
�
ay� �ay



� � � � � � 
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をつけておく。その下で

f
x� y� � h�jexa�aeyay�ay j�i 
B����

を計算したい。まず a�aと ay�ayの交換関係は�
a�a� ay�ay
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�
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ay� a�ay�aay� �ay �ay� a
 �a� �ayaay�a

�aay� �ay�a � � � n� �n � N � 
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と計算できる。ただし n� �nは number operatorで、nは

n � aya �
�
n� ay



� ay � �n� a� � �a 
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の性質を持つ。�nも全く同様でこれらに tildeをつければ良い。以上を踏まえると、
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の下で

f
x� y� � h�jexAeyAy j�i 
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を計算すれば良い事が分かる。まずこれを xで Taylor展開すると
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と書けるわけだが、式 
B����を眺めると h�jAmAymj�iの形の項のみが 
� �となる事が分かる
ので、fm
y� � ymと分かる。そこで cmを定数として fm
y� � cmy

mと置こう。次に式 
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の左の形を yで微分すると
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と書けるが、帰納的に �
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と計算できる事から��
m � �の場合もこれを満たしていることが分かる�
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と計算できて、これを式 
B��	�に代入すると
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となる。一方、式 
B����の右の形を yで微分すると
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と書けるので、両者を比較すると

cm�� � 
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の漸化式が成り立っている事がわかり、後は c�の値が分かれば良い。さて、x � �の場合は
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となっているが、f
x� y�の定義式から

f
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とすぐに値が分かり、c� � �と分かる。よって式 
B����と合わせると
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と分かる。以上より
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と分かる。この形より収束半径が jxyj � �であることも分かる。
結果をまとめると、
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となっている。
��ただし、

�AB�C� � ABC � CAB � A �B�C� � ACB � CAB � A �B�C� � �A�C�B

を用いた。
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式 
B��	�を用いると式 
B����の �s
�q�を計算する事が出来る。１方向の �つのモードの組
��m� �
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�mを考えると
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�で和を取らない�。S �
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が現れて、totalでは dを次元として a� � �を踏まえると light coneゲージでは
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となる事が分かる。

Orbifoldの場合

同様の計算を orbifold C �
の場合で行おう。Complex boson X �個を考えて twist hを
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とした時の h twisted sector 
� � 
� ��の closed stringの始状態に対応するDirichlet条件の石
橋 state jBX � �
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������より
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と書ける。今回もN 等が式 
B����の性質を満たし、c � �として

hhBX � �
�j�q �

� �L��
�L�� c

�� �jBX � �
�ii � �q �

��
�������� c

�� h�j
Y

r��s�
�

e
�
r�
�r� ���r�e

�
s�
��s� ��s�

Y
r�s
�

e
�
r
�yr ���

y
r �qre

�
s
��ys��

y
s�qsj�i


B����

と書ける。一方交換関係は
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であったので、�atな bosonの場合のmを r� sに書き直すだけで良い 
�� ��で �組現れる事
に注意�。よって
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となって Virasoro characterで書ける事が分かる。
��Light coneゲージで考えているので � �� �よりこれで良い。
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B���� Fermionの場合

同様に fermionの場合も調べてみよう。まず �atな空間のworld sheet fermionを考えると、
Dp�braneの石橋 stateは light coneゲージで考えて
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となっているのは前に述べた通りである��。よって、これも �モード以外の部分
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を計算すれば良い事が分かる。ただし、fermionの場合も式 
B����で �� 
とした関係式が
成り立っている事を用いた。

Fermionic coherent state間の内積

これも今までと同様に fermionicな生成消滅演算子 �組を持ってきて、反交換関係
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をつけて、その下で
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��world sheet fermionの場合は L
 中に �モードの効果が入っていないので、ただ内積を取ればよい。
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の条件下で
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を計算すればよい。今回は x� yの展開が �次で止まるので bosonの場合より遥かに簡単であ
る。具体的には
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と計算できる。�モードの内積の部分も合わせると
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とまとめられる��。式 
B����より、
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と定義すれば石橋 state間の内積は
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��式 
B����の最後の等式は NSの場合はそのままの形だが、Rセクターの方は �� � ���の時に両辺共に �
となる事を利用した。
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と Virasoro character �v � �cで書ける事がわかる。その他は �と分かるので、まとめると
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となっている事が分かる。

B�� Modular変換とS
matrix

Rational CFTの場合の公式

一般的に rational CFT ��のVirasoro characterは S � 	 � ���	 � T � 	 � 	 � �の �つの
modular変換に対して
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と振舞う事が知られている。ただし、�
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の関係式がある。ただし hは、hセクターのL�の定数項 a�の事で、�conformal dimension�
と呼ばれている。

直感的な説明

公式 
B���� � 
B����の証明は ���� � sec ���Bに譲る事にして、ここではなぜそうなるかの
直感的な説明をする。
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の周期条件の下での経路積分で得られることである。詳しくは ��	� Vol � � Sec ���参照のこ
と。まず S変換の場合、式 
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�
� � g �A
w

�
�


B����

と書き直すと�	 w� � w�	 として

A
w� � ��� � g �A
w��
A
w� � ��

�
� � h �A
w�� 	 A
w� � ��

�
� � h�� �A
w�� 
B����

��Primary !eldの数が有限個の CFTの事。
��座標変換をしているので Aの conformal weightを考える必要があるが、両辺で同じ factorがかかるだけ

なので割れば良い 
g� hが線型演算子であることに注意�。
���



となる。つまり、�h
��

g 
�q�と定数倍を無視して一致するという事である。Cylinderの場合 	 � it

とするが、この時は w�は wの実部と虚部を入れ替えたようなもので、open�closedの対応を
つけていることに相当している。
T変換の場合は

A
w � ��� � h �A
w�
A
w � ��
	 � ��� � g �A
w � ��� � hg �A
w� 
B����

より �gh
	 � �� � �ghh 
	 �と分かる
�
。式 
B����で係数 e��i

c
�� をわざわざ外に出したのは、

�gh
	 � �� � Trhge
��i������L�� c

�� � � e��i
c
��Trhge

��i��L�� c
�� �e��iL� 
B��	�

なので factor e��i
c
�� は自明に出て来るからである。

最後に、式 
B����の最初の等号は一応計算したのでメモ代わりに脚注に載せておく��。

Complex boson 	 fermionの場合

これも具体例を見ると理解が深まるだろう。ここでは後の計算で使う complex bosonと
fermionの場合を調べてみよう。

Complex bosonの場合

まず complex boson Xは、�モードがある場合は rational CFTでは無いのでそのまま公
式 
B���� � 
B����が適用できるか分からないが、�の具体形を �関数の性質を用いて書き

��ただし gと hが可換であると仮定した。もし非可換の場合は consistentな経路積分が定義出来ないことか
らも分かるように、
gh � �となるので考える必要が無い。

��


eh
���
T
� e��i

c
�� �h 
hh
���

S
� e��i

c
�� �h�
hjh� 
h

��

h 
���

T
�
�
e��i

c
��
��


�h���
hjh� 
eh
���


A�

と変換してゆく。��と ��の対応は

�� � �� � � � � �

��
� � � � �

�� � �
� � �

��
�� � �


B�

より、式 
A�は


eh

��

�� � �
� �

�
e��i

c
��
��


�h���
hjh� 
eh
��� 
C�

と書ける。式 
C�の両辺を S変換すると、

左辺 S
� �
hje� 
h��

e 
��� � �

��
�

右辺 S
�
�
e��i

c
��
��


�h���
hjh��
hje� 
h��

e 
��� � �

��
� ��

T
�
�
e��i

c
��
��


�h���e�
hjh��
hje� 
h��

e 
��� � �

��
�

より、左辺 �右辺の条件から�
e��i

c
��
��


�h���e�
hjh� � � 
 e�i
c
��
hjh��� � �e
�h�� 
D�

と求まる。
���



直すと結果的に公式通りになっている事が後で分かる。

Twisted sector

Twisted sector 
h 
� e�の場合でまず S変換を考えると、�q � e��i�� � e���i��として式 
B����
より

�
�X�g
h 
�q� � ie��i�e

�i���

�
�
���	 �

��

�����
�
j � ��	 �

� ie��i�e
�i���

�

�i	 �����
	 �

�i
�i	 ���� exp
�i
	� � �����	 ���
��� � 	�j	 �
� ie

��i
�
���� ����

�

�
� ie��i���

��e��i����
��� �
	 �

��
��� � 	�j	 �
� ie

��i
�
���� ����

�

�
��X�h��

g 
q�


B����

と書ける。ただし、式 
C�����
C����を用いた。式 
B����より �
hjg�が読み取れて、

�
hjg� � ie
��i
�
���� ����

�

�
� e��i��

�� �
�
���� �

�
� 
B����

と分かる。次に、T変換を考えると、	 � � 	 � �� q� � e��i�
�

として

�
�X�g
h 
q�� � ie��i�e��i������

�� �
	 � ��

��
� � �� � 	��j	 � ��
� ie��i�e��i������

�� exp
i������
	 �

exp
i������
� � �� � 	��j	 �
� e��i

�
� e�i�

������� � ie��i����
��e��i��

�� �
	 �

��
� � �� � 	��j	 �
� e��i

�
� e�i�

������� ��X�hg
h 
q�


B�����

と書ける。ただし、式 
C�����
C����を用いた。Complex bosonは c � �であることを踏まえ
ると、式 
B�����から 	hが読み取れて、式 
B����も踏まえると

	h � e�i�
������� 	  h �

�

�
��
� � ��� 
B�����

と分かる。確かに式 
B����と一致している事が分かる。

Unwisted sector

Untwisted sector 
h � e�の場合は S変換が

���X�g
e 
�q� � � sin ��

�
���	 �
��
�j � ��	 �

� � sin ��

�i	 � ���
	 �

�i
�i	 � �� exp
�i��	 ���
�	 j	 �
� � sin �� � ie��i��

� �
	 �

��
�	 j	 �
� � sin �� ��X�e

g 
q�


B�����

���



より

��
ejg� � � sin �� 
B�����

とわかる。T変換は

���X�g
e 
q�� � � sin ��

�
	 � ��

��
�j	 � �� � e��i
�
� ���X�g

e 
q� 
B�����

より、

	e � � 	  e � � 
B�����

と分かる。これも式 
B����と一致している。最後に、式 
B����の最初の等号を確かめよう。

左辺 � e
i�
� e���i��

�� �
� �

�
� e��i�

�������

右辺 � e��i�ee��i�h � e��i�
������� 
B�����

より左辺�右辺で、これも確かに成り立っている。

Complex fermionの場合

次に complex fermionの場合を考えてみよう。

�モードが無い場合

式 
C���を用いると、S変換は

���g���h
�q� � e���i���
����� �

�
������� �

�
� ��

��h��

��g 
q� 
B���	�

となる。ただし、��は ���の様に � � �� � � � �となるように �を整数分ずらしたものである。
よって、

�
� �� hj�� g� � e���i���
����� �

� ������� �
� � 
B�����

と読み取れる。次に T変換は式 
C�	�より

���g���h
q
�� � e�

i�
�� ei����

����� �
� �

�
����

� mod ��hg
���h 
q� 
B�����

と分かる。よって、

	���h � ei����
����� �

� �
� 	  ���h �

�

�

��� � � � � �

�
�� 
B�����

と分かる。確かに式 
B����と一致している。最後に式 
B�����
B������
B�����より

	��e � e
i�
� �
� �� hj� �� h���
	���h��� � e

i�
� 	  ��e �

�

�

B�����

と計算できて、これも式 
B����と一致している事が分かる��。
��
��� h� � 
�� e�は untwisted Rセクターの事なので、�モードが存在し、その場合は Virasoro characterの
値が一般形 
B����と違うので式 
B�����をそのまま流用できない事に注意。

���



�モードが有る場合

特に untwisted 
h � e�の場合が重要なので、その場合を考えよう。Rセクターに �モード
が有るので、Rセクターの Virasoro characterの値が前に述べたように異なり、S変換�T変
換を別に調べる必要がある。S変換を調べて結果をまとめると、

�
� �� ej�� g� � e��i��
�� �

� ���� �
� � 
B�����

と書ける��。つまりR
���F セクターのみ値が �iで、それ以外は �だという事である。

Complex fermionの S�matrix

最後に、以上の結果を用いて complex fermionの S�matrixを計算しよう。a� b � v� o� s� c

として S
hjg�を


�a�
g
h
�q� � �S
hjg�� ba 
�b�h

��

g 
q� 
B�����

と定義すると��、S
hjg�は次の様になる。

S
hjg� � �
�

�
BBB�

�
�
�
� hj�

�
� g� �
�

�
� hj�

�
� g� ��
�

�
� hj�� g� ��
�

�
� hj�� g�

�
��� hj�� � g� �
��� hj��� g� �
��� hj�� g� �
��� hj�� g�
��
�� hj��� g� �
�� hj�� � g� �
�� hj�� g� ��
�� hj�� g�
��
�� hj��� g� �
�� hj�� � g� ��
�� hj�� g� �
�� hj�� g�

�
CCCA 
B�����

もし space timeの統計性も考慮に入れたいときは space time fermionを��倍するべきなので


��v�
g
h
q� � 
�v�gh
q� � 
��o�

g
h
q� � 
�o�gh
q�


��s�
g
h
q� � �
�s�gh
q� � 
��c�

g
h
q� � �
�c�gh
q�


B�����

と定義した 
��a�
g
hを考えるべきである

��。その時は S�
hjg�を


��a�
g
h
�q� � �S

�
hjg�� ba 
��b�h
��

g 
q� 
B�����

�
例えば R
���F セクターの場合、



�g
�e
�q� � �i ��

j � ��� �

�
���� �
� �i � 
�i� exp
�i
�� �

��

� j� �

�
� �
� �i 

�e
�g
q�

より、�
�� ej�� g� � �iと分かる。Rも同様に調べて、NSは式 
B�����を流用すればよい。
��

�� � ���� 
 � � �����

より qと �qの入れ替えに対して対称なので、式 
����	�の様に



a�gh
q� � �S
hjg�� ba 

b�
h��

g 
�q�

と定義しても �S
hjg�� ba は同じ行列になる。
��本来この ��倍は全方向分の Virasoro characterを求めた後でするべきものなので、複素 �次元毎に ��倍

をしてはいけない。そのため厳密には複素 �次元で S�
hjg�を考えてはいけないのだが、Sと S�の係数の違い
を理解しやすいのであえて考えた。正しくは light coneゲージで実 �次元分を考えて S� の話をするべきであ
る。

���



と定義すると、S�
hjg�は

S�
hjg� � �
�

�
BBB�

�
�
�
� hj�

�
� g� �
�

�
� hj�

�
� g� �
�

�
� hj�� g� �
�

�
� hj�� g�

�
�
�
� hj�

�
� g� �
�

�
� hj�

�
� g� ��
�

�
� hj�� g� ��
�

�
� hj�� g�

�
�� hj�
�
� g� ��
�� hj�

�
� g� �
�� hj�� g� ��
�� hj�� g�

�
�� hj�
�
� g� ��
�� hj�

�
� g� ��
�� hj�� g� �
�� hj�� g�

�
CCCA 
B���	�

と書けるので、適宜使い分けると良い。両者を比較すると、Sで vと oの順番を入れ替えた
ものが S�となっている事が分かる。
最後に具体例を �つ挙げよう。まず複素 �次元分考えた時に、h � eの場合は式 
B�����に

具体値を代入して

S���
ejg� � �
�

�
BBB�

� � �� ��
� � � �

�� � 
�i� �
�i�
�� � �
�i� 
�i�

�
CCCA � ��

�
BBB�

� � �� ��
� � � �

�� � �i i

�� � i �i

�
CCCA 
B�����

と書ける事が分かる。次に �atな空間を考えて、light coneゲージで SO
��を考えた時に
spacetimeの統計性も考慮に入れると

S���� �
�

�

�
BBB�
� � � �

� � �� ��
� �� 
�i�� �
�i��
� �� �
�i�� 
�i��

�
CCCA � ��

�
BBB�
� � � �

� � �� ��
� �� � ��
� �� �� �

�
CCCA 
B�����

と書ける事が分かる。

��	



付 録C 有用な公式

C�� �関数
まず、q� zを

q � exp
��i	 � � z � 
��i�� 
C���

と定義する。次に、

� �ab � 
�j	 � �
�X

n
��
exp

�
�i
�
n� a

�

��
	 � ��i

�
n� a

�

��
� � b

�

��

C���

と定義する�。すると、式 
C���の定義から次のような周期性がすぐに分かる。

�
�
a��m
b




�j	 � � � �ab � 
�j	 � � �

�
a
b��m




�j	 � � e��iam� �ab � 
�j	 � � for m � Z 
C���

次に、引数 �は次のように factorとして外に出せる。

� �ab � 
� � 	��j	 � � q�
���

� e�i�
���b�����

h
a����
b���

i

�j	 � 
C���

以上を踏まえて式 
C���の S変換 
	 � ���	 �を知りたいが、� �ab � 
�j	 �は S変換で
� �ab � 
�j � ��	 � � 
�i	 �

�
� ei�

ab
� �

�
b
�a



�j	 � 
C���

と振る舞うので、式 
C���より

� �ab � 
� �
��

	
j � ��	 � � 
�i	 � �� ei� ab� exp

�
i�

�
���

	
� ��	 � ����

��
�
�
b
�a



��� � �	 j	 � 
C���

と書ける。さらに T変換 
	 � 	 � ��で

� �ab � 
� � � �
	 � ��j	 � �� � e�i�
a�a���

� �
�
a
b�a��




� � �� � ��	 j	 � 
C�	�

と振舞うことも分かる。
さて、この � �ab �を用いて以下の様に様々な �関数を作る事ができる。

��
�j	 � � ���
�� 	 � � �
�
�
�




�j	 � � i

�X
n
��


���nq�n��������zn���� 
C���

��
�j	 � � ���
�� 	 � � �
�
�
�




�j	 � �

�X
n
��

q�n�����
���zn���� 
C���

��
�j	 � � ���
�� 	 � � �
�
�
�




�j	 � �

�X
n
��

qn
���zn 
C����

��
�j	 � � ���
�� 	 � � �
�
�
�




�j	 � �

�X
n
��


���nqn���zn 
C����

���
�と定義が違うことに注意。
���



�� � ��は �Jacobi triple product identity� 
C����を使って次の様に無限積で書くことも出
来る。

��
�j	 � � � exp
�i	��� sin��
�Y

m
�


� � qm�
� � zqm�
�� z��qm� 
C����

��
�j	 � � � exp
�i	��� cos��
�Y

m
�


�� qm�
� � zqm�
� � z��qm� 
C����

��
�j	 � �
�Y
m
�


�� qm�
� � zqm�����
� � z��qm����� 
C����

��
�j	 � �
�Y
m
�


�� qm�
�� zqm�����
� � z��qm����� 
C����

これらのmodular変換は T変換で

��
�j	 � �� � exp
�i�����
�j	 � 
C����

��
�j	 � �� � exp
�i�����
�j	 � 
C��	�

��
�j	 � �� � ��
�j	 � 
C����

��
�j	 � �� � ��
�j	 � 
C����

となり、S変換で

��
��	 j � ��	 � � �i
�i	 ���� exp
�i���	 ���
�j	 � 
C����

��
��	 j � ��	 � � 
�i	 ���� exp
�i���	 ���
�j	 � 
C����

��
��	 j � ��	 � � 
�i	 ���� exp
�i���	 ���
�j	 � 
C����

��
��	 j � ��	 � � 
�i	 ���� exp
�i���	 ���
�j	 � 
C����

となる。
さて � � �の時、�� � ��は次のような関係がある。

��
�j	 �� � ��
�j	 �� � ��
�j	 �� � � � ��
�j	 � � � 
C����

左の式は �Jacobi�s abstruse identity�と呼ばれている�。
最後に Dedekindの �関数を

�
	 � � q
�
��

�Y
m
�


� � qm� 
C����

と定義する。これはmodular変換で

�
	 � �� � exp
i������
	 �

�
���	 � � 
�i	 �����
	 � 
C����

と変化する。特に混乱が無い場合 �
	 �を �
q�と書き、�
���	 �を �
�q�と書く事がある。

�abstruse ## 難解な，難しい� 深遠な。
���



C�� 離散群の性質
離散群 
を考える。まず、群の要素の数を j
jと書いて、DIを 
の既約表現 
dI 次元�と

しよう。次に 
の元を conjugacy class C�で分類して、C�の要素の数を n�と書こう。最後
に C�の中のその要素 �つを適当に取ってきて、それを g���と置こう。
以上をふまえて ��I を表現DIでの g���の trace、つまり

��I � trDI
g��� 
C��	�

と定義しよう。すると ��I は以下の直交性を持っている。

�

j
j
X
�

n��
��
I ��J � 
IJ 
C����

�

j
j
X
I

���I ��I �

��
n�


C����

特に 
�
I を


�
I �

r
n�
j
j�

�
I 
C����

と定義すると、これらの直交関係は X
�


��
I 
�

J � 
IJ 
C����

X
I


��
I 
�

I � 
�� 
C����

と書けることに注意しよう。
これらの式からすぐに分かる性質が幾つかあるのでここで紹介しよう。まず D�を trivial

な表現 
g��� � ��とすると

��� � trD�g
��� � � 
C����

を満たしていることが分かる。次に単位元の conjugacy classを C�とすると要素が �個と分
かり、その要素は g��� � �なので

��I � trDI
� � dI � n� � � 
C����

と分かる。よって式 
C����に � � � � �を代入すると、X
I

d�I � j
j 
C����

が成り立っている事が分かる。
さて、
の一般の表現Rが適当な �以上の整数 aIで

R �
M
I

aIDI 
C����

���



と既約分解できたとすると、上の話と同様に定義した ��Rは

��R � trRg
��� �

X
I

aI trDI
g��� �

X
I

aI �
�
I 
C��	�

を満たしている事が分かる。次に、traceの一般的な性質として

A � a� b 	 trAX � traX trbX 
C����

があるので、

trDI	DJ
g��� � trDI

g��� trDJ
g��� � ��DI	DJ

� ��I �
�
J 
C����

が成り立っている事が分かる。よって DI �DJ の fusion ruleが

DI �DJ �
X
K

n�KIJDK � n�KIJ は整数 
C����

であるとすると、

��I �
�
J � ��DI	DJ

�
X
K

n�KIJ�
�
K 
C����

が成り立っている事が分かる。以上を踏まえると、まず既約表現に対して

��I
�� DI � ��I ��J

�� DI �DJ 
C����

の同一視が成り立っている事が分かり、式 
C��	�よりこの同一視は

��R
�� R � ��R ��R�

�� R�R� 
C����

と一般の表現同士に拡張できる事が分かる。

C�� 有用な公式
Gaussianの積分 Z �

��
dx e�ax

��ixb �

r
�

a
e�

b�

�a 
C����

ただし a� b � Rで、a � �の場合を考えている。
Poisson resummation formula

�X
n
��

exp
��an� � ��ibn� � a�
�
�

�X
m
��

exp

�
��
m� b��

a

�

C����

Jacobi triple product identity

�Y
n
�


� � qn���
� � wqn�����
�� w��qn����� �
�X

n
��
q
n�

� wn 
C����

Campbell�Baker�Hausdor� formula

eAeB � eA�B� �
�
�A�B� 
C��	�

ただし、�A�B�が A�Bと交換する時のみ使える。

���
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