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注意
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1.1 Green関数と遅延 Green関数と先進 Green関数

絶対零度の Green関数の Lehmann表示は

G(k, ω) =

∫ ∞

0

dω′
[

A(k, ω′)

ω − ω′ − µ/~+ iη
+

B(k, ω′)

ω + ω′ − µ/~− iη

]
(1)

である。ただし、A(k, ω)、B(k, ω) はスペクトル関数であり、実数で正の値をとる。遅延 Green

関数、先進 Green関数は

GR(k, ω) =

∫ ∞

0

dω′
[

A(k, ω′)

ω − ω′ − µ/~+ iη
+

B(k, ω′)

ω + ω′ − µ/~+ iη

]
(2)

GA(k, ω) =

∫ ∞

0

dω′
[

A(k, ω′)

ω − ω′ − µ/~− iη
+

B(k, ω′)

ω + ω′ − µ/~− iη

]
(3)

である。ここで、GR は

GR(k, ω) = ReG(k, ω) + isgn(ω − µ/~)ImG(k, ω) (4)

を満たすことがわかっている。これより Gから GR を求めてみる。主値積分の公式

1

ω ± iη
= P

1

ω
∓ iπδ(ω) (5)

を用いると

ImG(k, ω) =

{
−iπA(k, ω − µ/~), (ω > µ

~ )

iπB(k, µ/~− ω), (ω < µ
~ )

(6)

であるから

GR(k, ω) = P

∫ ∞

0

dω

[
A(k, ω′)

ω − ω′ − µ/~
+

B(k, ω′)

ω + ω′ − µ/~

]
−iπ [A(k, ω − µ/~)θ(ω − µ/~) +B(k, ω)θ(µ/~− ω)]

= P

∫ ∞

0

dω

[
A(k, ω′)

ω − ω′ − µ/~

]
− iπ

∫ ∞

0

dω′A(k, ω′)δ(ω′ − ω + µ/~)

+P

∫ ∞

0

dω

[
B(k, ω′)

ω + ω′ − µ/~

]
− iπ

∫ ∞

0

dω′B(k, ω′)δ(ω′ + ω + µ/~)

=

∫ ∞

0

dω′
[
P

A(k, ω′)

ω − ω′ − µ/~
− iπδ(ω′ − ω + µ/~)A(k, ω′)

]
+

∫ ∞

0

dω′
[
P

B(k, ω′)

ω + ω′ − µ/~
− iπδ(ω′ + ω + µ/~)B(k, ω′)

]
=

∫ ∞

0

dω′
[

A(k, ω′)

ω − ω′ − µ/~+ iη
+

B(k, ω′)

ω + ω′ − µ/~+ iη

]
(7)

を得る。１つ目のイコールから２つ目のイコールの変形は逆をたどればできることに注意。
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1.2 Green関数の極の物理的意味

Green関数の運動量表示の Fourier変換

G(k, t) ≡
∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iωtG(k, ω)

=

∫ µ/~

−∞

dω

2π
e−iωtG(k, ω) +

∫ ∞

µ/~

dω

2π
e−iωtG(k, ω) (8)

を考える。ここで、

GR(k, ω) = G(k, ω) (~ω > µ) (9)

GA(k, ω) = G(k, ω) (~ω < µ) (10)

より ∫ µ/~

−∞

dω

2π
e−iωtG(k, ω) =

∫ µ/~

−∞

dω

2π
e−iωtGA(k, ω) (11)

となる。GA は下半平面で解析的。よって、積分路を以下のように変形するとC1
C 01

�=�h
図 1 GA の積分路

∮
C1−C′

1

=

∫
C1

−
∫
C′

1

= 0∫
C1

=

∫
C′

1

(12)

となる。また、G,GA, GR は |ω| → ∞で、 1
ω のように振舞う。よって、Jordanの補助定理より、

弧の部分の積分は０になる。ゆえに、∫ µ/~

−∞

dω

2π
e−iωtG(k, ω) =

∫ µ/~

µ/~−i∞

dω

2π
e−iωtGA(k, ω) (13)

となる。(8)の第２項は ∫ ∞

µ/~

dω

2π
e−iωtG(k, ω) =

∫ ∞

µ/~

dω

2π
e−iωtGR(k, ω) (14)
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であるが、GR は下半平面で解析的でない。ここで、GR は実軸の近くで１位の極 ω = ϵk/~− iγk
を持つと仮定する。また、このときの留数を aとし、ϵk ≫ µと ϵk − µ ≫ ~γk ≥ 0 を仮定する。
これより ∮

C2−C′
2

=

∫
C2

−
∫
C′

2

−(留数) = 0 (15)

なので �=�h C2
C 02

図 2 GR の積分路

∫ ∞

µ/~

dω

2π
e−iωtG(k, ω) =

∫ µ/~

µ/~−i∞

dω

2π
e−iωtGR(k, ω)− 2πi

1

2π
e−i(ϵk/~−iγk)ta

=

∫ µ/~

µ/~−i∞

dω

2π
e−iωtGR(k, ω)− iae−i

ϵk
~ te−γkt (16)

となる。ここで、tが大きすぎず、小さすぎないとき、積分は無視でき、１粒子が追加された状態
は近似的に振動数 ϵk/~、damping constant γk の固有状態として振舞う事を証明する。厳密には

1, |t|(ϵk − µ)≫ ~ (17)

2, |t|γk ≤ 1 (18)

のとき

G(k, t) ≃ −iae−i
ϵk
~ te−γkt (19)

を証明する。
(16)の被積分関数は Im(ω)が負で大きいとき、指数関数的に小さくなるので、主要な寄与は実
軸の近くだけになる。ゆえに、

GR(k, t) ≃ a

ω − ϵk/~+ iγk
(20)

GA(k, t) = [GR(k, t)]∗ ≃ a

ω − ϵk/~− iγk
(21)
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と近似する。この近似により、(16)の積分は∫ µ/~

µ/~−i∞

dω

2π
e−iωt[GA(k, ω)−GR(k, ω)]

≃
∫ µ/~

µ/~−i∞

dω

2π
e−iωt

[
a

ω − ϵk/~− iγk
− a

ω − ϵk/~+ iγk

]
= a

∫ µ/~

µ/~−i∞

dω

2π
e−iωt 2iγk

(ω − ϵk/~)2 + γ2k

= 2iaγk

∫ 0

∞

−idu
2π

e−i(µ/~−iu)t 1

γ2k + [(µ− ϵk/~)− iu]2
(u ≡ i(ω − ~−1µ))

= −γka
πt

e−iµ
~ t

∫ ∞

0

dxe−x

{
γ2k +

(
µ− ϵk

~

)2 [
1 +

i~x
(ϵk − µ)t

]2}−1

(x ≡ ut) (22)

ここで、|t|(ϵk − µ)≫ ~, |t|γk ≪ 1, (ϵk − µ)~−1 ≫ γk より

|t|(ϵk − µ)
~

≫ 1 → ~
|t|(ϵk − u)

≪ 1 (23)

だから ∫ µ/~

µ/~−i∞

dω

2π
e−iωt[GA(k, ω)−GR(k, ω)] ≃ −γka

πt
e−iµ

~ t

∫ ∞

0

dx

(
~

µ− ϵk

)2

e−x

= −(πt)−1γka~2(µ− ϵk)−2e−iµ
~ t

≪ −iae−iµ
~ te−γkt (24)

となる。最後の不等式は
(

~
µ− ϵk

)2

≪ t2 より

(
~

µ− ϵk

)2
γk
t
≪ γkt ≤ 1 (25)

による。
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1.3 Hartree-Fock近似でのエネルギー固有値

[1]の (10.17)式[
− ~2

2m
∇2

1 + U(x)

]
φk(x1) +

∫
dx2~Σ(x1,x2)φk(x2) = ϵkφk(x1) (26)

において、U(x) = 0, φk(x) = V −1/2eik·x のとき、エネルギー固有値を求める。上式の両辺に
φ∗
k(x1)をかけ、x1 で積分すると

~2k2

2m
+

∫
dx1

∫
dx2φk(x1)~Σ(x1 − x2)φk(x2) = ϵk (27)

となる。ここで、左辺第１項を ϵ0k とおく。さらに、第２項で r ≡ x1 − x2, R ≡ (x1 + x2)/2と
変数変換すると ∫

dr

∫
dR

~
V
Σ(x1 − x2)e

−ik·(x1−x2) = ~Σ(k) (28)

となる。ゆえに、エネルギー固有値は以下のようになる。

ϵk = ϵ0k + ~Σ(k) (29)

以上の計算より、φに自由粒子の固有関数を選んだときは、Self Energyの Fourier変換を求め
ればエネルギー固有値がわかる。ここで、

~Σ(k) =
∫
d(x− x′)e−ik·(x−x′)~Σ(x− x′) (30)

である。また、[1]の (10.16)より

~Σ(x− x′) = (2s+ 1)δ(x− x′)

∫
dx1V (x− x1)

∑
k

|φk(x1)|2θ(kF − k)

−V (x− x′)
∑
k

φk(x)φ
∗
k(x

′)θ(kF − k)

= (2s+ 1)δ(x− x′)

∫
dx1V (x− x1)

∑
k′

θ(kF − k′)

−V (x− x′)

∫
dk′

(2π)3
eik

′(x−x′)θ(kF − k′) (31)

である。nを n ≡ (2s+ 1)
∑

k′ θ(kF − k′)と定義すれば (30)は

~Σ(k) = n

∫
d(x− x′)e−ik·(x−x′)δ(x− x′)

∫
dx1V (x− x1)

−
∫
d(x− x′)e−ik·(x−x′)V (x− x′)

∫
dk′

(2π)3
eik

′(x−x′)θ(ϵF − ϵk′)

= n

∫
dx1V (x′ − x)−

∫
dk′

(2π)3

∫
d(x− x′)V (x− x′)ei(k

′−k)·(x−x′)θ(kF − k′)

= nV (0)− 1

(2π)3

∫
dk′V (k − k′)θ(kF − k′) (32)

と変形できる。
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1.4 運動量表示での Feynmanルール (絶対零度の Fermion系)

1. n本の相互作用線と、2n+ 1本の粒子線でできた独立なつながった図形を描く。

2. 各線に、4 元運動量を対応させる。相互作用線には V̄ (p)、粒子線には G(0)(p) を対応させ
る。

3. 各頂点で運動量を保存させる。

4.

(
i

~

)n
(−1)nl

(2π)4n
を係数とする。nl はループの数である。

5. n個の独立な運動量で積分。

6. 粒子線がループしていたり、同じ相互作用線につながっている場合は eiωη をつける。

以上より、１次の運動量表示の Green関数は

G(1)(k, ω) = − i
~

∫
d4k1
(2π)4

G(0)(k)V̄ (0)G(0)(k1)e
iω1ηG(0)(k)

+
i

~

∫
d4k1
(2π)4

G(0)(k)V̄ (k − k1)G(0)(k1)e
iω1ηG(0)(k) (33)

となる。また、１次の Self Energyは

k1k � k1 k
k1 0 kk k

図 3 運動量表示での１次の Feynmanダイアグラム。各点で運動量が保存している。

Σ(1)(k) = − i
~

∫
d4k1
(2π)4

V̄ (0)G(0)(k1)e
iω1η

+
i

~

∫
d4k1
(2π)4

V̄ (k − k1)G(0)(k1)e
iω1η (34)

となる。
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1.5 相互作用する希薄 Fermi気体での低エネルギー散乱

希薄 Fermi気体での１粒子あたりの基底状態のエネルギーは、Fermi波数を用いて

E

N
=

~2k2F
2m

[
A+B(kFa) + C(kFa)

2 + · · ·
]

(35)

と展開できる。ただし、この表式は kF → 0、a → 0の極限において有効である。この最初の２項
は、はしご近似の１次、すなわち、Hatree-Fock近似で得られることを以下で示す。
粒子のスピンは 1

2 とし、特異性の無いポテンシャルとすると、基底状態のエネルギーは [1] の
(10.22)より

E =
2V

(2π)3

∫
dk

[
ϵ0k +

~
2
Σ(1)(k)

]
θ(kF − k) (36)

となる。これに (32)を代入して

E

V
=

3

5

~2k2F
2m

2

(2π)3

∫
dkθ(kF − k) +

1

(2π)3

∫
dknV (0)θ(kF − k)

−
∫

dk

(2π)3

∫
dk′

(2π)3
V (k − k′)θ(kF − k′)θ(kF − k)

=
3

5

~2k2F
2m

2

(2π)3
4πk3F
3

+

∫
dk

(2π)3

∫
dk′

(2π)3
2V (0)θ(kF − k′)θ(kF − k)

−
∫

dk

(2π)3

∫
dk′

(2π)3
V (k − k′)θ(kF − k′)θ(kF − k)

=
3

5

~2k2F
2m

N

V
+

∫ kF dk

(2π)3

∫ kF dk′

(2π)3
[2V (0)− V (k − k′)] (37)

となる。ただし、

n ≡ 2
∑
k′

θ(kF − k′),
N

V
=

k3F
3π2

(38)

である。さらに V (0)は散乱振幅

f(k′,k) ≡ − 1

4π

∫
dye−ik′·yv(y)ψ

(+)
k (y) (39)

v(y) ≡ mV (y)

~2
(40)

で、１次の Born近似、ψ(+)
k (y) = eik·y のとき

V (0) =

∫
dxV (x) = −4π~2

m
f(k,k) (41)

と書ける。低エネルギー散乱、すなわち、kF → 0では

f(k,k)→ −a (42)
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となり、さらに、k ≃ k′ より、

V (k − k′) ≃ V (0) (43)

と近似できる。これらの近似により、(37)は

E ≃ 3

5

~2k2F
2m

N +
N2

4V
V (0)

=
3

5

~2k2F
2m

N +
N

V

π~2a
m

N

=
3

5

~2k2F
2m

N +N
k3F
3π2

π~2a
m

E

N
=

~2k2F
2m

[
3

5
+

2

3π2
kFa+ · · ·

]
(44)

となる。途中で ∫ kF dk

(2π)3
=

1

(2π)3
4πk3F
3

=
N

2V
(45)

を用いた。
ここで、(42)を示しておく。低エネルギー散乱では、s波散乱のみを考えれば十分なので、部分
波展開の公式

f(θ) =
1

k

∞∑
l=0

(2l + 1)eiδl sin δlPl(cos θ) (46)

で、l = 0のみを考える。すなわち、散乱振幅が

f(θ) =
1

k
eiδ0 sin δ0 (47)

となる。剛体球ポテンシャル

V (r) =

{
∞ (r < a)

0 (r > a)
(48)

を考えると、Schrödinger方程式より[
d2

dr2
+ k2

]
χ0(r) = 0 (49)

χ0(r) = A sin k(r − a) (50)

となる。これは境界条件 χ0(a) = 0を用いた。これより、位相のずれは

δ0(k) = −ka (51)

となる。これより、散乱振幅は k → 0の極限で

f(θ) −→ 1

k
(1 + iδ0)δ0 = −a+O(δ20) (52)
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k
p p0 kp pp� k k + qp p� q p

kq q p p+ qq k � q pk � q � pk
図 4 はしご近似で用いる１次と２次のダイアグラム。

となり、(42)が示された。
ここで、はしご近似で用いる１次と２次のダイアグラムは図 4の４つである。ファインマンルー
ルより、１次の Self-energyは

~Σ⋆
(1)(p) = −2i

∫
d4k

(2π)4
U0(0)G

(0)(k)eik0η + i

∫
d4k

(2π)4
U0(p− k)G(0)(k)eik0η (53)

である。ここで、相互作用はスピンに依存しないとした。２次は

~Σ⋆
(2)(p) =

2

~

∫
d4k

(2π)4

∫
d4q

(2π)4
U0(q)G

(0)(k)G(0)(k + q)G(0)(p− q)U0(q)

−1

~

∫
d4k

(2π)4

∫
d4q

(2π)4
U0(q)G

(0)(k − q)G(0)(k)G(0)(p+ q)U0(k − p− q) (54)

となる。はしご近似では以下のようなダイアグラムをとる。これは全次数について言えるので、

pp k p k
p

図 5 はしご近似で用いるダイアグラム。色つきの部分は vertex部分である。

properな Self-energyは

~Σ⋆(p) = −2i
∫

d4k

(2π)4
G(0)(k)Γ(pk; pk) + i

∫
d4k

(2π)4
G(0)(k)Γ(kp; pk) (55)

と書ける。ここで、vertex部分 Γは以下のダイアグラムで表される。これを式で表現すると、

Γ(p1p2; p3p4) = U0(p1 − p3) +
i

~

∫
d4q

(2π)4
U0(q)G

(0)(p1 − q)G(0)(p2 + q)U0(p1 − q − p3)

+ · · · (56)

となる。これは、図 7より、積分方程式の形で書くことができて
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�(p1p2; p3p4) = +p1 � p3p3 p4 p4
p1 p2 + qp1 p2 p1 � q � p3

p2q
p3

図 6 はしご近似での vertex部分。

p1 p2p4p3 = +
p1 p2
p3 p4

p2 + qp1 � qp1 � p3
図 7 vertex部分の積分方程式を表すダイアグラム。

Γ(p1p2; p3p4) = U0(p1 − p3) +
i

~

∫
d4q

(2π)4
U0(q)G

(0)(p1 − q)G(0)(p2 + q)Γ(p1 − q, p2 + q; p3p4)

(57)

となる。これを Bethe-Salpeter方程式と呼ぶ。
以上より、Σ⋆ が知りたければ、Γを知ればよいことになる。しかし、散乱振幅とのアナロジー
より、有効波動関数を導入した方がわかりやすい。すなわち、

Γ(p1p2; p3p4) ≡
∫

d4q

(2π)4
U0(q)Q(p1 − q, p2 + q; p3p4) (58)

Q(p1, p2; p3p4) ≡ (2π)4δ(p1 − p3) +
i

~
G(0)(p1)G

(0)(p2)

∫
d4q

(2π)4
U0(q)Q(p1 − q, p2 + q; p3p4)

(59)

Qを Γに代入し、Γの２字まで計算してみると∫
d4q

(2π)4
U0(q)

[
(2π)4δ(p1 − q − p3) +

i

~
G(0)(p1 − q)G(0)(p2 + q)

×
∫

d4q′

(2π)4
U0(q

′)Q(p1 − q − q′, p2 + q + q′; p3p4)

]
= U0(p1 − p3) +

i

~

∫
d4q

(2π)4

∫
d4q′

(2π)4
U0(q)G

(0)(p1 − q)G(0)(p2 + q)U0(q
′)

×(2π)4δ(p1 − q − q′ − p3)

= U0(p1 − p3) +
i

~

∫
d4q

(2π)4
U0(q)G

(0)(p1 − q)G(0)(p2 + q)U0(p1 − q − p3) (60)

となり、(56)と一致する。
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ここで、新たな変数 P を

P ≡ p1 + p2 = p3 + p4 (61)

で定義する。これは重心における波数ベクトルである。さらに、相対波数ベクトルを

p ≡ 1

2
(p1 − p2), p′ =

1

2
(p3 − p4) (62)

で定義する。ここで、ポテンシャル U0(q) = U0(q)なので、振動数に依存しない。これより、(59)

の振動数についての積分は実行できる。よって、重心の４元運動量 ~P を固定したときの (59)の
振動数積分を

χ(p,p′, P ) ≡
∫
P

dp0
2π

Q(
1

2
P + p,

1

2
P − p; 1

2
P + p′,

1

2
P − p′)

=

∫
P

dp0
2π

Q(p1p2; p3p4) (63)

と定義する。ただし、p1 = P/2 + p, p2 = P/2− p, p3 = P/2− p′, p4 = P/2− p′ である。(63)

を Qに代入すれば

χ(p,p′, P ) = (2π)3δ(p− p′) +
i

~

∫
dp0
2π

∫
d4q

(2π)4
U0(q)Q(p1 − q, p2 + q; p3p4)G

(0)(p1)G
(0)(p2)

= (2π)3δ(p− p′) +
i

~

∫
dp0
2π

G(0)(P/2 + p)G(0)(P/2− p)
∫

d4q

(2π)4

×U0(q)Q(P/2 + p− q, P/2− p+ q;P/2 + p′, P/2− p′)

= (2π)3δ(p− p′) +
i

~

∫
dp0
2π

G(0)(P/2 + p)G(0)(P/2− p)
∫

dq

(2π)3
χ(p− q,p′, P ) (64)

となる。ここで、上式の Green関数の積を評価する。Green関数には、上半平面に１つ、下半平
面に１つの極を持っている。よって、これらの積は上半平面に２つ、下半平面に２つ、両方に１つ
ずつ極を持つ４個の項からなる。どちらかの平面に極が２つある場合は、積分路を反対の平面にと
れば、その積分値は０になるから、そうでない場合を考えると、

i

~

∫
dp0
2π

G(0)(P/2 + p)G(0)(P/2− p)

=
i

~

∫
dp0
2π

[
θ(|P /2 + p| − kF )

P0/2 + p0 − ωP/2+p + iη
+

θ(kF − |P /2 + p|)
P0/2 + p0 − ωP/2+p − iη

]
×
[

θ(|P /2− p| − kF )
P0/2− p0 − ωP/2−p + iη

+
θ(kF − |P /2− p|)

P0/2− p0 − ωP/2−p − iη

]
=
i

~

∫
dp0
2π

[
θ(|P /2 + p| − kF )

P0/2 + p0 − ωP/2+p + iη

θ(|P /2− p| − kF )
P0/2− p0 − ωP/2−p + iη

+
θ(kF − |P /2 + p|)

P0/2 + p0 − ωP/2+p − iη
θ(kF − |P /2− p|)

P0/2− p0 − ωP/2−p − iη

]
=
i

~

∫
dp0
2π

[
− θ(|P /2 + p| − kF )
P0/2 + p0 − ωP/2+p + iη

θ(|P /2− p| − kF )
p0 − P0/2 + ωP/2−p − iη

− θ(kF − |P /2 + p|)
P0/2 + p0 − ωP/2+p − iη

θ(kF − |P /2− p|)
p0 − P0/2 + ωP/2−p + iη

]
(65)
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ここで、積分路を上半平面とすると、留数定理より、

i

~

∫
dp0
2π

G(0)(P/2 + p)G(0)(P/2− p) = θ(|P /2 + p| − kF )θ(|P /2− p| − kF )
~P0 − ϵ0P

2 +p
− ϵ0P

2 −p
+ iη

− θ(kF − |P /2 + p|)θ(kF − |P /2− p|)
~P0 − ϵ0P

2 +p
− ϵ0P

2 −p
− iη

(66)

となる。ここで、全エネルギー E

E ≡ ~P0 −
~2p2

4m
(67)

と

N(P ,p) ≡ 1− n0P
2 +p
− n0P

2 −p
(68)

を定義する。ここで、n0p ≡ θ(kF − p)である。

~P0 − ϵ0P
2 +p
− ϵ0P

2 −p
= ~P0 −

~2

2m

(
P 2

4
+ P · p+ p2 +

P 2

4
− P · p+ p2

)
= E − ~2p2

m
(69)

なので、(66)は

i

~

∫
dp0
2π

G(0)(P/2 + p)G(0)(P/2− p) = N(P ,p)

E − ~2p2/m+ iηN(P ,p)
(70)

と書ける。よって、(64)は

χ(p,p′, P ) = (2π)3δ(p− p′) +
N(P .p)

E − ~2p2/m+ iηN(P ,p)

∫
dq

(2π)3
U0(q)χ(p− q,p′, P ) (71)

となる。また、Γを重心の波数ベクトルと、相対波数ベクトルで書き直しておく。

Γ(p,p′, P ) ≡ Γ(P/2 + p, P/2− p;P/2 + p′, P/2− p′)

=

∫
dq

(2π)3
U0(q)χ(p− q,p′, P ) (72)

ここで、(71)、(72)を散乱振幅 f̃ について書き換える。そこで、新たな変数

v ≡ mU0

~2
, ϵ ≡ mE

~2
(73)

を定義し、(71)で N = 1の場合を考える。これは、kF → 0、すなわち、低密度極限での結果と一
致する。χ0 を (71)の N = 1の解とすると

(ϵ− p2 + iη)χ0(p,p
′, P )−

∫
dp

(2π)3
v(q)χ0(p− q,p′, P ) = (2π)3(ϵ− p2 + iη)δ(p− p′) (74)

となる。ここで、運動量表示での Schrödinger方程式は

(k2 − p2 + iη)ψk(p)−
∫

dq

(2π)3
v(q)ψk(p− q) = 0 (75)
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である。(75)を用いると χ0 は

χ0(p,p
′, P ) = (ϵ− p′2 + iη)

∫
dk

(2π)3
ψk(p− q)ψ∗

k(p
′)

ϵ− k2 + iη
(76)

と書ける。これは以下の計算によりわかる。

(ϵ− p2 + iη)(ϵ− p′2 + iη)

∫
dk

(2π)3
ψk(p)ψ

∗
k(p

′)

ϵ− k2 + iη
−
∫

dq

(2π)3
v(q)(ϵ− p′2 + iη)

×
∫

dk

(2π)3
ψk(p− q)ψ∗

k(p
′)

ϵ− k2 + iη

= (ϵ− p′2 + iη)

[
(ϵ− p′2 + iη)

∫
dk

(2π)3
ψk(p)ψ

∗
k(p

′)

ϵ− k2 + iη

−
∫

dq

(2π)3
v(q)

∫
dk

(2π)3
ψk(p− q)ψ∗

k(p
′)

ϵ− k2 + iη

]
= (ϵ− p′2 + iη)

[
(ϵ− p′2 + iη)

∫
dk

(2π)3
ψk(p)ψ

∗
k(p

′)

ϵ− k2 + iη

−
∫

dk

(2π)3
k2 − p2 + iη

ϵ− k2 + iη
ψk(p)ψ

∗
k(p

′)

]
= (ϵ− p′2 + iη)

[∫
dk

(2π)3
ϵ− p2 + iη − k2 + p2 − iη

ϵ− k2 + iη
ψk(p)ψ

∗
k(p

′)

]
= (ϵ− p′2 + iη)

∫
dk

(2π)3
ψk(p)ψ

∗
k(p

′) = (2π)3(ϵ− p′2 + iη)δ(p− p′) (77)

ここで、

ψk(p) = (2π)3δ(p− k) +
f̃(p,k)

k2 − p2 + iη
(78)

の複素共役を (76)に代入すると

χ0(p,p
′, P ) = (ϵ− p′2 + iη)

∫
dk

(2π)3
ψk(p)

ϵ− k2 + iη

[
(2π)3δ(p′ − k) +

f̃∗(p′,k)

k2 − p′2 − iη

]

= ψp′(p) + (ϵ− p′2 + iη)

∫
dk

(2π)3
ψk(p)f̃

∗(p′,k)

(ϵ− k2 + iη)(k2 − p′2 − iη)

= ψp′(p) + (ϵ− p′2 + iη)

∫
dk

(2π)3
ψk(p)

[
1

ϵ− k2 + iη
+

1

k2 − p′2 − iη

]
f̃∗(p′,k)

ϵ− p′2

= ψp′(p) +

∫
dk

(2π)3
ψk(p)

[
1

ϵ− k2 + iη
+

1

k2 − p′2 − iη

]
f̃∗(p′,k) (79)

を得る。最後に、Γ0 を (72)とのアナロジーで

Γ0(p,p
′, P ) ≡

∫
dq

(2π)3
U0(q)χ0(p− q,p′, P )

=
~2

m

∫
dq

(2π)3
v(q)χ0(p− q,p′, P ) (80)

を定義する。これと散乱振幅の定義

f̃(k′,k) ≡
∫

dq

(2π)3
v(q)ψk(k

′ − q) (81)
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を用いれば、Γ0 の積分表現

m

~2
Γ0(p,p

′, P ) =

∫
dq

(2π)3
v(q)ψp′(p− q) +

∫
dq

(2π)3

∫
dk

(2π)3
ψk(p− q)

×
[

1

ϵ− k2 + iη
+

1

k2 − p′2 − iη

]
f̃∗(p′,k)

= f̃(p,p′) +

∫
dk

(2π)3
f̃(k,p)

(
1

ϵ− k2 + iη
+

1

k2 − p′2 − iη

)
f̃∗(p′,k) (82)

を得る。ここで、ϵ = p′2 とおくと上式は

m

~2
Γ0(p,p

′, P ) = f̃(p,p′) (83)

となる。
ここで、N が一般の場合に戻る。(71)は (73)を使うと

χ(p,p′, P )− N(P ,p)

ϵ− p2 + iηN(P ,p)

∫
dq

(2π)3
v(q)χ(p− q,p′, P ) = (2π)3δ(p− p′) (84)

だから、少し、書き換えて

χ(p,p′, P )−
∫

dq

(2π)3
v(q)

χ(p− q,p′, P )

ϵ− p2 + iη

= (2π)3δ(p− p′) +

[
N(P ,p)

ϵ− p2 + iηN(P ,p)
− 1

ϵ− p2 + iη

]
Γ(p,p′, P )

(85)

となる。この式と (74)を比較すると、(85)の左辺は、χ0 の逆演算子になっている。これは普通の
Green関数の手法より χは以下のようになる。

χ(p,p′, P ) =

∫
dk

(2π)3

{
(2π)3δ(p′ − k)χ0(p,k, P ) + χ0(p,k, P )

[
N(P ,k)

ϵ− k2 + iηN(P ,k)

− 1

ϵ− k2 + iη

]
m

~2
Γ(p,k, P )

}
= χ0(p,p

′, P )

+

∫
dk

(2π)3
χ0(p,k, P )

[
N(P ,k)

ϵ− k2 + iηN(P ,k)
− 1

ϵ− k2 + iη

]
m

~2
Γ(p,k, P ) (86)

上式と、(80)より

χ(p− q,p′, P ) = χ0(p− q,p′, P ) +

∫
dk

(2π)3
χ0(p− q,k, P )

×
[

N(P ,p)

ϵ− k2 + iηN(P ,k)
− 1

ϵ− k2 + iη

]
m

~2
Γ(k,p′, P )

⇒ Γ(p,p′, P ) = Γ0(p,p
′, P ) +

∫
dk

(2π)3
Γ0(p,k, P )

×
[

N(P ,p)

ϵ− k2 + iηN(P ,k)
− 1

ϵ− k2 + iη

]
m

~2
Γ(k,p′, P ) (87)
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を得る。
ここで、(87)を kFa≪ 1のとき、すなわち、低密度のとき展開する。(55)より Self-energyは

~Σ⋆(p) = −2i
∫

d4k

(2π)4
G(0)(k)Γ(pk; pk) + i

∫
d4k

(2π)4
G(0)(k)Γ(kp; pk) (88)

であるが、新たな変数

q ≡ 1

2
(p− k), P ≡ p+ k, P0 ≡ p0 + k0 (89)

を定義すると (72)より

~Σ⋆(p) = −2i
∫

d4k

(2π)4
G(0)(k)Γ(q, q, P ) + i

∫
d4k

(2π)4
G(0)(k)Γ(−q, q, P ) (90)

となる。Γ を kFa の２次まで展開することにする。S 波散乱長を a とすると S 波散乱の phase

shiftは

δ0 ≃ −ka+O((ka)3) (91)

となる。l番目の部分波については、δl ≃ O((ka)2l+1)となる。散乱振幅は

f(k,k′) =

∞∑
l=0

2l + 1

k
eiδl sin δlPl(cos θ)

≃
∞∑
l=0

2l + 1

k
(1 + iδl)δlPl(cos θ) ≃

δ0
k

+
iδ20
k

= −a+ ika2 (92)

と展開できる。この極限下では、散乱振幅は S波散乱長にしか依存しない。剛体球の場合、aは剛
体球の直径である。また、

f̃(k,k′) ≃ 4πa− 4πia2k (93)

である。(82)、(93)より

m

~2
Γ0(q, q, P ) = 4πa− 4πia2q +

∫
dk′

(2π)3
(4πa− 4πia2q)

×
[

1

ϵ− k′2 + iη
+

1

k′2 − q2 − iη

]
(4πa− 4πia2q)

≃ 4πa− 4πiqa2 + (4πa)2
∫

dk′

(2π)3

(
1

ϵ− k′2 + iη
+

1

k′2 − q2 − iη

)
= 4πa+ (4πa)2

∫
dk′

(2π)3

(
1

ϵ− k′2 + iη
+ P

1

k′2 − q2

)
(94)

となる。(87)と合わせると

m

~2
Γ(q, q, P ) = 4πa+ (4πa)2

∫
dk′

(2π)3

(
1

ϵ− k′2 + iη
+ P

1

k′2 − q2

)
+

∫
dk

(2π)3
[
4πa+O(a2)

] [ N(P ,k)

ϵ− k2 + iηN(P ,k)
− 1

ϵ− k2 + iη

]
= 4πa+ (4πa)2

∫
dk′

(2π)3

[
N(P ,k′)

ϵ− k′2 + iηN(P ,k′)
+ P

1

k′2 − q2

]
(95)

17



を得る。また、上式より Γ(q, q, P ) = Γ(−q, q, P )であるから、(90)は

~Σ⋆(p) = −i
∫

d4k

(2π)4
G(0)(k)Γ(q, q, P ) (96)

と書ける。ただし、これは a2 の orderまでしか有効でない。(95)より Self-energyを aで展開す
ると

~Σ⋆(p) = ~Σ⋆
(1)(p) + ~Σ⋆

(2)(p) (97)

~Σ⋆
(1)(p) = −i

∫
d4k

(2π)4
G(0)(k)

4πa~2

m
eik0η

′
(98)

~Σ⋆
(2)(p) = −i

∫
d4k

(2π)4
G(0)(k)eik0η

′ (4πa~)2

m

∫
dk′

(2π)3

[
N(P ,k′)

ϵ− k′2 + iηN(P ,k′)
+ P

1

k′2 − q2

]
(99)

となる。ただし、下つき添え字の (· · · ) は摂動の次数を表すのではなく、a の次数を表している。
ここで、~Σ⋆

(1) を上半平面で積分すると

~Σ⋆
(1)(p) = −i

∫
d4k

(2π)4
4πa~2

m
eik0η

′
[
θ(k − kF )
k0 − ωk + iη

+
θ(kF − k)
k0 − ωk − iη

]
= −i

∫
dk

(2π)3
4πa~2

m

∫
dk0
2π

eik0η
′
[
θ(k − kF )
k0 − ωk + iη

+
θ(kF − k)
k0 − ωk − iη

]
= −i

∫
dk

(2π)3
4πa~2

m
iθ(kF − k)

=
~2k2F
m

2kF
3π

a (100)

となる。~Σ⋆
(2) は ϵ = mP0

~ − 1
4P

2 = mP0

~ + mk0

~ −
1
4P

2 より

~Σ⋆
(2)(p) = −i

16π2a2~2

m

∫
d4k

(2π)4

∫
dk′

(2π)3
eik0η

′
[
θ(k − kF )
k0 − ωk + iη

+
θ(kF − k)
k0 − ωk − iη

]
×
[

N(P ,k′)

ϵ− k′2 + iηN(P ,k′)
+ P

1

k′2 − q2

]
=

16π2a2~2

m

∫
dk

(2π)3

∫
dk′

(2π)3

{
− ~
m

θ(k − kF )θ(kF − |P /2 + k′|)θ(kF − |P /2− k′|)
−P0 +

~P 2

4m + ~k′2

m − ~k2

2m + 2iη

+
~
m

θ(kF − k)θ(|P /2 + k′| − kF )θ(|P /2− k′| − kF )
P0 − ~P 2

4m −
~k′2

m + ~k2

2m + 2iη
− P

θ(kF − k)
q2 − k′2

}

=
16π2a2~2

m

∫
dk

(2π)3

∫
dk′

(2π)3

[
− ~
m

θ(k − kF )θ(kF − |P /2 + k′|)θ(kF − |P /2− k′|)
mP0

~ − 1
2p

2 + q2 − k2 + iη

+
~
m

θ(kF − k)θ(|P /2 + k′| − kF )θ(|P /2− k′| − kF )
mP0

~ − P 2

2 + q2 − k′2 − iη
− P

θ(kF − k)
q2 − k′2

]
(101)

となる。ここで、上半平面で積分した。また、~k2

2m −
~P 2

4m = ~q2
m −

~p2

2m を用いた。
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1.6 遮蔽効果の計算

縮退した電子ガスの電荷 Zeを持った不純物に対する応答を見る。この不純物が作る外場を

φex(x, t) =
Ze

x
(102)

とする。この Fourier変換は

φex(q, ω) =

∫
dx

∫
dteiq·xe−iωtZe

x

= 2πδ(ω)2π

∫ ∞

0

dx x2
∫ π

0

dθ sin θ
Zeeiqx cos θ

x

= 4π2δ(ω)Ze

∫ ∞

0

dx x

[
−1
iqx

eiqx cos θ

]π
0

=
8π2Zeδ(ω)

q

∫ ∞

0

dx sin qx

= lim
η→0

8π2Zeδ(ω)

q
Im

∫ ∞

0

dxe(iq−η)x

=
8π2Ze

q2
δ(ω) (103)

となる。これより線形応答は

δ⟨n̂(x)⟩ =
∫

d4q

(2π)4
eiqxδ⟨n̂(q, ω)⟩

=

∫
d4q

(2π)4
eiqx

1

~
DR(q, ω)(−e)8π

2Ze

q2
δ(ω)

= −
∫

dq

(2π)3
eiq·xDR(q, 0)

4πZe2

~q2

= −
∫

dq

(2π)3
eiq·xΠR(q, 0)

4πZe2

q2

= −
∫

dq

(2π)3
eiq·xΠR(q, 0)ZU0(q, 0)

= −Z
∫

dq

(2π)3
eiq·x [Π∗(q, 0)U(q, 0)]

R

= −Z
∫

dq

(2π)3
eiq·x

[
1

κR(q, 0)
− 1

]
(104)

となる。途中で

DR ≡ ~ΠR, U0(q) =
4πe2

q2
, κR ≡ (1− UΠ∗) (105)

を用いた。κR(q, 0)は (167)、(168)と

ReD(q, ω) = ReDR(q, ω) (106)

ImD(q, ω)sgn(ω) = ImDR(q, ω) (107)
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を用いれば

κRr (q, 0) = 1 +
2αrs
πq2

[
1− 1

q

(
1− q2

4

)
ln

∣∣∣∣1− q
2

1 + q
2

∣∣∣∣] (108)

α ≡
(

4

9π

) 1
3

, V ≡ 4πr30
3

N, a0 ≡
~2

me2
, rs ≡

r0
a0

(109)

となる。ここで、関数 g(x)を次式で定義する。

g(x) ≡ 1

2
− 1

2x

(
1− x2

4

)
ln

∣∣∣∣1− x
2

1 + x
2

∣∣∣∣ (110)

これは x≪ 1で

g(x) ≃ 1

2
− 1

2x

(
1− x2

4

)(
−x
2
− x

2

)
= 1 +O(x2) (111)

であり、|x− 2| ≪ 1すなわち、x ≃ 2で

g(x) =
1

2
+

1

2x

[
(x− 2)(x+ 2)

4

]
ln

∣∣∣∣x− 2

x+ 2

∣∣∣∣
≃ 1

2
+

1

4
(x− 2) ln

∣∣∣∣x− 2

4

∣∣∣∣ (112)

x≫ 1で

g(x) =
1

2
− 1

2x

(
1− x2

4

)
ln

∣∣∣∣1− 2
x

1 + 2
x

∣∣∣∣
≃ 1

2
− 1

2x

(
1− x2

4

)[
− 2

x
− 2

x2
− 8

3x3
− 2

x
+

2

x2
− 8

3x3

]
=

1

2
− 1

2x

(
1− x2

4

)[
4

x2
− 16

3x3

]
≃ 4

3x2
(113)

となる。(108)より δ⟨n̂(x)⟩は

δ⟨n̂(x)⟩ = Z

∫
dq

(2π)3
eiq·x

4αrs
π

g( q
kF

)(
q
kF

)2
+

4αrs
π

g( q
kF

)
(114)

となる。全誘導電荷は δQr は上式を積分して

δQr =

∫
dxδ⟨ρ̂(x, t)⟩r

= −Ze
∫
dq

∫
dx

(2π)3
eiq·x

4αrs
π

g( q
kF

)(
q
kF

)2
+

4αrs
π

g( q
kF

)

= −Ze
∫
dqδ(q)

4αrs
π

g( q
kF

)(
q
kF

)2
+

4αrs
π

g( q
kF

)
= −Ze (115)
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となる。途中で g(0) = 1を用いた。Thomas-Fermi波数

qTF ≡
(
4αrs
π

) 1
2

kF =

(
4kF
a0π

) 1
2

=

(
6πne2

ϵ0F

) 1
2

(116)

を用いると (114)は

δ⟨ρ̂(x)⟩r = −eδ⟨n̂(x)⟩r

= −Ze
∫

dq

(2π)3
eiq·x

q2TF g(
q
kF

)

q2 + q2TF g(
q
kF

)

=
−Ze
(2π)2

∫ ∞

0

dqq2
∫ π

0

dθ sin θeiqx cos θeiq·x
q2TF g(

q
kF

)

q2 + q2TF g(
q
kF

)

= − Ze

2π2x

∫ ∞

0

dqq sin qx
q2TF g(

q
kF

)

q2 + q2TF g(
q
kF

)
(117)

となる。
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1.7 電子ガス関連の計算

２体の相互作用ポテンシャル V (x− x′)の期待値は

⟨V ⟩ = 1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)⟨ψ̂†

α(x)ψ̂
†
β(x

′)ψ̂β(x
′)ψ̂α(x)⟩

=
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)⟨ψ̂†

α(x)ψ̂
†
β(x

′)(−1)ψ̂α(x)ψ̂β(x
′)⟩

=
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)⟨ψ̂†

α(x)
[
ψ̂α(x)ψ̂

†
β(x

′)− δαβδ(x− x′)
]
ψ̂β(x

′)⟩

=
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)

[
⟨ψ̂†

α(x)ψ̂α(x)ψ̂
†
β(x

′)ψ̂β(x
′)⟩ − δαβδ(x− x′)⟨ψ̂†

α(x)ψ̂β(x
′)⟩
]
.

(118)

ここで、n̂(x) ≡ ψ̂†
α(x)ψ̂α(x), ñ(x) ≡ n̂(x)− ⟨n̂(x)⟩を用いて

⟨V ⟩ = 1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′) [⟨n̂(x)n̂(x′)⟩ − δ(x− x′)⟨n̂(x)⟩]

=
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′) [⟨ñ(x)ñ(x′)⟩+ ⟨ñ(x)⟩⟨n̂(x′)⟩

+ ⟨ñ(x′)⟩⟨n̂(x)⟩+ ⟨n̂(x)⟩⟨n̂(x′)⟩ − δ(x− x′)⟨n̂(x)⟩]

=
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′) [⟨ñ(x)ñ(x′)⟩+ ⟨n̂(x)⟩⟨n̂(x′)⟩ − ⟨n̂(x)⟩⟨n̂(x′)⟩

+ ⟨n̂(x′)⟩⟨n̂(x)⟩+ ⟨n̂(x)⟩⟨n̂(x′)⟩ − ⟨n̂(x′)⟩⟨n̂(x)⟩ − δ(x− x′)⟨n̂(x)⟩]

=
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′) [⟨ñ(x)ñ(x′)⟩+ ⟨n̂(x)⟩⟨n̂(x′)⟩ − δ(x− x′)⟨n̂(x)⟩] (119)

となる。ここで、本質的なのは第１項の ⟨ñ(x)ñ(x′)⟩である。これを計算するために相関関数

iD(x, x′) ≡ ⟨Ψ0|T [ñH(x)ñH(x′)] |Ψ0⟩
⟨Ψ0|Ψ0⟩

(120)

を定義する。これより

iD(xt,x′t) =
⟨Ψ0|T [e

iĤt
~ ñ(x)e

−iĤt
~ e

iĤt
~ ñ(x′)e

−iĤt
~ ] |Ψ0⟩

⟨Ψ0|Ψ0⟩

=
⟨Ψ0|T [e

iEt
~ ñ(x)ñ(x′)e

−iEt
~ ] |Ψ0⟩

⟨Ψ0|Ψ0⟩
= ⟨ñ(x)ñ(x′)⟩ (121)

となる。また、相互作用がない系での相関関数を

iD(0)(x, x′) ≡ ⟨φ0|T [ñI(x)ñI(x′)] |φ0⟩ (122)

と定義すれば (119)は

⟨V ⟩ = 1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)

[
iD(0)(x′t,xt) + ⟨n̂(x)⟩⟨n̂(x′)⟩ − δ(x− x′)⟨n̂(x)⟩

]
+
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)

[
iD(x′t,xt)− iD(0)(x′t,xt)

]
(123)
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と書ける。また、

iD(0)(x, x′) = ⟨φ0|T [ñI(x)ñI(x′)] |φ0⟩
= ⟨φ0|T [n̂I(x)n̂I(x′)] |φ0⟩ − ⟨φ0| n̂I(x) |φ0⟩ ⟨n̂I(x′)⟩
− ⟨φ0| n̂I(x′) |φ0⟩ ⟨n̂I(x)⟩ − ⟨n̂I(x)⟩⟨n̂I(x′)⟩
= ⟨φ0|T [n̂I(x)n̂I(x′)] |φ0⟩ − ⟨n̂(x)⟩⟨n̂(x′)⟩ (124)

であるが、特に t = t′ のとき

iD(0)(x′t,xt) = ⟨φ0| n̂(x′)n̂(x) |φ0⟩ − ⟨n̂(x′)⟩⟨n̂(x)⟩
= ⟨φ0| ψ̂†

α(x
′)ψ̂α(x

′)ψ̂†
β(x)ψ̂β(x) |φ0⟩ − ⟨n̂(x′)⟩⟨n̂(x)⟩

= ⟨φ0| ψ̂†
α(x

′)[−ψ̂†
β(x)ψ̂α(x

′) + δαβδ(x− x′)]ψ̂β(x) |φ0⟩ − ⟨n̂(x′)⟩⟨n̂(x)⟩

= ⟨φ0| ψ̂†
α(x

′)ψ̂†
β(x)ψ̂α(x

′)ψ̂β(x) |φ0⟩+ δαβδ(x− x′) ⟨φ0| ψ̂†
α(x

′)ψ̂β(x) |φ0⟩
−⟨n̂(x′)⟩⟨n̂(x)⟩ (125)

となるから (123)は

⟨V ⟩ = ⟨φ0| V̂ |φ0⟩+
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)

[
iD(x′t,xt)− iD(0)(x′t,xt)

]
(126)

と変形できる。これより、基底状態のエネルギーは

⟨H⟩ = ⟨φ0| Ĥ |φ0⟩+
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)

[
iD(x′t,xt)− iD(0)(x′t,xt)

]
≡ ⟨φ0| Ĥ |φ0⟩+ Ecorr (127)

となる。第２項目を相関エネルギーと呼ぶ。一様系では D(x, x)は x − x′ のみの関数となるから
Fourier変換は

Dλ(x, x′) = Dλ(x− x′, t− t′) = 1

(2π)4

∫
d4qeiq(x−x′)Dλ(q, ω) (128)

となる。ここで、Ecorr に代入して

Ecorr =
1

2

1

(2π)4

∫ 1

0

dλ

λ

∫
dx

∫
dx′

∫
d4qeiq(x−x′)λV (x− x′)

[
iDλ(q, ω)− iD0(q, ω)

]
=

1

2

V

(2π)4

∫ 1

0

dλ

λ

∫
d4q

∫
d(x− x′)eiq(x−x′)λV (x− x′)

[
iDλ(q, ω)− iD0(q, ω)

]
=

1

2

V

(2π)4

∫ 1

0

dλ

λ

∫
d4qλV (q)

[
iDλ(q, ω)− iD0(q, ω)

]
(129)

Ecorr の運動量表示を得る。ここで、(124)より

iD(0)(x, x′) = ⟨φ0|T [n̂I(x)n̂I(x′)] |φ0⟩ − ⟨n̂(x)⟩⟨n̂(x′)⟩
= ⟨φ0|T [ψ̂†

α(x)ψ̂α(x)ψ̂
†
β(x

′)ψ̂β(x
′)] |φ0⟩ − ⟨n̂(x)⟩⟨n̂(x′)⟩

= iG(0)
αα(x, x+)iG

(0)
ββ (x

′, x′+)− iG
(0)
αβ(x, x

′)iG
(0)
βα(x

′, x)− ⟨n̂(x)⟩⟨n̂(x′)⟩

= (2s+ 1)G(0)(x, x′)G(0)(x′, x) (130)
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となる。ここで、有効相互作用 U(x, x′)を定義する。U0(x, x
′) = V (x − x′)δ(t − t′)であること

に注意すると

U(x, x′) ≡ U0(x, x
′)− i

~

∫
d4x1

∫
d4x′1U0(x, x1)G

(0)(x1, x
′
1)

×G(0)(x′1, x1)U0(x
′
1, x

′) + · · · (131)

これより、分極部分 Π(0)(x, x′)、Π(x, x′)を以下のように定義する。

~Π(0)(x, x′) ≡ −iG(0)
αβ(x, x

′)G
(0)
βα(x

′, x) = D(0)(x, x′) (132)

~Π(x, x′) ≡ D(x, x′) (133)

よって、有効相互作用は以下のように書ける。

U(x, x′) ≡ U0(x, x
′) +

∫
d4x1

∫
d4x′1U0(x, x1)Π

(0)(x1, x
′
1)U0(x

′
1, x

′) + · · · (134)

properな分極部分 Π⋆(x, x′)を使えば∫
d4x1U0(x, x1)Π(x1, x

′) =

∫
d4x1U(x, x1)Π

⋆(x1, x
′) (135)

と書ける。これは Πの展開を有効相互作用に押し付けた形になっている。また、運動量表示では

U0(q)Π(q) = U(q)Π⋆(q) (136)

である。これを用いると相関エネルギーは

Ecorr =
i~V

2(2π)4

∫ 1

0

dλ

λ

∫
d4q

[
λU0(q)Π

λ(q)− λU0(q)Π
0(q)

]
=

i~V
2(2π)4

∫ 1

0

dλ

λ

∫
d4q

[
Uλ(q)Π⋆λ(q)− λU0(q)Π

0(q)
]

(137)

となる。
次に Ring近似を導入する。Ring近似とは有効相互作用を

Ur(q) = U0(q) + U0(q)Π
(0)(q)U0(q) + · · ·

=
U0(q)

1−Π(0)(q)U0(q)
(138)

とすることである。この近似により n次の項は
[
U0(q)Π

(0)
]n となるから、相関エネルギーは

Er =
i~V

2(2π)4

∫ 1

0

dλ

λ

∫
d4q

∞∑
n=2

[
λU0(q)Π

(0)(q)
]

=
i~V

2(2π)4

∫ 1

0

dλ

λ

∫
d4q

[
λU0(q)Π

(0)(q)
]2

1− λU0(q)Π(0)(q)
(139)

となる。
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この相関エネルギーを計算するには Π(0) を計算しなければならない。相互作用が無いスピン
1/2の Fermionを考えると Π(0)(x, x′)は定義より

Π(0)(x, x′) = −2i

~
G(0)(x, x′)G(0)(x′, x) (140)

である。これの運動量表示を考える。

Π(0)(k) =

∫
d4(x− x′)eik(x−x′)Π(0)(x, x′)

= −2i

~

∫
d4(x− x′)eik(x−x′)

∫
d4k1
(2π)4

∫
d4k2
(2π)4

ei(k1−k2)(x−x′)G(0)(k1)G
(0)(k2)

= −2i

~

∫
d4k1
(2π)4

∫
d4k2
(2π)4

∫
d4(x− x′)ei(k+k1−k2)(x−x′)G(0)(k1)G

(0)(k2)

= −2i

~
1

(2π)4

∫
d4k1

∫
d4k2δ(k + k1 − k2)G(0)(k1)G

(0)(k2)

= −2i

~
1

(2π)4

∫
d4k1G

(0)(k1)G
(0)(k + k1)

Π(0)(q) = −2i

~
1

(2π)4

∫
d4kG(0)(k)G(0)(k + q) (141)

ここで、自由粒子の Green関数の運動量表示は

G(0)(k) =
θ(k − kF )
ω − ωk + iη

+
θ(kF − k)
ω − ωk − iη

(142)

である。ただし、ωk ≡ ~k2

2m である。これより、

G(0)(k)G(0)(k + q) =

[
θ(k − kF )
ω − ωk + iη

+
θ(kF − k)
ω − ωk − iη

]
×
[

θ(|k + q| − kF )
ω + q0 − ωk+q + iη

+
θ(kF − |k + q|)

ω + q0 − ωk+q − iη

]
(143)

となる。これを展開して、

G(0)(k)G(0)(k + q) =
θ(k − kF )θ(|k + q| − kF )

(ω − ωk + iη)(ω + q0 − ωk+q + iη)

+
θ(k − kF )θ(kF − |k + q|)

(ω − ωk + iη)(ω + q0 − ωk+q − iη)

+
θ(kF − k)θ(|k + q| − kF )

(ω − ωk − iη)(ω + q0 − ωk+q + iη)

+
θ(kF − k)θ(kF − |k + q|)

(ω − ωk − iη)(ω + q0 − ωk+q − iη)
(144)

この式を
∫
dω で積分する。各項とも極を２つ持つが、極の虚数部分の符号が２つとも同じ項、す

なわち第１、第４項が cancelする。第２項は下半平面、第３項が上半平面で複素積分すると (ω は
k の第４成分) ∫

dωG(0)(k)G(0)(k + q) = 2πi

[
θ(kF − k)θ(|k + q| − kF )
(q0 + ωk − ωk+q + iη)

− θ(k − kF )θ(kF − |k + q|)
(q0 + ωk − ωk+q − iη)

]
(145)
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を得る。ゆえに

Π(0)(q) =
2

~
1

(2π)3

∫
dk

[
θ(kF − k)θ(|k + q| − kF )
(q0 + ωk − ωk+q + iη)

− θ(k − kF )θ(kF − |k + q|)
(q0 + ωk − ωk+q − iη)

]
(146)

第２項で k′ ≡ −k− q とおくと、θ(k − kF )θ(kF − |k+ q|) = θ(|k′ + q| − kF )θ(kF − k′)となる
から

Π(0)(q, q0) =
2

~
1

(2π)3

∫
dkθ(kF − k)θ(|k + q| − kF )

[
1

q0 + ωk − ωk+q + iη

− 1

q0 + ωk+q − ωk − iη

]
(147)

上式括弧内は q0 → −q0 の変換に対して不変だから q0 に関して偶関数である。新たな変数
ωqk ≡ ωk+q − ωk を定義すると

ωqk =
~2

2m

(
k2 + 2q · k + q2 − k2

)
=

~2

m

(
q · k +

q2

2

)
(148)

と表せる。また、ω を実数とするとき、主値積分の公式

1

ω ± iη
= P

1

ω
∓ iπδ(ω) (149)

Re

[
1

ω ± iη

]
= P

1

ω
(150)

と、ステップ関数の公式

θ(x) = 1− θ(−x) (151)

を用いると、

ReΠ(0)(q, q0) =
2

~
P

∫
dk

(2π)3
θ(kF − k) [1− θ(kF − |k + q|)]

[
1

q0 − ωqk
− 1

q0 + ωqk

]
=

2

~
P

∫
dk

(2π)3
θ(kF − k) [1− θ(kF − |k + q|)]

[
2ωqk

q20 − ω2
qk

]
(152)

となる。また、θ(kF − |k + q|)が含まれる項は、k ← k + q の入れ替えで不変であるが、ωqk は
−ωqk となるので、この項は積分すると０になる。よって、

ReΠ(0)(q, q0) =
2

~
P

∫
dk

(2π)3
θ(kF − k)

 1

q0 −
~
m

(
q · k +

q2

2

) − 1

q0 +
~
m

(
q · k +

q2

2

)

(153)
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となる。ここで、新たな変数を

ν ≡ ~q0
m

~2k2F
(154)

と定義し、波数を Fermi波数を単位にして表すことにする。すなわち、k ≡ k′kF であるが、この
k′ を改めて、k と書くことにする。これより

ReΠ(0)(q, q0) =
2

~
P

∫
dk′

(2π)3
k3F θ(kF − k′kF )

 1

~k2F ν
m
− ~k2F

m

(
q′k′ cos θ +

q′2

2

)

− 1

~k2F ν
m

+
~k2F
m

(
q′k′ cos θ +

q′2

2

)


=
2mkF
~2

P

∫
dk

(2π)3
θ(1− kF )

 1

ν − qk cos θ − q2

2

− 1

ν + qk cos θ +
q2

2

(155)
となる。この積分は

∫
dkθ(1− kF )

 1

ν − qk cos θ − q2

2

− 1

ν + qk cos θ +
q2

2



=

∫ 1

0

dk k2
∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dφ

 1

ν　− qk cos θ − q2

2

− 1

ν + qk cos θ +
q2

2


= 2π

∫ 1

0

dk k2
[
1

qk
ln

(
ν − qk cos θ − q2

2

)
+

1

qk
ln

(
ν + qk cos θ +

q2

2

)]π
0

=
2π

q

∫ 1

0

dk k

[
ln

(
ν + qk − q2

2

)
+ ln

(
ν − qk + q2

2

)
− ln

(
ν − qk − q2

2

)
− ln

(
ν + qk +

q2

2

)]
(156)

となるが、ここで、公式∫ 1

0

dx x ln(ax+ b) =
1

2
ln(a+ b)− 1

4
+

b

2a
− b2

2a2
ln

(
a+ b

b

)
(157)
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を用いると

(156) =
2π

q

{
1

2
ln

[(
q + ν − q2/2

) (
−q + ν + q2/2

)
(−q + ν − q2/2) (q + ν + q2/2)

]
− q

+

(
ν − q2/2

)2
2q2

ln

(
−q + ν − q2/2
q + ν − q2/2

)
−
(
ν + q2/2

)2
2q2

ln

(
−q + ν + q2/2

q + ν + q2/2

)}

=
2π

q

{
−q + 1

2

[
1−

(
ν

q
+
q

2

)2
]
ln

∣∣∣∣∣1−
ν
q −

q
2

1 + ν
q + q

2

∣∣∣∣∣+ 1

2

[
1−

(
ν

q
− q

2

)2
]
ln

∣∣∣∣∣1 +
ν
q −

q
2

1− ν
q + q

2

∣∣∣∣∣
}

(158)

となる。ゆえに、

ReΠ(0)(q, q0) =
2mkF
~2

1

4π2

{
−1 + 1

2q

[
1−

(
ν

q
− q

2

)2
]
ln

∣∣∣∣1 + (ν/q − q/2)
1− (ν/q − q/2)

∣∣∣∣
− 1

2q

[
1−

(
ν

q
+
q

2

)2
]
ln

∣∣∣∣1 + (ν/q + q/2)

1− (ν/q + q/2)

∣∣∣∣
}

(159)

を得る。
同様にして、Π(0) の虚部も計算できる。

Im

[
1

ω ± iη

]
= ∓πδ(ω) (160)

より

ImΠ(0)(q, q0) =
2

~

∫
dk

(2π)3
θ(kF − k)θ(|k + q| − kF ) [−πδ(q0 − ωqk)− πδ(q0 + ωqk)]

= −1

~

∫
dk

(2π)2
θ(kF − k)θ(|k + q| − kF ) [δ(q0 − ωqk) + δ(q0 + ωqk)] (161)

となる。ここで、q0 > 0のみを考えれば十分である。なぜなら、ステップ関数から k < kF < |k+q|
であるから、ωqk = ~

2m

[
(k + q)2 − k2

]
> 0となり、デルタ関数の２項が q0 の符合にかかわらず、

同じ寄与を与えるからである。実部と同じ変数変換をすると、

ImΠ(0)(q, ν) = − m

(2π~)2

∫
dkθ(1− k)θ(|k + q| − 1)δ(ν − q · k − q2/2), (ν > 0) (162)

を得る。ここで、上式のデルタ関数とステップ関数に着目すると積分領域は

ν

q
=
q

2
+ q̂ · k (163)

を満たす平面であり、かつ半径１の球と (163) が表す平面が交わる領域である。これを図 8 に示
す。この積分領域は３つの場合に分けられる。

(i) q > 2、q − q2

2 ≤ ν ≤
q2

2 + q のとき
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qkk + q qkk + q kminq
図 8 ImΠの積分領域。左から、q > 2, q2

2
− q ≤ ν ≤ q2

2
+ q、q < 2, q − q2

2
≤ ν ≤ q2

2
+ q、

q < 2, 0 ≤ ν ≤ q − q2

2
のときの積分領域を表す。ただし、球の半径は全て１である。

このときは図の２つの球は交わらない。２つ目の条件は上の球と、平面が交わるための条件
である。このとき積分は

ImΠ(0)(q, ν) = − m

(2π~)2
2π

∫ 1

ν/q−q/2

dk k2
∫ 1

−1

dθ
1

qk
δ

(
ν

qk
− q

2k
− t
)

= − mkF
4π~2q

[
1−

(
ν

q
− q

2

)2
]

(164)

となる。
(ii) q < 2、− q2

2 + q ≤ ν ≤ q2

2 + q のとき
このとき、２つの球は交わる。ただし、k の積分範囲が (i)と変わらないので、積分すると
(i)と同じになる。

(iii) q < 2、0 ≤ ν ≤ − q2

2 + q のとき
このとき、k の取り得る範囲が (i)、(ii)とは違う。kmin は図より

k2min =

(
q

2
− ν

q

)2

+

[
1−

(
q

2
+
ν

q

)2
]
= 1− 2ν (165)

だから、

ImΠ(0)(q, ν) = − m

(2π~)2
2π

∫ 1

√
1−2ν

dk k2
∫ 1

−1

dθ
1

qk
δ

(
ν

qk
− q

2k
− t
)

= − mkF
4π~2q

2ν (166)

となる。

ここで、Π(0) の q → 0, ν → 0の極限を３パターンに分けて計算する。まずは、q を固定して、ν
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を０にするときは

ImΠ(0)(q, 0) = 0 (167)

ReΠ(0)(q, 0) =
mkF
2π2~2

[
−1 + 1

q

(
1− q2

4

)
ln

∣∣∣∣1− q
2

1 + q
2

∣∣∣∣] (168)

となる。ν を固定して、q を０にするときは

ImΠ(0)(0, ν) = 0 (169)

であるが、lnの Taylor展開

ln

∣∣∣∣1 + x

1− y

∣∣∣∣ = x+ y − 1

2
(x+ y)(x− y) + 1

3
(x+ y)(x2 − xy − y2)

−1

4
(x+ y)(x− y)(x2 + y2) +

1

5
(x5 + y5) + · · · (170)

を使うと、(159)の対数部分は

ln

∣∣∣∣1 + ν/q − q/2
1− ν/q + q/2

∣∣∣∣ = ln

∣∣∣∣∣∣
1 +

(
q
ν −

q2

2ν

)
1−

(
q
ν −

q2

2ν

)
∣∣∣∣∣∣ ≃ 2

q

ν
+
q3

ν2
+

2q3

3ν3
+

q5

2ν3
+
q5

ν4
+

2q5

5ν5
(171)

ln

∣∣∣∣1 + ν/q + q/2

1− ν/q − q/2

∣∣∣∣ = ln

∣∣∣∣∣∣
1 +

(
q
ν + q2

2ν

)
1−

(
q
ν −

q2

2ν

)
∣∣∣∣∣∣ ≃ 2

q

ν
− q3

ν2
+

2q3

3ν3
+

q5

2ν3
− q5

ν4
+

2q5

5ν5
(172)

となる。ゆえに (159)の {· · · }内は

{· · · } ≃ −1 + 1

2q

[
1−

(
ν

q
− q

2

)2
] [

2
q

ν
+
q3

ν2
+

2q3

3ν3
+

q5

2ν3
+
q5

ν4
+

2q5

5ν5

]

− 1

2q

[
1−

(
ν

q
+
q

2

)2
] [

2
q

ν
− q3

ν2
+

2q3

3ν3
+

q5

2ν3
− q5

ν4
+

2q5

5ν5

]
=

2q2

3ν2
+O(q4) (173)

となる。よって、

ReΠ(0)(0, ν) =
mkF
2π2~2

2q2

3ν2
(174)

を得る。x ≡ ν/qを固定して qを 0にすると 0 ≤ x ≤ 1のときは (166),x > 1のときは (162)より

ImΠ(0)(q, qx) =

−
mkF
~2

x

2π
, (0 ≤ x ≤ 1)

0, (x > 1)
(175)
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となる。実部は (159)より

ReΠ(0)(q, qx) =
mkF
2π2~2

{
−1 + 1

2q

[
1−

(
x− q

2

)2]
ln

∣∣∣∣1 + x− q/2
1− x+ q/2

∣∣∣∣
− 1

2q

[
1−

(
x+

q

2

)2]
ln

∣∣∣∣1 + x+ q/2

1− x− q/2

∣∣∣∣}
=

mkF
2π2~2

{
−1 + 1

2q

[
1− x2 + qx− q2

4

]
ln

∣∣∣∣∣ (1 + x)(1− q
2(1+x) )

(1− x)(1 + q
2(1−x) )

∣∣∣∣∣
− 1

2q

[
1− x2 − qx− q2

4

]
ln

∣∣∣∣∣ (1 + x)(1 + q
2(1+x) )

(1− x)(1− q
2(1−x) )

∣∣∣∣∣
}

≃ mkF
2π2~2

{
−1 + 1

2q

[
1− x2 − q2

4

] [
− q

2(1 + x)
− q

2(1− x)
− q

2(1− x)

− q

2(1 + x)

]
+
x

2

[
2 ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣− q

2(1 + x)
+

q

2(1 + x)
− q

2(1− x)
+

q

2(1− x)

]}
=

mkF
2π2~2

[
−1 + 1

2q

(
1− x2 − q2

4

)
−2q
1− x2

+ x ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣]
=

mkF
2π2~2

(
−2 + x ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣) (176)

となる。
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1.8 プラズマ振動の計算

プラズマ振動を Πを用いて議論する。有効相互作用と誘電率の関係は

U(q)

U0(q)
=

1

κ(q, ω)
= 1 + U0(q)Π(q, ω) (177)

であった。リング近似で、誘電率は ν を固定して q → 0の極限で

κr(q, ω) = 1− 4αrs
3πν2

(178)

となる。次の関係式

α ≡
(

4

9π

) 1
3

, V ≡ 4πr30
3

N, a0 ≡
~2

me2
, rs ≡

r0
a0

(179)

を用いて誘電率は

κr(q, ω) = 1− 4

3π

~4k4F
~2q20m2

(
4

9π

) 1
3 r0
a0

= 1− 4

3π

~2k4F
q20m

2

(
4

9π

) 1
3 me2

~2

(
V

N

3

4π

) 1
3

= 1− 4

3π

~2

q20m
2

(
4

9π

) 1
3 me2

~2

(
9π

4

) 4
3

r−3
0

= 1− 4

3π

e2

q20m

(
9π

4

)
4πN

3V

= 1− 4πne2

q20m
(180)

と書ける。これが０になる振動数は

Ω2
p =

4πne2

m
(181)

であり、これは古典的プラズマ振動と一致する。
ここで、プラズマ振動を線形応答理論を用いて解析する。摂動として

φex(x, t) = eiq·xφ0δ(t) (182)

を考える。この Fourier変換は

φex(k, ω) =

∫
dt

∫
dxe−ik·xeiq·xφ0δ(0)

= φ0(2π)
3δ(q − k) (183)
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である。これより粒子数密度の線形応答は

δ⟨n̂(x, t)⟩ =
∫

dk

(2π)3

∫
dω

2π
eik·xe−iωtΠR(k, ω)(−e)φex(k, ω)

=
−e

(2π)4
eiq·x(2π)3φ0

∫
dωe−iωtΠR(q, ω)

= −eφe
iq·x

2π

∫
dωe−iωtU−1

0 (q)
[(
κR(q, ω)

)−1 − 1
]

(184)

となる。ここで、誘電率をリング近似したものは

κRr (q, ω) = 1− V (q)Π0R(q, ω) (185)

である。また、分極部分は

Π0R(q, ω) = ReΠ0(q, ω) + isgn(ω)ImΠ0(q, ω)

=
2

~

∫
dk

(2π)3

[
P
n0k(1− n0k+q)

ω + ωk − ωk+q
− iπn0k(1− n0k+q)δ(ω + ωk − ωk+q)

]

−2

~

∫
dk

(2π)3

[
P
n0k+q(1− n0k)
ω + ωk − ωk+q

− iπn0
k+q(1− n0k)δ(ω + ωk − ωk+q)

]

=
2

~

∫
dk

(2π)3

[
n0k(1− n0k+q)

ω + ωk − ωk+q + iη
−

n0k+q(1− n0k)
ω + ωk − ωk+q + iη

]

=
2

~

∫
dk

(2π)3

[
n0k − n0k+q

ω + ωk − ωk+q + iη

]
(186)

となる。ここで、２つ目のイコールでステップ関数により第１項で ωk − ωk+q < 0、第２項で
ωk − ωk+q > 0となるから第１項で ω > 0でないとデルタ関数が０になり、第２項で ω < 0でな
いとデルタ関数が０となることに注意。
集団モードの振動数と寿命は (184)の極で決まる。極は ω = Ωq − iγq とすると κr = 0より

1 = V (q)Π0R(q,Ωq − iγq) (187)

γq ≪ Ωq のとき上の方程式は実部と虚部を分離できて

1 = V (q)

[
Π0R(q,Ωq)− iγq

∂Π0R(q, ω)

∂ω

∣∣∣∣
ω=Ωq

]
1 = V (q)

[
ReΠ0(q,Ωq) + isgn(Ωq)ImΠ0(q,Ωq)

− iγq
∂ReΠ0(q, ω)

∂ω

∣∣∣∣
ω=Ωq

+ γqsgn(Ωq)
∂ImΠ0(q, ω)

∂ω

∣∣∣∣
ω=Ωq

]
⇒ (実部) : 1 = V (q)ReΠ0(q,Ωq) (188)

(虚部) : γq = sgn(Ωq)ImΠ0(q,Ωq)

[
∂ReΠ0(q, ω)

∂ω

]−1

ω=Ωq

(189)
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となる。ここで、十分小さい q に対して (186)を展開する。そのために (186)を変形すると

Π0R(q, ω) =
2

~

∫
dk

(2π)3

[
n0k

ω + ωk − ωk+q + iη

]
− 2

~

∫
dk

(2π)3

[
n0k+q

ω + ωk − ωk+q + iη

]

=
2

~

∫
dk

(2π)3

[
n0k

ω + ωk − ωk+q + iη

]
− 2

~

∫
dk′

(2π)3

[
n0k′

ω + ωk′−q − ωk′ + iη

]

=
2

~

∫
dk

(2π)3
n0k

 1

ω −
(

~q·k
m + ~q2

2m

)
+ iη

− 1

ω −
(

~q·k
m − ~q2

2m

)
+ iη


=

2q2

m

∫
dk

(2π)3
n0k

 1(
ω − ~k·q

m + iη
)2
−
(

~q2
2m

)2
 (190)

となる。この式の虚部を主値積分の公式を用いて計算すると

ImΠ0R(q, ω) =
2

~

∫
dk

(2π)3
n0k

[
−πδ(ω − ~k · q

m
+

~q2

2m
) + πδ(ω − ~k · q

m
− ~q2

2m
)

]
(191)

となるが、第１項、第２項ともに |ω| > ~kF q
m + ~q2

2m であればデルタ関数の引数が０にならず、虚
部が０となる。
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1.9 ボーズ粒子系の相互作用ポテンシャル

ボーズ粒子系の生成消滅演算子は

ψ̂(x) ≡
∑
k

âkφk(x) , ψ̂†(x) ≡
∑
k

â†kφ
∗
k(x) (192)

[âk, â
†
k′ ] = δk,k′ (193)

である。ここで、φとして自由粒子の固有関数

φk(x) =
1√
V
eik·x (194)

を選ぶ。基底状態 (k = 0)に着目し、新たな演算子 ξ を

ξ̂0 ≡
1√
V
â0, ξ̂†0 ≡

1√
V
â†0 (195)

を定義すると、これらの間の交換関係は

[ξ̂0, ξ̂
†
0] =

1

V
[â0, â

†
0] =

1

V
(196)

となる。これは熱力学極限の下で０になる。ゆえに、ξ̂0 を熱力学極限の下で c数として扱うという
近似をする。ξ̂0 を使って場の演算子を書くと

ψ̂(x) = ξ̂0 +
∑
k

′âkφk(x) ≡
√
n0 + φ̂(x) (197)

ψ̂†(x) = ξ̂†0 +
∑
k

′â†kφ
∗
k(x) ≡

√
n0 + φ̂†(x) (198)

となる。ただし、n0 ≡ N0/V である。これらを用いて、２体の相互作用ポテンシャルを書くと

V̂ =
1

2

∫
dx

∫
dx′ψ̂†(x)ψ̂†(x′)V (x− x′)ψ̂(x′)ψ̂(x)

=
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)ξ̂†0ξ̂

†
0ξ̂0ξ̂0 +

1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)ξ̂†0ξ̂

†
0ξ̂0φ̂(x)

+
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)ξ̂†0ξ̂

†
0φ̂(x

′)ξ̂0 +
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)ξ̂†0ξ̂

†
0φ̂(x

′)φ̂(x)

+
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)ξ̂†0φ̂

†(x′)ξ̂0ξ̂0 +
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)ξ̂†0φ̂

†(x′)ξ̂0φ̂(x)

+
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)ξ̂†0φ̂

†(x′)φ̂(x′)ξ̂0 +
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)ξ̂†0φ̂

†(x′)φ̂(x′)φ̂(x)

+
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)φ̂†(x)ξ̂†0ξ̂0ξ̂0 +

1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)φ̂†(x)ξ̂†0ξ̂0φ̂(x)

+
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)φ̂†(x)ξ̂†0φ̂(x

′)ξ̂0 +
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)φ̂†(x)ξ̂†0φ̂(x

′)φ̂(x)

+
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)φ̂†(x)φ̂†(x′)ξ̂0ξ̂0 +

1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)φ̂†(x)φ̂†(x′)ξ̂0φ̂(x)

+
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)φ̂†(x)φ̂†(x′)φ̂(x′)ξ̂0 +

1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)φ̂†(x)φ̂†(x′)φ̂(x′)φ̂(x)

(199)
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となる。(199)で φ̂か φ̂† が１つしか含まれない項は ξ̂0 を c数として扱う限りは、例えば第２項は∫
dx

∫
dx′V (x− x′)φ̂(x) =

∑
k

′âk

∫
dR

∫
drV (r)eik·(R+ r

2 )

=
∑
k

′âk

∫
dReik·R

∫
drV (r)eik·r/2

=
∑
k

′âkδk,0

∫
drV (r)eik·r/2 = 0 (200)

となる。ゆえに、φ̂か φ̂† が１つしか含まれない項は、全て０である。これより

V̂ =
n20
2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)

+
n0
2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)φ̂(x′)φ̂(x)

+
n0
2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)φ̂†(x)φ̂†(x′)

+n0

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)φ̂†(x′)φ̂(x)

+n0

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)φ̂†(x)φ̂(x)

+
√
n0

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)φ̂†(x)φ̂†(x′)φ̂(x)

+
√
n0

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)φ̂†(x)φ̂(x′)φ̂(x)

+
1

2

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)φ̂†(x)φ̂†(x′)φ̂(x′)φ̂(x)

≡ E0 + V̂1 + V̂2 + V̂3 + V̂4 + V̂5 + V̂6 + V̂7 (201)

となる。K̂ ′ を

K̂ ′ ≡
∫
dxψ̂†(x) [T − µ] ψ̂(x) +

7∑
j=1

V̂j (202)

とすると、Heisenberg表示の場の演算子は

ψ̂K(xt) = e
iK̂′t

~ ξ̂0e
−iK̂′t

~ + e
iK̂′t

~ φ̂(x)e
−iK̂′t

~

=
√
n0 + φ̂K(x) (203)

となる。Heisenberg表示の場の演算子は方程式

i~
∂φ̂K(x)

∂t
= [φ̂K(x), K̂ ′] (204)

を満たす。この右辺は

[φ̂K(x), K̂ ′] = e
iK̂′t

~ [φ̂(x), K̂ ′]e
−iK̂′t

~ (205)
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だから、１項ずつ計算すると

[φ̂(x) ,

∫
dx′ψ̂†(x′) [T − µ] ψ̂(x′)]

=

∫
dx′[T − µ][φ̂(x), ψ̂†(x′)ψ̂(x′)]

=

∫
dx′[T − µ]{φ̂†(x′)[φ̂(x), φ̂(x′)] + [φ̂(x), φ̂†(x′)]φ̂(x′)}

= [T − µ]φ̂(x) (206)

[φ̂(x), E0] = 0 (207)

[φ̂(x), V̂1] =
n0
2

∫
dx1

∫
dx2V (x1 − x2)[φ̂(x), φ̂(x2)φ̂(x1)] = 0 (208)

[φ̂(x), V̂2] =
n0
2

∫
dx1

∫
dx2V (x1 − x2)[φ̂(x), φ̂

†(x1)φ̂
†(x2)]

=
n0
2

[∫
dx1V (x1 − x)φ̂†(x1) +

∫
dx2V (x− x2)φ̂

†(x2)

]
(209)

[φ̂(x), V̂3] = n0

∫
dx1

∫
dx2V (x1 − x2)[φ̂(x), φ̂

†(x2)φ̂(x1)] (210)

= n0

∫
dx1V (x1 − x)φ̂(x1)

[φ̂(x), V̂4] = n0

∫
dx1

∫
dx2V (x1 − x2)[φ̂(x), φ̂

†(x1)φ̂(x1)]

= n0

∫
dx2V (x− x2)φ̂(x) (211)

[φ̂(x), V̂5] =
√
n0

∫
dx1

∫
dx2V (x1 − x2)[φ̂(x), φ̂

†(x1)φ̂
†(x2)φ̂(x1)]

=
√
n0

[∫
dx1V (x1 − x)φ̂†(x)φ̂(x) +

∫
dx2V (x1 − x)φ̂†(x2)φ̂(x)

]
(212)

[φ̂(x), V̂6] =
√
n0

∫
dx1

∫
dx2V (x1 − x2)[φ̂(x), φ̂

†(x1)φ̂(x2)φ̂(x1)]

=
√
n0

∫
dx2V (x− x2)φ̂(x2)φ̂(x) (213)

[φ̂(x), V̂7] =
1

2

∫
dx1

∫
dx2V (x1 − x2)[φ̂(x), φ̂

†(x1)φ̂
†(x2)φ̂(x2)φ̂(x1)]

=
1

2

∫
dx1V (x1 − x)φ̂†(x1)φ̂(x)φ̂(x) +

1

2

∫
dx2V (x− x2)φ̂

†(x2)φ̂(x2)φ̂(x)

(214)

となる。よって、∫
dxφ̂†

K(x)

[
i~
∂

∂t
− T + µ

]
φ̂K(x) =

∫
dxφ̂†

K(x)
{
[φ̂K(x), K̂ ′]− (T − µ)φ̂K(x)

}
= 2V̂2 + V̂3 + V̂4 + 2V̂5 + V̂6 + 2V̂7 (215)

となる。
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1.10 ボーズ粒子系の Feynmanルール (座標表示)

1. ξ0、ξ†0 １つにつき n
1
2
0 を付ける。

2.

(
i

~

)n

(−i)C を係数とする。ただし、C は n0 のべき、すなわち nC0 と書いたときの C であ

る。

3. １つの粒子線に G(0)、相互作用線に V̄ を対応させる。

4. 内部変数について積分。

図 9 ボーズ粒子系の１次のダイアグラム。左が V̂4、右が V̂3 のダイアグラムである。

図 9の右の図の Green関数は

G′(1)(1, 1′) =
n0
~

∫
d2

∫
d2′V̄ (2− 2′)G(0)(1, 2′)G(0)(2, 1′) (216)

であり、左の図は

G′(1)(1, 1′) =
n0
~

∫
d2

∫
d2′V̄ (2− 2′)G(0)(1, 2)G(0)(2, 1′) (217)

である。
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1.11 ボーズ粒子系の Feynmanルール (運動量表示)

1. ξ0、ξ†0 １つにつき n
1
2
0 を付ける。

2.

(
i

~

)n

(−i)C(2π)4(C−n) を係数とする。ただし、C は n0 のべき、すなわち nC0 と書いたと

きの C である。

3. １つの粒子線に G(0)、相互作用線に V を対応させる。

4. 各頂点で運動量を保存させる。

5. 内部変数について積分。

図 10 ボーズ粒子系の２次のダイアグラム。

図 10の左のダイアグラムは

G′(2)(p) =
n20
~2
G(0)(p)V (p)G(0)(−p)V (p)G(0)(p) (218)

であり、右のダイアグラムは

G′(2)(p) =
in0

~2

∫
d4q

(2π)4
G(0)(p)V (q)G(0)(p− q)G(0)(q)V (−q)G(0)(p) (219)
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1.12 ボーズ粒子系の Dyson方程式

ボーズ粒子系の Dyson方程式は運動量表示で

G′(p) = G(0)(p) +G(0)(p)Σ⋆(p)G′(p) (220)

である。ただし、

G′(p) ≡
[
G′(p) G′

12(p)
G′

21(p) G′(−p)

]
(221)

G(0)(p) ≡
[
G(0)(p) 0

0 G(0)(−p)

]
(222)

Σ⋆(p) ≡
[
Σ⋆

11(p) Σ⋆
12(p)

Σ⋆
21(p) Σ⋆

11(−p)

]
(223)

である。これらより、G′(p)等の具体系を求めてみる。(220)より E を単位行列として、[
E −G(0)(p)Σ⋆(p)

]
G′(p) = G(0)(p)

G′(p) =
[
E −G(0)(p)Σ⋆(p)

]−1

G(0)(p) (224)

ここで、

E −G(0)(p)Σ⋆(p) =

[
1−G(0)(p)Σ⋆

11(p) −G(0)(p)Σ⋆
12(p)

−G(0)(−p)Σ⋆
21(p) 1−G(0)(−p)Σ⋆

11(−p)

]
(225)

det
[
E −G(0)(p)Σ⋆(p)

]
= 1−G(0)(p)Σ⋆

11(p)−G(0)(−p)Σ⋆
11(−p) +G(0)(p)G(0)(−p)

×Σ⋆
11(p)Σ

⋆
11(−p)−G(0)(p)G(0)(−p)Σ⋆

12(p)Σ
⋆
21(p) (226)

≡ Q

なので、E −G(0)(p)Σ⋆(p)の逆行列は[
E −G(0)(p)Σ⋆(p)

]−1

=
1

Q

[
1−G(0)(−p)Σ⋆

11(−p) G(0)(p)Σ⋆
12(p)

G(0)(−p)Σ⋆
21(p) 1−G(0)(p)Σ⋆

11(p)

]
(227)

となる。これより

G′(p) =
1

Q

[
G(0)(p)−G(0)(p)G(0)(−p)Σ⋆

11(−p) G(0)(p)G(0)(−p)Σ⋆
12(p)

G(0)(p)G(0)(−p)Σ⋆
21(p) G(0)(−p)−G(0)(p)G(0)(−p)Σ⋆

11(p)

]
(228)

となるから、以下の量

D(p) ≡ [p0 −A(p)]2 − [ωp − µ/~+ S(p)]
2
+Σ⋆

12(p)Σ
⋆
21(p) (229)

S(p) ≡ 1

2
[Σ⋆

11(p) + Σ⋆
11(−p)] (230)

A(p) ≡ 1

2
[Σ⋆

11(p)− Σ⋆
11(−p)] (231)

G(0)(p) =
1

p0 − ωp + µ/~+ iη
(232)
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を用いると

G′(p) =
[
G(0)(p)−G(0)(p)G(0)(−p)Σ⋆

11(−p)
]
/
[
1−G(0)(p)Σ⋆

11(p)−G(0)(−p)Σ⋆
11(−p)

+ G(0)(p)G(0)(−p)Σ⋆
11(p)Σ

⋆
11(−p)−G(0)(p)G(0)(−p)Σ⋆

12(p)Σ
⋆
21(p)

]
=
[
G(0)−1(−p)− Σ⋆

11(−p)
]
/
[
G(0)−1(p)G(0)−1(−p)−G(0)−1(−p)Σ⋆

11(p)

− G(0)−1(p)Σ⋆
11(−p) + Σ⋆

11(p)Σ
⋆
11(−p)− Σ⋆

12(p)Σ
⋆
21(p)

]
= [−p0 − ωp + µ/~− S(p) +A(p)] / {(p0 − ωp + µ/~)(−p0 − ωp + µ/~)
− G(0)−1(−p) [S(p) +A(p)]−G(0)−1(p) [S(p)−A(p)]
+ [S(p) +A(p)] [S(p)−A(p)]− Σ⋆

12(p)Σ
⋆
21(p)}

= [p0 + ωp − µ/~+ S(p)−A(p)] / {−(p0 − ωp + µ/~)(p0 − ωp + µ/~)
+(p0 − ωp + µ/~) [S(p) +A(p)] + (p0 − ωp + µ/~) [S(p)−A(p)]
− S2(p) +A2(p) + Σ⋆

12(p)Σ
⋆
21(p)

}
= [p0 + ωp − µ/~+ S(p)−A(p)] /

{
−(−ωp + µ/~)2 + p20 + 2(−ωp + µ/~)S(p)

− 2p0A(p)− S2(p) +A− 2(p) + Σ⋆
12(p)Σ

⋆
21(p)

}
=

p0 + ωp − µ/~+ S(p)−A(p)
[p0 −A(p)]2 − [S(p) + ωp − µ/~]2 +Σ⋆

12(p)Σ
⋆
21(p)

=
p0 + ωp − µ/~+ S(p)−A(p)

D(p)
(233)

となる。同様にして

G′
12(p) = −

Σ⋆
12(p)

D(p)
, G′

21(p) = −
Σ⋆

21(p)

D(p)
(234)

を得る。

41



1.13 温度 Green関数を用いた様々な物理量の期待値

第２量子化演算子 Â

Â =

∫
dx
∑
αβ

ψ̂†
β(x)Aβα(x)ψ̂α(x) (235)

の期待値は密度行列を用いて

Â = Tr[ρ̂Â]

=
∑
αβ

∫
dx lim

x′→x
Aβα(x)Tr[ρ̂ψ̂

†
β(x

′)ψ̂α(x)]

=
∑
αβ

∫
dx lim

x′→x
Aβα(x)Tr[ρ̂ψ̂

†
β(x

′)e−
τK̂
~ e

τK̂
~ ψ̂α(x)e

− τK̂
~ e

τK̂
~ ]

=
∑
αβ

∫
dx lim

x′→x
Aβα(x)Tr[ρ̂e

τK̂
~ ψ̂†

β(x
′)e−

τK̂
~ e

τK̂
~ ψ̂α(x)e

− τK̂
~ ]

=
∑
αβ

∫
dx lim

x′→x
lim

τ ′→τ+
Aβα(x)Tr[ρ̂ψ̂

†
β(x

′τ ′)ψ̂α(xτ)]

= ∓
∑
αβ

∫
dx lim

x′→x
lim

τ ′→τ+
Aβα(x)Gαβ(xτ,x

′τ ′)

= ∓
∫
dx lim

x′→x
lim

τ ′→τ+
tr[A(x)G(xτ,x′τ ′)] (236)

と書ける。ただし、密度行列と温度 Green関数

ρ̂ =
1

Z
e−βK̂ , Z ≡ Tr[e−βK̂ ] (237)

Gαβ(xτ,x
′τ ′) = −⟨Tτ ψ̂α(xτ)ψ̂

†
β(x

′τ ′)⟩ (238)

と、Trの巡回不変性を用いた。
相互作用ポテンシャルの場合は、スピンに依存しないとすると

V̂ =
∑

αα′ββ′

∫
dx

∫
dx′ψ̂†

α(x)ψ̂
†
β(x

′)V (x− x′)δαα′δββ′ ψ̂β′(x′)ψ̂α′(x)

=
∑
αβ

∫
dx

∫
dx′ψ̂†

α(x)ψ̂
†
β(x

′)V (x− x′)ψ̂β(x
′)ψ̂α(x) (239)

と書ける。この期待値を１粒子温度 Green関数を用いて表す。Heisenberg表示の演算子は

~
∂

∂τ
ψ̂Kα(xτ) = [K̂, ψ̂Kα(xτ)] (240)

を満たすから、これに、K̂ = T̂ − µN̂ を用いて交換関係の部分を計算すると

[K̂, ψ̂α(x)] =
∑
β

∫
dx′[ψ̂†

β(x
′)T (x′)ψ̂β(x

′), ψ̂α(x)]− µ
∑
β

∫
dx′[ψ̂†

β(x
′)ψ̂β(x

′), ψ̂α(x)]

+
1

2

∑
ββ′

∫
dx′

∫
dx′′[ψ̂†

β(x
′)ψ̂†

β′(x
′′)V (x′ − x′′)ψ̂β′(x′′)ψ̂β(x

′), ψ̂α(x)] (241)
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となる。第１項の交換関係は

[ψ̂†
β(x

′)T (x′)ψ̂β(x
′), ψ̂α(x)] = T (x′)[ψ̂†

β(x
′)ψ̂β(x

′), ψ̂α(x)]

= T (x′)
{
ψ̂†
β(x

′)[ψ̂β(x
′), ψ̂α(x)] + σ[ψ̂†

β(x
′), ψ̂α(x)]ψ̂β(x

′)
}

= −σ2T (x′)[ψ̂α(x), ψ̂
†
β(x

′)]ψ̂β(x
′)

= −T (x′)δαβδ(x− x′)ψ̂β(x
′) (242)

と計算でき、第２項もこれから T を除いたものに等しくなる。第３項の交換関係は

[ψ̂†
β(x

′)ψ̂†
β′(x

′′)ψ̂β′(x′′)ψ̂β(x
′), ψ̂α(x)] = ψ̂†

β(x
′)[ψ̂†

β′(x
′′)ψ̂β′(x′′)ψ̂β(x

′), ψ̂α(x)]

+σ[ψ̂†
β(x

′), ψ̂α(x)]ψ̂
†
β′(x

′′)ψ̂β′(x′′)ψ̂β(x
′)

= ψ̂†
β(x

′)
{
ψ̂†
β′(x

′′)[ψ̂β′(x′′)ψ̂β(x
′), ψ̂α(x)]

+σ [ψ̂†
β′(x

′′), ψ̂α(x)]ψ̂β′(x′′)ψ̂β(x
′)
}

−σ2[ψ̂α(x), ψ̂
†
β(x

′)]ψ̂†
β′(x

′′)ψ̂β′(x′′)ψ̂β(x
′)

= −δαβ′δ(x− x′′)ψ̂†
β(x

′)ψ̂β′(x′′)ψ̂β(x
′)

−δαβδ(x− x′)ψ̂†
β′(x

′′)ψ̂β′(x′′)ψ̂β(x
′) (243)

となる。ゆえに、(241)は

[K̂, ψ̂α(x)] = −T (x)ψ̂α(x) + µψ̂α(x)−
∑
β

∫
dx′ψ̂†

β(x
′)V (x− x′)ψ̂β(x

′)ψ̂α(x) (244)

となる。ここで、温度 Green関数を微分すると

lim
τ ′→τ+

[
~
∂

∂τ
Gαβ(xτ,x

′τ ′)

]
= lim

τ ′→τ+
~
∂

∂τ
Tr
[
T̂τ ρ̂ψ̂Kα(xτ)ψ̂

†
Kβ(x

′τ ′)
]

= lim
τ ′→τ+

Tr

[
T̂τ ρ̂~

∂ψ̂Kα(xτ)

∂τ
ψ̂†
Kβ(x

′τ ′)

]

= σTr

[
T̂τ ρ̂ψ̂

†
Kβ(x

′τ+)~
∂ψ̂Kα(xτ)

∂τ

]

= σTr

{
ρ̂ψ̂†

Kβ(x
′τ+)

[
~2∇2

2m
+ µ

]
ψ̂Kα(xτ)− ρ̂

∑
γ

∫
dx′′

× ψ̂†
Kβ(x

′τ+)ψ̂†
Kγ(x

′′τ)V (x− x′′)ψ̂Kγ(x
′′τ)ψ̂Kα(xτ)

}
(245)

が得られる。この両辺を x′ → xの極限をとり、α、β について和をとり、xで積分すると最後の項
は ⟨V̂ ⟩と一致するので

⟨V̂ ⟩ = σ

2

∫
dx lim

x′→x
lim

τ ′→τ+

[
−~ ∂

∂τ
+

~2∇2

2m
+ µ

]
trG(xτ,x′τ ′) (246)
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を得る。これより、エネルギーは

E = ⟨Ĥ⟩ = ⟨T̂ + V̂ ⟩ = ⟨T̂ ⟩+ ⟨V̂ ⟩

= σ

∫
dx lim

x′→x
lim

τ ′→τ+

−~2

2m
∇2trG(xτ,x′τ ′) + ⟨V̂ ⟩

=
σ

2

∫
dx lim

x′→x
lim

τ ′→τ+

[
−~ ∂

∂τ
− ~2∇2

2m
+ µ

]
trG(xτ,x′τ ′) (247)

と求まる。
次に熱力学ポテンシャルを求める。Coupling Constant λを導入すると Hamiltonianは

Ĥ(λ) = Ĥ0 + λĤ1, K̂(λ) = K̂0 + λK̂1 (248)

K̂0 = Ĥ0 − µN̂, K̂1 = Ĥ1 (249)

と書ける。大分配関数は

ZGλ = e−βΩλ = Tr[e−βK̂(λ)] (250)

だから、熱力学ポテンシャルを λで微分したものは

∂Ωλ

∂λ
=

∂

∂λ

[
− 1

β
lnZGλ

]
= − 1

β
Z−1
Gλ

∂ZGλ

∂λ
(251)

である。ここで、大分配関数を展開すると

ZGλ = Tre−βK̂(λ)

= Tr

[ ∞∑
n=0

(−β)n

n!
(K̂0 + λK̂1)

n

]

=

∞∑
n=0

(−β)n

n!
Tr(K̂0 + λK̂1)

n (252)

となる。よって、

∂ZGλ

∂λ
=

∞∑
n=0

(−β)n

n!
Tr
[
n(K̂0 + λK̂1)

n−1K̂1

]
=

∞∑
n=1

(−β)n

(n− 1)!
Tr
[
(K̂0 + λK̂1)

n−1K̂1

]
= −βTr

[
e−βK̂(λ)K̂1

]
= −β

λ

Tr
[
e−βK̂(λ)K̂1

]
Tr
[
e−βK̂(λ)

] Tr
[
e−βK̂(λ)

]
= −β

λ
e−βΩλ⟨λK̂1⟩λ (253)

を得る。以上より

∂Ωλ

∂λ
= − 1

β
Z−1
Gλ

∂ZGλ

∂λ

=
1

λ
⟨λK̂1⟩λ (254)
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となり、これを積分すると

Ω(T, V, µ) = Ω0(T, V, µ) +

∫ 1

0

dλ

λ
⟨λK̂1⟩λ

= Ω0(T, V, µ) +

∫ 1

0

dλ

λ

∫
dx lim

x′→x
lim

τ ′→τ+

σ

2

[
−~ ∂

∂τ
+

~2∇2

2m
+ µ

]
trGλ(xτ,x

′τ ′)

(255)

を得る。ここで、K̂1 = Ĥ1 であることを用いた。
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1.14 温度 Green関数のファインマンルール (運動量表示)

1. 2n+ 1本の粒子線と n本の相互作用線からなるトポロジー的に異なる図形をすべて描く。

2. 各頂点で波数ベクトルと周波数を保存させる。

3. 粒子線には

G(0)(k, ωm) =
δαβ

iωm − (ϵ0k − µ)/~
(256)

を対応させる。

4. 相互作用線には

V̄ (k, ωm) = V (k) (257)

を対応させる。

5.
[
−β~2(2π)3

]−n
(−1)F を係数とする。ただし、F は Fermionループの数である。

6. スピンについてと、独立な内部変数について積分、もしくは和をとる。

7. １つの粒子線が閉じていたり、同じ相互作用線につながっている場合、eiωmη をつける。

図 11 １次のダイアグラム。

図のダイアグラムからの寄与ををルールに則って具体的に書くと

G(1)(k, ωn) = −
1

β~2
∑
n′

eiωn′ηG(0)(k, ωn)σ(2s+ 1)V (0)

∫
dk′

(2π)3
G(0)(k′, ωn′)G(0)(k, ωn)

− 1

β~2
∑
n′

eiωn′η

∫
dk′

(2π)3
G(0)(k, ωn)V (k − k′)G(0)(k′, ωn′)G(0)(k, ωn) (258)

となる。
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1.15 有限温度における Hartree-Fock近似

Hartree-Fock 近似で用いるダイアグラムは絶対零度のときと同じで図 12 である。このときの

図 12 Hatree-Fock近似で用いるダイアグラム。ただし、太線部は非摂動 Green関数 G(0) を
Green関数 Gに置き換えている。

Green関数は Self-Energyと Dyson方程式を用いて

~Σ⋆(x1,x
′
1) = σ(2s+ 1)δ(x1 − x′

1)

∫
dx2V (x1 − x2)(β~)−1

∑
n′

eiωn′ηG(x2,x2, ωn′)

−V (x1 − x′
1)(β~)−1

∑
n′

eiωn′ηG(x1,x
′
1) (259)

G(x,x′, ωn) = G(0)(x,x′, ωn) +

∫
dx1

∫
dx′

1G
(0)(x,x1, ωn)Σ

⋆(x1,x
′
1)G(x

′
1,x

′, ωn) (260)

と書ける。ただし、非摂動 Green関数は

G(0)(x,x′, ωn) =
∑
j

φ0
j (x)φ

0
j (x

′)∗

iωn − ~−1(ϵ0j − µ)
(261)

である。φ0
j は K̂0 の固有関数、ϵ0j は非摂動のエネルギー固有値である。

Hartree-Fock近似では温度 Green関数を

G(x,x′, ωn) =
∑
j

φj(x)φ
∗
j (x

′)

iωn − ~−1(ϵj − µ)
(262)

と仮定する。ここで、φj は今考えている相互作用まで取り込んだ系の固有関数で、ϵj は全系のエ
ネルギー固有値である。ここで、以下の線型演算子を定義する。

L1 ≡ i~ωn +
~2∇2

2m
+ µ− U(x1) = i~ωn − K̂0 (263)

これを ~−1G(0) にかけると

L1
1

~
G(0)(x,x′, ωn) =

[
iωn −

K̂0

~

]
G(0)(x,x′, ωn)

=
∑
j

iωn − ~−1(ϵ0j − µ)
iωn − ~−1(ϵ0j − µ)

φ0
j (x)φ

0
j (x

′)∗

= δ(x− x′) (264)
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となる。途中で φ0 が完全系をなすことを用いた。この計算により L1 の逆演算子が ~−1G(0) と求
まった。
ここで、Dyson方程式 (260)の左から ~−1L1 をかけると

~−1L1G(x,x
′, ωn) = δ(x− x′) +

∫
dx1

∫
dx′

1δ(x− x1)Σ
⋆(x1,x

′
1)G(x

′
1,x

′, ωn)

~−1
[
i~ωn − K̂0

]
G(x,x′, ωn) = δ(x− x′) +

∫
dx′

1Σ
⋆(x,x′

1)G(x
′
1,x

′, ωn)[
iωn −

K̂0

~

]∑
j

φj(x)φ
∗
j (x

′)

iωn − ~−1(ϵj − µ)
= δ(x− x′) +

∫
dx′Σ⋆(x,x′)

∑
j

φj(x
′
1)φ

∗
j (x

′)

iωn − ~−1(ϵj − µ)
(265)

となる。この両辺に φk(x
′)をかけ、x′ で積分すると[

iωn −
K̂0

~

]
φk(x)

iωn − ~−1(ϵk − µ)
−
∫
dx′

1Σ
⋆(x,x′

1)
φk(x

′
1)

iωn − ~−1(ϵk − µ)
= φk(x)[

i~ωn +
~2∇2

2m
+ µ− U(x)

]
φk(x)−

∫
dx1~Σ⋆(x,x′

1)φk(x
′
1) = [i~ωn − (ϵk − µ)]φk(x)[

−~2∇2

2m
+ U(x)

]
φk(x) +

∫
dx′~Σ⋆(x,x′)φk(x

′) = ϵkφk(x) (266)

を得る。この表式は絶対零度のときと同じである。
次に、Hartree-Fock近似での粒子数と、エネルギーを求める。まず、粒子数密度の平均値の厳密
な表式は

⟨n̂(x)⟩ = σtrG(xτ,xτ+)

= σ(2s+ 1)(β~)−1
∑
n

eiωnηG(x,x, ωn) (267)

である。これに Hartree-Fock近似での Green関数の表式 (262)を代入して

⟨n̂(x)⟩ = σ(2s+ 1)(β~)−1
∑
n,j

φj(x)φ
∗
j (x

′)

iωn − ~−1(ϵj − µ)
eiωnη (268)

ここで、次の関係式

lim
η→0

∑
n

eiωmη

iωn − x
= σ

β~
eβ~x + σ

(269)

を用いると

⟨n̂(x)⟩ = σ(2s+ 1)
∑
j

σ|φj(x)|2

eβ(ϵ−µ) + σ

≡ (2s+ 1)
∑
j

|φj(x)|2nj (270)

を得る。これを xで積分すれば平均粒子数

N(T, V, µ) = (2s+ 1)
∑
j

nj (271)
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を得る。これは N がわかっているとき、µ(T, V,N)を決める式になっている。
次にエネルギーを求める。厳密な表式は (247)より

E =
σ

2

∫
dx lim

x′→x
lim

τ ′→τ+

[
−~ ∂

∂τ
− ~2∇2

2m
+ µ

]
trG(xτ,x′τ ′)

=
σ

2
(2s+ 1)

∫
dx lim

x′→x
(β~)−1

∑
n

eiωnη

[
i~ωn −

~2∇2

2m
+ µ

]
G(x,x′, ωn) (272)

である。ただし、

G(xτ,x′τ ′) = (β~)−1
∑
n

e−iωn(τ−τ ′)G(x,x′, ωn) (273)

である。これに (262)を代入すると

E(T, V, µ) =
σ

2
(2s+ 1)

∫
dx lim

x′→x
(β~)−1

∑
n

eiωnη

[
i~ωn −

~2∇2

2m
+ µ

]∑
j

φj(x)φ
∗
j (x

′)

iωn − ~−1(ϵj − µ)

=
σ

2
(2s+ 1)

∫
dx lim

x′→x
(β~)−1

∑
n

eiωnη
{[
i~ωn − ~−1(ϵj − µ) + 2ϵj

]
G(x,x′, ωn)

−
∑
j

∫
dx′′φ

∗
j (x

′)~Σ⋆(x,x′′)φj(x
′′)

iωn − ~−1(ϵj − µ)


=
σ

2
(2s+ 1)

∫
dx lim

x′→x
(β~)−1

∑
n

eiωnη

δ(x− x′) + 2
∑
j

ϵj
φj(x)φ

∗
j (x

′)

iωn − ~−1(ϵj − µ)

−
∑
j

∫
dx′′φ

∗
j (x

′)~Σ⋆(x,x′′)φj(x
′′)

iωn − ~−1(ϵj − µ)


=
σ

2
(2s+ 1)

∫
dx

∑
j

[
2σϵjφj(x)φ

∗
j (x)

eβ(ϵj−µ) + σ

]
−
∑
j

∫
dx′′φ

∗
j (x)~Σ⋆(x,x′′)φj(x

′′)

eβ(ϵj−µ) + σ


= (2s+ 1)

∑
j

∫
dxϵjnj |φj(x)|2 −

1

2

∑
j

∫
dx

∫
dx′φ∗

j (x)~Σ⋆(x,x′)φj(x
′)nj


= (2s+ 1)

∑
j

ϵjnj −
1

2
(2s+ 1)

∑
j

∫
dx

∫
dx′φ∗

j (x)~Σ⋆(x,x′)φj(x
′)nj (274)

を得る。ここで、(266)と (269)と φj の完全系と∑
n

eiωnη = 0 (275)
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を用いた。(274)に (259)を代入すると第２項目は

(第２項目) =
∑
j

∫
dx

∫
dx′φ∗

j (x)~Σ⋆(x,x′)φj(x
′)nj

=
∑
j

∫
dx

∫
dx′φ∗

j (x)φj(x
′)nj

{
(2s+ 1)δ(x− x′)

∫
dx2V (x− x2)

×
∑
k

|φk(x2)|2nk + σV (x1 − x′
1)
∑
k

φk(x)φ
∗
k(x

′)nk

}

=
∑
j,k

{
(2s+ 1)

∫
dx

∫
dx2φ

∗
j (x)φ

∗
j (x)njnkV (x− x2)φ

∗
k(x2)φk(x2)

+ σ

∫
dx

∫
dx1φ

∗
j (x)φj(x

′)njnkV (x− x′)φk(x)φ
∗
k(x)

}
=
∑
j,k

∫
dx

∫
dx′V (x− x′)

[
(2s+ 1)|φj(x)|2|φk(x

′)|2

+ σφ∗
j (x)φk(x)φ

∗
k(x

′)φj(x)
]
njnk

(276)

となる。
ここで、特に U(x) = 0のときを考える。このとき φj として自由粒子の固有関数を用いればよ
いので Self-Energyは x − x′ のみの関数になる。さらに、エネルギー固有値も簡単になる。これ
を見るために (266)の両辺に φ∗

k(x)をかけ、xで積分する。φは自由粒子の固有関数として∫
dx

1

V
e−ik·x

[
~2k2

2m

]
eik·x +

∫
dx

∫
dx′ 1

V
e−ik·x~Σ⋆(x− x′)eik·x

′
=

∫
dx

1

V
ϵke

−ik·x+ik·x

⇒ ϵ0k +

∫
d(x− x′)e−ik·(x−x′)~Σ⋆(x− x′) = ϵk

⇒ ϵk = ϵ0k + ~Σ⋆(k) (277)

となる。
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1.16 低温における不完全 Fermi気体

温度 Green関数の Dyson方程式は

G(k, ωn, T ) = G(0)(k, ωn) +G(0)(k, ωm)Σ⋆(k, ωn, T )G(k, ωn, T ) (278)

である。これより、温度 Green関数の逆関数は[
1−G0(k, ωn)Σ

⋆(k, ωn, T )

G0(k, ωn)

]
G(k, ωn, T ) = 1

G(k, ωn, T )
−1 = G0(k, ωn)

−1 − Σ⋆(k, ωn, T ) (279)

G(k, ωn, 0)
−1 = G0(k, ωn)

−1 − Σ⋆(k, ωn, 0) (280)

と求まる。この２式を引き、両辺左から G(0)、右から G(T )をかけると

G(k, ωn, T ) = G(k, ωn, 0) +G(k, ωn, 0) [Σ
⋆(k, ωn, T )− Σ⋆(k, ωn, 0)]G(k, ωn, T ) (281)

を得る。十分低温では第２項の G(T )を G(0)として

G(k, ωn, T ) ≃ G(k, ωn, 0) +G(k, ωn, 0) [Σ
⋆(k, ωn, T )− Σ⋆(k, ωn, 0)]G(k, ωn, 0) (282)

を用いる。
以下では、Hartree-Fock近似を用いてスピン 1

2 の Fermion系の解析を行う。Self-Energyは運
動量表示での Feynmanルールより

~Σ⋆(k, T ) = (β~)−1

∫
dq

(2π)3

∑
n′

eiωn′η [2V (0)− V (k − q)]G(q, ωn′ , T ) (283)

となる。これに (282)を代入し

~Σ⋆(k, T ) = (β~)−1

∫
dq

(2π)3

∑
n′

eiωn′η [2V (0)− V (k − q)]

×
{
G(k, ωn, 0) + [G(k, ωn, 0)]

2
[Σ⋆(k, ωn, T )− Σ⋆(k, ωn, 0)]

}
(284)

を得る。
今、十分低温なので次の置き換えをする。

(β~)−1
∑
n′

→
∫ ∞

−∞
dωn′ (285)

ただし、この置き換えは十分な注意を要する。まず、この置き換える前に和を評価すると

(β~)−1
∑
n′

eiωn′η [G(k, ωn′ , 0)]
2
= (β~)−1

∑
n′

[
iωn′ − ~−1(ϵ− µ)

]−2

= ~
∂

∂ϵk

{
(β~)−1

∑
n′

[
iωn′ − ~−1(ϵk − µ)

]−1

}

= ~
∂nk(T )

∂ϵk
(286)
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となる。ただし、(269)を用い、nk(T )を

nk(T ) =
1

eβ(ϵk−µ) + 1
(287)

で定義した。T → 0の極限を考えると nk(T )→ θ(µ− ϵk)となるから (286)は −~δ(µ− ϵk)とな
る。次に積分に置き換えた式を評価すると

(β~)−1
∑
n′

eiωn′η [G(k, ωn′ , 0)]
2 →

∫ ∞

−∞

dω

2π

eiωη

[iω − ~−1(ϵk − µ)]2
(288)

となる。これは ω = −i~−1(ϵk − µ)に２位の極を持つ。よって、留数は

Res(ω) =
d

dω

{ [
ω + i~−1(ϵk − µ)

]2
i2 [ω + i~−1(ϵk − µ)]2

eiωη

}∣∣∣∣∣
ω=−i~−1(ϵk−µ)

= −iηeη~
−1(ϵk−µ) → 0 (289)

となる。また、この積分は ϵk = µで発散する。[3]

ここで、(284)に (269)と (288)を使うと

~Σ⋆(k, T ) =

∫
dq

(2π)3
[2V (0)− V (k − q)]nq(T )

+

∫
dq

(2π)3
[2V (0)− V (k − q)] [~Σ⋆(q, T )− ~Σ⋆(q, 0)]

∂nq(T )

∂ϵq

≃
∫

dq

(2π)3
[2V (0)− V (k − q)]nq(T )

+

∫
dq

(2π)3
[2V (0)− V (k − q)] [~Σ⋆(q, T )− ~Σ⋆(q, 0)]

∂nq(0)

∂ϵq
(290)

となる。この式で T = 0のとき

~Σ⋆(k, 0) =

∫
dq

(2π)3
[2V (0)− V (k − q)]nq(0)

=

∫
dq

(2π)3
[2V (0)− V (k − q)] θ(µ− ϵq) (291)

を得る。上２式の差をとれば

~Σ⋆(k, T )− ~Σ⋆(k, 0) =

∫
dq

(2π)3
[2V (0)− V (k − q)]

×
{
nq(T )− nq(0) + ~

∂nq(0)

∂ϵq
[~Σ⋆(q, T )− ~Σ⋆(q, 0)]

}
(292)

となる。これより、K(T, V, µ)を求める。(282)と同じ近似で

K(T, V, µ) =
V

2
(β~)−1

∫
dk

(2π)3

∑
n

eiωmη
[
i~ωn + ϵ0k − µ

]
trG(k, ωn, T )

=
V

2
(β~)−1

∫
dk

(2π)3

∑
n

eiωmη
[
i~ωn + ϵ0k − µ

]
×
{
G(k, ωn, 0) + [G(k, ωn, 0)]

2
[Σ⋆(k, ωn, T )− Σ⋆(k, ωn, 0)]

}
(293)
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となる。上式第１項は

(β~)−1
∑
n

eiωnη(i~ωn + ϵ0k − µ)
iωn − ~−1(ϵ0k − µ)− Σ⋆(k, 0)

=
1

β

∑
n

eiωnη

[
1 +

2~−1(ϵ0k − µ) + Σ⋆(k, 0)

iωn − ~−1(ϵ0k − µ)− Σ⋆(k, 0)

]
=

1

β

∑
n

eiωnη

[
2~−1(ϵk − µ)− Σ⋆(k, 0)

iωn − ~−1(ϵ0k − µ)− Σ⋆(k, 0)

]
= [2(ϵk − µ)− ~Σ⋆(k, 0)]nk(T ) (294)

となる。ただし、
∑

n e
iωnη = 0と ϵk ≡ ϵ0k + ~Σ⋆(k, 0)と (269)を用いた。第２項は

1

β~
∑
n

eiωnη(i~ωn + ϵ0k − µ) [G(k, ωn, T )]
2
=

1

β~
∑
n

eiωnη(i~ωn + ϵ0k − µ)
[i~ωn − ~−1(ϵ0k − µ)− Σ⋆(k, 0)]

2

=
1

β~
∑
n

eiωnη [i~ωn + ϵk − µ− ~Σ⋆(k, 0)]

[i~ωn − ~−1(ϵk − µ)]2

=
1

β~
∑
n

eiωnη [i~ωn − (ϵk − µ)]
[i~ωn − ~−1(ϵk − µ)]2

+
1

β~
∑
n

eiωnη [2(ϵk − µ)− ~Σ⋆(k, 0)]

[i~ωn − ~−1(ϵk − µ)]2

=
1

β

∑
n

eiωnη

iωn − ~−1(ϵk − µ)

+
1

β~
∑
n

eiωnη [2(ϵk − µ)− ~Σ⋆(k, 0)]

[i~ωn − ~−1(ϵk − µ)]2

= ~nk(T ) + [2(ϵk − µ)− ~Σ⋆(k, 0)] ~
∂nk(T )

∂ϵk
(295)
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となる。ここで、再び (269)と (286)を用いた。以上より

K(T, V, µ)−K(0, V, µ) = V

∫
dk

(2π)3
(β~)−1

∑
n

eiωnη(i~ωn + ϵ0k − µ)G(k, ωn, 0)

+V

∫
dk

(2π)3
(β~)−1

∑
n

eiωnη(i~ωn + ϵ0k − µ) [G(k, ωn, 0)]
2

= V

∫
dk

(2π)3
[2(ϵk − µ)− ~Σ⋆(k, 0)]nk(T )

+V

∫
dk

(2π)3

{
~nk(T ) + [2(ϵk − µ)− ~Σ⋆(k, 0)] ~

∂nk(T )

∂ϵk

}
× [Σ⋆(k, T )− Σ⋆(k, 0)]

−V
∫

dk

(2π)3
[2(ϵk − µ)− ~Σ⋆(k, 0)]nk(0)

≃ V
∫

dk

(2π)3
2(ϵk − µ) [nk(T )− nk(0)]

+V

∫
dk

(2π)3
2(ϵk − µ)

∂nk(0)

∂ϵk
[~Σ⋆(k, T )− ~Σ⋆(k, 0)]

+V

∫
dk

(2π)3
nk(0) [~Σ⋆(k, T )− ~Σ⋆(k, 0)]− V

∫
dk

(2π)3
~Σ⋆(k, 0)

×
{
nk(T )− nk(0) +

∂nk(0)

∂ϵk
[~Σ⋆(k, T )− ~Σ⋆(k, 0)]

}
(296)

となる。最右辺第２項は (ϵk − µ)∂nk(0)
∂ϵk

= −(ϵk − µ)δ(µ − ϵk)より０になり、第３項は (292)を
代入すると

(第３項) = V

∫
dk

(2π)3
nk(0)

∫
dq

(2π)3
[2V (0)− V (k − q)]

×
{
nq(T )− nq(0) +

∂nq(T )

∂ϵq
[~Σ⋆(q, T )− ~Σ⋆(q, 0)]

}
= V

∫
dk

(2π)3
θ(µ− ϵk)

∫
dq

(2π)3
[2V (0)− V (k − q)]

×
{
nq(T )− nq(0) +

∂nq(T )

∂ϵq
[~Σ⋆(q, T )− ~Σ⋆(q, 0)]

}
= V

∫
dq

(2π)3
~Σ⋆(q, 0)

{
nq(T )− nq(0) +

∂nq(T )

∂ϵq
[~Σ⋆(q, T )− ~Σ⋆(q, 0)]

}
(297)

となる。ここで、(291)を用いた。積分変数を kに変えれば第４項と一致するので第３項と第４項
は cancelする。ゆえに

K(T, V, µ)−K(0, V, µ) = V

∫
dk

(2π)3
2(ϵk − µ) [nk(T )− nk(0)] (298)

となる。
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1.17 Ring近似 (有限温度)

有限温度での電子ガス模型を考える。熱力学ポテンシャルは

Ω(T, V, µ) = Ω0(T, V, µ) + V

∫ 1

0

dλ

λ

∫
dk

(2π)3
1

β~
∑
ωn

eiωnη~Σ⋆λ(k, ωn)G
λ(k, ωn) (299)

で与えられる。電子ガス模型なのでポテンシャル V (q) の q = 0 からの寄与は無い。２次の
Self-energyのうち Ring近似で用いるのは

Σ⋆
2r(k, ωn) =

−2
β2~4

∑
ω1,ν

∫
dp

(2π)3

∫
dq

(2π)3
V 2(p)

×G(0)(p, ω1)G
(0)(q + p, ω1 − ν)G(0)(k − q, ωn − ν) (300)

Σ⋆
2b(k, ωn) =

−1
β2~4

∑
ω1,ν

∫
dp

(2π)3

∫
dq

(2π)3
V (q)V (k − q − p)

×G(0)(k − q, ωn − ν)G(0)(p, ω1)G
(0)(p+ q, ω1 + ν) (301)

Σ⋆
2c(k, ωn) =

−1
β2~4

∑
ω1,ν

∫
dp

(2π)3

∫
dq

(2π)3
V (k − q)V (q − p)

×G(0)(q, ω1)G
(0)(p, ω2)e

iω2ηG(0)(q, ω1) (302)

の３つである。これらを (299)に代入する。まずは (301)を代入して

Ω2b(T, V, µ) = V

∫ 1

0

dλ

λ

∫
dk

(2π)3

∫
dp

(2π)3

∫
dq

(2π)3

∑
ωn,ω1,ν

eiωnη
−1
β3~4

λV (q)λV (k − p− q)

× 1

iωn − iν − ~−1(ϵ0k−q − µ)
1

iω1 − ~−1(ϵ0p − µ)

× 1

iω1 + iν − ~−1(ϵ0p+q − µ)
1

iωn − ~−1(ϵ0k − µ)

= − V

2β3~4

∫
dk

(2π)3

∫
dp

(2π)3

∫
dq

(2π)3

∑
ωn,ω1,ν

eiωnηV (q)V (k + p+ q)

× 1

iωn − iν − ~−1(ϵ0k+q − µ)
1

iω1 − ~−1(ϵ0p − µ)

× 1

iωn + iν − ~−1(ϵ0p+q − µ)
1

iωn − ~−1(ϵ0k − µ)

= − V

2β3~4

∫
dk

(2π)3

∫
dp

(2π)3

∫
dq

(2π)3

∑
ωn,ω1,ν

eiωnηeiω1ηV (q)V (k + p+ q)

×

[
1

iωn − ~−1(ϵ0k − µ)
− 1

iωn − iν − ~−1(ϵ0k+q − µ)

]
1

−iν − ~−1(ϵ0k+q − ϵ0k)

×
[

1

iω1 − ~−1(ϵ0p − µ)
− 1

iω1 + iν − ~−1(ϵ0p+q − µ)

]
1

iν − ~−1(ϵ0p+q − ϵ0p)
(303)
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となる。１つ目の等号から２つ目の等号へは p→ −p、q → −q の変数変換を行った。ν と ω はそ
れぞれ偶数、奇数を表すことに注意して公式

lim
η→0

∑
ωn

eiωnη

iωn − x
=

{
β~

eβ~x+1
(奇数のとき)

− β~
eβ~x−1

(偶数のとき)
(304)

を用いれば

Ω2b(T, V, µ) = −
V

2β3~4

∫
dk

(2π)3

∫
dp

(2π)3

∫
dq

(2π)3

∑
ν

eiνηV (q)V (k + p+ q)

×(β~)2(n0k − n0k+q)(n
0
p − n0p+q)

[
1

iν − ~−1(ϵ0k − ϵ0k+q)

1

iν − ~−1(ϵ0p+q − ϵ0p)

]

= − V

2β~2

∫
dk

(2π)3

∫
dp

(2π)3

∫
dq

(2π)3

∑
ν

eiνηV (q)V (k + p+ q)

×
(n0k − n0k+q)(n

0
p − n0p+q)

~−1(ϵ0p + ϵ0k − ϵ0k+q − ϵ0p+q)

[
1

iν − ~−1(ϵ0k − ϵ0k+q)
− 1

iν − ~−1(ϵ0p+q − ϵ0p)

]

= −V
2

∫
dk

(2π)3

∫
dp

(2π)3

∫
dq

(2π)3
V (q)V (k + p+ q)

×
(n0k − n0k+q)(n

0
p − n0p+q)

(ϵ0p + ϵ0k − ϵ0k+q − ϵ0p+q)

[
−1

eβ(ϵ
0
k−ϵ0k+q) − 1

+
1

eβ(ϵ
0
p+q−ϵ0p) − 1

]
= −V

2

∫
dk

(2π)3

∫
dp

(2π)3

∫
dq

(2π)3
V (q)V (k + p+ q)

ϵ0k+q + ϵ0p+q − ϵ0p − ϵ0k

×(n0k − n0k+q)(n
0
p − n0p+q)

[
1

eβ(ϵ
0
k−ϵ0k+q) − 1

− 1

eβ(ϵ
0
p+q−ϵ0p) − 1

]
(305)

となる。ここで、自由 Fermi気体の分布関数 n0k ≡ 1/(eβ(ϵ
0
k−µ) + 1)を用いた。これより

eβ(ϵ
0
k−µ) =

1− n0k
n0k

(306)

であるから、この式を (305)の最右辺に使うと

[· · · ] = 1
1−n0

k

n0
k

n0
k+q

1−n0
k+q
− 1
− 1

1−n0
p+q

n0
p+q

n0
p

1−n0
p
− 1

=
n0k(1− n0k+q)

n0k+q − n0k
+
n0p+q(1− n0p)
n0p+q − n0p

(307)

となる。これより

(n0k − n0k+q)(n
0
p − n0p+q) [· · · ] = −n0k(1− n0k+q)(n

0
p − n0p+q)− n0p+q(1− n0p)(n0k − n0k+q)

= −n0kn0p(1− n0k+q)(1− n0p+q) + n0p+qn
0
k+q(1− n0p)(1− n0k)

(308)
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を得る。ここで、(308)の第２項で −u→ p+ q, −v → k+ q という積分変数の置き換えを行い、
積分変数を適当にそろえると第２項は第１項と一致する。ゆえに

Ω2b(T, V, µ) = V

∫
dk

(2π)3

∫
dp

(2π)3

∫
dq

(2π)3
V (q)V (k + q + p)

ϵ0k+q + ϵ0p+q − ϵ0k − ϵ0p
n0kn

0
p(1− n0k+q)(1− n0p+q)

(309)

を得る。次に (302)からの寄与を求めると、

Ω2c(T, V, µ) = V

∫ 1

0

dλ

λ

∫
dk

(2π)3

∫
dp

(2π)3

∫
dq

(2π)3

∑
ωn,ω1,ω2

eiωnηeiω2ηλV (k − q)λV (p− q)

× −1
β3~4

[
1

iω1 − ~−1(ϵ0q − µ)

]2
1

iω2 − ~−1(ϵ0p − µ)
1

iωn − ~−1(ϵ0k − µ)

=
−V
2β3~4

∫
dk

(2π)3

∫
dp

(2π)3

∫
dq

(2π)3

∑
ω1

eiω1ηV (k − q)V (p− q)

×(β~)2n0kn0p~
∂

∂ϵ0q

1

iω1 − ~−1(ϵ0q − µ)

=
−V
2β~

∫
dk

(2π)3

∫
dp

(2π)3

∫
dq

(2π)3
n0kn

0
p

∂

∂ϵ0p
β~n0q

=
−V
2

∫
dk

(2π)3

∫
dp

(2π)3

∫
dq

(2π)3
n0kn

0
pn

0
q(1− n0q) (310)

となる。
次に、Ring項からの寄与を求める。これを求めるために有効相互作用を

Vr(q, νn) ≡ V̄0(q, νn) + V̄0(q, νn)Π
(0)(q, νn)V̄r(q, νn) (311)

で定義する。これは簡単に解けて

Vr(q, νn) = V (q)
[
1− V (q)Π(0)(q, νu)

]−1

(312)

となる。ここで、図 13より有効相互作用は= +
図 13 有効相互作用のダイアグラム。

Vr(q, νn) = V (q, νn) + [V (q, νn)]
2 2

β~2
∑
ω1

∫
dp

(2π)3
G(0)(p, ω1)G

(0)(p+ q, ω1 + νn) + · · ·

(313)
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と書ける。この式と (311)を比べると分極部分は

Π(0)(q, ν) =
2

β~2
∑
ω1

∫
dp

(2π)3
G(0)(p, ω1)G

(0)(p+ q, ω1 + νn)

=
2

~

∫
dp

(2π)3
1

β~
∑
ω1

[
1

iω1 − ~−1(ϵ0p − µ)
1

iω1 + iνn − ~−1(ϵ0p+q − µ)

]
=

2

~

∫
dp

(2π)3
1

β~
1

iνn − ~−1(ϵ0p+q − ϵ0p)
∑
ω1

×eiω1η

[
1

iω1 − ~−1(ϵ0p − µ)
− 1

iω1 + iνn − ~−1(ϵ0p+q − µ)

]
= −2

~

∫
dp

(2π)3
n0p+q − n0p

iνn − ~−1(ϵp+q − ϵ0p)
(314)

となる。ここで、(304)を用いた。Ring近似で用いるダイアグラムは Vr − V0 で表せるので Ring

近似での Self-Energyは

Σ⋆
r(k, ωn) = −

1

β~2

∫
dq

(2π)3

∑
νn

[Vr(q, νn)− Vr(q, νn)]G(0)(k − q, ωn − νn)

= − 1

β~2

∫
dq

(2π)3

∑
νn

[V (q)]
2
Π(0)(q, νn)

1− V (q)Π(0)(q, νm)
G(0)(k − q, ωn − νn) (315)

と求まる。これより熱力学ポテンシャルは

Ωr(T, V, µ) =
V

β

∫ 1

0

dλ

λ

∫
dk

(2π)3

∑
ωn

eiωnηΣ⋆λ
r (k, ωn)G

(0)(k, ωn)

=
V

β

∫ 1

0

dλ

λ

∫
dk

(2π)3

∫
dq

(2π)3

∑
ωn,νn

(
−1
β~2

)
eiωnη

λ2 [V (q)]
2
Π(0)(q, νm)

1− λV (q)Π(0)(q, νn)

×G(0)(k − q, ωn − νn)G(0)(k, ωn)

= −V
∫ 1

0

dλ

λ

∫
dq

(2π)3
1

β~
∑
νn

λ2 [V (q)]
2
Π(0)(q, νn)

1− λV (q)Π(0)(q, νn)

×
∫

dk

(2π)3
1

β~
∑
ωn

eiωmηG(0)(k − q, ωn − νn)G(0)(k, ωn) (316)

となる。(316)の最右辺の２つ目の積分は 1
2~Π

(0) に等しい事を用いると

Ωr(T, V, µ) = −
V ~
2

∫ 1

0

dλ

λ

∫
dq

(2π)3
1

β~
∑
νn

λ2
[
V (q)Π(0)(q, νn)

]2
1− λV (q)Π(0)(q, νn)

=
−V
2β

∑
νn

∫
dq

(2π)3

[
V (q)Π(0)(q, νn)

] ∫ 1

0

dλ
λV (q)Π(0)(q, νn)

1− λV (q)Π(0)(q, νn)

=
−V
2β

∑
νn

∫
dq

(2π)3

[
V (q)Π(0)(q, νn)

] ∫ 1

0

dλ

[
−1 + 1

1− λV (q)Π(0)(q, νn)

]
=

V

2β

∑
νn

∫
dq

(2π)3

{
ln
[
1− V (q)Π(0)(q, νn)

]
+ V (q)Π(0)(q, νn)

}
(317)
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を得る。ここで、Π(0) が ν に関して偶関数であることを証明する。

Π(0)(q, νn) = −2
∫

dp

(2π)3
n0p+q − n0p

i~νn − (ϵ0p+q − ϵ0p)

= −2
∫

dp

(2π)3
n0p+q − n0p + n0p+qn

0
p − n0p+qn

0
p

i~νn − (ϵ0p+q − ϵ0p)

= −2
∫

dp

(2π)3
n0p+q(1− n0p)− n0p(1− n0p+q)

i~νn − (ϵ0p+q − ϵ0p)

= −2
∫

dp

(2π)3

[
n0p+q(1− n0p)

i~νn − (ϵ0p+q − ϵ0p)
−

n0p(1− n0p+q)

i~νn − (ϵ0p+q − ϵ0p)

]

= −2
∫

dp

(2π)3
n0p(1− n0p+q)

[
2(ϵ0p − ϵ0p+q)

(i~νn)2 − (ϵ0p − ϵ0p+q)
2

]
= Π(0)(q,−νn) (318)

より証明できた。
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1.18 実時間 Green関数

実時間 Green関数は以下で定義される。

iḠαβ(xt,x
′t′) ≡ Tr

{
ρ̂GT̂ [ψ̂Kα(xt)ψ̂

†
Kβ(x

′t′)]
}

(319)

同様に、遅延 Green関数と先進 Green関数は

iḠR
αβ(xt,x

′t′) ≡ θ(t− t′)Tr
{
ρ̂G[ψ̂Kα(xt), ψ̂

†
Kβ(x

′t′)]σ

}
(320)

iḠA
αβ(xt,x

′t′) ≡ −θ(t′ − t)Tr
{
ρ̂G[ψ̂Kα(xt), ψ̂

†
Kβ(x

′t′)]σ

}
(321)

で定義される。ここで、σ は Fermion系なら反交換関係を、Boson系なら交換関係をとることを
表している。Ḡ、ḠR、ḠA の Fourier変換はそれぞれ

Ḡ(k, ω) = (2s+ 1)−1eβΩ
∑
m,n

e−βKm(2π)3δ[k − ~−1(Pn − Pm)]| ⟨m| ψ̂α |n⟩ |2

×
{
P

1

ω − ~−1(Kn −Km)
(1− σe−β(Kn−Km))

− iπδ[ω − ~−1(Kn −Km)](1 + σeβ(Kn−Km))
}

(322)

ḠR(k, ω) = (2s+ 1)−1eβΩ
∑
m,n

e−βKm(2π)3δ[k − ~−1(Pn − Pm)]| ⟨m| ψ̂α |n⟩ |2

×(1− σe−β(Kn−Km))
[
ω − ~−1(Kn −Km) + iη

]−1
(323)

ḠA(k, ω) = (2s+ 1)−1eβΩ
∑
m,n

e−βKm(2π)3δ[k − ~−1(Pn − Pm)]| ⟨m| ψ̂α |n⟩ |2

×(1− σe−β(Kn−Km))
[
ω − ~−1(Kn −Km)− iη

]−1
(324)

で与えられる。さらにスペクトル関数を

ρ(k, ω) ≡ (2s+ 1)−1eβΩ
∑
m,n

e−βKm(2π)3δ[k − ~−1(Pn − Pm)]

×2πδ[ω − ~−1(Kn −Km)](1− σe−β~ω)| ⟨m| ψ̂α |n⟩ |2 (325)

で定義する。これと (323)、(324)を比較すれば

ḠR(k, ω) =

∫ ∞

−∞

dω

2π

ρ(k, ω′)

ω − ω′ + iη
(326)

ḠA(k, ω) =

∫ ∞

−∞

dω

2π

ρ(k, ω′)

ω − ω′ − iη
(327)

を得る。さらに、主値積分の公式を用いると

ImḠR(k, ω) = −1

2
ρ(k, ω) (328)

ImḠA(k, ω) =
1

2
ρ(k, ω) (329)
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を得る。さらに、以下の計算により、実時間 Green関数と遅延 Green関数、先進 Green関数の関
係式が求まる。∫ ∞

−∞

dω′

2π
ρ(k, ω′)

{
P

1

ω − ω′ − iπ
[
tanh

β

2
~ω
]−σ

δ(ω − ω′)

}

=

∫ ∞

−∞

dω′

2π
(2s+ 1)−1eβΩ

∑
m,n

e−βKm(2π)3δ[k − ~−1(Pn − Pm)]2πδ[ω′ − ~−1(Kn −Km)]

×(1− σe−β~ω′
)| ⟨m| ψ̂α |n⟩ |2

{
P

1

ω − ω′ − iπ
[
tanh

β

2
~ω
]−σ

δ(ω − ω′)

}
= (2s+ 1)−1eβΩ

∑
m,n

e−βKm(2π)3δ[k − ~−1(Pn − Pm)](1− σe−β(Kn−Km))| ⟨m| ψ̂α |n⟩ |2

×

{
P

1

ω − ~−1(Kn −Km)
− iπ

[
tanh

β

2
~ω
]−σ

δ(ω − ~−1(Kn −Km))

}
= (2s+ 1)−1eβΩ

∑
m,n

e−βKm(2π)3δ[k − ~−1(Pn − Pm)]| ⟨m| ψ̂α |n⟩ |2

×
[
P
(1− σe−β(Kn−Km))

ω − ~−1(Kn −Km)
− iπ(1 + σe−β(Kn−Km))δ(ω − ~−1(Kn −Km))

]
= Ḡ(k, ω) (330)

また、

[1− σe−β~ω]−1ḠR(k, ω) + [1− σeβ~ω]−1ḠA(k, ω)

= (2s+ 1)−1eβΩ
∑
m,n

e−βKm(2π)3δ[k − ~−1(Pn − Pm)]| ⟨m| ψ̂α |n⟩ |2(1− σe−β(Kn−Km))

×
{
[1− σe−β~ω]−1[ω − ~−1(Kn −Km) + iη]−1 + [1− σeβ~ω]−1[ω − ~−1(Kn −Km)− iη]−1

}
= (2s+ 1)−1eβΩ

∑
m,n

e−βKm(2π)3δ[k − ~−1(Pn − Pm)]| ⟨m| ψ̂α |n⟩ |2

×
{
1− σe−β(Kn−Km)

1− σe−β~ω

[
P

1

ω − ~−1(Kn −Km)
− iπδ[k − ~−1(Kn −Km)]

]
+

1− σe−β(Kn−Km

1− σeβ~ω

[
P

1

ω − ~−1(Kn −Km)
+ iπδ[ω − ~−1(Kn −Km)]

]}
= (2s+ 1)−1eβΩ

∑
m,n

e−βKm(2π)3δ[k − ~−1(Pn − Pm)]| ⟨m| ψ̂α |n⟩ |2

×
{
[1− σe−β(Kn−Km)]

[
1

1− σe−β~ω +
1

1− σeβ~ω

]
P

1

ω − ~−1(Kn −Km)

− iπδ[ω − ~−1(Kn −Km)]

[
1− σe−β(Kn−Km)

1− σe−β~ω − 1− σe−β(Kn−Km)

1− σeβ~ω

]}
(331)

であるが、ここで、

1

1− σe−β~ω +
1

1− σeβ~ω
=

1− σeβ~ω + 1− σe−β~ω

1− σeβ~ω − σe−β~ω + 1
= 1 (332)

1− σe−β~ω

1− σe−β~ω −
1− σe−β~ω

1− σeβ~ω
=
−σ(eβ~ω − e−β~ω)

1− σeβ~ω
= 1 + σe−β~ω (333)
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が成り立つから

Ḡ(k, ω) = [1− σe−β~ω]−1ḠR(k, ω) + [1− σeβ~ω]−1ḠA(k, ω) (334)

を得る。次に、以下の積分を実行すると∫ ∞

−∞

dω

2π
iḠR(k, ω)e−iωη = iḠR(k, η) =

∫
dxe−ik·xiḠR(x, η)

= (2s+ 1)−1

∫
dxe−ik·xTr

{
ρ̂G[ψ̂Kα(x0), ψ̂

†
Kα(0)]

}
=

∫
dxe−ik·xδ(x)Trρ̂G

= 1 (335)

であるが、 ∫ ∞

−∞

dω

2π
iḠR(k, ω)e−iωη = i

∫ ∞

−∞

dω′

2π

∫ ∞

−∞

dω

2π

ρ(k, ω′)e−iωη

ω − ω′ + iη

=

∫ ∞

−∞

dω′

2π
ρ(k, ω′) (336)

となるから結局、総和則 ∫ ∞

−∞

dω

2π
ρ(k, ω) = 1 (337)

を得る。
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1.19 有限温度の線型応答

線型応答では、遅延相関関数

iDR(xt,x′t′) = Tr
{
ρ̂G[ÔH(xt), ÔH(x′t′)]

}
θ(t− t′) (338)

を用いる。ここでは、Ô として、密度の平均値からのずれ

ñ(x) = n̂(x)− ⟨n̂(x)⟩ (339)

を用いた相関関数

iDR(xt,x′t′) = Tr {ρ̂G[ñK(xt), ñK(x′t′)]} θ(t− t′) (340)

の計算を行う。まずは、iDR の Fourier変換を求める。一様系を仮定すると

DR(q, ω) =

∫
d(x− x′)

∫
d(t− t′)e−iq·(x−x′)e−iω(t−t′)(−i)

×Tr {ρ̂G[ñK(xt), ñK(x′t′)]} θ(t− t′)

=

∫
d(x− x′)

∫
d(t− t′)(−i)e−iq·(x−x′)e−iω(t−t′)θ(t− t′)

×Tr
{
ρ̂G[e

iK̂t
~ ñ(x)e

−iK̂t
~ , e

iK̂t′
~ ñ(x′)e−

iK̂t′
~ ]
}

(341)

となるが、Trの部分は

Tr {· · · }

= eβΩ
∑
m,l

[
e−βKme

iKmt
~ e

iPm·x
~ ⟨m| ñ |l⟩ e

−iPl·x
~ e

−iKlt

~ e
iKlt

′
~ e

iPl·x
′

~ ⟨l| ñ |m⟩ e
−iPm·x′

~ e
−iKmt′

~

− e−βKle
iKlt

′
~ e

iPl·x
′

~ ⟨l| ñ |m⟩ e
−iPm·x′

~ e
−iKmt′

~ e
iKmt

~ e
iPm·x

~ ⟨m| ñ |l⟩ e
−iPl·x

~ e
−iKmt

~

]
= eβΩ

∑
m,l

e−βKl | ⟨l| ñ |m⟩ |2
[(
e−β(Km−Kl) − 1

)
e−

i(Kl−Km)(t−t′)
~ e−

i(Pl−Pm)·(x−x′)
~

]
(342)

となるから

DR(q, ω) = eβΩ
∑
m,l

e−βKl | ⟨l| ñ |m⟩ |2(2π)3δ[q − ~−1(Pm − Pl)]
1− e−β(Km−Kl)

ω − ~−1(Km −Kl) + iη

を得る。ここで、

~∆(q, ω) ≡ eβΩ
∑
m,l

e−βKl | ⟨l| ñ |m⟩ |2(2π)3δ[q − ~−1(Pm − Pl)](1− e−β~ω)

× 2πδ[ω − ~−1(Km −Kl)] (343)

を定義すると DR の Fourier変換は

DR(q, ω) = ~
∫ ∞

−∞

dω′

2π

∆(q, ω′)

ω − ω′ + iη
(344)

と書ける。
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1.20 電子ガスの遮蔽効果 (有限温度)

外場として

Ĥex
H (t) = −

∫
dxn̂H(xt)eφex(xt) (345)

を選ぶ。これより、線型応答は

δ⟨n̂(q, ω)⟩ = −1

~
DR(q, ω)eφex(q, ω) = −ΠR(q, ω)eφex(q, ω) (346)

となる。ここで、有限温度での分極部分 Π⋆(q, νn)は以下の関数

F (q, z) ≡
∫ ∞

−∞

dω′

2π

∆⋆(q, ω′)

z − ω′ (347)

を用いれば

Π⋆(q, νn) = F (q, iνn) (348)

と書ける。ここで、Π⋆(q, ω)を Π(0)(q, ω)と近似をする。(314)より

F (0)(q, z) = −2
∫

dp

(2π)3
n0p+q − n0p

~z − (ϵ0p+q − ϵ0p)
(349)

となる。ここで、

F (0)(q, ω + iη) = −2
∫

dp

(2π)3
n0p+q − n0p

~ω + iη − (ϵ0p+q − ϵ0p)

= −2
∫

dp

(2π)3
n0p+ 1

2 q

[
1

~ω + iη − ~2p·q
m

− 1

~ω + iη + ~2p·q
m

]
(350)

となる。ただし、１項目では p→ p+ q
2、２項目では p→ −p− q

2 の置き換えを行った。以下で
は古典極限を考える。すなわち分布関数を

n0p = eβµe−
β~2p2

2m (351)

と置いて計算する。円柱座標 p = p⊥ + q̂p∥ を用いると (q̂ は z 軸方向の単位ベクトルとする。)

F (0)(q, ω + iη) = −2eβµ
∫

d2p⊥
(2π)2

∫
dp∥

2π
exp

[
−β~

2

2m

(
p2⊥ + (p∥ +

q

2
)2
)]

×

[
1

~ω + iη − ~2p∥q

m

− 1

~ω + iη +
~2p∥q

m

]

=
−2eβµ

λ2

∫ ∞

−∞

dp∥

2π
exp

[
−
β(p∥ +

q
2 )

2~2

2m

]
×

[
1

~ω + iη − ~2p∥q

m

− 1

~ω + iη +
~2p∥q

m

]
(352)

64



となる。ただし、 ∫
dp⊥
(2π)2

e−
β~2p2⊥

2m =

∫ ∞

0

dp⊥
2π

p⊥e
− β~2p2⊥

2m =
m

2πβ~2
≡ 1

λ2
(353)

を用いた。主値積分の公式を用いると

F (0)(q, ω + iη) = −2eβµλ−2

∫
dp

2π
exp

[
−
β
(
p+ q

2

)2 ~2
2m

]{
P

[
1

~ω − ~2pq
m

− 1

~ω + ~2pq
m

]

− iπ

[
δ(~ω − ~2pq

m
)− δ(~ω +

~2pq
m

)

]}
≡ F (0)

1 (q, ω) + iF
(0)
2 (q, ω) (354)

と実部と虚部に分けられる。化学ポテンシャルの古典極限は

eβµ ≃ nλ3

2

1−√π(e2n 1
3

kBT

) 3
2

 (355)

で与えられるから eβµ ≃ nλ3

2 と近似すると、F (0)
2 は

F
(0)
2 (q, ω) = nλ

∫ ∞

−∞
dp exp

[
−
β
(
p+ q

2

)2 ~2
2m

]

×1

2

{
δ

[
~2q
m

(
p− ~ω

m

~2q

)]
− δ

[
~2q
m

(
p+ ~ω

m

~2q

)]}

=
nλm

2~2q

exp

−β
(

mω
~q + q

2

)2
~2

2m

− exp

−β
(
−mω

~q + q
2

)2
~2

2m




=
nλm

2~2q

{
exp

[
−β~

2

2m

(
m2ω2

~2q2
+
mω

~
+
q2

2

)]
− exp

[
−β~

2

2m

(
m2ω2

~2q2
− mω

~
+
q2

2

)]}
=
n

2

(
2πβ~2

m

) 1
2 m

~2q
exp

[
−βmω

2

2q2
− β~2q2

8m

] [
e−

1
2β~ω − e 1

2β~ω
]

= −nβω
q

(π
2
βm
) 1

2

exp

[
−βmω

2

2q2
− β~2q2

8m

]
sinh β

2 ~ω
β
2 ~ω

(356)

となる。これより、F (0)
2 は ω の奇関数で、ω = 0で 0である。一方、実部は、初頭関数では表せ

ないが eβµ ≃ nλ3

2 の近似をし、かつ

Φ(x) ≡ π− 1
2P

∫ ∞

−∞
dy

e−y2

x− y
(357)
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を導入すると

F
(0)
1 (q, ω) = −nλP

∫ ∞

−∞

dp

2π
exp

[
−
β
(
p+ q

2

)2 ~2
2m

][
1

~ω − ~2pq
m

− 1

~ω + ~2pq
m

]

= −n
(
2πβ~2

m

) 1
2

P

∫ ∞

−∞

dy

2π

√
2m

β~2
e−y2

×

 1

~ω − ~2q
m

(√
2m
β~2 y − q

2

) − 1

~ω + ~2q
m

(√
2m
β~2 y − q

2

)


= − n√
π
P

∫ ∞

−∞
dye−y2

 1

~ω + ~2q2

2m −
√

2~2q2

mβ y
− 1

~ω − ~2q2

2m +
√

2~2q2

mβ y



= − n

~q

√
mβ

2π
P

∫ ∞

−∞
dye−y2

 1√
1
2βm

(
ω
q + ~q

2m

)
− y
− 1√

1
2βm

(
ω
q −

~q
2m

)
+ y


(358)

となるが、第２項で y → −y とすると

F
(0)
1 (q, ω) = − n

~q

√
mβ

2π
P

∫ ∞

−∞
dye−y2

 1√
1
2βm

(
ω
q + ~q

2m

)
− y
− 1√

1
2βm

(
ω
q −

~q
2m

)
− y


= − n

~q

√
mβ

2

{
Φ

[√
1

2
mβ

(
ω

q
+

~q
2m

)]
− Φ

[√
1

2
mβ

(
ω

q
− ~q

2m

)]}
(359)

を得る。
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1.21 プラズマ振動 (有限温度)

外場として

φex(xt) = φ0e
iq·xδ(t) (360)

を仮定する。これによる誘導電荷は以下の２式

δ⟨n̂(q, ω)⟩ = −ΠR(q, ω)eφex(q, ω) =
−F (q, ω + iη)

1− V (q)F (q, ω + iη)
eφex(q, ω) (361)

φex(q, ω) =

∫
dx

∫
dte−ik·xeiωtφ0e

iq·xδ(t) = (2π)3φ0δ(q − k) (362)

を用いて

δ⟨n̂(xt)⟩ =
∫

dk

(2π)3

∫
dω

2π
eik·xe−iωt −F (k, ω + iη)

1− V (k)F (k, ω + iη)
e(2π)3φ0δ(q − k)

= −eφ0e
iq·x F1(q, ω) + iF2(q, ω)

1− V (qF1(q, ω)− iV (q)F2(q, ω)
(363)

となる。遅延相関関数の極が振動数を決めるので、振動数を Ωq − iγq とおくと

1− V (q)F1(q,Ωq − iγq)− iV (q)F2(q,Ωq − iγq) = 0 (364)

である。ここで、Π⋆(q, νn)を Π(0)(q, νn)で近似する。これは古典極限に対応する。γq が十分小
さいとして展開すると

1 = V (q)

F (0)
1 (q,Ωq)− iγq

∂F
(0)
1 (q, ω)

∂ω

∣∣∣∣∣
Ωq

+ iV (q)

F (0)
2 (q,Ωq)− iγq

∂F
(0)
2 (q, ω)

∂ω

∣∣∣∣∣
Ωq


=⇒ 1 = V (q)F

(0)
1 (q,Ωq), γq = F

(0)
2 (q,Ωq)

 ∂F (0)
1 (q, ω)

∂ω

∣∣∣∣∣
Ωq

−1

(365)

を得る。これは q ≪ qD のときよい近似となっている。これを以下で示す。
x≫ 1のとき (357)で定義した Φは

Φ(x) ≃ 1

x

(
1 +

1

2x
+ · · ·

)
(366)

と展開できた。これより (359)は q が小さいとき

F
(0)
1 (q, ω) = − n

~q

√
mβ

2π

{
Φ

[√
1

2
mβ

(
ω

q
+

~q
2m

)]
− Φ

[√
1

2
mβ

(
ω

q
− ~q

2m

)]}

≡ − n

~q

√
mβ

2
[Φ(x)− Φ(y)] (367)
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とすると (366)より

Φ(x)− Φ(y) ≃ 1

x
+

1

2x3
− 1

y
− 1

2y3

=
y − x
xy

[
1 +

x2 + xy + y2

2x3y2

]
(368)

だから、

F (0)(q, ω) ≃ − n

~q
−~q

m
1
2βm

1
2βm

(
ω2

q2 −
~2q2

4m2

)
1 +

[(
ω
q + ~q

2m

)2
+
(

ω
q −

~q
2m

)2
+ ω2

q2 −
~2q2

4m2

]
2
(
1
2βm

)2 (ω2

q2 −
~2q2

4m2

)2 1

2
βm


=

nq2

mω2

(
1− ~2q4

4m2ω2

)−1
[
1 +

q4

βmω4

(
1− ~2q4

4m2ω2

)−2 [
3
ω2

q2
+

~2q2

4m2

]}

≃ nq2

mω2

(
1 +

~2q4

4m2ω2

)[
1 +

q4

βmω4

(
1 +

~2q4

2m2ω2

)(
3
ω2

q2
+

~2q2

4m2

)]
≃ nq2

mω2

(
1 +

3q2

βmω2
+ · · ·

)
(369)

となる。(365)より

1 =
4πne2

mΩ2
q

(
1 +

3q2

βmΩ2
q

)
(370)

となる。ここで、

Ω2
pl ≡

4πne2

m
, q2D ≡

4πne2

kBT
(371)

より

Ω2
q = Ω2

pl

(
1 +

3q2

βmΩ2
q

)
≃ Ω2

pl

(
1 +

3q2

βmΩ2
pl

)
= Ω2

pl

[
1 + 3

(
q

qD

)2
]

Ωq ≃ ±Ωpl

[
1 +

3

2

(
q

qD

)2
]

(372)

となる。ここで、q ≪ qD、T →∞として F
(0)
2 は

F (0)(q, ω) = −nβω
q

(π
2
βm
) 1

2

exp

[
−βmω

2

2q2
− β~2q2

8m

]
sinh β

2 ~ω
β
2 ~ω

≃ −nβω
q

(π
2
βm
) 1

2

exp

[
−βmω

2

2q2

]
(373)

と近似できるから γq は

γq ≃ −
nβ

q
(±Ωq)

(π
2
βm
) 1

2

e
−

βmΩ2
q

2q2

[
−2 nq2

m(±Ωpl)3

]−1

= Ωpl

(π
8

) 1
2

(
qD
q

)3

e−
1
2 (

qD
q )

2

(374)

となる。
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1.22 Bogoliubov変換 (Bose粒子系)

Hamiltonianが

Ĥ =
∑
k

~ωkâ
†
kâk +

g

2V

∑
k1k2k3k4

â†k1
â†k2

âk3 âk4δk1+k2,k3+k4 (375)

である Bose 系を考える。ただし、相互作用は剛体球ポテンシャルの擬ポテンシャル [2] である。
ここで、摂動の１次では

g =
4πa~2

m
(376)

であることが示せる。運動量 0の状態は熱力学極限下では

â0, â
†
0 →

√
N0 (377)

と置き換えられる。これより、相互作用 Hamiltonianは

Ĥint =
g

2V

[
â†0â

†
0â0â0 +

∑
k1k2k3k4

′â†k1
â†k2

âk3 âk4δk1+k2,k3+k4

]
(378)

となる。第２項は k ̸= 0についての和である。第２項を全て書き下すと

(第２項) =
∑

k2k3k4

′â†0â
†
k2
âk3 âk4δk2,k3+k4 +

∑
k1k3k4

′â†k1
â†0âk3 âk4δk1,k3+k4

+
∑

k1k2k4

′â†k1
â†k2

â0âk4δk1+k2,k4 +
∑

k1k2k3

′â†k1
â†k2

âk3 â0δk1+k2,k3

+
∑
k3k4

′â†0â
†
0âk3

âk4
δ0,k3+k4

+
∑
k2k4

′â†0â
†
k2
â0âk4

δk2,k4

+
∑
k2k3

′â†0â
†
k2
âk3 â0δk2,k3 +

∑
k1k4

′â†k1
â†0â0âk4δk1,k4

+
∑
k1k3

′â†k1
â†0âk3 â0δk1,k3 +

∑
k1k2

′â†k1
â†k2

â0â0δk1+k2,0

+
∑
k4

′â†0â
†
0â0âk4δ0,k4 +

∑
k3

′â†0â
†
0âk3 â0δ0,k3

+
∑
k2

′â†0â
†
k2
â0â0δk2,0 +

∑
k1

′â†k1
â†0â0â0δk1,0 (379)

となる。ただし、最後の４項はクロネッカーデルタにより 0になる。ここで、N0 と N2
0 の order

の項のみ残すことにすると、

(第２項) =
∑
k3k4

′â†0â
†
0âk3 âk4δ0,k3+k4 +

∑
k2k4

′â†0â
†
k2
â0âk4δk2,k4

+
∑
k2k3

′â†0â
†
k2
âk3 â0δk2,k3 +

∑
k1k4

′â†k1
â†0â0âk4δk1,k4

+
∑
k1k3

′â†k1
â†0âk3 â0δk1,k3 +

∑
k1k2

′â†k1
â†k2

â0â0δk1+k2,0 (380)
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であるから、相互作用 Hamiltonianは

Ĥint =
g

2V

{
â†0â

†
0â0â0 +

∑
k

′
[
2
(
â†kâkâ

†
0â0 + â†−kâ−kâ

†
0â0

)
+ â†kâ

†
−kâ0â0 + â†0â

†
0âkâ−k

]}
=

g

2V

[
N2

0 + 2N0

∑
k

′(â†kâk + â†−kâ−k) +N0

∑
k

′(â†kâ
†
−k + âkâ−k)

]
(381)

となる。ここで粒子数演算子

N̂ ≡ N0 +
1

2

∑
k

′(â†kâk + â†−kâ−k) (382)

を定義し、N − N0 ≪ N を仮定する。この仮定により
(∑

k
′â†kâk

)2
のような項は無視すると、

Hamiltonianは

Ĥ =
∑
k

′ϵ0kâ
†
kâk +

g

2V

[
N − 1

2

∑
k

′
(
â†kâk + â†−kâ−k

)]2

+
g

2V

{
2

[
N − 1

2

∑
k

′
(
â†kâk + â†−kâ−k

)]∑
k

′(â†kâk + â†−kâ−k)

}

+
g

2V

[
N − 1

2

∑
k

′(â†kâk + â†−kâ−k)

][∑
k

′(â†kâ
†
−k + âkâ−k)

]

≃ 1

2
V gn2 +

∑
k

′ϵ0kâ
†
kâk −

g

2
n
∑
k

′(â†kâk + â†−kâ−k)

+gn
∑
k

′(â†kâk + â†−kâ−k) +
1

2
gn
∑
k

′(â†kâ
†
−k + âkâ−k)

=
1

2
V gn2 +

1

2

∑
k

′
[
(ϵ0k + ng)(â†kâk + â†−kâ−k) + gn(â†kâ

†
−k + âkâ−k)

]
(383)

となる。ここで、以下のような新しい演算子を考える。

âk ≡ ukα̂k − vkα̂†
−k (384)

â†k ≡ ukα̂
†
k − vkα̂−k (385)

ここで、uk、vk は実数で、uk = u−k, vk = v−k であるとする。また、α̂は交換関係

[α̂k, α̂
†
k′ ] = δk,k′ , [α̂k, α̂k′ ] = [α̂†

k, α̂
†
k′ ] = 0 (386)

を満たすとする。この条件を課すと

[âk, â
†
k′ ] = (ukα̂k − vkα̂†

−k)(uk′ α̂†
k′ − vk′ α̂−k′)− (uk′ α̂†

k′ − vk′ α̂−k′)(ukα̂k − vkα̂†
−k)

= ukuk′ α̂kα̂
†
k′ − ukvk′ α̂kα̂−k′ − vkuk′ α̂†

−kα̂
†
k′ + vkvk′ α̂†

−kα̂−k′

− ukuk′ α̂†
k′ α̂k + ukvk′ α̂−k′ α̂k + vkuk′ α̂†

k′ α̂
†
−k − vkvk′ α̂−k′ α̂†

−k

= (ukuk′ − vkvk′)δk,k′ (387)
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となる。これは δk,k′ に等しくなければならないから

u2k − v2k = 1 (388)

を得る。よって、この変換を Hamiltonianに施すと

Ĥ =
1

2
V gn2 +

1

2

∑
k

′
{
(ϵ0k + ng)

[
(ukα̂

†
k − vkα̂−k)(ukα̂k − vkα̂†

−k)

+ (ukα̂
†
−k − vkα̂k)(ukα̂−k − vkα̂†

k)
]
+ gn

[
(ukα̂

†
k − vkα̂−k)(ukα̂

†
−k − vkα̂k)

+ (ukα̂k − vkα̂†
−k)(ukα̂−k − vkα̂†

k)
]}

=
1

2
V gn2 +

1

2

∑
k

′
{
(ϵ0k + ng)

[
u2kα̂

†
kα̂k − ukvkα̂†

kα̂
†
−k − ukvkα̂

†
−kα̂k + v2kα̂−kα̂

†
−k

+ u2kα̂
†
−kα̂−k − ukvkα̂†

−kα̂
†
k − ukvkα̂kα̂−k + v2kα̂

†
kα̂k

]
+gn

[
u2kα̂

†
kα̂

†
−k − ukvkα̂

†
kα̂k − ukvkα̂−kα̂

†
−k + v2kα̂−kα̂k

]
+ u2kα̂kα̂−k − ukvkα̂kα̂

†
k − ukvkα̂

†
−kα̂−k + v2kα̂

†
−kα̂

†
k

]}
=

1

2
V gn2 +

∑
k

′ [(ϵ0k + ng)(u2k + v2k)− ukvkng
]

+
1

2

∑
k

′ [(ϵ0k + ng)(u2k + v2k)− 2ukvkng
]
(α̂†

kα̂k + α̂†
−kα̂−k)

+
1

2

∑
k

′ [ng(u2k + v2k)− 2ukvk(ϵ
0
k + ng)

]
(α̂†

kα̂
†
−k + α̂kα̂−k) (389)

となる。この第４項を除けば Hamiltonianは対角的になっている。よって、第４項を０にするた
めの条件は

ng(u2k + v2k) = 2ukvk(ϵ
0
k + ng) (390)

である。また、(388)の制約により

uk ≡ coshφk, vk ≡ sinhφk (391)

と置ける。ただし、φk は実数である。これより、(390)は

ng(cosh2 φk + sinh2 φk) = 2 coshφk sinhφk(ϵ
0
k + ng)

ng(cothφk + tanhφk) = 2(ϵ0k + ng) (392)

となるが、

2
1

1
tanhφk

+ tanhφk

= tanh 2φk (393)

となるから、

tanh 2φk =
ng

ϵ0k + ng
(394)
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を得る。(392)と u2k = 1 + v2k より

(u2k + v2k)
2 = 4u2kv

2
k

(
ϵ0k + ng

ng

)2

≡ 4u2kv
2
kA

2

(1 + 2v2k)
2 = 4(1 + v2k)v

2
kA

2

⇒ v4k + v2k −
1

4(A2 − 1)
= 0

v2k =
1

2

[
−1 +

√
1 +

1

A2 − 1

]
=

1

2

[
E−1

k (ϵ0k + ng)− 1
]

(395)

となる。ただし、

Ek ≡
√

(ϵ0k + ng)2 − (ng)2 (396)

である。これより、Hamiltonianは

Ĥ =
1

2
V gn2 +

∑
k

′
{
(ϵ0k + ng)

1

2
[E−1

k (ϵ0k + ng)− 1]− (ng)2

2(ϵ0k + ng)
(1 + 2v2k)

}
+
1

2

∑
k

′
{[

(ϵ0k + ng)(1 + 2v2k)−
(ng)2

(ϵ0k + ng)
(1 + 2v2k)

]
(α̂†

kα̂k + α̂†
−kα̂−k)

}
=

1

2
V gn2 +

∑
k

′
[
(ϵ0k + ng)2

2Ek
− ϵ0k + ng

2
− (ng)2

2(ϵ0k + ng)

ϵ0k + ng

Ek

]
+
1

2

∑
k

′
{

1

Ek

[
ϵ0k + ng − (ng)2

ϵ0k + ng

]
ϵ0k + ng

Ek
(α̂†

kα̂k + α̂†
−kα̂−k)

}
=

1

2
V gn2 +

1

2

∑
k

′
{

1

Ek

[
(ϵ0k + ng)2 − (ϵ0k + ng)Ek − (ng)2

]}
+
1

2

∑
k

′
{[

(ϵ0k + ng)2 − (ng)2
]
E−1

k (α̂†
kα̂k + α̂†

−kα̂−k)
}

=
1

2
V gn2 +

1

2

∑
k

′ (Ek − ϵ0k − ng
)
+

1

2

∑
k

′Ek(α̂
†
kα̂k + α̂†

−kα̂−k) (397)

となる。
この Hamiltonianの基底状態を

α̂k |0⟩ = 0 (398)

で定義する。これより、基底状態のエネルギーは

E = ⟨0| Ĥ |0⟩ = 1

2
V gn2 +

1

2

∑
k

′(Ek − ϵ0k − ng) (399)

である。また、基底状態の分布関数は

nk = ⟨0| â†kâk |0⟩
= ⟨0|u2kα̂

†
kα̂k − ukvkα̂†

kα̂
†
−k − ukvkα̂−kα̂k + v2kα̂−kα̂

†
−k |0⟩

= v2k ⟨0| α̂−kα̂
†
−k |0⟩ = v2k (400)
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である。この分布関数を、k = 0を除いて足し挙げると N −N0 が得られるから

N −N0

N
=

1

N

∑
k

′v2k =
1

n

∫
dk

(2π)3
v2k =

1

n

∫
dk

(2π)3

(
ϵ0k + ng

Ek
− 1

)

=
4π

16π3n

∫ ∞

0

dkk2

[
~2k2

2m + ng√
(ϵ0k + ng)2 − (ng)2

− 1

]

=
1

4π2n

∫ ∞

0

dyy2

[
1 + y2√
y4 + 2y2

− 1

]

= 4

√
2na3

π

∫ ∞

0

dyy2

[
1 + y2√
y4 + 2y2

− 1

]
(401)

となる。ここで、y2 ≡ ~2k2

2mng と置いた。積分は以下のように実行できる。

I ≡
∫ ∞

0

dyy2

[
y
y2 + 1√
y2 + 2

− 1

]

= lim
N→∞

∫ N

0

dy

[
y
√
y2 + 2− y√

y2 + 2
− y2

]

= lim
N→∞

[
1

3

(
y2 + 2

) 3
2 −

√
y2 + 2− 1

3
y3
]N
0

= lim
N→∞

[
N3

3

(
1 +

2

N2

) 3
2

−N
(
1 +

2

N2

) 1
2

− N3

3
− 2
√
2

3
+
√
2

]

= lim
N→∞

{
N3

3

[
1 +

3

N2
+

3

4

2

N4
+O(N−6)

]
−N

[
1 +

1

N2
− 1

4

1

N4
+O(N−6)

]
ーN

3

3
+

√
2

3

}

=

√
2

3
(402)

よって、

N −N0

N
=

8

3

(
na3

π

) 1
2

(403)

を得る。ここで、基底状態のエネルギーを

E =
1

2
V gn2 +

1

2

∑
k

′(Ek − ϵ0k − ng)

=
1

2
V gn2 − 1

2
(ng)2

∑
k

′ m

~2k2
+

1

2

∑
k

′
(
Ek − ϵ0k − ng +

m

~2k2
n2g2

)
(404)

と書くと

E

N
=

1

2
ng − (ng)2

2N

m

~2
V

∫
dk

(2π)3
1

k2
+
ngV

2N

∫
dk

(2π)3

(
Ek

ng
− ϵ0k
ng
− 1 +

ng

2ϵ0k

)
=
n

2

[
g − mg2

~2

∫
dk

(2π)3
1

k2

]
+
g

2

∫
dk

(2π)3

(
Ek

ng
− ϵ0k
ng
− 1 +

ng

2ϵ0k

)
(405)
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となるが、第１項は 4πa~2

m に等しくなり、第２項は y2 ≡ ~2k2

2mng の変数変換をすると

E

N
=

2πa~2n
m

+

√
(2mng)3

4π2~3
g

∫ ∞

0

dyy2
[
y
√
y2 + 2− y2 − 1 +

1

2y2

]
=

2πa~2n
m

[
1 + 8

√
2na3

π

∫ ∞

0

dy

(
y3
√
y2 + 2− y4 − y2 + 1

2

)]
(406)

となる。積分は

I ≡
∫ ∞

0

dy

(
y3
√
y2 + 2− y4 − y2 + 1

2

)
= lim

N→∞

∫ N

0

dy

(
y3
√
y2 + 2− y4 − y2 + 1

2

)
= lim

N→∞

{[
y2

3

(
y2 + 2

) 3
2

]N
0

− 2

3

∫ N

0

dyy
(
y2 + 2

) 3
2 − N5

5
− N3

3
+
N

2

}

= lim
N→∞

{
N2

3

(
N2 + 2

) 3
2 − 2

3

[
1

5

(
y2 + 2

) 5
2

]N
0

− N5

5
− N3

3
+
N

2

}

= lim
N→∞

{
N5

3

(
1 +

2

N2

) 3
2

− 2N5

15

(
1 +

2

N2

) 5
2

+
8
√
2

15
− N5

5
− N3

3
+
N

2

}

= lim
N→∞

{
N5

3

[
1 +

3

N2
+

3

2

1

N4
+O(N−6)

]
− 2N5

15

[
1 +

5

N2
+

15

2

1

N4
+O(N−6)

]
+

8
√
2

15
− N5

5
− N3

3
+
N

2

}

=
8
√
2

15
(407)

と計算できるから、

E

N
=

2πa~2n
m

[
1 +

128

15

(
na3

π

) 1
2

]
(408)

を得る。
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1.23 Bogoliubov変換 (Fermi粒子系)

Bogoliubov変換

α̂k = ukâk↑ − vkâ†−k↓ (409)

β̂−k = ukâ−k↓ + vkâ
†
k↑ (410)

を考える。ここで、uk、vk は実数である。α̂、̂β は

{α̂k, α̂
†
k′} = {β̂k, β̂†

k′} = δk,k′ (411)

を満たすとする。元の演算子の反交換関係は

{âkλ, â†k′λ′} = δk,k′δλ,λ′ (412)

なので、

{âkλ, â†k′λ′} = (ukâk↑ − vkâ†−k↓)(uk′ â†k′↑ − vk′ â−k′↓) + (uk′ â†k′↑ − vk′ â−k′↓)(ukâk↑ − vkâ†−k↓)

= ukuk′{âk↑, â†k′↑} − ukvk′{âk↑, â−k↓} − uk′vk{â†k↓, â
†
k′↑}+ vkvk′{â†−k↓, â−k′↓}

= ukuk′δk,k′ + vkvk′δ−k,−k′ (413)

が (412)となるためには

u2k + v2k = 1 (414)

でなければならない。これより、âを α̂、̂β で表すと

âk↑ = ukα̂k + vkβ̂
†
−k (415)

â−k↓ = ukβ̂−k − vkα̂†
k (416)

となる。
ここで、T = 0での熱力学ポテンシャルは、K̂ = Ĥ − µN̂ の期待値に等しいから、まず、K̂ を
書き下すと

K̂ = Ĥ − µĤ

=
∑
kλ

(ϵ0k − µ)â
†
kλâkλ −

1

2

∑
k1+k2=k3+k4
λ1λ2λ3λ4

⟨k1λ1k2λ2|V |k3λ3k4λ4⟩ â†k1λ1
â†k2λ2

âk4λ4 âk3λ3(417)

ただし、引力ポテンシャルを仮定しているので、ポテンシャルの符号が −になり、V > 0である。
ここで、Wickの定理より、

â†k↑âk′↑ = N̂ [â†k↑âk′↑] + â†·k↑â
·
k′↑ (418)

となる。ここで、N積は α̂、̂β についてである。真空を

α̂k |0⟩ = β̂k |0⟩ = 0 (419)
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で定義する。これより、(418)の真空期待値は

â†·k↑â
·
k′↑ = ⟨0| (ukα̂†

k + vkβ̂−k)(uk′ α̂k′ + vk′ β̂†
−k′) |0⟩

= ⟨0| vkvk′ β̂−kβ̂
†
−k′ |0⟩

= v2kδk,k′ (420)

となる。同様にして

â†·−k↓â
·
−k′↓ = ⟨0| (ukβ̂†

−k − vkα̂k)(uk′ β̂−k′ − vk′ α̂†
k′) |0⟩

= ⟨0| vkvk′(δk,k′ − α̂†
k′ α̂k) |0⟩

= v2kδk,k′ (421)

を得る。これより、(417)第１項は

(第１項) =
∑
k

(ϵ0k − µ)(â
†
k↑âk↑ + â†−k↓â−k↓)

=
∑
k

(ϵ0k − µ)
[
2v2k + N̂(â†k↑âk↑) + N̂(â†−k↓â−k↓)

]
=
∑
k

(ϵ0k − µ)
[
2v2k + N̂(ukα̂

†
k + vkβ̂−k)(ukα̂k + vkβ̂

†
−k)

+ N̂(ukβ̂
†
−k − vkα̂k)(ukβ̂−k − vkα̂†

k)
]

=
∑
k

(ϵ0k − µ)
[
2v2k + u2kα̂

†
kα̂k + ukvkα̂

†
kβ̂

†
−k + ukvkβ̂−kα̂k − v2kβ̂

†
−kβ̂−k

+ u2kβ̂
†
−kβ̂−k − ukvkβ̂†

−kα̂
†
k − ukvkα̂kβ̂−k − v2kα̂

†
kα̂k

]
=
∑
k

(ϵ0k − µ)
[
2v2k + (u2k − v2k)(α̂

†
kα̂k + β̂†

−kβ̂−k) + 2ukvk(β̂−kα̂k + α̂†
kβ̂

†
−k)
]
(422)

となる。簡単のためポテンシャルはスピンに依存しないと仮定する。すなわち、

⟨k1λ1k2λ2|V |k3λ3k4λ4⟩ = δλ1,λ3δλ2,λ4 ⟨k1k2|V |k3k4⟩ (423)

である。これより、

⟨k1k2|V |k3k4⟩ =
1

V 2

∫
dx

∫
dye−i(k1·x+k2·y)V (x,y)eik3·x+k4·y) (424)

となる。ここで、V (x,y) = V (−x,−y)を仮定すると、対称性

⟨k1k2|V |k3k4⟩ = ⟨k2k1|V |k4k3⟩ = ⟨−k3 − k4|V |−k1 − k2⟩
= ⟨−k1 − k2|V |−k3 − k4⟩ (425)
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を得る。これと、(417)より、ポテンシャルは

V̂ = −1

2

∑
k1+k2=k3+k4
λ1λ2λ3λ4

δλ1,λ3δλ2,λ4 ⟨k1k2|V |k3k4⟩ â
†
k1λ1

â†k2λ2
âk4λ4 âk3λ3

= −1

2

∑
k,k′,q
λ1λ2

⟨kk′|V |k + q, k′ − q⟩ â†kλ1
â†k′λ2

âk′−qλ2 âk+qλ1

= −1

2

∑
k,k′,q

⟨kk′|V |k + q, k′ − q⟩
[
â†k↑â

†
k′↑âk′−q↑âk+q↑ + â†k↓â

†
k′↓âk′−q↓âk+q↓

+ â†k↑â
†
k′↓âk′−q↓âk+q↑ + â†k↓â

†
k′↑âk′−q↑âk+q↓

]
= −1

2

∑
k,k′,q

{
⟨kk′|V |k + q, k′ − q⟩

[
â†k↑â

†
k′↑âk′−q↑âk+q↑ + â†−k↓â

†
−k′↓â−k′+q↓â−k−q↓

]
−
[
⟨kk′|V |k + q, k′ − q⟩ â†k↑â

†
k′↓âk′−q↓âk+q↑ + ⟨k′k|V |k′ − q, k + q⟩ â†k′↑â

†
k↓âk+q↓âk′−q↑

]}
≡ V̂a −

∑
k,k′,q

⟨kk′|V |k + q, k′ − q⟩ â†k↑â
†
k′↓âk′−q↓âk+q↑

= V̂a −
∑
k,k′,q

⟨k − k′|V |k + q,−k′ − q⟩ â†k↑â
†
k′↓âk′−q↓âk+q↑

≡ V̂a + V̂b (426)

となる。ここで、V̂a に着目する。Wickの定理より、

â†k↑â
†
k′↑âk′−q↑âk+q↑ = N̂ [â†k↑â

†
k′↑âk′−q↑âk+q↑]− â†·k↑â

·
k′−q↑N̂ [â†k′↑âk+q↑]

+â†·k↑â
·
k+q↑N̂ [â†k′↑âk′−q] + â†·k′↑â

·
k′−q↑N̂ [â†k↑âk+q↑]

−â†·k′↑â
·
k+q↑N̂ [â†k↑â

·
k′−q↑]− â

†·
k↑â

·
k′−q↑â

†··
k′↑â

†··
k+q↑

+â†·k↑â
†·
k+q↑â

†··
k′↑â

··
k′−q↑

= N̂ [â†k↑â
†
k′↑âk′−q↑âk+q↑]− δk,k′−qv

2
kN̂ [â†k′↑âk+q↑]

+δk,k+qv
2
kN̂ [â†k′↑âk′−q] + δk′,k′−qv

2
k′N̂ [â†k↑âk+q↑]

−δk′,k+qv
2
kN̂ [â†k↑â

·
k′−q↑]− δk,k′−qδk′,k+qv

2
kv

2
k′

+δk,k+qδk′,k′−qv
2
k′v2k

= N̂ [â†k↑â
†
k′↑âk′−q↑âk+q↑]− δk′,k+qv

2
kN̂ [â†k′↑âk′↑]

+δq,0v
2
kN̂ [â†k′↑âk′ ] + δq,0v

2
k′N̂ [â†k↑âk↑]

−δk′,k+qv
2
kN̂ [â†k↑â

·
k↑]− δk′,k+qv

2
kv

2
k′ + δq,0v

2
k′v2k (427)
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となるから、V̂a は

V̂a = N̂(V̂a)−
1

2

∑
k,k′,q

⟨kk′|V |k + q, k′ − q⟩
{
δk′,k+q

[
−v2kN̂(â†k′↑âk′↑)− v2k′N̂(â†k↑âk↑)

− v2kv
2
k′

]
+ δq,0

[
v2kN̂(â†k′↑âk′↑) + v2k′N̂(â†k↑âk↑) + v2kv

2
k′

]
+ [α̂k ↔ ˆβ−k, v ↔ −v]

}
= N̂(V̂a)−

1

2

∑
k,k′

(⟨kk′|V |kk′⟩ − ⟨kk′|V |k′k⟩)
{
v2kv

2
k′ + 2v2k′N̂ [â†k↑âk↑]

+ [α̂k ↔ β̂−k, v ↔ −v]
}

(428)

となるが、(422)の N積の評価により

V̂a = N̂(V̂a)−
∑
k,k′

(⟨kk′|V |kk′⟩ − ⟨kk′|V |k′k⟩)
[
vkv

2
k′ + v2k′(u2k − v2k)(α̂

†
kα̂k + β̂†

−kβ̂−k)

+ 2v2k′ukvk(α̂
†
kβ̂

†
−k + β̂−kα̂k)

]
(429)

を得る。V̂b の評価には、以下の contractionが必要である。

â†·k↑â
†·
−k′↓ = ⟨0| (ukα̂†

k + vkβ̂−k)(uk′ β̂†
−k′ − vk′ α̂k′) |0⟩

= ukvkδk,k′ (430)

â·−k↓â
·
k′↑ = ⟨0| (ukβ̂k − vkα̂k)(uk′ α̂−k′ + vk′ β̂†

−k′) |0⟩
= ukvkδk,k′ (431)

â†·k↑â
·
−k′↓ = ⟨0| (ukα̂†

k + vkβ̂−k)(uk′ β̂−k′ − vk′ α̂†
k′) |0⟩

= 0 (432)

â·−k↓â
·
k′↑ = ⟨0| (ukβ̂†

−k − vkα̂k)(uk′ α̂k′ + vk′ β̂†
−k′) |0⟩

= 0 (433)

よって、V̂b 中の演算子はWickの定理より、

â†k↑â
†
−k′↓â−k′−q↓âk+q↑ = N̂ [â†k↑â

†
−k′↓â−k′−q↓âk+q↑] + â†·k↑â

†·
−k′↓N̂ [â−k′−q↓âk+q↑]

+â†·k↑â
·
k+q↑N̂ [â†−k′↓â−k′−q↓] + â†·−k′↓â

·
−k′−q↓N̂ [â†k↑âk+q↑]

+â·−k′−q↓â
·
k+q↑N̂ [â†k↑â

†
−k′↓] + â·k↑â

†·
−k′−q↓â

··
−k′−q↓â

··
k+q↑

+â†·k↑â
·
k+q↑â

†··
−k′↓â

··
−k′−q↓

= N̂ [â†k↑â
†
−k′↓â−k′−q↓âk+q↑] + ukvkδk,k′N̂ [â−k′−q↓âk+q↑]

+v2kδq,0N̂ [â†−k′↓â−k′−q↓] + v2k′δq,0N̂ [â†k↑âk+q↑]

+δk,k′uk+qvk+qN̂ [â†k↑â
†
−k′↓] + δk,k′ukvkuk+qvk+q + δq,0v

2
kv

2
k′

(434)
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となるから、V̂b は

V̂b = N̂(V̂b)−
∑
k,k′

⟨k − k′|V |k − k′⟩
[
v2k′N̂ [â†k↑âk↑] + v2kN̂(â†−k′↓â−k′↓)

+ v2kv
2
k′

]
−
∑
k,q

⟨k − k|V |k + q,−k − q⟩
[
ukvkN̂(â−k−q↓âk+q↑)

+ uk+qvk+qN̂(â†k↑â
†
−k↓) + ukvkuk+qvk+q

]
= N̂(V̂b)−

∑
k,k′

⟨k − k′|V |k − k′⟩ v2k′

[
v2k + N̂(â†k↑âk↑) + N̂(â†−k↓â−k↓)

]
−
∑
k,k′

⟨k − k|V |k + q,−k − q⟩
[
ukvkN̂(â−k′↓âk↑) + uk′vk′N̂(â†k↑â

†
−k↓)

+ vkukvk′uk′ ]

= N̂(V̂b)−
∑
k,k′

⟨k − k′|V |k − k′⟩ v2k′

[
v2k + N̂(â†k↑âk↑) + N̂(â†−k↓â−k↓)

]
−
∑
k,k′

⟨k − k|V |k + q,−k − q⟩uk′vk′

[
ukvk + N̂(â−k↓âk↑) + N̂(â†k↑â

†
−k↓)

+ ukvkuk′vk′ ] (435)

ここで、上式中の N積は

N̂(â†k↑âk↑) + N̂(â†−k↓â−k↓) = (u2k − v2k)(α̂
†
kα̂k + β̂†

−kβ̂−k) + 2ukvk(β̂−kα̂k + α̂†
kβ̂

†
−k)(436)

N̂(â†−k↓âk↑) + N̂(â†k↑â
†
−k↓) = N̂ [(ukβ̂−k − vkα̂k)(ukα̂k + vkβ̂

†
−k)]

+N̂ [(ukα̂
†
k + vkβ̂−k)(ukβ̂

†
−k − vkα̂k)]

= (u2k − v2k)(α̂
†
kα̂k + β̂†

−kβ̂−k)− 2ukvk(α̂
†
kα̂k + β̂†

−kβ̂−k)(437)

と計算できるから

V̂b = N̂(V̂b)−
∑
k,k′

⟨k − k′|V |k − k′⟩ v2k′

[
v2k + (u2k − v2k)(α̂

†
kα̂k + β̂†

−kβ̂−k)

+ 2ukvk(β̂−kα̂k + α̂†
kβ̂

†
−k) −

∑
k,k′

⟨k − k|V |k′ − k′⟩uk′vk′

×
[
ukvk + (u2k − v2k)(α̂

†
kβ̂

†
−k + β̂−kα̂k)− 2ukvk(α̂

†
kα̂k + β̂†

k β̂−k)
]

= N̂(V̂b)−
∑
k,k′

(ukvkuk′vk′ ⟨k − k|V |k′ − k′⟩+ v2kv
2
k′ ⟨k − k′|V |k − k′⟩)

−
∑
k,k′

{
(α̂†

kα̂k + β̂†
−kβ̂−k)

[
(u2k − v2k)v2k′ ⟨k − k′|V |k − k′⟩

− 2ukvkuk′vk′ ⟨k − k|V |k′ − k′⟩]} −
∑
k,k′

{
(α̂†

kβ̂
†
−k + β̂−kα̂k)

[
(u2k − v2k)

× uk′vk′ ⟨k − k|V |k′ − k′⟩+ 2ukvkv
2
k′ ⟨k − k′|V |k − k′⟩

]}
(438)
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となる。これより、K̂ = Ĥ − µN̂ は以下のようになる。

K̂ =
∑
k

(ϵ0k − µ)
[
2v2k + (u2k − v2k)(α̂

†
kα̂k + β̂†

−kβ̂−k) + 2ukvk(β̂−kα̂k + α̂†
kβ̂

†
−k)
]

+N̂(V̂a)−
∑
k,k′

(⟨kk′|V |kk′⟩ − ⟨kk′|V |k′k⟩)
[
v2kv

2
k′ + v2k′(u2k − v2k)

× (α̂†
kα̂k + β̂†

−kβ̂−k) + v2k′(2ukvk)(α̂
†
kβ̂

†
−k + β̂−kα̂k)

]
+N̂(V̂b)−

∑
k,k′

(ukvkuk′vk′ ⟨k − k|V |k′ − k′⟩+ v2kv
2
k′ ⟨k − k′|V |k − k′⟩)

−
∑
k,k′

{
(α̂†

kα̂k + β̂†
−kβ̂−k)

[
(u2k − v2k)v2k′ ⟨k − k′|V |k − k′⟩ − 2ukvkuk′vk′

× ⟨k − k|V |k′ − k′⟩]} −
∑
k,k′

{
(α̂†

kβ̂
†
−k + β̂−kα̂k)

[
(u2k − v2k)uk′vk′ ⟨k − k|V |k′ − k′⟩

+ 2ukvkv
2
k′ ⟨k − k′|V |k − k′⟩

]}
= 2

∑
k

(ϵ0k − µ)v2k −
∑
k,k′

[⟨kk′|V |kk′⟩ − ⟨kk′|V |k′k⟩+ ⟨k − k′|V |k − k′⟩] v2kv2k′

−
∑
k,k′

⟨k − k|V |k′ − k′⟩ukvkuk′vk′

+
∑
k

(α̂†
kα̂k + β̂†

−kβ̂−k)

{[
ϵ0k − µ−

∑
k′

(⟨kk′|V |kk′⟩ − ⟨kk′|V |k′k⟩+ ⟨k − k′|V |k − k′⟩)

× v2k′(u2k − v2k) + 2ukvk
∑
k′

⟨k − k|V |k′ − k′⟩uk′vk′

]}

+
∑
k

(α̂†
kβ̂

†
−k + β̂−kα̂k)

{
2

[
ϵ0k − µ−

∑
k′

(⟨kk′|V |kk′⟩ − ⟨kk′|V |k′k⟩+ ⟨k − k′|V |k − k′⟩)

× v2k′

]
ukvk − (u2k − v2k)

∑
k′

⟨k − k|V |k′ − k′⟩uk′vk′

}
+ N̂(V̂a + V̂b)

≡ U + Ĥ1 + Ĥ2 + N̂(V̂ ) (439)

ここで、ポテンシャルの部分を簡略に表示するために

⟨kk′| V̄ |kk′⟩ ≡ ⟨kk′|V |kk′⟩ − ⟨kk′|V |k′k⟩+ ⟨k − k′|V |k − k′⟩ (440)

を定義し、新しい１粒子エネルギーを

ϵk ≡ ϵ0k −
∑
k′

⟨kk′| V̄ |kk′⟩ v2k′ (441)

で定義する。さらに、エネルギーを化学ポテンシャルから測るとすると

ξk ≡ ϵk − µ (442)

である。最後にエネルギーギャップを

∆k ≡
∑
k′

⟨k − k|V |k′ − k′⟩uk′vk′ (443)
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と定義する。これらを用いると U, Ĥ1, Ĥ2 は

U = 2
∑
k

ξkv
2
k +

∑
k,k′

v2kv
2
k′ ⟨kk′| V̄ |kk′⟩ −

∑
k

ukvk∆k (444)

Ĥ1 =
∑
k

(α̂†
kα̂k + β̂†

−kβ̂−k)
[
(u2k − v2k)ξk + 2ukvk∆k

]
(445)

Ĥ2 =
∑
k

(α̂†
kβ̂

†
−k + β̂−kα̂k)

[
2ukvkξk − (u2k − v2k)∆k

]
(446)

と書ける。以上は近似を用いていない厳密な結果である。
uk, vk に関する条件は、(414)だけであった。ここで、Hamiltonianを対角化するために、Ĥ2 を
消す条件

2ξkukvk = (u2k − v2k)∆k (447)

を加える。この条件は

uk ≡ cosχk, vk ≡ sinχk (448)

とすれば

tan 2χk =
∆k

ξk
(449)

と書ける。Ek ≡
√
ξ2k +∆2

k を定義すれば

1 + tan2 2χk =
∆2

k

ξ2k
+ 1

⇒ cos2 2χk =
ξ2k

∆2
k + ξ2k

cos 2χk = ±ξkE−1
k = u2k − v2k (450)

sin 2χk = ±∆kE
−1
k = 2ukvk (451)

となる。よって、Ĥ1 は

Ĥ1 =
∑
k

(α̂†
kα̂k + β̂†

−kβ̂−k)(±ξ2kE−1
k ±∆2

kE
−1
k )

= ±
∑
k

Ek(α̂
†
kα̂k + β̂†

−kβ̂−k) (452)

と書ける。この形から、符号は +を採用しなければならない。これより、

ukvk =
∆k

2Ek
(453)

u2k =
1

2

(
1 +

ξk
Ek

)
(454)

v2k =
1

2

(
1− ξk

Ek

)
(455)

∆k =
1

2

∑
k′

⟨k − k|V |k′ − k′⟩ ∆k′

Ek′
(456)
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となる。(456)は BCSのギャップ方程式である。絶対零度の熱力学ポテンシャル K̂ は U + Ĥ1 +

N̂(V̂ )であるが、U は c数であり、Ĥ1 は対角化されていて、準粒子の粒子数演算子が含まれてい
る。そして、N̂(V̂ )の基底状態の期待値は

⟨0| N̂(V̂ ) |0⟩ = 0 (457)

である。N̂(V̂ )を無視する近似は、良い近似になっている場合が多い。よって、

K̂0 = U + Ĥ1 = U +
∑
k

Ek(α̂
†
kα̂+ β̂†

kβ̂k) (458)

を得る。ここで、基底状態の平均粒子数は

N =
∑
kλ

⟨0| âkλâkλ |0⟩

= 2
∑
k

v2k =
∑
k

(
1− ξk

Ek

)
(459)

であり、全運動量演算子は

P̂ =
∑
kλ

~kâ†kλâkλ =
∑
k

~k(â†k↑âk↑ − â
†
−k↓â−k↓)

=
∑
k

~k
[
N̂(â†k↑âk↑) + â†·k↑â

·
k↑ − N̂(â†−k↓â−k↓)− â†·−k↓â

·
−k↓

]
=
∑
k

~k(α̂†
kα̂k + β̂†

kβ̂k) (460)

となる。この形から

[K̂0, P̂ ] = 0 (461)

がわかるので、|0⟩は K̂0 と P̂ の同時固有状態である。
ここで、ギャップ方程式の解を求める。(456)は自明な解

∆k = 0 (k : 任意) (462)

を持つ。このとき、

Ek = |ξk| (463)

ukvk = 0 (464)

u2k =
1

2

(
1 +

ξk
|ξk|

)
= θ(ϵk − µ) (465)

v2k =
1

2

(
1− ξk
|ξk|

)
= θ(µ− ϵk) (466)

となる。
次に非自明解を求める。これは超伝導解と呼ばれる。ここで、ポテンシャルに以下のような仮定
をする。

⟨k − k|V |l − l⟩ = g

V
θ(~ωD − |ξk|)θ(~ωD − |ξl|) (467)

82



ここで、ωD は積分を収束させるための Cut-offである。これにより、ギャップ方程式が解くこと
ができる。(467)の仮定により、∆k は値を持つ領域では一定値になる。ゆえに、∆k → ∆と置く
とギャップ方程式は

∆k =
1

2

∑
l

g

V
θ(~ωD − |ξk|)θ(~ωD − |ξk|)

∆√
∆2 + ξ2l

(468)

となるが、

∆k ≡ ∆θ(~ωD − |ξk|) (469)

とおくと

1 =
g

2V

∑
k

θ(~ωD − |ξk|)(∆2 + ξ2k)
1
2

1 =
g

2

∫
dk

(2π)3
θ(~ωD − |ξk|)(∆2 + ξ2k)

1
2 (470)

となる。ここで、~ωD ≪ µのとき

dk

(2π)3
=

1

2π2
k2dk ≃ N(0)dξ (471)

N(0) ≡ 1

2π2

[
k2
dk

dϵk

]
ϵk=µ

(472)

と近似する。N(0)はフェルミ面での 1スピンあたりの状態密度を表す。これより

1 =
gN(0)

2

∫ ~ωD

−~ωD

dξ√
∆2 + ξ2

= gN(0)

∫ ~ωD

0

dξ√
∆2 + ξ2

= gN(0)
[
ln ξ +

√
ξ2 +∆2

]~ωD

0

= gN(0) ln
~ωD +

√
~2ω2

D +∆2

∆
= gN(0) ln

~ωD

∆

1 +
√

1 +

(
∆

~ωD

)2


≃ gN(0) ln
~ωD

∆

[
1 + 1 +

∆2

2(~ωD)2

]
≃ gN(0) ln

2~ωD

∆
(473)

となる。ただし、~ωD ≫ ∆とした。よって、エネルギーギャップ

∆ = 2~ωD exp

[
− 1

gN(0)

]
(474)

を得る。以上より u2k と v2k は

u2k =
1

2

(
1 +

ξk√
ξ2k +∆2

)

v2k =
1

2

(
1− ξk√

ξ2k +∆2

)
(475)
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となる。
ここで、通常状態と、超伝導状態を比較する。粒子数については

Ns −Nn = 2
∑
k

(
v2k|s − v2k|n

)
=

2V

(2π)3

∫
dk

1

2

(
1− ξ2k√

ξ2k +∆2
− 1 +

ξk
|ξk|

]

=
V

(2π)3

∫
dkξk

(
1

|ξ|
− 1√

ξ2k +∆2

)

≃ V N(0)

∫
dξ

[
1

|ξ|
− 1√

ξ2 +∆2

]
= 0 (476)

となり、変わりは無い。基底状態のエネルギーは

Es − En = Us(µs)− Un(µn) + (µs − µn)N

= Us(µn) + δµn

(
∂Us

∂µ

)
µn

− Un(µs) + δµnN +O(δµ2
n)

≃ Us(µn)− Un(µn) (477)

となるが、フェルミ面近くで

⟨kk′| V̄ |kk′⟩ ≡ g

V
(478)

と仮定すれば (444)、(455)、(466)より、

Es − En = 2
∑
k

ξk
(
v2k|s − v2k|n

)
−
∑
k

ukvk∆|s +
g

V

∑
k,k′

(
v2kv

2
k′ |s − v2kv2k′ |n

)
=
∑
k

[
ξ2k
|ξk|
− ξ2k√

ξ2k +∆2

]
− 1

2

∑
k

∆2√
ξ2k +∆2

+
g

4V

∑
k,k′

{[
1− ξk√

ξ2k +∆2

][
1− ξk′√

ξ2k′ +∆2

]
−
(
1− ξk
|ξk|

)(
1− ξk′

|ξk′ |

)}

≃ V N(0)

∫
dξ

[
ξ2

|ξ|
− ξ2√

ξ2 +∆2
− 1

2

∆2√
ξ2 +∆2

]

+
g

4V
[N(0)]2

∫
dξ

∫
dξ′

[
1− ξ√

ξ2 +∆2
− ξ′√

ξ′2 +∆2
+

ξ√
ξ2 +∆2

ξ′√
ξ′2 +∆2

− 1 +
ξ

|ξ|
+

ξ′

|ξ′|
− ξ

|ξ|
ξ′

|ξ′|

]
= 2V N(0)

∫ ~ωD

0

dξ

[
ξ − ξ2√

ξ2 +∆2
− 1

2

∆2√
ξ2 +∆2

]
+
gV [N(0)]2

4

∫
dξ

∫
dξ

×

[
1− ξ√

ξ2 +∆2
− ξ′√

ξ′2 +∆2
+

ξ√
ξ2 +∆2

ξ′√
ξ′2 +∆2

− 1 +
ξ

|ξ|
+

ξ′

|ξ′|
− ξ

|ξ|
ξ′

|ξ′|

]
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となるが、第２項は奇関数なので０となる。よって、

Es − En = 2V N(0)

[
ξ2

2
− 1

2

(
ξ
√
ξ2 +∆2 −∆2 ln |ξ +

√
ξ2 +∆2|

)
− ∆2

2
ln |ξ +

√
ξ2 +∆2|

]~ωD

0

= 2V N(0)

[
1

2
(~ωD)2 − 1

2
~ωD

√
(~ωD)2 +∆2

]
≃ V N(0)

{
(~ωD)2 − (~ωD)2

[
1 +

∆2

2(~ωD)2
+ · · ·

]}
= −V

2
N(0)∆2 = Ωs − Ωn (479)

となる。
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1.24 相互作用が無い Phonon系

一様、等方な弾性体を仮定する。さらに、横波は無いと仮定し、断熱体積弾性率

B = −V
(
∂P

∂V

)
S

(480)

は与えられているものとする。この物理量は、弾性体の体積変化のしやすさを表し、弾性率が低い
ほど体積変化がしやすい。この場合は、バネ定数を念頭に置けばよい。
質量密度の変化 δρm は波動方程式(

1

c2
∂2

∂t2
−∇2

)
δρm = 0 (481)

に従う。ここで、

c2 =
B

ρm0
=

B

Mn0
(482)

は、縦波の音速で、

ρm0 ≡Mn0 (483)

は Backgroundの質量密度である。平衡位置からのずれを d(x)とすると、体積要素 dV は d(x)

の１次までで

dV ′ = dx′dy′dz′ = dV (1 +∇ · d) (484)

と変わる。これより、密度の変化は同じ orderで

δρm
ρm0

=
Mδn

Mn0
=
δn

n0
=
n− n0
n0

=
n

n0
− 1 =

dN
dV ′

dN
dV

− 1 =
dV

dV ′ − 1

=
1

1 +∇ · d
− 1 ≃ −∇ · d (485)

となる。以上より、

1

c2
∂2

∂t2
δρm = −ρm0

1

c2
∂2

∂t2
∇ · d

∇2δρm = −ρm0∇ · (∇2d)

⇒ ∇ ·
(

1

c2
∂2d

∂t2
−∇2d

)
= 0 (486)

を得る。ここで、連続体中で横波と渦が無いとき、dは以下の条件∮
anypath

d · dl = 0 (487)

を満たす。これは、一般にベクトル場は発散が無い項と、回転がない項との和で書けるからであ
る。(487)より

∇× d = 0 (488)
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である。ゆえに、

∇×
(

1

c2
∂2d

∂t2
−∇2d

)
= 0 (489)

も成り立つ。あるベクトルの発散と回転が０のとき、そのベクトルは恒等的に０であるから、dは(
1

c2
∂2d

∂t2
−∇2d

)
= 0 (490)

を満たす。この方程式を与える Lagrangianは

L0 =

∫
dx

[
ρm0

2

(
∂di
∂t

)2

− B

2

(
∂di
∂xj

)2
]

(491)

である。ここで、場の運動量 π を

π(x, t) ≡ ρm0
∂d

∂t
(492)

で定義すると、Hamiltonianは

H0 =

∫
dxπ

∂d

∂t
− L0

=

∫
dx

[
π2

2ρm0
+
B

2

(
∂di
∂xj

)2
]

(493)

となるが、∇× dと部分積分２回を用いると

H0 =

∫
dx

[
π2

2ρm0
+
B

2
(∇ · d)2

]
(494)

が得られる。ここで、d,π は

π(x, t) = −
√
Mn0

∑
k

√
~ωk

2V

k

k

(
ĉke

i(k·x−ωkt) + ĉ†ke
−i(k·x−ωkt)

)
(495)

d(x, t) =
−i√
Mn0

∑
k

√
~

2ωkV

k

k

(
ĉke

i(k·x−ωkt) − ĉ†ke
−i(k·x−ωkt)

)
(496)

ωk = ck (497)

となる。これらより、Hamiltonianは

Ĥ0 =
∑
k

~ωk

(
ĉ†k ĉk +

1

2

)
(498)

となる。
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1.25 電子-格子相互作用

Phononを考える前に、電子ガス模型の Hamiltonianを載せておく。

Ĥ ≡ Ĥel + Ĥb−b + Ĥel−b (499)

Ĥel ≡
N∑
i=1

p2
i

2m
+
e2

2

∑
i ̸=j

e−µ|ri−rj |

|ri − rj |
(500)

Ĥb−b ≡
e2

2

∫
dx

∫
dx′n(x)n(x

′)e−µ|x−x′|

|x− x′|
(501)

Ĥel−b ≡ −e2
N∑
i=1

∫
dx
n(x)e−µ|x−ri|

|x− ri|
(502)

これらは、上から、電子-電子相互作用、背景-背景相互作用、電子-背景相互作用を表す。
ここから phononを考える。(502)より、電子と背景の相互作用 Hamiltonianは

Ĥel−b =

∫
dx

∫
dx′ ρ̂el(x)ρ̂b(x

′)

|x− x′|
(503)

である。ここで、上と違うのは、背景の電荷密度が一様ではない点である。ρb を一様な密度、そこ
からの変化 δρ̂b とすると、

ρ̂b = ρ0 + δρ̂b (504)

δρ̂b = zeδn = −zen0∇ · d (505)

となる。ただし、z はイオンの価数である。これを (503)に代入すると

Ĥel−b =

∫
dx

∫
dx′ ρ̂el(x)ρ0
|x− x′|

+

∫
dx

∫
dx′ ρ̂el(x)δρ̂b(x

′)

|x− x′|
(506)

≡ Ĥ0
el−b + Ĥel−ph (507)

となる。ここで、第１項は (502) と同じである。第２項が電子-格子相互作用を表す。ここで、場
の演算子は Schrödinger表現で

ψ̂(x) =
∑
kλ

1√
V
eik·xηλâkλ (508)

d̂(x) =
−i√
Mn0

∑
k

√
~

2ωkV

k

k

(
ĉke

ik·x − ĉ†ke
−ik·x

)
θ(ωD − ω) (509)
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である。これらを (507)に代入すると

Ĥel−ph =

∫
dx

∫
dx′ −e
|x− x′|

ψ̂†
λ(x)ψ̂λ′(x)

−i√
Mn0

∑
q

√
~

2ωqV

q

q

×(−zen0) ·
[
iqĉqe

iq·x′
+ iqĉ†qe

−iq·x′
]
θ(ωD − ωq)

=
∑

kλkλ′q

∫
dx

∫
dx′ −e

V |x− x′|
η†ληλ′ â†λâλ′(−zen0)θ(ωD − ω)

× 1

c
√
Mn0

√
~ωq

2V

[
ĉqe

i(k′−k)·x+iq·x′
+ ĉ†qe

i(k′−k)·x+iq·x′
]

=
∑
kλk′q

∫
dx

∫
dx′ ze2

|x− x′|

√
n0
M

√
~ωq

2V

â†kλâk′λ

cV

×
[
ĉqe

i(k′−k)·x+iq·x′
+ ĉ†qe

i(k′−k)·x−iq·x′
]
θ(ωD − ωq) (510)

となるが、ここで、R ≡ (x+ x′)/2, r ≡ x− x′ とおくと上式の積分部分は

(積分部分) =

∫
dr

∫
dR

1

r
ei(k

′−k)·(R+r/2)eiq·(R−r/2)â†kλâk′λĉq

+

∫
dr

∫
dR

1

r
ei(k

′−k)·(R+r/2)e−iq·(R−r/2)â†kλâk′λĉ
†
q

= V

∫
dr

1

r
exp

[
i

(
k′ − k − q

2

)
· r
]
δ(k′ − k + q)â†kλâk′λĉq

+V

∫
dr

1

r
exp

[
i

(
k′ − k + q

2

)
· r
]
δ(k′ − k − q)â†kλâk′λĉ

†
q

= V

∫
dr

1

r
e−iq·râ†k′+qλâk′λĉq + V

∫
dr

1

r
eiq·râ†kλâk+qλĉ

†
q (511)

さらに、 ∫
dr

1

r
e−iq·r = 2π

∫ ∞

0

drr

∫ π

0

dθ sin θe−iqr cos θ

= 2π

∫ ∞

0

drr

[
1

iqr
e−iqr cos θ

]π
0

=
4π

q

∫ ∞

0

dr sin qr

=
4π

q
Im

∫ ∞

0

dreiqr−µr

=
4π

q2
(512)

だから

(積分部分) =
4π

q2

[
â†k′+qλâk′λĉq + â†kλâk+qλĉ

†
q

]
(513)

となるから、Hamiltonianは

Ĥel−ph =
∑
kλq

ze2

c

√
n0
M

√
~ωq

2V

4π

q2
θ(ωD − ωq)

[
â†k+qλâkλĉq + â†kλâk+qλĉ

†
q

]
(514)
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となる。ここで、有効相互作用について考える。Coulombポテンシャルの Fourier変換は

U c
0 (q) =

4πe2

q2
(515)

で与えられる。ゆえに、electron-phonon相互作用は U c
0 に比例する。また、以前に議論したよう

に、電子ガスでは U c
0 の代わりに、有効相互作用 U c(q) = U c

0 (q)/κ(q)を用いた。リング近似によ
る有効相互作用は

U c
r (q) =

4πe2

q2 + q2TF

(|q| ≪ kF ) (516)

である。ここで、

q2TF =
4αrs
π

k2F =
4

π

(
4

9π

) 1
3

rsk
2
F =

4kF
πa0

,
4π

q2TF

=
π2

kF
a0 (517)

であるから、q−2
TF は格子間隔と同じ orderである。よって、cut-off ωD/cとも同じ orderである

から有効相互作用を

U c
r (q) ≃

4πe2

q2TF

(518)

と近似する。すなわち、U c
0 を U c

r で置き換えた後、上で行った近似をする。これにより electron-

phonon相互作用のハミルトニアンは以下のように書ける。

Ĥel−ph = γ

∫
dxψ̂†

α(x)ψ̂α(x)φ̂(x) (519)

γ ≡ ze2

c

4π

q2TF

(n0
M

) 1
2

(520)

δn̂(x) = −n0∇ · d(x) ≡ −
1

c

(n0
M

) 1
2

φ̂(x) (521)

これは、以下のように計算できる。

γ

∫
dxψ̂†

α(x)ψ̂α(x)φ̂(x) =
ze2

c

4π

q2TF

(n0
M

) 1
2

c

(
M

n0

) 1
2
∫
dxψ̂†

α(x)ψ̂α(x)φ̂(x)

=
4πze2n0
cq2TF

∫
dx

∑
kαk′q

1

V
e−ik·xeik

′·xη†αηαâ
†
kαâk′α

× 1√
Mn0

√
~ωq

2V
(ĉqe

iq·x + ĉ†qe
−iq·x)θ(ωd − ωq)

=
4πze2

cq2TF

√
n0
M

∑
kαk′q

∫
dx

1

V

√
~ωq

2V
â†kαâk′αθ(ωD − ωq)

×(ĉqei(k
′−k+q)·x + ĉ†qe

i(k′−k−q)·x)

=
4πze2

cq2TF

√
n0
M

∑
kαq

√
~ωq

2V
(â†k+qαâkαĉq + â†kαâk+qαĉ

†
q) (522)
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これは、確かに (514)を上で述べた近似をしたものになっている。
ここで、背景の相互作用 Hamiltonianは (504)を用いて、

Ĥb−b =
1

2

∫
dx

∫
dx′ ρ̂b(x)ρ̂b(x

′)

|x− x′|

=
1

2

∫
dx

∫
dx′ ρ0ρ0
|x− x′|

+
z2e2

2

∫
dx

∫
dx′ δn̂(x)δn̂(x

′)

|x− x′|

≡ Ĥ0
b +

z2e2

2

∫
dx

∫
dx′ δn̂(x)δn̂(x

′)

|x− x′|
(523)

となる。この最右辺第１項は Ĥel に含まれている。第２項は電子ガスでは、長距離では遮蔽され、
短距離ではこの効果は B に含まれる。よって、この項は無視する。
以上より得た Hamiltonianは

Ĥ = Ĥel−gas + Ĥph + γ

∫
dxψ̂†

α(x)ψ̂α(x)φ̂(x) (524)

である。
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1.26 Phononの Green関数のファインマンルール (絶対零度)

1. トポロジー的に異なる図形をすべて描く。ただし、基本 vertex部分は以下の図のようなも
のである。

2. 摂動の次数に応じて −iγ/~をつける。

3. 電子線には i(2π)−4G0
αβ(q)を対応させる。ここで、

G
(0)
αβ(q, q0) = δαβ

[
θ(|q| − kF )
q0 − ϵq/~+ iη

+
θ(kF − |q|)
q0 − ϵq/~− iη

]
(525)

である。さらに、スピンについて和をとる。

4. Phonon線には i(2π)
4

D(0)(q)を対応させる。ここで、D(0)(q)は以下で定義される。

iD(0)(x− x′) ≡ ⟨0| T̂ [φ̂I(x)φ̂I(x
′)] |0⟩

=


∑
k

~ωk

2V
eik·(x−x′)−iωk(t−t′)θ(ωD − ωk) (t > t′)∑

k

~ωk

2V
e−ik·(x−x′)+iωk(t−t′)θ(ωD − ωk) (t′ > t)

(526)

iD(0)(x− x′) ≡
∫

d4q

(2π)4
eiq(x−x′)iD(0)(q) (527)

D(0)(q) =
1

2
~ωq

(
1

q0 − ωq + iη
− 1

q0 + ωq − iη

)
θ(ωD − ωq)

=
~ω2

q

q20 − (ωq − iη)2
θ(ωD − ωq) (528)

5. 振動数と波数ベクトルを各頂点で保存させる。

6. すべての内線について積分。

7. フェルミオンループの数に応じて (−1)F をつける。

8. 図 15のような図形はすべて無視する。
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p
p� qq

図 14 基本 vertex部分のダイアグラム

pp q = 0 D(0)(q = 0) = 0
図 15 Phononの場合無視するダイアグラム

ここで、(528)を導出する。

D(0)(q) =

∫
d4(x− x′)e−iq(x−x′)D(0)(x− x′)

=

∫
d4(x− x′)

[
θ(t− t′)

∑
k

ei(k−q)·(x−x′)−i(ωk−q0)(t−t′)θ(ωD − ωk)
~ωk

2V i

+ θ(t′ − t)
∑
k

e−i(k+q)·(x−x′)+i(ωk+q0)(t−t′)θ(ωD − ωk)
~ωk

2V i

]

=

∫ ∞

0

d(t− t′)
∑
k

V
~ωk

2V i
δ(k − q)θ(ωD − ωk)e

−i(ωk−q0)(t−t′)−η(t−t′)

+

∫ 0

−∞
d(t− t′)

∑
k

V
~ωk

2V i
δ(k + q)θ(ωD − ωk)e

i(ωk+q0)(t−t′)+η(t−t′)

=
1

i

[
1

2
~ωqθ(ωD − ωq)

−1
−i(ωq − q0)− η

+
1

2
~ωqθ(ωD − ωq)

1

i(ωq + q0) + η

]
=

1

2
~ωq

(
1

q0 − ωq + iη
− 1

q0 + ωq − iη

)
(529)

ここで、phonon交換のダイアグラムと、スピンに独立なポテンシャルのダイアグラムは１対１
に対応する。すなわち、

U0(q, q0) ≡ γ2~−1D(0)(q) = γ2
ω2
q

q20 − (ωq − iη)2
θ(ωD − ωq) (530)

である。ここで、最低次でさえポテンシャルは振動数に依存する。静的極限で

U0(q, 0) = −γ2θ(ωD − ωq) ≡
∫
dxe−iq·xVeq(x) (531)

となる。ωD/c と kF 比較により、ほとんどの場合 cut-off は無視できる。全ての q に対し、
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U0(q, 0) = −γ2 と仮定するとこれに対応するポテンシャルは

Veq(x) = −γ2δ(x) (532)

となる。
Properな phononの self-energyΠ⋆ を以下で導入する。

G = G(0) +G(0)Σ⋆G (533)

D = D(0) + γ2~−1D(0)Π⋆D (534)

Π∗ は (530)の有効ポテンシャルである。ここで、vertex部分を２つの電子線と１つの phonon線
につながっている部分と定義する。vertex 部分では運動量が保存している。proper な vertex 部
分は vertexの外線のところに、self-energyがないものとして定義される。任意のダイアグラムに
おいて、電子の self-energyと phononの self-energy(polarization part)と vertex部分を除いて、
残ったものは既約のダイアグラム、または、skeltonダイアグラムと呼ばれる。全てのダイアグラ
ムは、１つの skeltonダイアグラムからできていて、電子の Green関数 G、phononの Green関
数D、properな vertex partを skeltonダイアグラムに挿入すると得られる。例として、Σ⋆ と Π⋆

は以下の図に示すように、self-energy補正、または、vertex補正を加えれば得られる。= +
= +

図 16 self-energy補正、または vertex補正をしたダイアグラム。上は電子の self-energy、下
は分極部分を表す。

94



1.27 Migdalの定理

Migdalの定理とは、vertex部分が

Γ = γ

{
1 +O

[(m
M

) 1
2

]}
(535)

となるという定理である。ここで、m/M は電子の質量と、イオンの質量の比である。以下では、
この定理を１つ目の vertex補正まで示す。
一つ目の vertex補正 Γ(2) は図 とファインマンルールより

Γ(2)(p+ q, p) =

∫
d4lG(0)(p− l)G(0)(p+ q − l)D(0)(l)i2(2π)−8i(2π)4(iγ/~)2

=

∫
d4l

(2π)4
i
γ2

~2

[
θ(|p− l| − kF )

p0 − l0 − ϵp−l/~+ iη
+

θ(kF − |p− l|)
p0 − l0 − ϵp−l/~− iη

]
×
[

θ(|p+ q − l| − kF )
p0 + q0 − l0 − ϵp−l/~+ iη

+
θ(kF − |p+ q − l|)

p0 + q0 − l0 − ϵp−l/~− iη

]
~ω2

l θ(ωD − ωl)

l20 − (ωl − iη)2

= i
γ2

~2

∫
d4l

(2π)4
~ω2

l θ(ωD − ωl)

l20 − (ωl − iη)2
1

p0 − l0 − ϵp−l/~+ iηS(p− l)

× 1

p0 + q0 − l0 − ϵp−l/~+ iηS(p+ q − l)
(536)

ただし、S を

S(q) ≡

{
+1 |q| > 1

−1 |q| < 1
(537)

と定義した。ここで、l → lkF , l0 → l0ϵ
0
F /~と置き換える。これは波数を kF、振動数を ϵ0F /~を

lp� l
p+ q � l

図 17 properな vertex部分の２次のダイアグラム

単位にして計ることになる。

Γ(2)(p+ q, p) = i
γ2

~2

∫
d4l

(2π)4
k3F

ϵ0F
~

(
~
ϵ0F

)2(
ϵ0F
~

)2 ~ω2
l θ(ωD − ωl)

l20 − (ωl − iη)2

(
~
ϵ0F

)2

× 1

[p0 − l0 − ϵp−l + iηS(p− l)][p0 + q0 − l0 − ϵp+q−l + iηS(p+ q − l)]

=
iγ2k3F
ϵ0F

∫
d4l

(2π)4
ω2
l

l20 − (ωl − iη)2
1

[p0 − l0 − ϵp−l + iηS(p− l)]

× 1

[p0 + q0 − l0 − ϵp+q−l + iηS(p+ q − l)]
(538)
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同様にして、phononの振動数はこの単位系で

ωl = c|l| → ωl
ϵ2F
~

=

√
B

Mn0
kF |l|

→ ωl =

√
2m

M

√
B

n0ϵ0k
|l| (539)

となり、波数の最大値 lmax = ωD/cは

lmax = (18π2n0)
1
3 → kF lmax = (18π2n0)

1
3

→ lmax =

(
18π2n0
3π2zn0

) 1
3

=

(
6

z

) 1
3

(540)

となる。次に、(538)を直接積分する。ただし、複素 l0 空間で積分する。積分路は次のように被積
分関数を変形したとき

(被積分関数)

=
ωl

2

[
1

l0 − (ωl − iη)
− 1

l0 + (ωl − iη)

]
1

q0 + ϵp−l − ϵp+q−l + iη[S(p+ q − l)− S(p− l)]

×
[

−1
l0 − (p0 − ϵp−l + iηS(p− l)

+
1

l0 − (p0 + q0 − l0 + iηS(p+ q − l)

]
(541)

1
l0−(ωl−iη) を含む項については上半平面、

1
l0+(ωl−iη) を含む項については下半平面とする。留数定

理を用いると

Γ(2)(p+ q, p)

=
iγ2k3F
ϵ0F

∫
dl

(2π)3

∫
dl0
2π

ωl

2

[
1

l0 − (ωl − iη)
− 1

l0 + (ωl − iη)

]
× θ(ωD − ωl)

q0 + ϵp−l − ϵp+q−l + iη[S(p+ q − l)− S(p− l)]

×
[

−1
l0 − (p0 − ϵp−l + iηS(p− l))

+
1

l0 − (p0 + q0 − l0 + iηS(p+ q − l))

]
=
−γ2k3F
2ϵ0F

∫
dl

(2π)3

{
ωlθ(ωD − ωl)

q0 + ϵp−l − ϵp+q−l + iη[S(p+ q − l)− S(p− l)]

×
[

−[1 + S(p− l)]/2

p0 − ϵp−l + iηS(p− l)− (ωl − iη)
+

[1 + S(p+ q − l)]/2

p0 + q0 − ϵp+q−l + iηS(p+ q − l)− (ωl − iη)

+
−[1− S(p− l)]/2

p0 − ϵp−l + iηS(p− l) + (ωl − iη)
+

[1− S(p+ q − l)]/2

p0 + q0 − ϵp+q−l + iηS(p+ q − l) + (ωl − iη)

]}
(542)

となる。ただし、S の符号によって、極の位置が上半平面か下半平面か変わるので、それを考慮す
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るために、因子 ±[1± S]/2をつけた。さらに計算すると

Γ(2)(p+ q, p)

=
γ2k3F
2ϵ0F

∫
dl

(2π)3

{
ωlθ(ωD − ωl)

q0 + ϵp−l − ϵp+q−l + iη[S(p+ q − l)− S(p− l)]

×
[

[1 + S(p− l)]/2

p0 − ϵp−l − ωl + iη(S(p− l) + 1)
− [1 + S(p+ q − l)]/2

p0 + q0 − ϵp+q−l − ωl + iη(S(p+ q − l) + 1)

+
[1− S(p− l)]/2

p0 − ϵp−l + ωl + iη(S(p− l)− 1)
− [1− S(p+ q − l)]/2

p0 + q0 − ϵp+q−l + ωl + iη(S(p+ q − l)− 1)

]}
=
γ2k3F
2ϵ0F

∫
dl

(2π)3

{
ωlθ(ωD − ωl)

q0 + ϵp−l − ϵp+q−l + iη[S(p+ q − l)− S(p− l)]

×
[

1

p0 − ϵp−l − ωlS(p− l) + 2iηS(p− l)

− 1

p0 + q0 − ϵp+q−l − ωlS(p+ q − l) + 2iηS(p+ q − l)

]}
=
γ2k3F
2ϵ0F

∫
dl

(2π)3

{
ωlθ(ωD − ωl)

q0 + ϵp−l − ϵp+q−l + iη[S(p+ q − l)− S(p− l)]

×
[

1

p0 − ϵp−l − (ωl − iη)S(p− l)
− 1

p0 + q0 − ϵp+q−l − (ωl − iη)S(p+ q − l)

]}
(543)

となる。ここで、{· · · }内を f(ωl)と書くと上式は

Γ(2)(p+ q, p) =
γ2k3F
2ϵ0F

∫
dl

(2π)3
ωlθ(ωD − ωl) {f(0) + [f(ωl)− f(0)]} (544)

と書ける。ただし、f(0)を含む積分の収束を仮定したので、
(
m
M

) 1
2 が小さい極限は f(ωl) − f(0)

を無視することにより得られる。これは以下の計算によりわかる。ωl が十分小さいとして Taylor

展開すると

1

p0 − ϵp−l − (ωl − iη)S(p− l)
− 1

p0 + q0 − ϵp+q−l − (ωl − iη)S(p+ q − l)

=
1

p0 − ϵp−l + iηS(p− l)
− 1

p0 + q0 − ϵp+q−l + iηS(p+ q − l)
+O(ωl) (545)

となるから、

Γ(2)(p+ q, p) ≃ γ2k3F
2ϵ0F

∫
dl

(2π)3
ωlθ(ωD − ωl)

q0 + ϵp−l − ϵp+q−l + iη[S(p+ q − l)− S(p− l)]

×
[

1

p0 − ϵp−l + iηS(p− l)
− 1

p0 + q0 − ϵp+q−l + iηS(p+ q − l)

]
=
γ2k3F
2ϵ0F

√
2m

M

√
B

n0ϵ0F

∫
dl

(2π)3

× 1

p0 − ϵp−l + iηS(p− l)

1

p0 + q0 − ϵp+q−l + iηS(p+ q − l)
(546)

を得る。
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