
解析力学 問題

[1]. 運動エネルギーがK =
1
2

n∑

i,j=1

aij(q`)
dqi

dt

dqj

dt
で与えられる系に関して, ポテンシャルエネルギーを U(qi)として

Euler-Lagrange 方程式を書き下せ.

[2]. 変分原理は運動方程式を導くだけでなく, 様々な状況で有効である. 例えば幾何光学におけるフェルマーの原理は
「点 Pから点Qへの光の伝播は, それに要する時間が極小となる経路を通る」である. 今, 屈折率が場所の関数 n(r)
で与えられるとすると, 各地点での瞬間的な光速は

c

n(r)
である. そこで, 点の座標 Pを rP, 点 Qの座標を rQ と

して, 点 Pから点 Qへの光の経路を r(λ) =
(
x(λ), y(λ), z(λ)

) (
r(0) = rP, r(1) = rQ

)
と経数 λでパラメトラ

イズすると, 経路上の無限小区間の距離 d` =
√

ẋ2 + ẏ2 + ż2dλ (ẋ = dx/dλ, etc.) を進む間に要する時間 dt は

dt =
n(r)

c
d`で与えられる. この考察の下に, 点 Pから点 Qへ到達するのに要する時間 T を λを積分変数とする

作用積分と見なしてフェルマーの原理を変分原理で表し,光の経路が満たす方程式を導出せよ.

[3]. 鉛直に固定された半径 aの滑らかな円周上を質量mの質点が頂上から初速度 0で滑り落ちるときを考える．重力
加速度を gとする.

(a) 図のように極座標をとり，拘束条件を C(r) = r − a = 0, それに対する Lagrange 未定乗数を λ として，
Lagrangeanを書き下せ．

(b) r と θ に対する Euler-Lagrange方程式を書き下し，それらを解け。また質点に働く拘束力（抗力）を求め、質
点が円周を離れる位置を求めよ．

q

r =
 a

[4]. 質量mの質点が一端を固定された長さ `の紐につけられた振り子の運動（平面内にあるとは限らない）を, 重力加
速度を gとして次の方法で記述せよ.

(a) 紐の固定端を原点とし,鉛直下方を z軸として球座標を張り, 質点の位置の座標を (r, θ, ϕ)とする. この時, 拘
束条件を C(r) := r − ` = 0, それに対する Lagrange multiplierを λとしてこの系の Lagrangeanを書け.

(b) (r, θ, ϕ)に対する Euler-Lagrange方程式を書き下し, それに拘束条件を代入して, 質点に加わる抗力（紐に掛
かる張力）を θとエネルギー E の関数として求めよ. なお振り子の静止状態をエネルギーのゼロ点とする.

(c) ϕ = 0, π (xz平面)に運動が制限されている場合を考える. このとき,エネルギーがある値（Ec1とする）より小
さければ質点は振動し, Ec1 より大きな別のある値（Ec2 とする）より大きければ回転する. また Ec1 < E < Ec2

のとき, ある角度で紐が緩む. これらのエネルギー臨界値 Ec1, Ec2 を求め, Ec1 < E < Ec2 のときに紐が緩む角度
を求めよ.

[5]. Lagrangean L(qi, q̇i, t)
(

q̇i ≡ dqi

dt
, i = 1, 2, · · · , n

)
を考える．

(a) 作用汎関数 S[qi(·)] =
∫ t2

t1

dtL(qi, q̇i, t) に変分原理（Hamiltonの原理）を適用し，Euler-Lagrange方程式を

導け．
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(b) Lが qi の qi → qi + ε ui (ε ¿ 1)なる無限小変位に対して

L(qi, q̇i, t) → L(qi, q̇i, t) + ε
d

dt
W (qi, q̇i, t)

のように,ある関数W の時間に関する全微分だけ変化するとき,系には保存量が存在する（Neotherの定理）. こ
れを示せ.

(c)ui = q̇i のときの保存量はなにか. これは系のどのような対称性（不変性）を反映したものか.

[6]. 平面上を運動する質量mの質点が, ある力学変数 Aと次の Lagrangeanのように結合した系を考える.

L =
1
2
m

[
ṙ2 + r2(ϕ̇−A)2

]− V (r) +
1
2
Ȧ2 − U(A)

ここで V (r), U(A)はそれぞれ r, Aのある関数である。このとき以下の問いに答えよ.

(a) この系のエネルギー E の表式を求めよ.

(b) この系の ϕ方向の運動量（z軸回りの角運動量）pϕ の表式を求めよ.

(c) この系には E と pϕ 以外にもう一つの保存量がある. すなわち Lagrangean は

r → r , ϕ → ϕ + εA , A → A + ε Ȧ ,

なる無限小変換で

L → L + ε
d

dt
W

のように変換する. よって Noetherの定理によりある保存量Qが存在する. W を計算しQの表式を求めよ. また,
この Qの表式に pϕ の表式を使うことによって, Aの運動が r, ϕと独立に積分可能であることを示せ.

(d) pϕ と Qの表式を使ってエネルギー E の表式を変形し, この系が完全に積分可能であることを示せ.

[7]. 図のように長さ `1 と `2 の糸の先に，質量がそれぞれm1 とm2 の質点をつるした系（２重振子）を考える．

(a) 重力加速度を gとして，この系の Lagrangeanを書き下し，Euler-Lagrangeの運動方程式を求めよ．

(b) 振幅の小さい微小振動 (|φ1| ¿ 1, |φ2| ¿ 1)の場合についてこの系の基準振動数を求めよ．
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[8]. Poisson括弧式の Jacobi Identity:

{{A,B}, C}+ {{B,C}, A}+ {{C,A}, B} ≡ 0 ,

を証明せよ.（ヒント：symplectic metricを使い

{{A,B}, C} =
∑

i,j,k,`

J ijJk` (A,i B,j) ,kC,` =
∑

i,j,k,`

J ijJk` (A,ikB,jC,` + A,iB,jkC,`)

となることを利用すると簡単.）

[9]. 次の Lagrangeanで与えられる系（問題 [6]で考察した系）を考える.

L =
1
2
m

[
ṙ2 + r2(ϕ̇−A)2

]− V (r) +
1
2
Ȧ2 − U(A)

(a) (r, ϕ, A) に対する共役運動量をそれぞれ (pr, pϕ, pA)として, この系の Hamiltonian H を求めよ.

(b) この系の Hamiltonの運動方程式を書き下せ.

[10]. Hamiltonianが H(p, q) =
1
2

p2 + α p qで与えられる系を考える. ここで αは定数である.

(a) Hamilton の運動方程式を書き下し, 時刻 t = 0での (p, q) の初期値を (p0, q0)として運動の一般解を求めよ.

(b) 母関数 F が F2(q, P ; t) = e−αt q P で与えられる正準変換 (p, q) → (P, Q) （母関数 F = F2 − PQ）を実行し,
新しい Hamiltonian H2(P, Q; t)を求めよ.

(c) (b)で求めた H2(P, Q; t) に関する Hamiltonの運動方程式を解き, その解が (a)で求めた解と一致することを
確かめよ.

[11]. Lagrangean が L =
1
2
a(q)q̇2 − V (q)で与えられる一次元系を考える．

(a) Hamiltonの原理（変分原理）を適用し，Euler-Lagrange方程式を書き下せ．

(b) (a)で考えた系は Lagrangeanが L̃ =
1
2
a(q)q̇2 + b(q)q̇ − V (q) で与えられる系と等価な力学系であることを

示せ．

(c) この系のエネルギーを Eとする. qの運動可能領域 (E ≥ V (q))が q1 ≤ q ≤ q2 (V (q1) = V (q2) = E) に束縛さ
れている時，その運動の周期 T の表式を求めよ．

[12]. 中心力場中の質点の Lagrangean L =
m

2
(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)− V (r) を考える．ここで，r =
√

x2 + y2 + z2.

(a) (x, y, z)の共役運動量を (px, py, pz)として, この系の Hamiltonianを求めよ.

(b) 原点まわりの角運動量成分，Jx = ypz − zpy, Jy = zpx− xpz, Jz = xpy − ypxとHamiltonianとの Poisson括
弧式を計算し，それらが保存することを確かめよ．

(c) Jx, Jy, Jz に関して，{ , }を Poisson括弧式として，次の関係式が成り立つことを示せ．

{Jx , Jy} = Jz , {Jy , Jz} = Jx , {Jz , Jx} = Jy .
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[13]. Hamiltonianが H =
1

2m(t)
p2 +

1
2
m(t)ω2q2 で与えられる系を考える. ここでm(t)は時間の関数である.

(a)母関数F が F2(q, P ; t) =
√

m(t) q P で与えられる（（2）型の）正準変換 (p, q) → (P,Q)（母関数F = F2−PQ）
を実行し, 新しい Hamiltonian H2(P, Q; t)を求めよ. （m(t)が時間の関数であることに注意せよ.）

(b) m(t) = m0 eαt の場合, (a)で求めた Hamiltonian H2 は時間に陽に依存しない. この事を示し, これから得ら
れる保存量 E を元の変数 (p, q)で表せ.

[14]. 変数 (q, p)から変数 (Q, P )へのつぎのような変換を考える：

Q = qα cos βp , P = qα sin βp .

これが正準変換であるためには，α, β の値はいくらでなければならないか．

[15]. 単振動の Hamiltonian H =
1

2m
p2 +

1
2
mω2q2 に対して, F = F1(q, Q) =

mωq2

2
cot Q を母関数とする正準変換

(q, p) → (Q, Π)を考える.

(a) この正準変換を実行し, 新しい変数 (Q, Π)に対する Hamiltonian H1(Q, Π)を求めよ.

(b) 変数 (Q, Π)についての正準方程式を解き, 新しい運動量 Πが作用変数 I （I :=
1
2π

∫
◦ p dq) に等しいことを確

かめよ.

(c) 角振動数 ωが時間の関数としてゆっくりと変化するとき系のエネルギーはどのように変化するか，答えよ．
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