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自己紹介

• 名古屋生まれの物理学者です。

• 親も物理をやっていました。

• そのため、物理を子供時代から万学の王と見て、ブルーバッ
クスとかを読んでは親に叱られていました。

• 高校時代は文系、特に社会が得意で、物理とか数学は平気
に赤点を取ったりしていました。

• 親には才能がないと疎まれて、文系に行けと言われましたが、
反発して物理を志しました。

• 紆余曲折の末、京都大学理学部に入学して晴れて物理を勉
強するようになり、現在に至っています。

• 息子が２人居ます。一人は特任助教（文学・理学の２つの学
位持ち）、もう一人は大学院生（博士後期課程・数学）。
– 偶然、海外の同じ街に在住
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基礎物理学研究所

• 1953年に日本初の共同利用
研として設立。<=湯川のノー
ベル賞

• 1990年に広大理論研と合併

• 2008年に元所長の益川敏英
がノーベル賞

• 理論物理学の研究所(定員内
所員23名)=>物性分野も6名
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(©YITP=>上２つと下右の写真)

http://www.47news.jp/feature/topics/2008/10/post_
18.html (=>益川さんの写真)
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アインシュタインの奇跡の年(1905年)

• アルバート・アインシュタイン
(1879-1955)

– Person of the Century (Life, 
1999)

–おそらく史上でもニュートンと
並んで最も有名な科学者
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http://sygnite.com/representation
/einstein.html

MITのチャンピオンTシャツ



アインシュタインの奇跡の年(1905)

• アインシュタインの主な業績

–特殊相対論の創始(1905)

–光量子仮説の提案(1905)=>ノーベル賞

–ブラウン運動の理論(1905)=>博士論文

–一般相対論の提案と完成(1915)

–ボース・アインシュタイン凝縮(1925)

–量子力学の非局所性(EPR相関)(1935)
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アインシュタインの２つの貢献(1905)
• 特殊相対論

– 任意の慣性系で光速度不変

– ニュートン力学での速度合成（ガリレイ変換）は出来ない。

– 時間と空間の合体

– 非慣性系への拡張が一般相対論

• 光量子仮説（光電効果）
– 2つ目の量子論の論文

– 光が粒子の様に振る舞うことを予言

– 光電管（真空管）に応用=>鉄腕アトムにも使われている。

– アインシュタインはこの業績でノーベル賞
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アインシュタインの妄言？

• 一般相対論の帰結への混乱
– ブラックホールは存在しない(1939). <=一般相対論の式を解い
たシュヴァルツシルト(1916)がアインシュタインに手紙を送り、
アインシュタインが論文を提出、学会で代読。

– 重力波は存在しない(1936)
=>レフェリーにたしなめられて修正=>2017年に検証

• 宇宙項を巡る混乱
– 宇宙は静的であるとして導入(1917年)

– ハッブルの観測による膨張宇宙論を見て、生涯最大の誤りとし
て宇宙項を捨てる(1931年）

– 現代宇宙論では必須な項

• 量子力学は非局所的になるので誤り(1935): EPR論文
– その後、量子力学の非局所性は証明・実証された。

2022/8/20 京都大学ELCAS2022 9



目次

• アインシュタインの奇跡の年(1905年）

• ブラウン運動
–プレヒストリー

–アインシュタインの理論(1905,1906)とその歴史的
意義

• ブラウン運動を記述する数学的理論
– ランダムウォーク

–伊藤積分等

• 現代の確率論的熱力学への応用

102022/8/20 京都大学ELCAS2022



2022/8/20 京都大学ELCAS2022 11

EPR論文

ブラウン運動の論文



ブラウン運動
• ロバート・ブラウン(1827)が花粉中から流出し
た微粒子のランダム運動を観測
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https://youtu.be/cDcprgWiQEY?t=12

水中のナノ粒子ペランの実験によるコロイド粒子の軌跡
https://en.wikipedia.org/wiki/Brownian_
motion



アインシュタインの理論(1905)

• それまでブラウン運動のメカニズム
は明らかではなかった。

–ダーウィン(1880)の植物の運動学

• アインシュタイン=>メカニズムを明ら
かにした+分子の実在性を証明。

–アボガドロ数の予言

– これは彼の博士論文

–ペランの実験(1909)=>その正しさを実
証。
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ダーウィン：「植物の運動学」より



分子は実在するか？

• ドルトン(1808)の原子論

• アボガドロ(1811)

• カールスルーエの会議(1860)で広く化学者は
分子の実在性を受容

• メンデレーエフ(1869)の周期表

• しかし、反原子論の勃興は19世紀末

–マッハ、オズヴァルド、デューエム等の熱力学の
巨人等が提唱

–統計力学の始祖のボルツマンと激しく対立
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https://en.wikipedia.org/wiki/Ernst_Mach https://en.wikipedia.org/wiki/
Ludwig_Boltzmann

https://en.wikipedia.org/wiki/


エントロピーについて

• エントロピーはクラウジウスが導
入

• 断熱過程では減らない量

• 断熱準静過程では一定

• 熱力学の第二法則 ∆𝑆 ≥ 0

• 不可逆性を表す力学の可逆性

2022/8/20 京都大学ELCAS2022 15

https://en.wikipedia.org
/wiki/Entropy

https://en.wikipedia.org/


不可逆性

• エントロピー：
乱雑さ

• エントロピー
の低い（整っ
た）状態から
高い（乱れた）
状態へ遷移

• 時間の不可
逆性
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ボルツマンについて

• ルードヴィヒ・ボルツマン
(1844-1906)

• 可逆な力学法則不可逆な
熱力学第2法則

• 𝑆 = 𝑘 log𝑊は量子論の父
であるプランクが刻んだ。

• 𝑆: エントロピー, 𝑊: 状態数, 
𝑘 = 𝑅/𝑁𝐴: ボルツマン定数
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アインシュタインの論文 1

• 浸透圧の理論（ファント・ホッフ）

• 圧力勾配=数密度*外力
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zモルの溶液

𝑁𝐴 :アボガドロ数



アインシュタインの論文 2

• 数密度のみが空間xに依存すると

• 流体中の運動法則(ストークス則)を適用

• 拡散のフィック則（D: 拡散係数）
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𝑣𝑓: 外力下での粒子の速度、𝑎:粒子半径、𝜂:流体の粘性率

密度勾配



アインシュタインの論文 3

• アインシュタインの帰結

• アインシュタインのアボガドロ数の推定値

• アボガドロ数：１モルの分子の構成数
–分子が実在の証拠
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右辺は観測可能量で表される。

2.1 × 1023 (1905/5/11)=>4.15 × 1023 (1906)
=>6.6 × 1023(1911; 1906年論文の計算間違いの訂正）



アインシュタインが他に示した事

• アインシュタインは様々な理論で分子の実在
性を示した。

• レオロジーによるもの(1906)

–有効粘性率の上昇

• 粒子の平均２乗変位(1905)
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溶媒の粘性率

<∙>アンサンブル平均

体積分率



ゆらぎと散逸の関係式

• 恒等式
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ゆらぎと散逸の関係式

• ゆらぎと散逸の関係式=>非平衡物理の基本
法則

• 一般のカレントに替えても、同様の関係式が
成り立つ。

• 線形応答領域での量子系での一般論は久保
亮五が完成
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https://en.wikipedia.org/
wiki/Ryogo_Kubo

𝛽 = ൗ1 𝑘𝑇 , ℏ = ℎ/2π

https://en.wikipedia.org/
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ランダムウォーク(1)

• アインシュタインのブラウン運動の理論は拡
散現象を記述

• 拡散は数学的にはランダムウォーク

• Nステップ後に原点の右nサイトに居る場合の
数
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ホッピング確率1/2



ランダムウォーク(2)

• Nステップ後にnに居る確率

• スターリングの公式(                     )

• ∵ 1
𝑛
ln 𝑥 𝑑𝑥 ≤ ln(𝑛!) ≤ 1

𝑛+1
ln 𝑥 𝑑𝑥
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但しリーディングオーダーのみ。高次項はもう少し面倒な計算が必要。



ランダムウォーク(3)
• スターリングの公式を使うと

• 空間の連続極限での分布

• 時空間連続分布
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𝑒𝑥 ≔ 

𝑛=0

∞
𝑥𝑛

𝑛!



正規（ガウス）分布

• ランダムウォーカーの分布は
正規（ガウス）分布に従う。

• 正規分布は（無相関な）ラン
ダムな変数を沢山集めると普
遍的に現れる。

–中心極限定理

• 分布関数は拡散方程式に従
う。
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https://en.wikipedia.org/wi
ki/Carl_Friedrich_Gauss

https://en.wikipedia.org/wiki/


アインシュタインのゆらぎの理論

• アインシュタインは平衡ゆらぎの理論も発展
(1904,1909)
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エントロピー、平衡エントロピー

i,jについて和

行列式



確率過程

• ランダムウォークをする粒子を数学的に記述

• 物理学者はランジュバン方程式を使う。

• 数学的にはウィーナー過程

• をベースにする。
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確率過程における積

• ウィーナー過程では粒子は常にランダムに
キックされる。

• 時間発展を離散的に考える

• 伊藤型：前進差分

• ストラトノビッチ型：中心差分
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無相関ノイズ



確率解析の現代的意味

• 伊藤清(1915-2008:京大名誉
教授)は確率過程の基礎を確
立

• ファイナンス（金融工学）の父
–本人は嫌がっていた

• ウォール街は確率解析で株
価を予測

–世界経済は伊藤の掌の中で
動いている。
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現代の確率論的熱力学

• 熱力学は通常、極めて多くの自由度が必要

• ナノスケールでは必ずしも系の大きさは大きく
ない。

• 確率解析を使うと一本の粒子軌道をベースに
相対エントロピーの単調性と非負性を利用し
て熱力学を構成する事が可能。

–その際はストラトノビッチ型積を使うと便利

–その指摘は1997年（関本謙による）
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相対エントロピー

• カルバック・ライブラー情報量とも呼ばれる。

• 𝑝𝑖 , 𝑞𝑖:2つの離散確率分布

• 非負性

• 単調性：確率が非負で全確率の和が１を保つ
と 𝑝, 𝑞 → (𝑝′, 𝑞′)で
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相対エントロピーの補足

• 証明は初等的ですが、省略

• 相対エントロピーは非負なので確率分布空間
の距離と呼ぶことがある。

–但し対称性がなく、三角不等式を満たさないので
距離ではない。

• 禁止則を決めている。=>熱力学第二法則

• 元の出どころが情報幾何なので、熱力学を情
報理論で再構成できる。
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現代の熱力学の基礎

• ゆらぎの定理(Evans & Morriss, 1993)

• 証明は大学院生レベル

• ゆらぎの定理からゆらぎと散逸の関係式や、
久保公式を導出可能。
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時間反転軌道に関する確率



現代的熱力学の課題

• 有限時間熱力学での仕事率と効率のトレード
オフ関係式

– カルノーサイクルは効率最大だが、仕事率ゼロな
ので使えない。

–仕事率最大を有限時間熱力学では論じる。

• 熱力学の幾何学化

• その他：変なこと

–物理学者は法則を作っては、その例外を探す
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まとめ

• アインシュタインのブラウン運動の理論を
ベースにその歴史的意義と現代的な発展を
追ってみた。

• アインシュタインの理論

–非平衡物理の最初の理論

–現代的熱力学の基礎を与える。
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アインシュタインの息子

• ハンス・アルベルト・アイ
ンシュタイン(1904-73)

• 水理学、流砂の研究で
知られる。

• 身近な物理現象は泥臭
く、案外未解決
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数学的補足

• 指数関数 𝑒𝑥 ≔ σ𝑛=0
∞ 𝑥𝑛

𝑛!

• 自然対数 y = ln 𝑥 ↔ 𝑥 = 𝑒𝑦

–時としてlog 𝑥 : これも自然対数

•
𝜕𝑓 𝑥,𝑦

𝜕𝑥
≔ lim

∆𝑥→0

𝑓 𝑥+∆𝑥,𝑦 −𝑓(𝑥,𝑦)

∆𝑥
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