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概 要

物体の衝突において内部自由度（弾性振動）がどのような役割を果たすのかにつ

いて，弾性体モデルの衝突シミュレーションにより詳細に調べた．物体の衝突を

特徴付けるはね返り係数（衝突前後の速度比）は定数，あるいは衝突速度の単調

減少関数が，そのような振る舞いを示すのは散逸（固体粘性率）が強く，弾性振

動の励起がない場合のみ成り立つ事を明らかにした．また，散逸が弱いときには

弾性振動と衝突の共鳴に由来した振動構造が出現することを本論文ではじめて見

出した．また，内部振動の初期条件に熱揺らぎを与えた弾性体の衝突シミュレー

ションも行い，はね返り係数と振動モードの初期位相の間に三角関数的相関が現

れ，その結果としてはね返り係数が 1を超える「超弾性衝突」が発生することを

明らかにした．さらに摂動論による計算でこの関係を再現し，最大圧縮時に膨ら

む位相だと超弾性衝突が発生しやすいというメカニズムを明らかにした．更に非

弾性衝突に関する拡張されたゆらぎの定理が成り立つ事を数値的に検証した．
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第1章 研究背景

物体の衝突はあらゆるところで見られる最も基本的な物理現象の一つであり，身

近なところでは野球やゴルフなどのスポーツにおいて目にする．あるいは舞い上

がる砂の中では粒子同士が衝突を繰り返している．特に後者の例のような粉や粒

などの集まり（と空気などその周りの媒質）は粉体と呼ばれ，科学的にも工学的

にも重要な対象となっている．粉体を構成する粒子のサイズは，コピーのトナー

のようなサブミクロンスケールから原始惑星系円盤のような宇宙スケールまで対

象によって様々であるが，1つ 1つの構成粒子自体が巨視的な自由度を有している

ことが粉体の特徴である．一方，近年注目が集まっているナノクラスター（小さい

もので原子数個から成るクラスター）においても衝突は重要な役割を果たし，盛

んに研究されているしこのような衝突に伴い，重心の並進の運動エネルギーは一

部が熱，内部振動，クラスターの変形，欠陥の形成，音波の放射等に変換され，そ

の衝突は非弾性衝突となる．その非弾性衝突は，衝突後の反発速度と衝突速度の

比である反発係数で特徴づけられ，その反発係数が 1以下となることが粉体の特

徴になっている．

ここではまず 1.1節で粉体の研究について紹介する．その後，1.2節では粉体に

おいて本質的な非弾性衝突について詳述する．1.3節ではよく知られた衝突理論で

ある準静理論について紹介する．1.4節では衝突を特徴付ける，はね返り係数を導

入する．1.5節では粘弾性体および塑性変形が起こる場合の準静理論において，は

ね返り係数を具体的に計算する．1.6節では，はね返り係数を測定した実験につい

て紹介し，準静理論との整合性について論じる．1.8節では，もう一つの大きな背

景としてナノクラスターの研究について紹介する．1.9節では特にナノクラスター

衝突の物理について紹介する．さらに 1.10節ではナノクラスターの分子動力学シ

ミュレーションで見出された「超弾性衝突」という特異な衝突現象について紹介

する．1.11節で分子動力学法と弾性体モデルの違いについて言及した後，1.12節

で本研究で用いる等温弾性球モデルについて紹介する．さらに 1.13節では直接の

先行研究である 2次元弾性円盤モデルの結果についてまとめる．本論文の構成は

1.15節にまとめる．
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図 1.1: マスタードの種で作られた斜面の様子を文献 [28]より転載．雪崩が起き，

山の表面には流れがあるが，山の内側は固まって動かない．

1.1 粉体の物理

粉体はありとあらゆるところで見られる．例えば普段食べているものの多くは

粉体の形態をしている．また，地すべりや侵食からプレートテクトニクスまで地球

規模の地質作用は粉体の運動ととらえられる．地球 [1,2]に限らず火星 [3]や月 [4]

など他の惑星や衛星においても粉体は観測される．惑星リングや原始惑星系円盤

などもまた粉体であり，その形成過程が盛んに研究されている [5–11]．

粉体は鉱業，建設業から農業，製薬業，食品加工業まであらゆるところで取り

扱われており，工学や産業においても重要な位置付けにある [12–16]．それにも関

わらず，工業プラントの容積の 40%が粉体の輸送に関する問題で無駄になってい

るとの概算があるほど [17,18]，粉体の振舞いに対する理解は乏しい．粉体の基本

的な振る舞いの理解が進めば産業界へのインパクトは計り知れない．

粉体は物理の対象としても大変興味がもたれている [19–27]．空気や水などと同

様に，砂や粉などは普段気に止めることのない大変ありふれた存在であるが，物

質の相転移がそうであるように，粉体の挙動はまったく自明でない．例えば砂場に

作られた砂山は固体のようにその場にそびえ立つ一方，風に巻き上げられた砂は

あたかも気体の如く振る舞う．ビンに詰められたコピーのトナーを振ってみると，

液体にしか見えない．このように一見すると粉体もまた物質の三態に分類できる

ように思えるが，実際には粉体は水や空気とはまったく異なる振る舞いを示す．

図 1.1は山積みにされたマスタードの種が雪崩を起こしている様子をとらえた写

真である [28]．流れは山の表面部分だけにとどまり，内部はまったく動いていな

いのがわかる．雪崩もやがて少し裾野の広げた山を形成したところで止まってし

まうだろう．濡れて広がっていく液体とはまったく振舞いが異なる．

粉体では構成粒子自体が巨視的な自由度を有するため，衝突の際にエネルギー
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図 1.2: 粉体のシミュレーションの様子を文献 [37]より転載．初期に一様状態の各

粒子にランダムな速度を与え，外力は加えずに時間発展させる．粒子数は 40000で

ある．散逸ははね返り係数（1.4節参照）によって導入している．値は 0.6である．

図は一粒子あたり 500回衝突した時間に相当する瞬間の様子である．クラスター

が形成されていることがうがかえる．

散逸が生じる．ここが原子や分子で構成される通常の物質との根本的な違いであ

る．マスタードの種が重力下であるにも関わらず流れていかないのは散逸が原因で

ある．粉体と通常の物質が類似している [23,29–36] と思うのはすべて動的な現象

を見ているときであることに注意されたい．たとえ散逸するとしても外からエネ

ルギーを注入し続けて駆動していれば，その存在があまり目立たないからである．

しかし，動的な現象においても散逸の存在はときに粉体とニュートン流体の間

に劇的な違いをもたらす．その最たる例がクラスター形成である [37–50]．図 1.2

はシミュレーションの様子である [37]．粒子間で非弾性衝突（散逸を伴う衝突）を

絶えず繰り返すこと（非弾性崩壊 [51]）で相対速度を失い，クラスターを形成する

のである．このように非弾性衝突は粉体において本質的であり，その過程を詳細

に理解することが粉体の多様で魅力的な振る舞いを理解するうえで重要となる．

1.2 非弾性衝突におけるエネルギーロスのメカニズム

非弾性衝突におけるエネルギーロスには次のメカニズムが知られている：

1. 衝突物体の振動励起

2. 固体粘性によるエネルギー散逸
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3. 塑性変形によるエネルギーロス

衝突によって弾かれた物体表面は元の位置に戻ろうと運動するため，物体に弾

性振動が生じる．衝突が固体音速に比べて十分低速であれば振動は励起されない

が，一般には励起が起こる．これが 1番目のメカニズムである．

2番目のメカニズムは，有限速度の変形に関係した散逸過程である．熱力学でよ

く知られているように，準静的な変形では時々刻々，局所熱平衡状態が保たれる．

一方，有限速度での変形では平衡状態から外れるため，平衡状態への緩和が起こ

る．このとき，力学的エネルギーは最終的に熱へと散逸する．すなわち，流体同

様，固体にも粘性が存在する．粘性と弾性を合わせ持つ物体は粘弾性体と称され

る．欠陥があると有限速度の変形により内部状態が遷移するため，固体粘性は完

全結晶でない限り必ず存在する．

さらに高速になり，物体にかかる圧力が臨界値（降伏応力）を超えると，物体

は塑性変形を起こし，元の形状に戻らなくなる．このとき，衝突エネルギーは形

状変化に使われる．これが 3番目のメカニズムである．

その他にも欠陥形成や全体の変形，破砕などによってもエネルギーは失われる．

また，媒質中であれば音波放射によるロスも発生する．

1.3 準静理論

非弾性衝突を記述するには前節で述べたエネルギーロスのメカニズムを考慮す

る必要がある．このうち，1番目の振動励起については無限の内部自由度を考慮す

る必要があるため，扱いが難しい．そこで，衝突は十分に低速で振動励起は起こ

らないとする仮定がよく用いられる．この仮定を採用した衝突理論を準静理論と

いう [52–56]．このとき物体の変位 h(t)の運動方程式は

Meffḧ(t) = F (h(t), ḣ(t)) (1.1)

であり，物体にかかる力 F は変位とその速度のみで決まる．ここでMeffは換算質

量で，2物体の質量をM1，M2とすると

Meff ≡
(

1

M1

+
1

M2

)−1

(1.2)

である．

弾性変形の場合

準静理論の先駆者であるヘルツは，弾性論に基づいて力を導出した [52]．ヘル

ツ理論に基づくと半径Ri，ヤング率 Yiの 2球 i = 1, 2衝突の場合，力の大きさは

FH(h) =
4Yeff

√
Reff

3
h3/2 (1.3)
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となる [57]．ここで，YeffおよびReffはそれぞれ，換算半径および有効ヤング率で

あり，それぞれ

Reff ≡
(

1

R1

+
1

R2

)−1

(1.4)

Yeff ≡
(
1− ν21
Y1

+
1− ν22
Y2

)−1

(1.5)

である．ここで νiは球 iのポアソン比である．このとき，運動方程式 (1.1)は以下

のように解けて，接触時間 τHを求めることができる．

力の表式 (1.3)からポテンシャルエネルギー V (h)は

V (h) =
8Yeff

√
Reff

15
h5/2 (1.6)

となる．したがってエネルギー保存則から

dh

dt
= ±

√
{vCM(0)}2 −

16Yeff
√
Reff

15Meff

h5/2 (1.7)

が得られる．ここで vCM(0)は初速度である．(1.7)式は直ちに積分でき，接触時

間は

τH = 2

∫ h∗

0

dh

(
{vCM(0)}2 −

16Yeff
√
Reff

15Meff

h5/2
)−1/2

= 2.87

(
M2

eff

Y 2
effReffvCM(0)

)1/5

(1.8)

となる．ここで，h∗は最大圧縮変位で，エネルギー保存則から

h∗ =

(
15Meff{vCM(0)}2

16Yeff
√
Reff

)2/5

(1.9)

である．

1.4 はね返り係数

ヘルツが考慮したのは斥力のみであったが，その後に引力を考慮した理論 [53,58]

や，散逸力を考慮した理論 [54, 55, 59]などが考案され，衝突を記述する試みが行

われてきた．しかし実際の衝突は有限速度で起こり，衝突には必ず振動励起を伴

う．本当に準静理論で実際の衝突を記述できるのであろうか．そのことを確かめ

るには，衝突における散逸を特徴付けるはね返り係数を調べればよい．はね返り

係数 eは

e ≡ −vCM(tf )

vCM(0)
(1.10)
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のように衝突前の速度 vCM(0)と衝突後の速度 vCM(tf )の比で定義され，散逸がな

い弾性衝突の場合には 1，散逸がある非弾性衝突の場合には 1より小さい値となる．

粉体において散逸は本質的であり，それゆえはね返り係数を知ることが衝突問題

の主要な目的となる．

1.5 準静理論におけるはね返り係数の計算例

多くの初等的な力学の教科書に（例えば [60]）はね返り係数は物質定数である

と記されているが，実際には衝突速度によって変化する [53–56, 61]．ここで粘弾

性体，および塑性変形を考慮した準静理論におけるはね返り係数の計算方法につ

いて紹介する．

粘弾性体

まずは粘弾性体の準静理論を解き，はね返り係数を求める．準静理論において，

粘弾性体にはヘルツの接触力 (1.3)に加えて散逸力

Fdiss(h(t), ḣ(t)) = −γ d

dt
FH(h(t)) = −2γYeff

√
Reffh(t)ḣ(t) (1.11)

が働く [54, 55]．ここで，γは固体粘性率で時間の単位を持っている．なお，固体

粘性率の起源については 2.2節および付録Hで述べるので，ここでは γありきで

議論を進める．したがって運動方程式 (1.1)は，力の向きに注意して

Meffḧ = −4Yeff
√
Reff

3
h3/2 − 2γYeff

√
Reffhḣ (1.12)

となる．

ここで，固体粘性率 γが接触時間 (1.8)に比べて十分小さい場合を考え，運動方

程式 (1.12)を γの 1次までで解く．まず，運動方程式 (1.12)の両辺に ḣをかけて

時間について 0から τHまで積分すると

1

2
Meff{vCM(τH)}2 −

1

2
Meff{vCM(0)}2 = −4γYeff

√
Reff

∫ τH/2

0

dt
√
hḣ2

= −4γYeff
√
Reff

∫ h∗

0

dh
√
hḣ

≃ −4γYeff
√
ReffvCM(0)(h

∗)3/2
∫ 1

0

dx
√
x(1− x5/2)

= −5.57Meff{vCM(0)}2
γ

τH
(1.13)
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が得られる．ここで，3行目では速度の 0次が (1.7)式によって与えられることを

用いた．また，最大変位 h∗は (1.9)式により与えられ，x = h/h∗で変数変換した．

最終行では ∫ 1

0

dx
√
x(1− x5/2) = 0.5045 (1.14)

であることを用いた．等式 (1.13)より，はね返り係数は

e = 1− 5.57
γ

τH
+O(γ2) (1.15)

となる．したがって等式 (1.8)より 1− e ∝ {vCM(0)}−1/5であり，この振舞いは氷

の衝突実験 [61]をよく再現する（1.6節参照)．

塑性変形

ここでは塑性変形を考慮した場合のはね返り係数の計算方法について，文献 [53]

に基づいて紹介する．ここでも2球衝突を考える．ここでの議論もまた，準静理論に

基づいている．塑性変形は高速衝突の場合に起こるため，準静理論を用いてよいかは

まったく非自明であるが，ここで得られるはね返り係数の振舞い e ∝ {vCM(0)}−1/4

は，鉄球の衝突実験において確認されている [53,62]．このように準静理論で記述で

きるのは，塑性変形によって弾性波の発生が阻害されるからだと考えられている．

衝突により，運動エネルギーがすべて弾性および塑性変形を起こすための仕事

に使われるとする．すなわち，

1

2
Meff{vCM(0)}2 =

∫ h∗
c

0

dhFc(h) (1.16)

であるとする．ここで，h∗cは最大圧縮変位，Fcは圧縮力である．同様に

1

2
Meff{vCM(tf )}2 =

∫ h∗
r

0

dhFr(h) (1.17)

であるとする．ここで，h∗r は復元変位，Frは復元力である．ただし，復元が起こ

るのは弾性変形に限られることに注意されたい．塑性により残留変位 h∗c − h∗r > 0

が発生する．

完全に塑性変形のみが起こっているときの応力分布はほぼ一定とみなすことが

できる．一方，弾性変形と塑性変形の中間領域における圧力分布は非常に複雑で

ある．しかし，ほとんどの金属衝突においてそのような領域は重要ではないため，

ここでは全領域で完全な塑性変形であると仮定する．このような塑性変形が現れ

た状態における接触面の平均圧力を pdと書くと圧縮力は

Fc = πa2pd (1.18)
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で与えられる．ここで aは接触面の半径で，塑性変形においては近似的に

a =
√

2Reffh (1.19)

で与えられる．したがって圧縮力は

Fc(h) = 2πpdReffh (1.20)

であり，衝突前の運動エネルギー (1.16)は

1

2
Meff{vCM(0)}2 = πpdReff(h

∗
c)

2 (1.21)

となる．

一方，復元は弾性変形によるものであるから，その力は (1.3)式で与えられる．

しかし，塑性変形により球の形状が変化しているため，そのまま適用することは

できない．形状変化の影響は小さく，換算半径Reffの変化で表されると仮定すれ

ば，復元力は弾性変形における関係式

Reff =
a2

h
(1.22)

によって弾性力 (1.3)からReffを消去した

Fr(h) =
4

3
Yeffah (1.23)

により与えられる．一方，接触半径 aは等式 (1.18)と同様に

a =

√
Fr

πpd
(1.24)

で与えられるので，結局

Fr(h) =
16Y 2

eff

9πpd
h2 (1.25)

となる．これより衝突後の運動エネルギー (1.17)は

1

2
Meff{vCM(tf )}2 =

16Y 2
eff

27πpd
(h∗r )

3 (1.26)

である．

h∗cと h∗r の関係は等式 (1.20)および (1.25)より

F ∗ = 2πpdReffh
∗
c =

16Y 2
eff

9πpd
(h∗r )

2 (1.27)

で与えられる．ここで，

F ∗ ≡ Fc(h
∗
c) = Fr(h

∗
r ) (1.28)
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図 1.3: 氷の衝突実験におけるはね返り係数の衝突速度依存性を文献 [61]より転

載．はね返り係数が物質定数でないことは明らかである．また，衝突速度が増す

につれ単調に減少している．Brilliantovらはこの振舞いを準静理論における表式

(1.15)で再現した [55]．全体的にはね返り係数の値が 1を大きく下回っていること

から氷の散逸が大きいことがうかがえる．

である．したがって運動エネルギー (1.16)および (1.17)から，それぞれ h∗cおよび

h∗r を消去して F ∗で表せば

1

2
Meff{vCM(0)}2 =

1

4πpdReff

(F ∗)2 (1.29)

1

2
Meff{vCM(tf )}2 =

√
πpd

4Yeff
(F ∗)3/2 (1.30)

となり，これよりはね返り係数は

e2 = π3/2 pd
Yeff

√
pdR2

eff

F ∗ (1.31)

のように得られる．等式 (1.29)から F ∗ ∝ vCM(0)であるから，e ∝ {vCM(0)}−1/4

であることがわかる．この振舞いは鉄球の衝突実験で確認されている [53,62]．

1.6 はね返り係数の測定

図 1.3は氷の衝突実験におけるはね返り係数の衝突速度依存性を示したものであ

る．速度が増加するにつれてはね返り係数が小さくなっていることがわかる．その

後，この結果は準静理論における表式 (1.15)でよく再現されることが示された [55]．

しかし，なぜ準静理論で記述できるのであろうか．氷の場合，鉄やガラスの実

験 [54,63]と比べて，はね返り係数は極端に小さくなる．このことからもわかるよ
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うに，氷では散逸が非常に大きい．そのため，励起された振動はすぐに散逸し，結

果的に準静理論とよく整合したと考えられる．

一方，散逸が小さい場合には弾性振動の影響が何らかの形で現れると期待され

る．そこで本研究では準静理論を超えて，衝突における弾性振動の影響を明らか

にすることを目指す．

はね返り係数の減少はここで述べた固体粘性率による散逸と振動励起の他に，塑

性変形によっても生じるが（等式 (1.31)参照），本研究では弾性変形に限定し，塑

性変形については今後の展開（5.3節）で述べるにとどめる．

1.7 惑星形成理論の現状

粉体からの導入を締めくくるにあたって，岩石の非弾性衝突や凝集が重要であ

ると信じられている惑星形成理論の現状について簡単に紹介する．従来の惑星形

成理論では，恒星の周りに形成される円盤状の星雲（原始惑星系円盤）の中で微

粒子が互いに衝突して付着し，最終的に惑星まで成長するとされている．しかし，

このシナリオでは成長過程において密度はほぼ一定のはずであるが，そうすると

メートルサイズにまで成長した段階で恒星へ落下することになる．また，ある程

度大きく，しかし自己重力は無視できるミリ～キロメートルサイズでは斥力しか

働かないため，衝突してもはね返ったり，高速衝突であれば破砕してしまう．この

ようにキロメートル程度までの成長過程には，未解決の問題が含まれる．

最近，新たなシナリオが提案され注目を集めている [10,11]．まず，ミクロンサ

イズの微粒子では衝突エネルギーが小さすぎるために圧縮が起こらず，その結果，

非常に低密度でフラクタル構造を持つ集合体が形成されることが近年明らかになっ

た [64–67]．したがって，この集合体が密な天体へ成長するためには，衝突以外の

圧縮過程が必要である．そこで文献 [10]では集合体を周期的に並べ，時々刻々と

狭まっていく周期境界条件を用いることで，ガスの動圧による圧縮のシミュレー

ションを行った．そこから得られた圧縮強度を用い，ガスから受ける動圧と自己

重力による密度の成長を求めることで，特に付着しやすい氷の場合に，上述した

問題点に抵触することなく成長することを明らかにした [11]．ただし，岩石の場

合にはこのシナリオでもうまくいかず，まだ完全に理解できたとは言えない．観

測的検証と合わせ，今後の課題である．

1.8 ナノクラスターの研究

近年の技術の発達により，物質をナノスケールで制御・設計することが可能となっ

た [68]．その技術は電子デバイス設計はもちろんのこと，生体分子の標識 [69–71]

や制御 [72–74]，薬物輸送 [75–77]など様々な分野へ広がっている．ナノクラスター

とは小さいもので原子数個から構成されるクラスターをさし，真空チャンバー中
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への断熱膨張 [78–81]やレーザーアブレーション [82]，および溶液中での合成 [83]

などによる生成法が確立している．その性質は原子ともバルクとも異なり，熱力

学的な性質さえまだよくわかっていないことが多い [84]．例えば，金はその輝き

が示す通りバルクでは不活性であるが，ナノクラスターになると他では見られな

い特徴的な触媒機能を発現することが明らかになっている [85–88]．

このような特異性の起源を明らかにするために，ナノクラスターの幾何的構造

や電子構造を調べ [89]，磁気性質 [90]や光学的性質 [91,92]などを明らかにする研

究が盛んに行われている．また最近，冷却原子気体 [93,94]を生成したのと同様に，

レーザーによる冷却および捕捉がナノクラスターにおいても実現された [95]．した

がって今後はコヒーレントな量子力学的性質の研究についても盛り上がることが

予想される．一方，これら静的側面だけでなく，振動特性 [96]や衝突特性 [97,98]

といった動的側面についても盛んに研究されている [99, 100]．

1.9 ナノクラスター衝突の物理

ナノクラスターの衝突特性を知ることは，望みの性質を持つクラスターをデザ

インする上で重要である．また，電子デバイスや触媒として用いる際にはナノク

ラスターを基板へ蒸着する必要があるため，ナノクラスターの基板への衝突を調

べた研究は数多く存在する [101–109]．

ナノクラスター同士の衝突

ナノクラスター同士の衝突については，主に分子動力学シミュレーションにより

盛んに研究されている．アルゴンなどの希ガスクラスターや水クラスター [110,111]

のシミュレーションでは粒子間相互作用にレナードジョーンズモデルが用いられ

る [112,113]．Mingらは様々な入射速度と角度に対して衝突後の状態がどうなるか

系統的に調べた [114]．Kalweit・Drikakisは 100原子程度のクラスターと 1万原子

程度のクラスターの衝突 [115]，および 1万原子程度のクラスター同士の衝突につ

いて調べ，マクロな液滴衝突 [116–120] で見られるのと同様の衝突現象（合体や引

きちぎり）を確認した．ただし，はね返りは確認できなかった．その後，Tanaka

らは 300万から 1億までの巨大なクラスター同士の衝突シミュレーションを行っ

て，クラスターのはね返りを確認した [121]．

シリコンクラスターでは Stillinger-Weberモデルポテンシャル [122]が用いられ，

合体の様子が詳細に調べれている [123,124]．Schmidtらは分子動力学法に密度汎

関数法を組み合わせ，融合と反応の断面積を調べた [125]．また，Hawa・Zachariah

はサイズの異なるシリコンクラスターの融合について調べた [126]

金クラスターでは原子挿入法（embedded atom method）[127]や glueポテンシャ

ル [128,129]が用いられ，融合，合着，破砕，散乱などについて調べられている．

図 1.4は白金クラスターの合着を STEMでとらえた様子である [130]．
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図 1.4: 白金クラスターの合着を STEMでとらえた様子を文献 [130]より転載．

基板への衝突

ナノクラスターが基板に衝突すると，文献 [131–133]の相図に示される通り，速度

に強く依存して衝突後は様々な状態となる．もしナノクラスターの1原子あたりの運

動エネルギーが十分に大きいならば，ナノクラスターは基板に埋まるか [134,135]，

クレーターを形成するか [136,137]，あるいはナノクラスター自体がばらばらにな

るだろう [138–148]．反対に十分低速ならば，ナノクラスターは基板に付着するだ

ろう [149–152]．Järviらは [150]基板への低速衝突の分子動力学シミュレーション

により，衝突時に生じた熱が付着したクラスターの形状を調整することを明らか

にし，エピタキシャル配置となる上限サイズを見出した．

引力の低減

ナノクラスター同士の合着や基板への付着が，たとえ中性であっても引き起こ

されるのは，原子間に働くファンデルワールス引力のためである．物体がある程度

大きいと，ファンデルワールス力は影響しなくなるため，引力はナノクラスター

特有の性質である（ただし，天体ぐらい巨大な物体であれば万有引力が影響する

ようになる）．

その一方で，クラスター間に働く引力はクラスター表面のコーティングによっ

てある程度コントロールすることが可能である．通常，ナノクラスターはフラー

レンのような安定構造を除き，結合が不完全で不対電子を残した活性状態にある．

不対電子は特に結合の少ない表面に集中し，新たな原子やクラスターと結合して

安定になろうとする．そこで，あらかじめ表面の不対電子に水素原子を結合して

おくことにより，引力を低減することができる [153]．実際，拡張 Stillinger-Weber

モデルポテンシャル [154]に基づいた分子動力学シミュレーション [155, 156]や，

共有結合を表現する Tersoffポテンシャル [157–159]に基づいた分子動力学シミュ

レーション [160]により，シリコンクラスターの水素原子コーティングによる効果

を検証し，特に後者では [160]，3万原子程度のコーティングクラスターが反発衝

突することを確認した．この引力低減効果を表現するために，Awasthiらは固液間

相互作用モデルとして用いられる拡張レナードジョーンズモデル [161]をコーティ

ングクラスター間の相互作用として用いた [162–164]．最近，齊藤らはこのモデル
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ポテンシャルに基づいたクラスター衝突とTersoffポテンシャルに基づいたクラス

ター衝突を定量的に比較し，その妥当性を確認した [165]．

1.10 超弾性衝突

引力の低減により，ナノクラスターの反発衝突が調べられるようになった．1.4

節で述べた通り，反発衝突ははね返り係数により特徴付けられる．通常，正面衝

突のはね返り係数は 1以下であると考えられている．ところが最近，熱活性した

ナノクラスターの分子動力学シミュレーションにおいて，はね返り係数が 1を超

える「超弾性衝突」が見出された [166–168]．超弾性衝突は熱が力学的エネルギー

に変換される現象であり，一見すると熱力学第二法則に反しているようにみえる．

そこで，田崎はゆらぎの定理および Jarzynskiタイプの等式 [169–176] を衝突問

題の場合に拡張し，衝突における熱力学第二法則

1

2
Meff{vCM(tf )}2 −

1

2
Meff{vCM(0)}2 ≤ O(kBT ) (1.32)

を導出した（文献 [177]および付録E.3参照）．ここで左辺第一項および第二項は

それぞれ，衝突後および衝突前における物体の運動エネルギーである．熱力学第

二法則 (1.32)は速度上昇，すなわち超弾性衝突が起こり得ることを示唆している．

一方，超弾性衝突が起こるのは衝突速度が熱速度程度の超低速衝突に限られるこ

ともまた示唆される．熱速度は物体の質量の平方根に反比例するため，巨視的な

物体でこのような超低速衝突を実現することは極めて困難である（質量 500 gの物

体の室温での熱速度はおよそ 10−11 m/sである）．したがって超弾性衝突はナノク

ラスターのような微小な物体においてのみ観測されうる．

國仲・早川は分子動力学シミュレーションにより，超弾性衝突のメカニズムを

ミクロな構造に着目して調べた [168]．そこで本研究では弾性体モデルにより，超

弾性衝突をマクロな観点から調べてメカニズム解明を目指す．

1.11 分子動力学法と弾性体モデルの比較

1.9節で挙げたとおり，主としてナノクラスターの衝突シミュレーションは分子

動力学法を用いて行われる．分子動力学法では結晶の構造変化や欠陥の移動といっ

た原子レベルのミクロな変化をとらえることが可能であり，高エネルギー衝突では

それらの影響が重要だからである [151]．一方，超弾性衝突のような低エネルギー

衝突では，ミクロな変化よりむしろ衝突する球のマクロ変形を含めた弾性振動の

ような集団モードの励起が重要となる．このような集団モードの励起の影響は連

続体モデル（弾性体モデル）でとらえる他ない．分子動力学法に比べて連続体モ

デルの研究は少ないが，相補的であり，前者では得られない情報を抽出するため

にも連続体モデルの解析が重要になってくる．
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また，分子動力学シミュレーションは原子数が増えるほど計算コストがかさみ，

100 nm以上のクラスターを扱うことは容易ではない．その点，弾性体モデルの計

算コストは本質的にサイズ無依存であり，任意のサイズを扱うことができる．こ

の性質は表面力（サイズ依存する力）を取り入れた上で，なお保持されているこ

とを注意しておく．

1.12 等温弾性球モデルについて

本研究で用いる弾性体モデルは特に等温粘弾性球モデルである．等温粘弾性球

とは，線形，等方，等温条件を課した弾性体モデルであり，内部自由度を有する 3

次元物体のミニマルなモデルである．本モデルは 2次元系の円盤モデルとして導入

されたもの [178,179]を 3次元に拡張したものである．低次元系を実験的に再現す

るのは非常に困難であるため，この拡張は重要である．また，先行研究 [178,179]

は円盤と壁との衝突しか扱っていないが，今回はサイズの異なる球同士の衝突に

ついても調べた．さらに，円盤モデルでは表面の粘着性を考慮していないが，物

体はある程度小さいと，電荷的に中性であってもファンデルワールス引力が働く．

そこで今回は表面引力を導入し，系のサイズを明確にして，サイズ効果について

も調べた．

もう 1つの重要な拡張として，固体粘性率の導入がある．固体粘性の起源は以

下の通りである．物体の変形において，原子は周りの原子を押しのけながら移動

するが，欠陥（空隙）があると，そこに向かって移動する原子には押しのける相

手がいないため，他の原子より早く動く．そのため局所的な速度差が生じ，それ

を平均化するような固体粘性が働く．したがって固体粘性は完全結晶でない限り

必ず存在する．一般に，欠陥は結晶サイズが大きいほど多く含まれるため，固体

粘性の導入はマクロな物体の衝突を理解するうえで非常に重要である．一方，現

象のメカニズムを理解するうえで，理想的な状況を考えることもまた重要である

ため，本論文では固体粘性率 0の状況についても詳しく解析している．特に殆ど

の固体は多結晶であり，それらの境界は粒界となっている．その粒界での滑りが

固体粘性を作り出す主要因になる．更に結晶に含まれる欠陥や転位が振動の局在

や音波の吸収を生み，実質的に散逸となっている．大気の中での衝突では音波放

射が存在するのは言わずもがなであり，それも含めて固体粘性率を導入すること

で散逸機構をモデル化している．

円盤モデルでは固体粘性率を考慮していないが，現実の物体は完全結晶でない

限り必ず固体粘性率を持つ．そこで今回は固体粘性率を導入し，その依存性につい

ても調べた．固体粘性率の導入方法については付録Bを参照されたい．また，付

録Gに固体粘性率の測定方法を記した．

文献 [178, 179]の 2次元モデルでは壁に見立てたソフトポテンシャル e−αrを導

入することで衝突によって円盤が受ける力を計算している．ここで rは壁からの

距離であり，αは定数である．その後，Aspelmeierはα→ ∞とすることでモデル
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を 3次元系へ拡張した [180]．Aspelmeierのシミュレーションは先駆的ではあった

が，接触力がヘルツの接触理論に従わず調和力になるなど，妥当性を欠いている

ところが散見される．一方，本モデルは文献 [178,179]の自然な拡張版で，これら

の問題は解消されている．

1.13 レビュー：2次元弾性円盤モデル

2次元弾性円盤モデル [178,179]は本研究に直結する先行研究であるため，ここ

でその結果について詳しく述べる．

モデルの定式化

2次元弾性円盤は 3次元弾性球とほとんど同様に定式化される（3次元弾性球につ

いては次章および付録B参照）．ただし，2次元系ではトロイダルモード解∇×xΦ

が存在せず，またヘルムホルツ方程式の一般解が (B.5)式のかわりに

Φ(x) =
∞∑
n=0

∞∑
ℓ=0

{AnℓJℓ(knℓr) +BnℓYℓ(knℓr)}{anℓ cos(ℓθ) + bnℓ sin(ℓθ)} (1.33)

で与えられる．ここで Jℓ(knℓr)および Yℓ(knℓr)はそれぞれ，第一種および第二種

ベッセル関数である．

はね返り係数の衝突速度依存性

図 1.5は 2次元モデルにおけるはね返り係数の衝突速度依存性を表している [178,

179]．(a)は文献 [178]のもので，νはポアソン比 ν0により

ν =
ν0

1− ν0
(1.34)

で与えられる量である．ν = 0.33は亜鉛や氷，ν = 0.9は弾性ゴムの物性値に近い．

一方，(b)は文献 [179]のもので ν = 1/3である．ここで，「modelA」とは弾性円盤

とは別のモデル（バネモデル）を表しており，ここで詳述することは避ける．

衝突速度が大きいほど弾性振動は強く励起される．そのため，はね返り係数の

減少も大きくなっている．この振舞いは一見すると図 1.3に示した氷の実験と似て

いるが，氷の実際におけるはね返り係数の減少はほとんど散逸で決まっていると

考えられる（1.6節参照）のに対し，文献 [178]では散逸は導入されておらず，は

ね返り係数の減少は純粋に振動励起によるものである．実際，図 1.5(a)の横軸の

単位（音速）は c ∼ 1000m/sであるため，衝突速度のスケールが図 1.3とはまった

く異なっている．
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(a) (b)

図 1.5: 2次元弾性円盤モデルにおける，はね返り係数の衝突速度依存性．横軸は

音速 cでスケールされている．(a)は文献 [178]のもので，νはポアソン比 ν0を用

いて等式 (1.34)により与えられる．(b)は文献 [179]のものである．「modelA」に

ついてはここでは論じない．

図 1.5(b)では低速領域が平らになっており，本研究においても同様の振舞いが

確認されている（3.2(a)参照）．文献 [179]ではこの点について論じていないが，本

研究では振動励起を詳細に解析してそのメカニズムを解明した（3.2節参照）．

低速衝突における四重極モードの支配性について

図 1.6はより低速領域を調べたものである [178]．ひし形のマークがシミュレー

ションの結果を表している．実線および破線はそれぞれ，全モードおよび 4重極

モードの励起エネルギーを表しているが，ここでは計算コストを下げるため，ポテ

ンシャル (2.2)の積分を θ = 0の一点に置き換えている．低速領域では四重極モー

ドが支配的であることがわかる．ただし，近似モデルの導入のため，支配性が破れ

る速度などが不明瞭である．そこで，本研究では近似モデルを用いずに調べ，斥

力系の場合，vCM(0) < 0.1c(t)で 4重極モードが支配性であることを確認した（付

録 J参照）．

文献 [178]では論じていないが，励起エネルギーに特徴的な振動構造が出現して

いる．これは接触時間と振動モードの周期が共鳴しているためにみられる振舞い

である（3.2節参照）．

準静理論との整合性

準静理論との整合性についても調べている．3次元球におけるヘルツの接触力，

接触時間および最大変位はそれぞれ，等式 (1.3)，(1.8)および (1.9)で与えられる
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図 1.6: 低速領域における，はね返り係数の衝突速度依存性を文献 [178]より転載．

ひし形のマークがシミュレーション結果を表している．実線および破線はそれぞ

れ，全モードおよび 4重極モードの励起エネルギーを表しているが，ここでは計算

コストを下げるため，ポテンシャル (2.2)の積分を θ = 0の一点に置き換えている．

が，2次元弾性円盤の場合，

F2d(h) = πE
h

log 4R
h+O

(
h log log 1/h

(log h)2

)
(1.35)

τ2d ≃ 2
δmax

vi

∫ 1

0

dx

[
1 +

{
1 +

log(x2 − log 4vi/c)

2 log 4vi/c

}−1

x2

]−1/2

(1.36)

δmax ≃ R
vi
c

√
log

4c

vi
(1.37)

となる [178]．ここで，E および Rは円盤のヤング率および半径である．また，

F2d(h)は単位長さあたりの力，τ2dは接触時間，δmaxは最大変位である．導出方法

は 1.3節に示した 3次元の場合と同様である．変位 hや衝突速度 vCM(0)に対する

依存性が 3次元の場合とまったく異なることに注意されたい．

図 1.7は単位長さあたりの力と変位の関係をプロットしたものである．(a)が文

献 [178]，(b)が文献 [179]のものである．(a)の矢印のついた線がシミュレーショ

ンの結果で，実線が等式 (1.35)をプロットしたものである．両者は定性的には一

致しているが，定量的な再現性はあまりよくない．(b)でも同様である．

また，図 1.8は接触時間と衝突速度の関係をプロットしたものである [178]．ひし

形のマークがシミュレーションの結果で，破線および実線はそれぞれ，等式 (1.36)

および (1.37)を表している．こちらも定性的には一致しているが，定量的な再現

には至っていない．

このように，2次元弾性円盤 [178,179]ではヘルツの準静理論との整合性が不明

瞭であるが，本研究では定量的なレベルの再現性を確認している（3.1節および付

録 J参照）．
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(a) (b)

図 1.7: 単位長さあたりの力と変位の関係．(a)は文献 [178]のもので，矢印のつい

た線がシミュレーションの結果，実線が等式 (1.35)を表している．(b)は文献 [179]

のものである．

図 1.8: 接触時間の衝突速度依存性を文献 [178]より転載．ひし形のマークがシ

ミュレーション結果を表している．破線および実線はそれぞれ，等式 (1.36)およ

び (1.37)を表している．
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図 1.9: g = 0.2における，はね返り係数の衝突速度依存性を文献 [166]より転載．

1.14 レビュー：ナノクラスターの超弾性衝突

熱活性ナノクラスターにおける超弾性衝突の研究 [166–168,181]は，有限温度シ

ミュレーション（第 4章）を行う動機を与えた先行研究である．文献 [167]では原

子挿入法，文献 [166,168,181]ではレナードジョーンズポテンシャルを用いた分子

動力学法により，熱活性ナノクラスターの衝突を調べている．特に，後者の文献で

は超弾性衝突の性質やメカニズムを詳細に調べているので，ここで詳しく述べる．

[166, 168, 181]では原子数 1000未満の面心立方構造をもつナノクラスターを 2

つ用意し，初期状態に温度と速度を与えて衝突させている．この際，表面間の原

子には拡張レナードジョーンズ相互作用 (2.1)を仮定している．図 1.9は凝集パラ

メーター g = 0.2における，はね返り係数 eの衝突速度 V 依存性を示している．こ

こで，overlinexは物理量 xの無次元量を表す．単位にはレナードジョーンズポテ

ンシャルの井戸の深さ ϵと斥力核 σ，および原子質量mが用いられている．低速

衝突ではね返り係数が 1を超えたサンプルが見つかっている．実線で示された理

論曲線は準静理論によるもので，詳細については 3.3節を参照されたい．

はね返り係数の頻度分布を示したのが図 1.10である．(a)は表面に斥力のみ働

く場合 g = 0で，衝突速度は V = 0.02
√
ϵ/mとしている．実線はガウス分布によ

るフィッティングを表し，斥力のみの場合にはガウス分布でよく表されることがわ

かる．

一方，(b)では低減引力の場合 g = 0.2で，衝突速度は V = 0.1
√
ϵ/mとしてい

る．e = 0.982付近のメインのピークの他に，e = 0.448および e = 0.656付近にも

ピークが現れている．このときのシミュレーション動画を確認すると，後者の場

合には衝突後に回転が励起されており，このマクロな回転の励起がはね返り係数

の減少に寄与していると述べられている．確かに，回転の励起されない本モデル

では，このようなサブピークは確認されていない．ここで，図 1.9の「main peak」

とは e = 0.982付近のピーク位置を表している．
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図 1.10: はね返り係数の頻度分布を文献 [166]より転載．(a)は g = 0かつ V =

0.02
√
ϵ/m，(b)は g = 0.2かつ V = 0.1

√
ϵ/mの場合である．(a)の実線はガウス

分布によるフィッティングを表す．

図 1.11: メインピーク付近を拡大したはね返り係数の頻度分布を文献 [166]より転

載．片対数プロットしている．実線は 2重指数関数によるフィッティングを表す．

また，メインピークを片対数グラフで表したのが図 1.11である．ここでF (e)は e

の頻度を表す．e < 1の裾が広がった非ガウス分布になっているのがわかる．実線は

フィッティング曲線を表し，e < 0.982では logF (e) = (19.6±1.9)e+(−14.7±1.8)，

e > 0.982では logF (e) = (−127 ± 28)e + (130 ± 28)である．すなわち，メイン

ピーク付近の分布は 2重指数関数で表される．本モデルにおいても，はね返り係

数の非ガウス性について調べたが，ここまではっきりとした振舞いは確認されて

いない（付録K参照）．

与えられた凝集パラメーターおよび衝突速度に対し，衝突後にどのような状態が

どの程度の割合で生じるかを示したのが図 1.12である．ここで，文献 [166]では c

は凝集パラメーター，P は割合を表す．また，領域 (i)は癒合，領域 (ii)はbouncing

（ポテンシャル井戸によるトラップ），領域 (iii)は非弾性衝突，そして領域 (iv)は
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図 1.12: 衝突の相図を文献 [166]より転載．領域 (i)は癒合，領域 (ii)は bouncing

（ポテンシャル井戸によるトラップ），領域 (iii)は非弾性衝突，領域 (iv)は超弾性

衝突を表し，P は割合である．(a)では V = 0.02
√
ϵ/m，(b)では c = 0.2に固定し

ている．

超弾性衝突を表す．(a)では V = 0.02
√
ϵ/m，(b)では c = 0.2に固定している．

図 1.12(a)から，引力が強くなるにつれて，領域 (iii)および (iv)は減少すること

がわかる．特に，引力が強い場合 c > 0.6，はね返りモード (ii)，(iii)，(iv)は見ら

れなくなる．また，弱引力 c < 0.4では (iv)超弾性衝突が観測される．

図 1.12(b)から，衝突速度が増加するにつれて，領域 (i)および (ii)は減少する

ことがわかる．また，0.02 ≤ V/
√
ϵ/m ≤ 0.1の範囲で超弾性衝突が発生すること

がわかる．図 1.12(b)の V < 0.04
√
ϵ/mと，図 1.12(a)の c < 0.2は鏡面対称的で

あり，凝集パラメーターが衝突速度の役割を果たすことが示唆される．

ここで，ナノクラスターにおける変位と接触力の関係について触れておく．弾性

論によれば，変位と接触力の間には等式 (1.3)が成り立つ．もちろん原子スケールで

連続体の関係式が成り立つ保証はないが，文献 [181]ではナノクラスターにおいても

等式 (1.3)が成り立つことを示した（図1.13参照）．ここで，ポアソン比ν = 0.0774，

ヤング率 Y = 454ϵ/σ2としている．ただし，データの範囲が 0.33 < h/σ < 0.43

と非常に狭く，等式 (1.3)のような非線形な振舞いが再現されているかは不明瞭で

ある．

衝突板ゆらぎ (4.3)の定理との整合性を示したのが図 1.14である [181]．両者に

は明らかな食い違いが見られる．衝突板ゆらぎの定理は始状態および終状態にお

いて，重心運動と相対運動が非結合であることを前提に導出されるが（等式 (E.5)

および (E.6)参照），分子動力学法では衝突がなくても 2つの運動は混ざるため，

等式 (E.6)は一般に成り立たない．この違いが両者のずれの主要因であると考えら

れる．一方，本モデルは定理と同じセットアップであり，定理を再現することを確
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図 1.13: 変位と接触力の関係を文献 [181]より転載．実線は等式 (1.3)を表す．

かめている（図 4.5参照）．ただし，本研究と文献 [181]ではデータの取り方が異な

る（本研究の手法は 4.3節を参照されたい）．文献 [181]では衝突後に熱平衡状態

を生成し，並進速度を反転させて再び衝突を引き起こす．これを 5000回繰り返す．

このとき 2度目の衝突後の速度が，最初の衝突における初速度 V = 0.02
√
ϵ/mと

等しい場合のみ採用する．そうして得られた分布が図 1.14(b)である．ここで，W

およびW はそれぞれ，1度目および 2度目のマクロなエネルギー変化である．こ

の分布から lnP (W )/P (W )を計算することにより図 1.14(a)が得られる．

超弾性衝突の熱力学的性質を調べたのが図 1.15および 1.16である [168]．図 1.15

は温度の時間発展で，2つのクラスターの結果を実線および破線で表している．(a)

は非弾性衝突のサンプルのもので，終状態の温度が上がっているのがわかる．一

方，(b)の超弾性衝突の場合には温度が下がっている．

また，図 1.16は超弾性衝突におけるエントロピー変化∆Sの時間発展で，2つの

クラスターの結果を実線および破線で表している．(a)は t ≤ 15.8，(b)は t ≥ 15.8

である．(b)から，最終的に 2つのクラスターのエントロピーが異なっている．図

1.16は 1サンプルの結果であるため，その初期状態に依存してこのような非対称

性が生じていると考えられる．一方，全系は閉じているにもかかわらず，最終的

な全エントロピー変化がわずかだが負になっているのは非常に興味深い．後の議

論から，超弾性衝突における温度およびエントロピーの減少は，局所構造のポテ

ンシャルエネルギーの減少によるものであることが推察される．

最後に超弾性衝突とナノクラスターの構造変化の関係についてまとめる．文献

[168]では原子 iに対する時間平均した Steinhardtの結合秩序変数Qℓ(i) [182–184]

を用いて，超弾性衝突の特徴を調べている．Qℓ(i)の定義は以下の通りである．原

子 iのまわりの相互作用範囲内の原子数をNb(i)とし，

qℓm(i) ≡
1

Nb(i)

Nb(i)∑
j=1

Yℓm(rij) (1.38)

を定義する．ここで rijは原子 iと jの距離であり，Yℓmは球面調和関数である．こ
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図 1.14: (a) lnP (W )/P (W )のW 依存性，および (b)分布 P (W )と P (W )を文

献 [181]より転載．(a)の実線は等式 (4.3)を表す．

図 1.15: 温度の時間発展を文献 [168]より転載．2つのクラスターの結果を実線お

よび破線で示している．(a)は非弾性衝突，(b)は超弾性衝突のサンプルである．
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図 1.16: 超弾性衝突におけるエントロピー変化の時間発展を文献 [168]より転載．

2つのクラスターの結果を実線および破線で示している．(a)は t ≤ 15.8，(b)は

t ≥ 15.8である．

れより

qℓ(i) ≡

√√√√ 4π

2ℓ+ 1

ℓ∑
m=−ℓ

|qℓm(i)|2 (1.39)

を定義し，その時間平均としてQℓ(i)は定義される：

Qℓ(i) ≡
1

τα

∫ t0+τα

t0

dtqℓ(i) (1.40)

ここで ταは時間間隔である．Qℓ(i)を調べることにより，面心立方格子を成す原子

数が非弾性衝突では減少するのに対し，超弾性衝突では増加することを明らかに

した．

文献 [168]では (1.38)で定義される |q6m|2についても調べている．始状態におけ
る |q64|2の頻度分布を示したのが図 1.17(a)である．実線は非弾性衝突，破線は超

弾性衝突の結果を表す．両者にはずれが見られる．このずれを検出するために

γ2m(k) ≡
{Om(k)− Sm(k)}2

Om(k) + Sm(k)
(1.41)

を導入する．ここでOm(k)および Sm(k)はそれぞれ，非弾性衝突および超弾性衝

突に対する k番目のビンにおける |q6m|2の頻度である．γ2mをプロットしたのが図
1.17(b)である．|q64|2 ≤ 0.02で特にずれていることがわかる．

また，

χ2
m ≡

∑
k

γ2m(k) (1.42)

により χ2
mを導入し，そのm依存性を示したのが図 1.18である．m = 4が他と比

べて大きなずれを示すことがわかる．
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(a) (b)

図 1.17: (a) |q64|2の頻度分布を文献 [168]より転載．実線は非弾性衝突，破線は超

弾性衝突の結果を表す．等式 1.41によって定義される，非弾性衝突と超弾性衝突

の頻度差 γ24 をプロットしたのが (b)である．

図 1.18: χ2
mのm依存性を文献 [168]より転載．
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図 1.19: 超弾性衝突の 1サンプルにおける局所構造の位置について文献 [168]よ

り転載．図 1.17(b)の 2つ目のピーク付近の秩序変数 |q64|2を持つ原子を赤で示し，
その周り 1.6σの範囲内にある隣接原子を青で示している．

文献 [168]では，図 1.17(b)の 2つ目のピーク付近の秩序変数 |q64|2を持つ原子
に着目し，その原子に隣接する原子から構成される局所構造の位置とポテンシャ

ルエネルギーについても調べている．図 1.19はその局所構造の位置を，超弾性衝

突の 1サンプルについて示したものである．この図から，局所構造は表面に位置

し，不揃いな配向のために不安定であるように見える．実際，局所構造のポテン

シャルエネルギーは，γ24 = 0付近の局所構造に比べて大きいことが確かめられて

いる．したがって，準安定な局所構造の存在が超弾性衝突を引き起こす要因であ

ると結論される．これより，超弾性衝突ではこの高いポテンシャルエネルギーが

並進エネルギーに変換されること，さらには温度やエントロピーの減少はポテン

シャルエネルギーの減少によるものであることが推察される．

ここでは局所構造に着目した超弾性衝突のメカニズムについて文献 [168]に基づ

いて論じた．一方，超弾性衝突におけるマクロな変形の役割を明らかにすること

も重要であり，それについては第 4章で詳細に論じる．

1.15 本論文の構成

次章以降については公表論文 [185]を基に構成されている．ただし，付録 J，付

録K，LおよびMには未発表の結果やモデルを記した．

まず，次章で衝突モデルとシミュレーションのセットアップを導入する．第 3章

では温度 0でのシミュレーション結果について述べる．まず，3.1節で斥力のみ働

く場合において，ヘルツの接触理論が再現されることを確認する．また，引力が
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働く場合においても，対応する接触理論との相違について調べる．3.2節では，は

ね返り係数の衝突速度依存性を散逸がない場合について調べ，準静理論では見ら

れない特徴的な振動構造の存在を示す．さらにその構造が振動と衝突の共鳴に由

来するものであることを示す．3.3節では散逸を導入し，散逸が大きくなるにつれ

て振動構造が消失し，準静理論における振る舞いに落ち着くことを示す．第 4章で

は有限温度の場合のシミュレーション結果について述べる．4.1節では低減引力を

用いることで，本弾性体モデルにおいても超弾性衝突が起こることを示す．また，

衝突速度ごとに合着，非弾性衝突，および超弾性衝突の発生確率を調べ，その相

図を示す．さらに，超弾性衝突と散逸の関係についても調べる．4.2節では，はね

返り係数と振動モードの関係を調べて，超弾性衝突のメカニズムに迫る．4.3節で

は田崎が導出した衝突版ゆらぎの定理 [177]を本シミュレーションにより数値的に

確かめる．4.4節では衝突による加熱が十分に小さく，等温条件の適用が妥当であ

ることを確かめる．第 5章ではシミュレーションの結果について考察する．5.1節

では摂動論によって，4.2節で得られたような結果を低速衝突の場合に再現し，超

弾性衝突のメカニズムを明らかにする．ここまでは重心運動と衝突モードの間の

エネルギー遷移に焦点が当てられてきた．そこで 5.2節では，振動モード間の遷移

について調べる．5.3節では今後の展望について述べる．最後に第 6章で本研究の

結論についてまとめる．付録Aでは固体粘性率を有する等温粘弾性球の波動方程

式の導出について説明する．付録Bでは自由端境界条件下での波動方程式の解の

導出についてまとめる．付録Cでは連続体ダイナミクスにおけるランダム力の役

割について説明する．また，固体粘性率に由来する緩和時間が接触時間と同程度

になる固体粘性率の臨界値を評価する．付録Dでは力の明示的表式を与える．付

録 Eでは文献 [177]に基づき，衝突問題に対するゆらぎの定理や熱力学第二法則

を導出する．付録Fでは物体の断熱圧縮による温度上昇を与える表式を導出する．

付録Gでは音波の吸収係数に対する表式を導き，固体粘性率の測定方法について

述べる．付録Hおよび Iには，本文で省略した計算の詳細を示す．付録 Jでは接触

時間の衝突速度依存性，および 4重極モードの支配性について示す．付録Kで引

力の影響によるはね返り係数の非ガウス性について調べる．付録 Lではクーロン

摩擦を導入し，スピン球の衝突について調べる．付録Mでは，第 2章とは異なる

フレームワークに基づいたモデルを提示する．
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第2章 等温粘弾性球の衝突モデル

この章では等温粘弾性球の衝突モデルを導入する．衝突を考慮しない場合の等

温粘弾性球の運動方程式（波動方程式）の導出については付録Aに示す．そこへ

2球の表面間に働く相互作用 V を導入することで衝突を取り扱う．ここではまず

2.1節で相互作用を導入した後，2.2節で運動方程式について詳述する．最後に 2.3

節でシミュレーションのセットアップについてまとめる．

2.1 2球間に働く相互作用

2球 i = 1, 2の表面にそれぞれ半径 diの粒子が分布し，異なる球の粒子の間には

レナードジョーンズ相互作用

ϕ(r) = 4ϵ

[(σ
r

)12
− g

(σ
r

)6]
(2.1)

が働くと仮定する．ここで rは粒子間距離，ϵおよびσはそれぞれポテンシャル井戸

の深さおよび斥力核の直径である．また 0 ≤ g ≤ 1は凝集パラメーターで，引力の

低減効果を表す [163]．本研究では基本的に g = 1の，通常のレナードジョーンズ相

互作用を用いるが，3.1および 5.1節では g = 0，4.1，4.2および 4.3節では g = 0.2

の場合についても調べる．なお，計算コスト削減のため，r > 5σで ϕ(r) = 0と

する．

ϕ(r)を球表面で積分することにより，2球間に働く相互作用 V が

V (zCM,u1,u2) = 4ϵ
R2

1R
2
2

d21d
2
2

∫ π/2

0

dθ1 sin θ1

∫ 2π

0

dφ1

∫ π/2

0

dθ2 sin θ2

∫ 2π

0

dφ2

ϕ(r(zCM,u1,u2; θ1, φ1; θ2, φ2)) (2.2)

のように得られる．このとき粒子間距離 rは

r(zCM,u1,u2; θ1, φ1; θ2, φ2) = |{G2 +R2er2(θ2, φ2) + u2 (R2, θ2, φ2)}
−{G1 +R1er1(θ1, φ1) + u1 (R1, θ1, φ1)}|(2.3)

のように，2球の重心間の距離 zCMのみならず，2球 i = 1, 2の変位uiにも依存す

ることに注意されたい．ここで，Giおよび eriはそれぞれ球 iの重心位置および

動径方向の単位ベクトルである（図 2.1参照）．衝突前に球が振動していなければ，
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図 2.1: 座標系．ここで，ui(Ri, θi, φi)は球 iの表面の変位を表す．

系は軸対称であり，このとき粒子間距離 r(θ1, φ1; θ2, φ2)は θ1，θ2およびφ1+φ2の

みに依存し，等式 (2.2)のφ1およびφ2に関する積分は解析的に実行することがで

きる（付録D.2参照）．一方，球が振動していて変位 uiが φi依存する場合には，

このような積分を行うことはできない．

2.2 運動方程式

前節で導入した相互作用 V (zCM,u1,u2)により，2球 i = 1, 2の重心および振動

の運動方程式は

Meffz̈CM = −∂V (zCM,u1,u2)

∂zCM

(2.4)

ρi
∂2ui

∂t2
= ρi

(
1 + γi

∂

∂t

){(
c
(ℓ)
i

)2
∇∇ · ui −

(
c
(t)
i

)2
∇× (∇× ui)

}
−∂V (zCM,u1,u2)

∂ui

(2.5)

と表される1．ここで半径，密度，質量をそれぞれRi，ρi，Mi ≡ ρi4πR
3
i /3 として

いて，Meff ≡ (1/M1 + 1/M2)
−1は換算質量である．また，c

(ℓ)
i および c

(t)
i はそれぞ

れ縦波および横波音速，γiは固体粘性率である．ここで，固体粘性率による散逸

に付随して揺動散逸関係式を満たすようなランダム力が発生することを注意して

おく．（連続体ダイナミクスにおけるゆらぎについては付録Cを参照されたい．）し

かしながら，今回扱う状況のほとんどにおいて，接触時間は γiによる緩和時間に

比べて十分短いため，γiが大きくない限りそのようなゆらぎは重要ではないと考

えられる（付録C参照）．それゆえ，本研究ではランダム力を単純に無視する．こ

1厳密には変形に伴い密度は変化するはずである（それによって重心位置もずれる）．しかし微

小変形を議論している今の場合において，この変化は高次微小量であるため影響しない（文献 [57]
の 8ページ脚注参照）．
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こでは速度場 v(t;x)は単に変位場の時間微分 v(t;x) = ∂u(t;x)/∂t であると仮定

している．このフレームワークにおいて，縦波の固体粘性率と横波の固体粘性率

は独立ではない（等式 (B.10)参照）．

変位場の運動方程式 (2.5)は時間のみならず空間の積分まで実行する必要があり，

直接扱うと計算コストがかさんでしまう．そこで，自由境界条件下の解の一つで

あるスフェロイダルモード関数 ũ
(S)
i,nℓm(x) （等式 (B.20)参照）を用いて運動方程

式 (2.5)を展開する．まず，変位場ui(t;x)の展開を

ui(t;x) =
∑
nℓm

Qi,nℓm(t)
ũ

(S)
i,nℓm(x)

Ri

(2.6)

のように表す．ここで，n (n = 0, 1, 2, . . .)，ℓ (ℓ = 0, 1, 2, . . .)およびm (−ℓ ≤ m ≤
ℓ) はそれぞれ動径，余緯度および方位角方向についてのモード数である．このと

き運動方程式 (2.5)は

MiQ̈i,nℓm = −Miω
2
i,nℓ(Qi,nℓm + γiQ̇i,nℓm)−

∂V (zCM, {Qi′,n′ℓ′m′})
∂Qi,nℓm

, (2.7)

のように係数Qi,nℓm(t)の運動方程式に書き直すことができる．ここで ωi,nℓは球 i

の固有周波数である（付録B参照）．

自由端境界条件解による展開について

相互作用が働いているにも関わらず，自由端境界条件下の解を用いることを論

理的に正当化することは難しい．したがって，ここでは係数の運動方程式 (2.7)お

よび展開の表式 (2.6)でもって衝突モデルを定義し，これにより等温粘弾性球の衝

突を擬似的に表現しているとみるべきである．自由端境界条件下の解を用いるこ

とによる最大の問題はスフェロイダルモードとトロイダルモードを同時に扱えな

いことであり（自由端境界条件下ではスフェロイダルモードとトロイダルモード

は直交している），本研究ではトロイダルモードを無視している．このことは正面

衝突では問題にならないが，ななめ衝突のようにトロイダルモードが励起される

場合を正しく記述できない．そのような場合を扱うには，相互作用を考慮した境

界条件の下で波動方程式 (A.8)を解く必要がある（付録M参照）．

励起エネルギーの導入

等式 (2.7)は外力，散逸下での調和振動子の運動方程式である．そこで，調和振

動子のハミルトニアン

Hi,nℓm(t) =
1

2
Mi{Q̇i,nℓm(t)}2 +

1

2
Miω

2
i,nℓ{Qi,nℓm(t)}2 (2.8)
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から励起エネルギー

∆Hi,nℓm ≡ Hi,nℓm(tf)−Hi,nℓm(0) (2.9)

を定義する．ここで tfは衝突後の時刻を表す．散逸がない場合，エネルギー保存

則により励起エネルギーははね返り係数と

e =

√
1−

∑
i,nℓm

∆Hi,nℓm

HCM(0)
(2.10)

のように結び付く．ここでHCM(t) = Meff{żCM(t)}2/2は時刻 tにおける 2重心の

相対運動の運動エネルギーである．散逸がないと，準静理論では必ず e = 1とな

るが，本モデルでは等式 (2.10)に従って決定される．その結果，はね返り係数は

振動励起を反映した興味深い振舞いを示す（3.2節参照）．

2.3 シミュレーションのセットアップ

この節では本シミュレーションのセットアップ（初期条件，ターゲット粒子に

ついて，数値積分法，パラメーター値，カットオフ周波数）についてまとめる．

初期条件

初期条件は，重心位置は相互作用の範囲外に固定し，重心速度は 0.001c(t) か

ら 0.4c(t) まで変えて，その依存性を調べる．振動モードについては第 3章では

Qi,nℓm(0) = Q̇i,nℓm(0) = 0，第 4章ではカノニカル分布

pcan(Qi,nℓm(0)) =

√
Miω2

i,nℓ

2πkBT
exp

[
− 1

kBT

1

2
Miω

2
i,nℓ{Qi,nℓm(0)}2

]
, (2.11)

pcan(Q̇i,nℓm(0)) =

√
Mi

2πkBT
exp

[
− 1

kBT

1

2
Mi{Q̇nℓm(0)}2

]
, (2.12)

になるよう，正規乱数により初期値を与える．これにより初期温度 T を導入する．

また，5.2節では単一モード励起状態を用いる（5.2節参照）．

ターゲット粒子について

ターゲット粒子として，本研究では主に硬い壁の極限（表 2.1参照）を適用した

場合について解析するが，3.1節では球同士の衝突についても扱い，ターゲット粒

子の違いによる影響を調べている．ただし，球同士の衝突においても，同質（表

2.1参照）の場合に限る．そのため，以下では c(t)，c(ℓ)，ρおよび γの添字 iを省

略する．
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表 2.1: ターゲット粒子の設定について．

硬い壁 c
(t)
2 → ∞ c

(ℓ)
2 → ∞ (R2 → ∞)

同質球 c
(t)
2 = c

(t)
1 c

(ℓ)
2 = c

(ℓ)
1 ρ2 = ρ1 γ2 = γ1

表 2.2: 銅の文献値．

c(t) ρ ポアソン比 ϵ σ d

2270 m/s 8960 kg/m3 0.343 0.415 eV 0.2277 nm 0.256 nm

数値積分法

運動方程式 (2.4)，(2.7)の数値積分は適応型ルンゲクッタ法により行う．エネル

ギー保存系 γ = 0において，全エネルギーHtot(t) = HCM(t)+H1,vib(t)+H2,vib(t)+

V (zCM(t), {Q1,n′ℓ′m′(t)}, {Q2,n′ℓ′m′(t)})の変化率 |Htot(t)−Htot(0)| /Htot(0)が 10−5

以内に収まるように，ステップ毎の推計局所誤差の許容値を設定している．

また，(2.2)式に含まれる積分については，軸対称の場合には θ1および θ2をそれ

ぞれ積分するだけでいいため，単純な台形公式を用いている．一方，軸対称でない

場合には θ1と φ1，および θ2と φ2をそれぞれ積分する必要がある．これを実行す

るために，本研究ではLebedev求積公式 [186]を用いた．Lebedev求積公式は球面

積分におけるガウス求積公式に相当する公式であり，任意の多項式関数 f(x, y, z)

の次数（xaxyayzaz と書いたときの ax + ay + az）が pの項まで正確に積分するこ

とができる．ここでは p = 131の公式 [187]を用いている．

シミュレーションに用いるパラメーター値

非物理的な状況を議論してしまうことを避けるために，シミュレーションに必

要な諸パラメーターの値には銅の文献値 [188]を用いる（表 2.3参照）．また，本

研究では主に半径 10nmの微小球を取り扱う．サイズ依存性については 3.2節で調

べる．

図 2.2は衝突速度 vCM(0) = 0.3c(t)における，同一球（R2 = R1）衝突のスナッ

プショットである．温度，散逸は 0である．真ん中は最大圧縮の瞬間で，20%程圧

縮されている．
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図 2.2: 衝突速度 vCM(0) = 0.3c(t)における同一球R2 = R1衝突のスナップショッ

ト．温度，散逸は 0である．真ん中は最大圧縮の瞬間で，20%程圧縮されている．
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図 2.3: はね返り係数のカットオフ周波数ωcut依存性．温度，散逸はともに0としてい

る．(a)は高速衝突vCM(0) = 0.1c(t)の場合であり，(b)は低速衝突vCM(0) = 0.01c(t)

の場合である．高速衝突 (a)では ωcut = 100c(t)/R1までに，低速衝突 (b)において

は ωcut = 25c(t)/R1までに収束していることがわかる．

カットオフ周波数によるモード有限化とその影響について

カットオフ周波数 ωcutを導入してモードを有限化している．このとき動径モー

ド数 nの最高次は余緯度モード数 ℓによって異なる（図B.1参照）．また，余緯度

モード数 ℓの最高次はおよそ ωcutR1/c
(t)に一致する．初期温度を考慮する第 4章

では ωcut = 25c(t)/R1，その他では ωcut = 100c(t)/R1としている．モード総数は

およそ 1500である．図 2.3ははね返り係数のカットオフ周波数依存性を示したも

のである．温度，散逸は 0としている．(a)高速衝突 vCM(0) = 0.1c(t)においては

ωcut = 100c(t)/R1，(b)低速衝突 vCM(0) = 0.01c(t)においては ωcut = 25c(t)/R1ま

でに収束していることがわかる．なお第 4章で扱うのは低速衝突の範囲である．
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第3章 初期温度0のシミュレーション

ここでは初期温度 0シミュレーションにより，衝突時に働く力や，振動の影響

について調べる．初期温度の影響については次節を参照されたい．まず 3.1節で衝

突時に働く力を調べて，接触理論との比較を行う．次に 3.2節で散逸がない場合に

おけるはね返り係数および励起エネルギーの衝突速度依存性について調べる．3.3

節では散逸がある場合について調べ，特に散逸が強いときに準静理論との比較を

行う．

3.1 衝突時に働く力

ここではまずシミュレーションの妥当性の確認も兼ねて，振動励起が重要でな

い低速衝突 vCM(0) = 0.01c(t)において，衝突時に働く力 Fz ≡ −∂V/∂zCMを調べ，

従来理論（接触理論）との比較を行う．散逸は 0としている．

斥力のみの場合 g = 0：ヘルツの接触理論との比較

図 3.1(a)は斥力のみの場合 g = 0について示している．縦軸にはスケールした

力 Fz/YeffR
2
effをとっている．ここで

Reff ≡
(

1

R1

+
1

R2

)−1

(3.1)

Yeff ≡
(
1− ν21
Y1

+
1− ν22
Y2

)−1

(3.2)

はそれぞれ換算半径および有効ヤング率である．横軸 (R1 +R2 − zCM)/Reff（硬い

壁の場合にはR1 − zCM）は変位である．本研究では硬い壁との衝突を主に調べる

が，ここでは同質粒子（R2 = R1およびR2 = 2R1の場合）についても調べてい

る．これらのデータがすべてヘルツの接触理論 [52, 57]

Fz

YeffR2
eff

=
4

3

(
hz
Reff

)3/2

(3.3)

で表される一つの普遍曲線にのっていることがわかる．ここで hz は変位である．

ソフトポテンシャルの影響により力の立ち上がりが負値になるため，データ全体
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図 3.1: 散逸なし，低速衝突 vCM(0) = 0.01c(t)におけるスケールした力 Fz/YeffR
2
eff

と変位の関係．(a)は斥力のみの場合 g = 0であり，変位として (R1+R2−zCM)/Reff

（硬い壁の場合にはR1 − zCM）を用いている．ターゲット粒子として硬い壁の他

に同質粒子 (R2 = R1およびR2 = 2R1の場合）についても調べている．それらの

結果がすべて (3.3)式で与えられる普遍曲線にのっており，本シミュレーションが

ヘルツの接触理論を完全に再現するモデルであることがわかる．(b)は引力がある

場合 g = 1の結果であり，変位としては局所的な変形を反映する uz(R1, 0, 0)を用

いている．実曲線は JKR理論 (3.5)を表しており，データと理論は定性的にはよ

く一致している．ただしデータには分子動力学シミュレーション同様 [121]，原点

近傍に「吸着効果」に由来するヒステリシスがみられる．

を平行移動していることに注意されたい．その他にはフィッティングなどを一切行

なっていない．したがって，本モデルはヘルツの接触力を完全に再現する．

引力がある場合 g = 1：JKR理論との比較

図 3.1(b)は引力がある場合 g = 1の結果を示している．ここでは引力による局

所的な変形をとらえるために，横軸の変位には uz(R1, 0, 0)を採用している．デー

タにみられる分散は引力に誘起された振動によるものである．実曲線は JKR理

論 [53, 58]

hz(a)

Reff

=

(
a

Reff

)2

−
√

2πG

YeffReff

(
a

Reff

)1/2

(3.4)

Fz(a)

YeffR2
eff

=
4

3

(
a

Reff

)3

− 2

√
2πG

YeffReff

(
a

Reff

)3/2

(3.5)

を表す．ここで aは接触半径（変形によって生じる平たい円形の半径）であり，

ここではこれを媒介変数にプロットしている．また Gは表面張力で，今の場合

G = 25πϵσ4/24d6である [166,189]．データと理論は定性的にはよく一致している．
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一方，データの原点付近にはヒステリシスが見られる．このヒステリシスは引力

によって 2物体の表面が張り付き，離れる際には余分な力が働く「吸着効果」に

よるものである．同様のヒステリシスは分子動力学シミュレーションにおいても

確認されている [121]．

3.2 はね返り係数および励起エネルギーの衝突速度依存

性：散逸がない場合

次に衝突問題において一番の興味の対象である，はね返り係数の衝突速度依存

性について調べる．振動励起の影響を明らかにするために，ここでは散逸がない

場合に着目する．(2.10)式に示した通り，散逸がない場合においても振動励起のた

めはね返り係数は 1とは限らない．

はね返り係数の衝突速度依存性およびサイズ効果

図 3.2(a)は，はね返り係数の衝突速度依存性を球の半径 R1 が 10nm，100nm，

1µmの場合についてプロットしたものである．ただし，球の半径R1はシミュレー

ションの単位にしているため，実際に変更しているのは長さスケールを含むその

他のパラメーターである（例えば斥力核径は R1 = 10nmでは σ = 0.02277R1，

R1 = 100nmでは σ = 0.002277R1としている）．図 3.2(a)は 1.6節で紹介した氷

の実験や準静理論のような単調減少とはまったく違う特徴的な振る舞いを示して

いる．ここで，低速領域においてはね返り係数が急激に減少しているのは，引力

によってはね返りが抑制されるためである．サイズ効果は主に引力に関係して現

れる．小さな球ほど衝突エネルギー（あるいは体積）に対する表面引力の比率が

大きくなるため，低速衝突におけるはね返り係数の減少が顕著となる．一方，高

速領域でR1 = 100nmとR1 = 1µmの結果が一致しているのは，ここでは引力が

重要ではないためである．

励起エネルギーの衝突速度および接触時間依存性と共鳴

散逸がない場合，はね返り係数の値は励起エネルギーで決まるので，各モード

の励起エネルギーの衝突速度依存性についても調べることで，図 3.2(a)に示され

たはね返り係数の特徴的な振る舞いについて理解できることが期待される．なお，

ここでは半径R1 = 10nmとし，モードは最も強く励起される基本モード (n = 0)

に絞って解析を行う．図 3.2(b)は例として，4重極モード (ℓ = 2)と 8重極モード

(ℓ = 3)についてプロットしたものである．励起エネルギーが衝突速度に応じて振

動している．
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図 3.2: 散逸がない場合に対する (a)はね返り係数，(b)励起エネルギーの衝突速度

依存性．(a)では半径 10nm，100nm，1µmの場合について調べており，小さいほ

ど引力の影響を強く受け，低速衝突においてはね返り係数が小さい．また，引力が

重要でない高速衝突ではR1 = 100nmとR1 = 1µmの結果が一致している．(b)で

はR1 = 10nmとし，4重極モード (ℓ = 2)と 8重極モード (ℓ = 3)についてプロッ

トしている．振動的な振る舞いから共鳴が起きていることが示唆される．

さらに，図 3.3(a)に励起エネルギーの接触時間 τ 依存性を示す．τ の導入方法に

ついては J節を参照されたい．励起エネルギーが一定周期で振動していることが

わかる．また，その周期は 4重極モードと 8重極モードで異なっている．共鳴して

いるのであれば，これらの周期がそれぞれの固有周波数（の逆数）となるはずで

ある．

それを調べたのが図 3.3(b)である．縦軸は励起エネルギーの極小値の間隔∆τ0ℓ0
を現れるすべてについて平均した ⟨∆τ0ℓ0⟩で，横軸は余緯度モード数 ℓである．実

線は 2π/ω0ℓの逆数を表し，ℓ(≥ 30)以上の高次モードを除いて ⟨∆τ0ℓ0⟩とよく一致
している．高次モードにおいてデータ値 ⟨∆τ0ℓ0⟩が飽和しているのはデータの解像
度がおよそ 0.1R1/c

(t)程度であること（3.3(a)参照）が原因だと考えられる．一方，

その他のモードについては非常によく一致していることから，衝突時に振動モー

ドの共鳴が起こることが結論される．また，はね返り係数の特徴的な振る舞いは

共鳴に起因することが明らかとなった．

3.3 はね返り係数の衝突速度依存性：散逸がある場合

ここでは散逸 γを導入した場合に，前節で示した特徴的なはね返り係数の衝突

速度依存性がどのように変化するか調べる．図 3.4(a)は γ = 0.01R1/c
(t)の場合の

結果であり，散逸がない場合ほど謙虚ではないが，まだ振動的な振る舞いを確認

することができる．しかし散逸を γ = 0.1R1/c
(t)と大きくすると，図 3.4(b)に示

す通り振動構造は完全になくなる．図 3.4(b)では半径 10nmのデータをプロット

39



(a)

 0

 0.0001

 0.0002

 4  5  6  7  8  9  10  11

∆H
0l

0 
/ M

 (
c(t

) )2

τ c(t) / R1

quadrupole (l = 2)
octopole (l = 3)

(b)

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 0  20  40  60  80  100

〈∆
τ 0

l〉 a
r c

(t
)  / 

R
1

l

2π c(t) / ω0l R1

図 3.3: (a)4重極モード (ℓ = 2)と 8重極モード (ℓ = 3)の励起エネルギーの接触時

間依存性．周期的な振る舞いをしており，4重極モードと 8重極モードでその周期

が異なる．共鳴しているのであれば，これらの周期がそれぞれの固有周波数（の

逆数）となるはずである．そこで，(b)では励起エネルギーの極小値の間隔∆τ0ℓ0
を現れるすべてについて平均した ⟨∆τ0ℓ0⟩をすべてのモード ℓについてプロットし，

実線で表される固有周波数の逆数 2π/ω0ℓと比較している．両者は ℓ(≥ 30)以上の

高次モードを除いてよく一致しており，共鳴が起きていることが結論される．高

次モードにおいてデータ ⟨∆τ0ℓ0⟩が飽和しているのは解像度が 0.1R1/c
(t)程度であ

ることが原因と考えられる．
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図 3.4: (a)γ = 0.01R1/c
(t)および (b)γ = 0.1R1/c

(t)における，はね返り係数の衝突

速度依存性．散逸が大きくなるにつれて振動構造が消失する．(b)では半径 10nm

の場合に，準静理論（実線）と比較している．両者は定性的にはよく一致している．

している．ここで，実線は準静理論 [59]による結果を示している．この準静理論

は斥力と引力を扱う JKR理論 (3.5)に散逸力

Fdiss(a, ȧ) = γȧ
∂

∂a
F (a, ȧ), (3.6)

に追加したものである．ここで，散逸力Fdiss(a, ȧ)の係数が γであることに注意さ

れたい（文献 [59]と本モデルの関係は付録H参照）．

実線はこれらの力を基にルンゲクッタ法により運動方程式を数値的に解いてプ

ロットしたものである．データと理論は定性的にはよく一致している．全領域で

準静理論のはね返り係数の方が大きいのは，準静理論では振動励起が無視されて

いるためだと考えられる．また，γ = 0.1R1/c
(t)での緩和時間は接触時間とくらべ

て短く（付録 C参照），ランダム力が影響しうる領域であるため，それを無視し

ていることも関係していると考えられる．
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第4章 衝突シミュレーションにおけ

る初期温度の影響

この章では初期温度T = 2.14×10−8M(c(t))2/kB（300K相当）を導入したシミュ

レーションを行い，その影響について調べる．ここでは熱ゆらぎが顕著となる微

小球 (R1 = 10 nm)に着目し，また基本的には散逸がない場合を解析する．まず

4.1節で低減引力化において超弾性衝突が発生すること，および発生確率や散逸依

存性を明らかにする．次に 4.2節で超弾性衝突と振動モードの初期位相の関係を調

べ，そのメカニズムにせまる．4.3節では衝突板ゆらぎの定理 [177]を数値的に確

認する．最後に 4.4節で衝突による加熱について調べる．

4.1 超弾性衝突の性質

ここではまず超弾性衝突を確認し，衝突の相図を明らかにする．また，超弾性

衝突と散逸の関係について調べる．

超弾性衝突の確認

初期温度を導入すると，はね返り係数にゆらぎが生じる．図 4.1ははね返り係

数と衝突速度の関係を示している．各速度につき 1000回試行し，結果をすべてプ

ロットしている．(a)の通常の引力 g = 1の場合には，非弾性衝突 e < 1しかみら

れない．一方，(b)の低減引力 g = 0.2の場合には，超弾性衝突 e > 1が発生する．

衝突の相図

g = 0.2の場合に，どのような衝突がどのぐらいの頻度で発生するか詳しくみて

いく．図 4.2は各速度ごと 1000回試行し，(1)吸着，(2)非弾性衝突，(3)超弾性

衝突が起こる確率をプロットしたものである（領域の幅が発生確率の大きさを表

す）．vCM(0) = 0.013c(t)より低速になるにしたがって，超弾性衝突の領域 (3)が成

長しはじめるものの，vCM(0) = 0.009c(t)より一旦縮小し，vCM(0) = 0.007c(t)から

再び成長しはじめる．このような振る舞いは 3.2節でみたはね返り係数の振動構造
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図 4.1: 温度 T = 2.14× 10−8M(c(t))2/kB（300K相当）におけるはね返り係数と衝

突速度の関係．各速度につき 1000回試行し，結果をすべてプロットしている．(a)

は通常の引力 g = 1の場合で，(b)は低減引力 g = 0.2の場合である．低減引力化

では超弾性衝突が発生する．

を反映したものであると考えられる．さらに低速になると吸着領域 (1)が成長しは

じめ，超弾性衝突領域 (3)の成長は抑制される．

超弾性衝突と散逸の関係

ここで，散逸があると超弾性衝突がどうなるかみておく．図 4.3は衝突速度を

vCM(0) = 0.009c(t)に固定し，はね返り係数の散逸依存性を調べたものである．散

逸が大きくなるにしたがって超弾性衝突イベントは減少し，γ > 6 × 10−4R1/c
(t)

で消失する．

4.2 超弾性衝突と振動モードの初期位相の関係

この節では超弾性衝突のメカニズムを明らかにするべく，はね返り係数と振動

モードの関係性に着目する．具体的には超弾性衝突と振動モードの初期位相の関

係を調べる．初期位相とは振動モードの初期値Qnℓm(0)と Q̇nℓm(0)を

Qnℓm(0) =
1

ωnℓ

√
2Hnℓm(0)

M
sinαnℓm(0), (4.1)

Q̇nℓm(0) =

√
2Hnℓm(0)

M
cosαnℓm(0). (4.2)

のように振幅と位相に書き直したときのαnℓm(0)のことである．図 4.4(a)は超弾性

衝突の発生確率が極小となる衝突速度 vCM(0) = 0.007c(t) （図 4.2参照）における
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図 4.2: 低減引力 g = 0.2における衝突の相図．各速度ごとに 1000回試行し，(1)

吸着，(2)非弾性衝突，(3)超弾性衝突が起こる確率をそれぞれ求めて領域で示し

ている（領域の幅が発生確率に対応する）．
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図 4.3: 衝突速度 vCM(0) = 0.009c(t)における，はね返り係数の散逸依存性．散逸

が大きくなるにしたがって超弾性衝突イベントは減少し，γ > 6 × 10−4R1/c
(t)で

消失する．
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はね返り係数と 4重極モード (ℓ = 2)の初期位相の関係を示したものである．三角

関数的な相関がはっきりとみられる．これは超弾性衝突は 4重極モードの初期位

相，あるいは衝突時の位相がある値のときに発生しやすいことを表しており，超弾

性衝突のメカニズムに深く関わる結果である．一方，横軸を 16重極モード (ℓ = 4)

の初期位相にとった (b)では相関はみられない．このときの励起エネルギーを調

べると，4重極モードが他のモードと比べて非常に強く励起されているのがわか

り（図 4.4(c)参照），励起エネルギーと相関の強さが関係していることが示唆され

る．そこで，別の衝突速度 vCM(0) = 0.007c(t)（超弾性衝突の発生確率が極大とな

る速度）において，同様の相関をプロットすると，今度は 16重極モードにおいて

も相関が現れる（図 4.4(a′)および (b′)参照）．このとき 16重極の励起が最も強く

（図 4.4(c′)参照），やはり励起エネルギーと相関の強さの関連性が示唆される．5.1

節で摂動論を構築し，ここで得られた三角関数依存性と，その振幅と励起エネル

ギーの関係，および超弾性衝突が発生する位相の意味を明らかにする．

4.3 衝突版ゆらぎの定理の検証

ゆらぎの定理は正のエントロピー生成確率と負のエントロピー生成確率の比が

指数関数則により表されることを示したものである [169,190]．田崎は衝突問題に

対するゆらぎの定理

P (X0 → X1)

P (X1 → X0)
= e−W (X0→X1)/kBT (4.3)

を導出した（文献 [177]および付録 E.2参照）．ここでX0 ≡ (zCM(0), vCM(0))と

X1 ≡ (zCM(tf ), vCM(tf ))はそれぞれ初期および終状態におけるマクロ変数（重心

座標と速度）であり，一方X0 = (zCM(0),−vCM(0))とX1 = (zCM(tf ),−vCM(tf ))

はそれぞれX0とX1の時間反転を表す．また，P (X0 → X1)はX0からX1への

遷移確率，P (X1 → X0)は X1 から X0 への遷移確率を表す．W (X0 → X1) ≡
M [{vCM(tf)}2−{vCM(0)}2]/2はX0からX1へ遷移するときのマクロなエネルギー

変化である．もしW (X0 → X1) > 0ならば，P (X0 → X1)は超弾性衝突の発生確

率であり，その大きさは対応する非弾性衝突の発生確率 P (X1 → X0)と比べて指

数関数的に小さいことを意味している．

國仲・早川は分子動力学シミュレーションにより，衝突版ゆらぎの定理 (4.3)を

数値的に検証したものの，両者は整合しなかった [181]．衝突版ゆらぎの定理 (4.3)

では，衝突していないとき重心運動と相対運動は非結合であることを仮定してい

るが，分子動力学法では衝突していなくても重心運動と相対運動は結合しており，

この違いが不整合性の原因であると考えられる．一方，本モデルは衝突版ゆらぎ

の定理 (4.3)と同じセットアップであるため，整合することが期待される．そこ

で，衝突版ゆらぎの定理 (4.3)を本モデルにおいて数値的に検証する．それには

P (X0 → X1)を数値的に求めればよいが，X0からある一点X1へ遷移する確率を
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図 4.4: はね返り係数と (a)，(a′)4重極モード (ℓ = 2)および (b)，(b′)16重極モー

ド (ℓ = 4)の初期位相の関係．(c)と (c′)は n = m = 0の各モードの励起エネル

ギーをプロットしている．(a)，(b)および (c)は衝突速度 vCM(0) = 0.007c(t)の場

合でサンプル数は 1000，一方 (a′)，(b′)，(c′)は衝突速度 vCM(0) = 0.009c(t)の場

合でサンプル数は 20000である．(c)および (c′)におけるエラーバーは標準偏差を

表す．
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数値的に得るのは（無限の試行回数を要するので）不可能である．そこで，一定の

幅∆v = 10−4vCM(0)を導入し，衝突後の速度が vCM(tf )−∆v/2と vCM(tf )+∆v/2

の間にあるものを vCM(tf )とみなすことで P (X0 → X1)dX1を求める（図 4.5(a)

参照）．なお，重心位置は実質的に固定可能であり，幅を導入する必要はない．

P (X1 → X0)も同様に求める．

衝突速度は vCM(0) = 0.009c(t)とし，試行回数はNtot = 20000である．衝突後

の速度が vCM(tf )−∆v/2と vCM(tf ) +∆v/2の間に入るイベント数がNeveのとき，

P ≡ P (X0 → X1)は

P =
Neve

Ntot

(4.4)

であり，その誤差は

σ(P )
err =

√
Neve

Ntot

(4.5)

で与えられると仮定する．P ≡ P (X1 → X0)に対する誤差 σ
(P )
err についても同様

である（試行回数をN tot，イベント数をN eveと書く）．このとき比 P/P の誤差

σ
(P/P )
err は誤差の伝播により

σ(P/P )
err =

P

P

√√√√(σ(P )
err

P

)2

+

(
σ
(P )
err

P

)2

=
P

P

√
1

Neve

+
1

N eve

(4.6)

となる．図 4.5(b)は比 P/P をマクロなエネルギー変化W (X0 → X1)に対してプ

ロットしたものであり，エラーバーは σ
(P/P )
err を表す．実線は衝突版ゆらぎの定理

(4.3)を表し，データとよく一致している．これにより衝突版ゆらぎの定理 (4.3)が

はじめて数値的に実証された．なお，試行回数はN totはイベント数N eveが 100以

上となるように vCM(tf )によって変えている（Neveもまた全領域で 100以上ある）．

4.4 衝突による加熱

本モデルの基礎方程式 (2.5)では等温条件を仮定している．しかし，衝突は断熱

圧縮過程をみなすことができ，温度変化分布∆T (t;x)が

∆T (t;x) = −T 3Kadα

cP
∇ · u(t;x) (4.7)

で与えられる（文献 [191,192]および付録F参照）．ここでαは線形膨張率，cP は

等圧比熱である．また，Kadは断熱弾性率で体積弾性率Kとの関係は

1

Kad

=
1

K
− 9Tα2

cP
(4.8)
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図 4.5: vCM(0) = 0.009c(t)における，マクロなエネルギー変化W に対する (a)確率

分布および (b)比P/P．(b)の実戦は衝突版ゆらぎの定理 (4.3)を表しており，デー

タとよく一致しているのがわかる．

で与えられる．ここでは等温条件の妥当性について検証するために，高速衝突vCM =

0.1における最大圧縮時の温度変化分布∆T (tf/2;x)を調べる．図 4.6はその断面

図で，黒線で球面，カラーバーで温度変化率∆T/T を示している．ここで，銅の

文献値 α = 16.5 × 10−6/K，cP = 24.5J/mol Kを用いている．このように初期温

度を 300Kとした時に全領域において温度変化率は∆T/T < 0.0003と非常に小さ

い．それゆえ，等温条件は妥当であると考えられる．
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図 4.6: 高速衝突 vCM = 0.1における最大圧縮時の温度変化分布∆T (tf/2;x)の断

面図．黒線は球面を表す．カラーバーが温度変化率∆T/T を表している．

49



第5章 考察

ここで，結果の考察を行う．まず，5.1節で摂動論を展開し，4.2節の結果につ

いて考察する．5.2では振動モード間遷移について調べる．

5.1 摂動論

この節では摂動論を構築し，図 4.4にあるようなはね返り係数の初期位相依存

性について考察する．なお，以下の議論では簡単のため散逸はないものとするが，

散逸がある場合への拡張は容易である．

運動方程式の展開

はじめに，重心運動 zCM(t)の時間スケールが tCM ≡ Reff/vCM(0)，振動モード

Qnℓm(t)の時間スケールが tvib ≡ Reff/c
(t)であると仮定する．さらに換算半径Reff，

換算質量Meffおよび衝突速度 vCM(0)を用いて運動方程式 (2.4)，(2.7)を無次元化

すると

d2z̃CM

dt̃2CM

+
∂Ṽ (z̃CM, {Q̃i′,n′ℓ′m′})

∂z̃CM

= 0 (5.1)

d2Q̃i,nℓm

dt̃2vib
+ ω̃2

i,nℓQ̃i,nℓm = −ε 1

M̃i

∂Ṽ (z̃CM, {Q̃i′,n′ℓ′m′})
∂Q̃i,nℓm

(5.2)

となる．ここで z̃CM ≡ zCM/Reff，Q̃i,nℓm ≡ Qnℓm/Reff，t̃CM ≡ t/tCM，t̃vib ≡ t/tvib，

ω̃i,nℓ ≡ ωnℓtvib，M̃i ≡ Mi

Meff
，Ṽ [z̃CM, {Q̃i,nℓm}] ≡ V [zCM(t), {Qnℓm(t)}]/MeffvCM(0)

2

は無次元化した変数である．また，ε ≡ (vCM(0)/c
(t))2であり，これにより z̃CMお

よび Q̃i,nℓmを

Q̃i,nℓm = Q̃
(0)
i,nℓm + εQ̃

(1)
i,nℓm + ε2Q̃

(2)
i,nℓm + · · · (5.3)

z̃CM = z̃
(0)
CM + εz̃

(1)
CM + ε2z̃

(2)
CM + · · · (5.4)

と展開する．ここで z̃
(j)
CMおよび Q̃

(j)
i,nℓmは j次の展開係数である．これらの係数の初

期値は0次を除き0とする．すなわち z̃CM(0) = z̃
(0)
CM(0)および Q̃i,nℓm(0) = Q̃

(0)
i,nℓm(0)
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である．このとき 0次の運動方程式は

d2z̃
(0)
CM

dt̃2CM

+
∂Ṽ (z̃

(0)
CM, 0)

∂z̃CM

= 0 (5.5)

d2Q̃
(0)
i,nℓm

dt̃2vib
+ ω̃2

i,nℓQ̃
(0)
i,nℓm = 0 (5.6)

である．これより {Q̃(0)
i,nℓm}はそれぞれ初期励起によって独立に単振動するが，線

形弾性論の範囲ではその振幅は十分に小さい．したがってここではポテンシャル

V の中の {Q̃(0)
i,nℓm}は無視できるとする．(5.5)式の解は

t̃CM =


∫ z̃

(0)
CM

z̃
(0)
CM(0)

dx√
1−Ṽ (x,0)

(t̃CM ≤ t̃colCM)∫ z̃colCM

z̃
(0)
CM(0)

dx√
1−Ṽ (x,0)

−
∫ z̃

(0)
CM

z̃colCM

dx√
1−Ṽ (x,0)

(t̃CM > t̃colCM)
(5.7)

となる．ここで z̃colCM ≡ z̃
(0)
CM(t̃

col
CM)は 1− Ṽ (z̃colCM, 0) = 0により与えられる．振動モー

ドの 1次の運動方程式は

d2Q̃
(1)
i,nℓm

dt̃2vib
+ ω̃2

i,nℓQ̃
(1)
i,nℓm = − 1

M̃i

∂Ṽ (z̃
(0)
CM, 0)

∂Q̃i,nℓm

, (5.8)

であり，解は

Q̃
(1)
i,nℓm(t̃vib) = − 1

M̃iω̃i,nℓ

∫ t̃vib

0

dt′
∂Ṽ (z̃

(0)
CM(t

′), 0)

∂Q̃i,nℓm

sin ω̃i,nℓ(t̃vib − t′) (5.9)

となる．

可解条件について

ここで可解条件について述べる．摂動の 1次の方程式 (5.8)に対し∫ t̃f

0

dt̃ψ(t̃)

(
d2

dt̃2
+ ω̃2

i,nℓ

)
Q̃

(1)
i,nℓm(t̃) = 0 (5.10)

を満たす 0モード ψ(t̃)が存在するとする．ここで t̃f ≡ tfc
(t)R1は衝突後の時刻を

無次元化したものである．このとき方程式 (5.8)より∫ t̃f

0

dt̃ψ(t̃)
∂Ṽ (z̃

(0)
CM(t̃), 0)

∂Q̃i,nℓm

= 0 (5.11)

が得られる．これが可解条件である．
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次に 0モード ψ(t̃)を求める．等式 (5.10)の左辺を部分積分することにより

ψ(t̃f )
˙̃Q
(1)
i,nℓm(t̃f )− ψ̇(t̃f )Q̃

(1)
i,nℓm(t̃f )+

∫ t̃f

0

dt̃Q̃
(1)
i,nℓm(t̃)

(
d2

dt̃2
+ ω̃2

i,nℓ

)
ψ(t̃) = 0 (5.12)

が得られる．ここで，Q̃
(1)
i,nℓm(0) =

˙̃Q
(1)
i,nℓm(0) = 0であることを用いた．したがって

ψ(t̃)は (
d2

dt̃2
+ ω̃2

i,nℓ

)
ψ(t̃) = 0 (5.13)

ψ(t̃f ) = ψ̇(t̃f ) = 0 (5.14)

を満たさねばならないが，これを満たすのは自明解 ψ(t̃) ≡ 0だけである．このよ

うに，この問題ではゼロモードは自動的に取り除かれ，可解条件を気にせず形式

的な摂動論を進めても構わない事になる．

励起エネルギーおよびはね返り係数の導出

1次解 (5.9)より励起エネルギーの1次∆H̃
(1)
i,nℓm = ˙̃Q

(0)
i,nℓm

˙̃Q
(1)
i,nℓm+ω̃

2
i,nℓQ̃

(0)
i,nℓmQ̃

(1)
i,nℓm，

および 2次∆H̃
(2)
i,nℓm = ( ˙̃Q

(1)
i,nℓm)

2/2 + (ω̃i,nℓQ̃
(1)
i,nℓm)

2/2 はそれぞれ

∆H̃
(1)
i,nℓm(t̃vib) = −2

√
H̃

(0)
i,nℓm(0)∆H̃

(2)
i,nℓm(t̃vib)

cos(αi,nℓm(0) + ω̃i,nℓt̃vib − βi,nℓm(t̃vib)) (5.15)

∆H̃
(2)
i,nℓm(t̃vib) =

1

2

∣∣∣∣∣ 1M̃i

∫ t̃vib

0

dt′
∂Ṽ (z̃

(0)
CM(t

′), 0)

∂Q̃i,nℓm

eiω̃i,nℓt
′

∣∣∣∣∣
2

(5.16)

となる．ここで βi,nℓm(t̃vib)は

sin βi,nℓm(t̃vib) = −
ω̃i,nℓQ̃

(1)
i,nℓm(t̃vib)√

2∆H̃
(2)
i,nℓm(t̃vib)

, cos βi,nℓm(t̃vib) = −
˙̃Q
(1)
i,nℓm(t̃vib)√

2∆H̃
(2)
i,nℓm(t̃vib)

(5.17)

により導入したものであり，力 ∂Ṽ (z̃
(0)
CM(t), 0)/∂Q̃i,nℓmが最大となる時刻 tf/2を中

心に偶関数であることから βi,nℓm(t̃vib) = ω̃i,nℓtf/2となることがわかる（付録 I参

照）．等式 (2.10)および (5.15)より，はね返り係数は

e2 = 1 + 4
∑
i,nℓm

√
H̃

(0)
i,nℓm(0)∆H̃

(2)
i,nℓm(tf ) cos

(
αi,nℓm(0) +

ω̃i,nℓtf
2

)
+O(ε) (5.18)

= 1 + 2
√
2
∑
i,nℓm

√
∆H̃

(2)
i,nℓm(tf )

˙̃Q
(0)
i,nℓm(tf/2) +O(ε), (5.19)
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図 5.1: 4重極モードのエネルギーの時間発展．温度，散逸，引力はなしで，衝突

速度は (a) vCM(0) = 10−3c(t)，および (b) vCM(0) = 10−4c(t)である．

となる．一行目の等式は 4.2節で示唆された，はね返り係数の初期位相に対する

三角関数依存性，およびその振幅と励起エネルギーの関係を裏付けている．また，

二行目の等式のように振動モードの最大圧縮時 tf/2の速度を使って書き直すこと

が可能で，これよりはね返り係数が最大となる，したがって超弾性衝突が最も発

生しやすいのは最大圧縮時に膨らむ位相のときであることがわかる．

シミュレーションとの比較

最後に，摂動論とシミュレーションの結果を比較し，摂動論の収束性を確認する．

図 5.1は 4重極モードのエネルギーの時間発展をプロットしたものである．温度，散

逸，引力はなしで，衝突速度は (a) vCM(0) = 10−3c(t)，および (b) vCM(0) = 10−4c(t)

である．(a)では少しずれがあるが，(b)では完全に一致していることがわかる．な

お，フィッティング等は一切行っていない．このように斥力系の低速衝突は完全に

再現できる一方，低速衝突で吸着してしまう引力系については摂動論で再現でき

ない．

5.2 モード間遷移

ここまでは重心運動と振動モード間のやりとりに着目してきた．この節では振

動モード間の遷移について調べる．ここでは半径 10nm，温度，散逸は 0とする．

振動モード間の遷移を調べるには初期状態として 1つのモード (n, ℓ,m)を励起

した状態を用意し，衝突後に (n′, ℓ′,m′)モードの励起エネルギー∆Hnℓm,n′ℓ′m′を調

べればよい．ただし，これまでみてきたように初期の励起がなくても有限の励起

エネルギー∆Hn′ℓ′m′（重心から振動モードへの遷移）が発生する．したがって，こ
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れを取り除いた

∆Hnℓm→n′ℓ′m′ ≡ ∆Hnℓm,n′ℓ′m′ −∆Hn′ℓ′m′ , (5.20)

によって振動モード間の遷移を定義する．

振動励起された球の衝突は初期位相依存性を示す．5.2(a)は衝突速度 vCM(0) =

0.1c(t)，4重極モードの初期エネルギーH020(0) = 0.05HCM(0)における，はね返り

係数の初期位相依存性を示したものである．4.2節や 5.1節でみたような三角関数

依存性が現れている．また，α020(0)が小さい領域において，超弾性衝突 e > 1が

みられる．このような初期位相依存性を取り除くために，初期位相を平均した

⟨∆Hnℓm→n′ℓ′m′⟩αnℓm
≡ 1

2π

∫ 2π

0

dαnℓm∆Hnℓm→n′ℓ′m′ . (5.21)

を，ここでは調べる．

図5.2(b)にvCM(0) = 0.1c(t)，H0ℓ0(0) = 0.05HCM(0)における ⟨∆H0ℓ0→0ℓ′0⟩/HCM(0)

を示す．横軸は遷移先のモード ℓ′を表し，初期に ℓ = 0, 2, 3, 4, 5を励起した場合の

結果をプロットしている．まず ℓ′ = 1をみると，双極子モードへの遷移は起こら

ないことがわかる．これは変形振動である他のモードと違い，双極子モードは単

なる並進振動であるためだと考えられる．ℓ′ ̸= 1では自身への遷移が負になってい

ることがわかる．これは他のモードへ遷移していることを表す．遷移先をみると，

最隣接モードへの遷移が大きい傾向にある．一方，呼吸振動モード ℓ = 0は 16重

極モード ℓ = 4や 32重極モード ℓ = 5と結合している．これは呼吸振動モードの

固有周波数がこれら 2つのモードと同程度であるためだと考えられる．同様の結

果は低速衝突 vCM(0) = 0.01c(t)においてもみられる．

5.3 今後の展望

この節では本研究の今後の展望について要約する．本研究では線形弾性体の正

面衝突に焦点を当てている．したがってこの後の発展としては，一般の衝突（な

なめ衝突）への拡張と，塑性変形の導入の大きく二つの方向性が考えられる．

ななめ衝突では接線運動と法線運動の結合により，さらに豊かな現象が創発され

る．例えば，ななめ衝突ではマクロな（したがって熱ゆらぎが本質的でない）物体

においても，法線方向のはね返り係数が 1を超える現象がみられる [193–196]．こ

れは川に石を投げる水切り遊びにおいてみられる現象である．衝突により変形し

た水面が接線運動の一部を法線運動へ変換するのである [194]．また最近では，な

なめ衝突において法線方向のはね返り係数が負になる現象が見出された [165,197]．

負のはね返り係数とは解釈に戸惑うが，これは定義に起因した見かけ上の問題で

ある．従来のはね返り係数の定義では，瞬間的な接触を想定していて接触面の変

化を考慮していない．しかし実際の衝突では接触時間は有限であり，ななめ衝突
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図 5.2: vCM(0) = 0.1c(t)，H0ℓ0(0) = 0.05HCM(0)における (a)はね返り係数の初

期位相依存性と，(b)振動モード間遷移 ⟨∆H0ℓ0→0ℓ′0⟩/HCM(0)．(a)は 4重極モード

ℓ = 2の場合で，三角関数的依存性がみられる．また，超弾性衝突も確認すること

ができる．(b)では横軸に遷移先のモード ℓ′を表し，初期に ℓ = 0, 2, 3, 4, 5を励起

した場合の結果をプロットしている．同様の結果は低速衝突 vCM(0) = 0.01c(t)に

おいてもみられる．

の場合，その間に接触面の法線ベクトルが回転する．この法線ベクトルの回転を

考慮して定義し直せば，法線方向のはね返り係数が負になることはない．

変形が大きくなると非線形な塑性変形が生じる．このとき，接触力と変位の関

係は劇的に変化する [13]．図 5.3は Ludingモデル [198]として知られる接触力と

変位の関係である．本研究においても引力がある場合にヒステリシスを確認して

いるが，塑性がある場合にはより巨大なループが出現する．
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図 5.3: 接触力と変位の関係（Ludingモデル）を文献 [198]より転載．塑性変形に

より巨大なヒステリシスループを描いている．
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第6章 結論

本研究では，自由端解展開を用いた等温粘弾性球の衝突シミュレーションによ

り，衝突における弾性振動の影響について調べた．物体は衝突により加熱される

が，その温度上昇率を本シミュレーションで見積もると 0.03%以下と非常に微小で

あるため，等温モデルで解析することは妥当である．

まず斥力のみの場合 g = 0に，完全に同一球，半径が 2倍大きい同質球，および

硬い壁（表 2.1参照）との衝突における接触力を調べ，ヘルツの接触理論 [52, 57]

を再現することを示した．引力がある場合 g = 1の硬い壁への衝突における接触力

は，JKR理論 johnson1971, johnson1985と定性的に一致する一方，分子動力学シ

ミュレーション [121]と同様に吸着効果を反映したヒステリシスが存在することを

示した．硬い壁への衝突におけるはね返り係数の衝突速度依存性については，固

体粘性率が強いときには準静理論 [59]と定性的には一致する振る舞いに帰着する

一方で，固体粘性率が弱いときには衝突と振動の共鳴により，特徴的な振動構造

が出現することを明らかにした．

初期温度が有限の場合には，低減引力 g = 0.2下における硬い壁への衝突にお

いて，熱速度程度の低速衝突のときはね返り係数が 1を超える超弾性衝突を見出

した．さらに衝突板ゆらぎの定理 [177]を今回はじめて数値的に再現した．超弾性

衝突の発生確率は低速であるほど上昇する傾向にあるが，前述したはね返り係数

の振動構造を反映して単調ではない．また，ある程度以下の速度では，引力にト

ラップされてはね返らなくなるため，超弾性衝突の発生確率は抑制される．さら

に，超弾性衝突はわずかな固体粘性率で抑制されるため，完全結晶に近い物質での

み観測されることが示唆される．さらに詳しく解析したところ，強く励起される

振動モードの初期位相と，はね返り係数の間に三角関数的相関を見出した．この

相関の結果として超弾性衝突は発生する．非散逸 γ = 0，非引力 g = 0の低速衝突

vCM(0) = 0.001c(t)の場合に，摂動論によりこの関係を再現し，最大圧縮時 tf/2に

ちょうどニュートラルの状態から膨らみはじめる位相 Q̇
(0)
nℓm(tf/2) = |Q̇(0)

nℓm(tf/2)|
のときに最も超弾性衝突が発生しやすいことを明らかにした．

単一モード励起状態の球と硬い壁との衝突により，モード間遷移についても調

べた．それにより，変形運動ではない ℓ = 1（重心まわりの並進振動モード）が変

形運動である他のモードと結合しないことを示した．ℓ ̸= 1のモード間では，固有

周波数の近いモードへの遷移する傾向にあることを示した．
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付 録A 等温粘弾性球の波動方程式

の導出

この付録ではポテンシャルを導入する前の変位の方程式 (2.5)を，自由エネル

ギーを使って導出する．線形弾性体の範囲では自由エネルギー密度は一般に

f(T, u) = f0(T )−K(T − T0)αijuij +
1

2
λijkluijukl (A.1)

と表される [57]．ここでKは体積弾性率，αijは熱膨張係数テンソル，λijklは弾性

係数テンソル，そして uijは歪みテンソルであり，変位ベクトル uiを使って

uij =
1

2
(∂iuj + ∂jui) (A.2)

と表される．等式 (A.1)の右辺第一項 f0(T )は変形とは関係ない自由エネルギー密

度である．第二項は熱による変形を表し，温度 T0で外力が働いていなければ物体

は静止する．本論文では等温条件を課してこの項を無視する（衝突による加熱の

影響については 4.4節参照）．

等方的な球の場合，弾性係数テンソルは

λijkl = λδijδkl + µ (δikδjl + δilδjk) (A.3)

で与えられる．ここで λおよび µはラメ係数である．このとき自由エネルギー密

度は

f(T, u) = f0(T ) +
1

2
λuiiujj + µuijuij (A.4)

となる．これより応力テンソル σel
ijは

σel
ij =

∂f(T, u)

∂uij
= λδijukk + 2µuij = λδij∂kuk + µ(∂iuj + ∂jui) (A.5)

となる．一方，散逸応力テンソル σdis
ij は

σdis
ij = λ′

∂

∂t
δij∂kuk + µ′ ∂

∂t
(∂iuj + ∂jui) (A.6)

で与えられる [57]．ここで λ′および µ′は固体粘性率を表す係数である．以上より

変位の方程式（波動方程式）は

ρ
∂2ui
∂t2

= ∂j(σ
el
ij + σdis

ij )

=

{
λ+ µ+ (λ′ + µ′)

∂

∂t

}
∂i∂juj +

(
µ+ µ′ ∂

∂t

)
∂2jui (A.7)
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であり，ベクトル表記では

∂2u

∂t2
=

(
λ+ µ

ρ
+
λ′ + µ′

ρ

∂

∂t

)
∇∇ · u+

(
µ

ρ
+
µ′

ρ

∂

∂t

)
∇2u

=
(
c(ℓ)
)2(

1 + γ(ℓ)
∂

∂t

)
∇∇ · u

−
(
c(t)
)2(

1 + γ(t)
∂

∂t

)
∇× (∇× u) (A.8)

となる．ここで

c(ℓ) =

√
λ+ 2µ

ρ
(A.9)

c(t) =

√
µ

ρ
(A.10)

であり，

γ(ℓ) ≡ λ′ + 2µ′

λ+ 2µ
(A.11)

γ(t) ≡ µ′

µ
(A.12)

である．

60



付 録B 自由端境界条件における波

動方程式の解

この付録では，波動方程式 (A.8)の，自由端境界条件における解を導出する．ま

ずB.1節で一般解を導出する．B.2節で分散関係について調べる．最後にB.3節で

自由端境界条件における解を与える．

B.1 一般解

一般解を求めるために，まず解の形を

u(t,x) = estũ(x) (B.1)

であると仮定する．ここで sは複素数である．これを波動方程式 (A.8)に代入す

れば

s2ũ =
(
c(ℓ)
)2 (

1 + γ(ℓ)s
)
∇∇ · ũ−

(
c(t)
)2 (

1 + γ(t)s
)
∇× (∇× ũ) (B.2)

が得られる．今，3次元空間に縦波と横波の 2つのモードが存在するので，この式

の独立な解は 6つである．それらは波数 kのヘルムホルツ方程式

(∇2 + k2)Φ = 0 (B.3)

の解Φを用いて∇Φ,∇× (xΦ),∇× (∇× (xΦ))で与えられる．実際，これらを等

式 (B.2)に代入すれば，解であることは簡単に確かめられる．ただし，分散関係は

−s2 =
(
c(ℓ)k(ℓ)

)2 (
1 + γ(ℓ)s

)
=
(
c(t)k(t)

)2 (
1 + γ(t)s

)
(B.4)

である．ここで，解∇Φは縦波，残り二つの解は横波で，対応する波数をそれぞ

れ kℓ, k(t)と書いている．ヘルムホルツ方程式の一般解が球面調和関数 Yℓm(θ, φ)を

用いて

Φ(x) =
∞∑
n=0

∞∑
ℓ=0

m=ℓ∑
m=−ℓ

{Anℓmnℓ(knℓr) +Bnℓmjℓ(knℓr)}Yℓm(θ, φ) (B.5)

のように球ノイマン関数 nℓ(knℓr)と球ベッセル関数 jℓ(knℓr)という 2つの独立な関

数の重ね合わせで与えられるので，これで 6つの独立な解がすべて出揃っている．
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ただし，球ノイマン関数は原点で発散することから，物理的な解としては不適切

であるためAnℓm ≡ 0でなければならない．以上より等式 (B.2)の一般解 ũ(x)は

ũ(x) =
∑
nℓm

ũnℓm(x)

ũnℓm(x) ≡ B
(0)
nℓm∇{jℓ(k(ℓ)nℓ r)Yℓm(θ, φ)}+B

(1)
nℓm∇× {xjℓ(k(t)nℓ r)Yℓm(θ, φ)}

+B
(2)
nℓm∇× [∇× {xjℓ(k(t)nℓ r)Yℓm(θ, φ)}]

=

[
B

(0)
nℓm

djℓ(k
(ℓ)
nℓ r)

dr
+B

(2)
nℓmℓ(ℓ+ 1)

jℓ(k
(t)
nℓR)

r

]
Yℓm(θ, φ)er

+

B(0)
nℓmjℓ(k

(ℓ)
nℓ r) +B

(2)
nℓm

d
{
rjℓ(k

(t)
nℓR)

}
dr

∇Yℓm(θ, φ)

−B(1)
nℓmrjℓ(k

(t)
nℓ r)er ×∇Yℓm(θ, φ) (B.6)

となる．ここで er，∇Yℓm，er ×∇Yℓmはそれぞれ直交することに注意されたい．

B.2 分散関係

分散関係 (B.4)より固体粘性率が

0 < γ(ℓ) <
2

c(ℓ)k
(ℓ)
nℓ

0 < γ(t) <
2

c(t)k
(t)
nℓ

(B.7)

を満たすとき，sは複素数となる．したがって分散関係 (B.4)の 2つ目の等式の虚

部から (
c(ℓ)k

(ℓ)
nℓ

)2
γ(ℓ) =

(
c(t)k

(t)
nℓ

)2
γ(t) (B.8)

が得られ，この関係をふまえて実部から

c(ℓ)k
(ℓ)
nℓ = c(t)k

(t)
nℓ ≡ ωnℓ (B.9)

が得られる．ここで固有周波数 ωnℓを定義している．これより等式 (B.8)は

γ(ℓ) = γ(t) ≡ γ (B.10)

と書き直せる．これは特筆すべき結果で，等温粘弾性球において固体粘性率は 1つ

だけであることを意味する．
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B.3 自由端境界条件における解

この節では自由端境界条件，すなわち球面 r = Rにかかる圧力 pr(R, θ, φ)が 0

であるとき，解がどのように表されるかについて説明する．prは応力 σel
ijにより

(pr)i =
xj
r
σel
ij (B.11)

と表されるので，等式 (A.5)により応力を変位で表せば

pr = λ∇ · uer + µ

(
∇ur +

ur
r
er −

u

r
+
∂u

∂r

)
(B.12)

となる．ここに一般解 (B.6)を代入すれば

Fr,nℓm(x)

µ
=

[
(k

(ℓ)
nℓ )

2B
(0)
nℓmanℓ(k

(ℓ)
nℓ r) + (k

(t)
nℓ )

2B
(2)
nℓmℓ(ℓ+ 1)bnℓ(k

(t)
nℓ r)

]
Yℓm(θ, φ)er

+
[
(k

(ℓ)
nℓ )

2B
(0)
nℓmbnℓ(k

(ℓ)
nℓ r) + (k

(t)
nℓ )

2B
(2)
nℓmdnℓ(k

(t)
nℓ r)

]
r∇Yℓm(θ, φ)

+
1

2
(k

(t)
nℓ r)

2B
(1)
nℓmbnℓ(k

(t)
nℓ r)er ×∇Yℓm(θ, φ) (B.13)

が得られる．ただし

anℓ(x) ≡ 2
d2jℓ(x)

dx2
− λ

µ
jℓ(x) (B.14)

bnℓ(x) ≡ 2
d

dx

(
jℓ(x)

x

)
(B.15)

dnℓ(x) ≡ 2x
d2jℓ(x)

dx2
+ (ℓ− 1)(ℓ+ 2)

jℓ(x)

x
(B.16)

である．したがって自由端境界条件は

A

(
(k

(ℓ)
nℓ )

2B
(0)
nℓm

(k
(t)
nℓ )

2B
(2)
nℓm

)
= 0 (B.17)

bnℓ(k
(t)
nℓR)B

(1)
nℓm = 0 (B.18)

という形に還元される．ただし

A ≡

(
anℓ(k

(ℓ)
nℓR) ℓ(ℓ+ 1)bnℓ(k

(t)
nℓR)

bnℓ(k
(ℓ)
nℓR) dnℓ(k

(t)
nℓR)

)
(B.19)

である．固有周波数は detA = 0あるいは bnℓ(k
(t)
nℓR)B

(1)
nℓm = 0から決まり，前者を

スフェロイダルモード，後者をトロイダルモードという．等式 (B.17)および (B.18)
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図 B.1: ポアソン比 0.343におけるスフェロイダルモードの固有周波数．

から明らかなように，自由端境界条件の下では両者が混ざることはない．本論文

ではスフェロイダルモード

ũ
(S)
nℓm(x) =

[
B

(0)
nℓm

djℓ(k
(ℓ)
nℓ r)

dr
+B

(2)
nℓmℓ(ℓ+ 1)

jℓ(k
(t)
nℓR)

r

]
Yℓm(θ, φ)er

+

B(0)
nℓmjℓ(k

(ℓ)
nℓ r) +B

(2)
nℓm

d
{
rjℓ(k

(t)
nℓR)

}
dr

∇Yℓm(θ, φ) (B.20)

のみを扱っている．図B.1にポアソン比 0.343における固有周波数 ωnℓを示す．横

軸は余緯度モード数 ℓで，動径モード数 nに対応して，同じ ℓに異なる固有周波数

の点が存在している．等式 (B.17)から係数B
(0)
nℓmとB

(2)
nℓmの比は決まるが，自由度

が 1つ残る．ここではその自由度を使ってスフェロイダルモードを∫ R

0

drr2
∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dφ
∣∣∣ũ(S)

nℓm(x)
∣∣∣2 = 4π

3
R3 (B.21)

のように規格化している．これにより ũ
(S)
nℓm(x)は無次元量である．
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付 録C 連続体ダイナミクスにおけ

るゆらぎ

2.2節で言及したとおり，固体粘性率があると揺動散逸関係式を満たすようなラ

ンダム力が発生する．ここでは，そのような散逸応力テンソルのゆらぎについて

まとめる．また，固体粘性率に由来する緩和時間が接触時間と等しくなるときの

固体粘性率の値についての評価も行う．

まず，散逸応力テンソル σdis
ij は (A.6)式により与えられるとする．今，ゆらぎ

δσdis
ij の存在により，全散逸応力は

σdis
ij → σdis

ij + δσdis
ij (C.1)

となる．流体力学におけるゆらぎと同様に，

⟨δσdis
ij (t;x)⟩ = 0 (C.2)

および

⟨δσdis
ij (t1;x1)δσ

dis
kℓ (t2;x2)⟩ = 2T{2µ′(δikδjℓ + δiℓδjk) + λ′δijδkℓ}δ(t1 − t2)δ(x1 − x2)

(C.3)

が成り立つ [199]．ここで，⟨⟩は統計平均を表す．
固体粘性率 γが小さいと，緩和時間が接触時間に比べ十分長いため，このよう

なゆらぎは重要ではない．ここで等式 (B.1)より，γによる緩和時間 τ
(r)
nℓ を

τ
(r)
nℓ ≡ − 1

Re[snℓ]
(C.4)

として定義する．ここで，Re[snℓ]は snℓの実部を表す．等式 (B.4)，(B.9)および

(B.10)から

τ
(r)
nℓ =

2

ω2
nℓγ

(C.5)

となる．一方，接触時間は等式 (1.8)により与えられる．図J.1に示すとおり，シミュ

レーションにより求めた接触時間 τと，等式 (1.8)により与えられる τHは vCM(0) =

0.001c(t)から vCM(0) = 0.4c(t)の範囲でよく一致しているため，以下の評価には τH
を用いる．τ

(r)
nℓ = τHとなる固体粘性率 γ∗nℓは

γ∗nℓ =
0.7

ω2
nℓ

(
Y 2
effReffvCM(0)

M2
eff

)1/5

(C.6)
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と書ける．特に，最小固有周波数 ω02 ≃ 2.65c(t)/R1，および vCM(0) = 0.001c(t)

では

γ∗02 ≃ 0.02R1/c
(t) (C.7)

となる．ここで，ターゲット粒子は硬い壁とした．したがって γ ≪ 0.02R1/c
(t)で

あればゆらぎは無視できる．この条件は 3.3節を除いて満たされている．
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付 録D 力の明示的表式

ここでは力 FCM ≡ −∂V (zCM, {Qi′,n′ℓ′m′})/∂zCMおよび

Fi,nℓm ≡ −∂V (zCM, {Qi′,n′ℓ′m′})/∂Qi,nℓmの明示的な表式を与える．まずD.1節で一

般の場合について示した後，D.2節で軸対称，D.3節で硬い壁の場合について示す．

D.1 一般の場合

等式 (2.2)から

FCM(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}) = 4ϵ
R2

1R
2
2

d21d
2
2

∫ π/2

0

dθ1 sin θ1

∫ 2π

0

dφ1

∫ π/2

0

dθ2 sin θ2

×
∫ 2π

0

dφ2
∂{r(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2)}2

∂zCM

×
(
−dϕ(r(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2))

d(r2)

)
(D.1)

Fi,nℓm(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}) = 4ϵ
R2

1R
2
2

d21d
2
2

∫ π/2

0

dθ1 sin θ1

∫ 2π

0

dφ1

∫ π/2

0

dθ2 sin θ2

×
∫ 2π

0

dφ2
∂{r(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2)}2

∂Qi,nℓm

×
(
−dϕ(r(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2))

d(r2)

)
(D.2)

である．ここで

−dϕ(r)

dr2
= 12

ε

σ2

[
2
(σ
r

)14
− g

(σ
r

)8]
(D.3)

である．したがって距離 r(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2)およびその微分を計算す

ればよい．

ここで，デカルト基底 (ex, ey, ez)を

(ex, ey, ez) ≡ (ex1, ey1, ez1) = (−ex2, ey2, −ez2) (D.4)

により導入する（2球の座標系については図 2.1参照）．これにより距離の表式
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(2.3)は

r(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2) = −x({Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2)ex

+y({Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2)ey

+z(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2)ez(D.5)

x({Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2) ≡ R2 sin θ2 cosφ2 +R1 sin θ1 cosφ1

+ux2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2)

+ux1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1) (D.6)

y({Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2) ≡ R2 sin θ2 sinφ2 −R1 sin θ1 sinφ1

+uy2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2)

−uy1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1) (D.7)

z(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2) ≡ zCM −R2 cos θ2 −R1 cos θ1

−uz2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2)

−uz1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1) (D.8)

と表すことができる．ここで

er(θ, φ) = sin θ cosφex + sin θ sinφey + cos θez (D.9)

を用いた．また，その微分は

1

2

∂r2

∂zCM

= z(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2) (D.10)

1

2

∂r2

∂Q1,nℓm

= ũx,nℓm(R1, θ1, φ1)x({Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2)

−ũy,nℓm(R1, θ1, φ1)y({Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2)

−ũz,nℓm(R1, θ1, φ1)z(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2) (D.11)

1

2

∂r2

∂Q2,nℓm

= ũx,nℓm(R2, θ2, φ2)x({Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2)

+ũy,nℓm(R2, θ2, φ2)y({Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2)

−ũz,nℓm(R2, θ2, φ2)z(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2) (D.12)

となる．ここで等式 (2.6)を用いた．もし，球 1と球 2が同一の球で，かつQ1,nℓm =

Q2,nℓmならば，F1,nℓm = F2,nℓmである．これは球 2に働く力 (D.2)において，座

標の入れ替え (θ1, φ1) ↔ (θ2, φ2)をすることで容易に示すことが出来る．実際，シ

ミュレーションでは丸め誤差による力F1,nℓmとF2,nℓmの差異を生まないように，変

数変換を行った式を用いている．
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ここで等式 (B.6)を適用するために，

ux = uxy cosφ− uφ sinφ (D.13)

uy = uxy sinφ+ uφ cosφ (D.14)

uz = ur cos θ − uθ sin θ (D.15)

のようにデカルト基底の成分 (ux, uy, uz)から極座標成分 (ur, uθ, uφ)へ変換する．

ここで

uxy ≡ ur cos θ + uθ sin θ (D.16)

である．このとき等式 (D.6)および (D.7)は

x({Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2) = {R2 sin θ2 + uxy2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2)} cosφ2

−uφ2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2) sinφ2

+{R1 sin θ1 + uxy1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1)} cosφ1

−uφ1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1) sinφ1, (D.17)

y({Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2) = {R2 sin θ2 + uxy2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2)} sinφ2

+uφ2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2) cosφ2

+{R1 sin θ1 + uxy1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1)} sinφ1

−uφ1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1) cosφ1, (D.18)
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と書きなおされ，さらに等式 (2.3)

r2 = [{R2 sin θ2 + uxy2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2)} cosφ2

−uφ2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2) sinφ2

+{R1 sin θ1 + uxy1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1)} cosφ1

−uφ1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1) sinφ1]
2

+[{R2 sin θ2 + uxy2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2)} sinφ2

+uφ2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2) cosφ2

−{R1 sin θ1 + uxy1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1)} sinφ1

−uφ1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1) cosφ1]
2

+{z(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2)}2

= {R2 sin θ2 + uxy2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2)}2 + {uφ2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2)}2

+{R1 sin θ1 + uxy1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1)}2 + {uφ1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1)}2

+2[{R2 sin θ2 + uxy2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2)}
×{R1 sin θ1 + uxy1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1)}
+uφ1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1)uφ2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2)] cos(φ1 + φ2)

−2[uφ1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1){R2 sin θ2 + uxy2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2)}
+uφ2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2)

×{R1 sin θ1 + uxy1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1)}] sin(φ1 + φ2)

+{z(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2)}2 (D.19)
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および等式 (D.11)は

1

2

∂r2

∂Q1,nℓm

= (ũxy,nℓm(R1, θ1, φ1) cosφ1 − ũφ,nℓm(R1, θ1, φ1) sinφ1)

×[{R2 sin θ2 + uxy2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2)} cosφ2

−uφ2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2) sinφ2

+{R1 sin θ1 + uxy1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1)} cosφ1

−uφ1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1) sinφ1]

−{ũxy,nℓm(R1, θ1, φ1) sinφ1 + ũφ,nℓm(R1, θ1, φ1) cosφ1}
×[{R2 sin θ2 + uxy2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2)} sinφ2

+uφ2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2) cosφ2

−{R1 sin θ1 + uxy1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1)} sinφ1

−uφ1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1) cosφ1]

−ũz,nℓm(R1, θ1, φ1)z(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2)

= ũxy,nℓm(R1, θ1, φ1)[{R2 sin θ2 + uxy2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2)} cos(φ1 + φ2)

−uφ2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2) sin(φ1 + φ2)

+{R1 sin θ1 + uxy1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1)}]
+ũφ,nℓm(R1, θ1, φ1)[−{R2 sin θ2 + uxy2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2)} sin(φ1 + φ2)

−uφ2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2) cos(φ1 + φ2) + uφ1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1)]

−ũz,nℓm(R1, θ1, φ1)z(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2) (D.20)

となる．なお，∂r2/∂Q2,nℓmは ∂r2/∂Q1,nℓmにおいて ({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1, φ1)と

({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2, φ2)を入れ替えたものである．
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D.2 軸対称の場合

軸対称のとき，uφ = 0かつ uxyおよび z(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}; θ1, φ1; θ2, φ2)は φ1お

よび φ2に依らない．このとき距離 (D.19)およびその微分 (D.20)は

r2 = {R2 sin θ2 + uxy2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2)}2

+{R1 sin θ1 + uxy1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1)}2

+2{R2 sin θ2 + uxy2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2)}
×{R1 sin θ1 + uxy1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1)} cos(φ1 + φ2)

+{z(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}; θ1; θ2)}2 (D.21)

1

2

∂r2

∂Q1,nℓm

= ũxy,nℓm(R1, θ1, φ1)[{R2 sin θ2

+uxy2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2)} cos(φ1 + φ2)

+{R1 sin θ1 + uxy1({Q1,n′ℓ′m′};R1, θ1)}]
−ũφ,nℓm(R1, θ1, φ1){R2 sin θ2

+uxy2({Q2,n′ℓ′m′};R2, θ2)} sin(φ1 + φ2)

−ũz,nℓm(R1, θ1, φ1)z(zCM, {Qi′,n′ℓ′m′}; θ1; θ2) (D.22)

である．(D.22)式は φ1と φ1 + φ2に，(D.21)式は φ1 + φ2のみに依存しているこ

とがわかる．積分変数を φ1と φ1 + φ2にとると，m ̸= 0のとき F1,nℓm = 0となる

ことが容易にわかる．F2,nℓmについても同様である．一方，m = 0では ũφ,nℓ0 = 0

かつ ũxy,nℓ0および ũz,nℓ0が φに依らない．したがって

1

2

∂r2

∂Q1,nℓ0

= ũxy,nℓ0(R1, θ1)[{R2 sin θ2 + uxy2({Q2,n′ℓ′0};R2, θ2)} cos(φ1 + φ2)

+{R1 sin θ1 + uxy1({Q1,n′ℓ′0};R1, θ1)}]
−ũz,nℓ0(R1, θ1)z(zCM, {Qi′,n′ℓ′0}; θ1; θ2) (D.23)

もまた，φ1 + φ2のみに依存する．ここでも積分変数を φ1と φ1 + φ2にとること

により，力 F1,nℓm，F2,nℓmの φ積分を解析的に実行することが可能である．
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D.3 硬い壁の場合

硬い壁（表 2.1参照）の場合，ポテンシャルは

V (zCM,u1) = 4ϵ
R2

1

d4

∫ π/2

0

dθ1 sin θ1

∫ 2π

0

dφ1

∫ ∞

−∞
dx2

∫ ∞

−∞
dy2( σ√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2

)12

−

(
σ√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2

)6


= 4πϵ
R2

1σ
2

d4

∫ π/2

0

dθ1 sin θ1

∫ 2π

0

dφ1[
1

5

(
σ

z2 − z1

)10

− 1

2

(
σ

z2 − z1

)4
]

= 4πϵ
R2

1σ
2

d4

∫ π/2

0

dθ1 sin θ1

∫ 2π

0

dφ1[
1

5

(
σ

zcm,w +R1 cos θ1 + uz(R1, θ1, φ1)

)10

−1

2

(
σ

zcm,w +R1 cos θ1 + uz(R1, θ1, φ1)

)4
]

(D.24)

のように簡略化される．ここで (x1, y1, z1)は球，(x2, y2, z2)は壁の座標であり，zcm,w

は球 1の重心から壁までの距離を表す．軸対称の場合，積分
∫
φ1は単に 2πに置き

換わる．
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付 録E 衝突問題におけるゆらぎの

定理と熱力学第二法則

研究背景で述べたとおり，超弾性衝突は熱力学第二法則に反しているようにみ

えるが，本当にそのようなことが起こっているのであろうか．その点を明らかに

するために，ここでは文献 [177]に基いて衝突問題におけるゆらぎの定理を導出す

る．さらに Jarzynski-type等式を導出し，そこから衝突問題における熱力学第二

法則を導く．まずE.1節でセットアップについてまとめる．次にE.2節でゆらぎの

定理を導出する．最後に E.3節で Jarzynski-type等式および熱力学第二法則を導

出する．

E.1 セットアップ

まずは衝突問題のセットアップについて述べる．衝突問題では重心運動がマク

ロ変数Xに対応し，その他の相対運動 xがミクロ変数に対応する．例えば本論文

の表記では，X = (zCM, vCM)，x = {Qi,nℓm}である．このとき系のハミルトニア
ンHtot(X, x)は

Htot(X, x) = H(X) + h(x) + U(X, x) (E.1)

と表される．ここで，H(X)は巨視的な部分に対するハミルトニアンであり，h(x)

は微視的な部分に対するハミルトニアンである．また，U(X, x)二つのスケールの

間の相互作用であり，(2.2)式に対応する量である．系の初期状態は確率分布

ρtot,0(X, x) = ρ0(X)
e−h(x)/kBT

Z
(E.2)

に従うよう選ぶ．ここで，ρ0(X) ≥ 0は∫
dXρ0(X) = 1 (E.3)

のように規格化された任意分布である．また，分配関数 Zは

Z =

∫
dxe−h(x)/kBT (E.4)
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で与えられる．(E.2)式に従う (X, x)は

U(X, x) = 0 (E.5)

を満たす．さらに

U(Xtf (X, x), xtf (X, x)) = 0 (E.6)

であるような定数 tf が存在すると仮定する．ここでXt(X, x)および xt(X, x)はそ

れぞれ，時刻 tにおけるマクロおよびミクロ変数である．すなわち初期状態と終状

態（時刻 tf）においてマクロ変数Xとミクロ変数 xは非結合である．

主に興味のある量は，衝突の間に巨視的な部分が受け取った全エネルギー

W (X, x) ≡ H(Xtf (X, x))−H(X) = h(x)− h(Xtf (X, x)) (E.7)

である．等式は初期状態と終状態のエネルギー保存則より導かれる．W (X, x) = 0

は弾性衝突に対応し，W (X, x) < 0は非弾性衝突に対応する．そしてW (X, x) > 0

は超弾性衝突に対応する．したがって何らかの平均操作によりW (X, x) ≤ 0とな

ることが期待される．

任意の関数 f(X, x)に対し，初期分布 (E.2)による平均を

⟨f(X, x)⟩ρ0 ≡
∫

dXxf(X, x)ρ0(X)
e−h(x)/kBT

Z
(E.8)

と書く．ここで，特に重要なのは ρ0(X) = δ(X −X0)のときである．そこで，こ

れに対応する平均を

⟨f(X, x)⟩X0 ≡
∫

dXxf(X, x)δ(X −X0)
e−h(x)/kBT

Z
=

∫
dXxf(X0, x)

e−h(x)/kBT

Z
(E.9)

と書く．

E.2 ゆらぎの定理

ここではゆらぎの定理を導出する．この節に限り，ハミルトニアンの時間反転

対称性を仮定する．

まず，衝突によってX0からX1へ遷移する確率密度

P (X0 → X1) ≡ ⟨δ(Xtf (X, x)−X1)⟩X0

=

∫
dXdxδ(X −X0)δ(Xtf (X, x)−X1)

e−h(x)/kBT

Z
(E.10)

を定義する．このときに巨視的な部分が受け取る全エネルギー

W (X0 → X1) ≡ H(X1)−H(X0) (E.11)
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も定義しておく．もちろんこれは変数が違うだけで (E.7)式と同じ量である．この

とき，

eW (X0→X1)/kBTP (X0 → X1) =

∫
dXdxδ(X −X0)δ(Xtf −X1)e

{H(Xtf
)−H(X)}/kBT e

−h(x)/kBT

Z

=

∫
dXdxδ(X −X0)δ(Xtf −X1)e

{h(x)−h(xtf
)}/kBT e

−h(x)/kBT

Z

=

∫
dXdxδ(X −X0)δ(Xtf −X1)

e−h(xtf
)/kBT

Z

=

∫
dX ′dx′δ(X−tf (X

′, x′)−X0)δ(X
′ −X1)

e−h(x′)/kBT

Z

(E.12)

が得られる．最終行では積分変数をX，xから

X ′ = Xtf (X, x), x′ = xtf (X, x) (E.13)

へ変換した．Liouvilleの定理より dXdx = dX ′dx′である．

ここで，ハミルトニアンの時間反転対称性から

X−tf (X
′, x′) = Xtf (X

′, x′) (E.14)

であること，また dX ′dx′ = dX ′dx′および h(x′) = h(x′)より

eW (X0→X1)/kBTP (X0 → X1) =

∫
dX ′dx′δ(Xtf (X

′, x′)−X0)δ(X ′ −X1)
e−h(x′)/kBT

Z

=

∫
dXdxδ(X −X1)δ(Xtf −X0)

e−h(x)/kBT

Z
(E.15)

が得られる．最終行は単に記号を書き直しただけである．確率密度の定義式 (E.10)

式より，

eW (X0→X1)/kBTP (X0 → X1) = P (X1 → X0) (E.16)

であることがわかる．これが衝突問題におけるゆらぎの定理である．

E.3 熱力学第二法則

この節では Jarzynski-type等式を導出し，そこから衝突問題における熱力学第

二法則を導く．ここでは一般の初期分布 (E.2)を用いる．簡単のため，任意のXに

対し ρ0(X) > 0を仮定する．

まず，ρ̃(X ′, x′) > 0を ∫
dX ′ρ̃(X ′, x′) = 1 (E.17)
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を満たす任意の関数とする．このとき∫
dXdx

ρ̃(Xtf , xtf )

ρ0(X)
e{h(x)−h(xtf

)}/kBTρ0(X)
e−h(x)/kBT

Z

=

∫
dX ′dx′ρ̃(X ′, x′)

e−h(x′)/kBT

Z
=

∫
dx′

e−h(x′)/kBT

Z
= 1 (E.18)

であることわかる．ここで，変数変換 (E.13)および等式 (E.17)を用いた．したがっ

て Jarzynski-type等式 ⟨
ρ̃(Xtf , xtf )

ρ0(X)
eW (X,x)/kBT

⟩
ρ0

= 1 (E.19)

が成り立つ．

Jarzynski-type等式 (E.19)を

⟨exp[log ρ̃(Xtf , xtf )− log ρ0(X) +W (X, x)/kBT ]⟩ρ0 = 1 (E.20)

と書き直し，Jensenの不等式

⟨ef(X,x)⟩ρ0 ≥ exp[⟨f(X, x)⟩ρ0 ] (E.21)

を用いることにより，

⟨W (X, x)⟩/kBT ≤ −⟨log ρ̃(Xtf , xtf )⟩ρ0 − ⟨log ρ0(X)⟩ρ0 (E.22)

が得られる．ここで，シャノンのエントロピー

S[ρ] ≡ −kB
∫

dXρ(X) log ρ(X) (E.23)

を用いることにより，

⟨log ρ0(X)⟩ρ0 = −S[ρ0]/kB (E.24)

と書くことができる．また，任意の関数 ρ̃(X ′, x′)を衝突後分布

ρ̃(X ′, x′) = ρtf (X
′) ≡

∫
dXdxδ(Xtf (X, x)−X ′)ρ0(X)

e−h(x)/kBT

Z
(E.25)

に選べば

⟨log ρ̃(Xtf , xtf )⟩ρ0 =

∫
dXdx log ρtf (Xtf )ρ0(X)

e−h(x)/kBT

Z

=

∫
dX ′dXdx log ρtf (X

′)δ(Xtf (X, x)−X ′)ρ0(X)
e−h(x)/kBT

Z

=

∫
dX ′ρtf (X

′) log ρtf (X
′) = −S[ρtf ]/kB (E.26)

である．したがって不等式 (E.22)は

⟨W (X, x)⟩ ≤ T{S[ρtf ]− S[ρ0]} (E.27)

となる．これが衝突問題における熱力学第二法則である．
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付 録F 断熱圧縮による温度上昇

ここでは断熱圧縮における温度上昇の表式 (4.7)を導出する [57]．自由エネル

ギー密度の一般的表式 (A.1)の両辺を温度で微分することによりエントロピーが

s(T, u) = s0(T ) + 3K∇ · u (F.1)

のように得られる．ここで熱膨張係数テンソルαijは等方的であるとし，線形膨張

率 αにより

αij = 3αδij (F.2)

のように表されると仮定する．一方，自由エネルギー密度の一般的表式 (A.1)に

T = T0を代入し，T0で微分すると

s(T0) = s0(T0) (F.3)

であることがわかる．

今，断熱変化により温度が T0から T へ変化したとする．断熱変化においてエン

トロピーは不変であることから，等式 (F.1)および (F.3)より

s0(T ) + 3K∇ · u = s0(T0) (F.4)

となる．ここで，

s0(T )− s0(T0) = (T − T0)
∂s0(T0)

∂T
(F.5)

と 1次まで展開し，エントロピー密度の温度微分が

∂s0(T )

∂T
=
cV
T

(F.6)

のように等積比熱で表されることを用いれば，結局

T − T0 = −T0
3Kα

cV
∇ · u (F.7)

が得られる．

今，熱平衡状態の温度を T0ではなく T で表し，断熱圧縮による温度上昇を∆T

と表す．すなわち

T0 → T, T → T +∆T (F.8)

のように表記を変更する．また，等方的な物体の場合，

K =
cV
cP
Kad (F.9)

であることを用いると一般的等式 (F.7)は等式 (4.7)となる．
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付 録G 音波の吸収係数

固体粘性率は音波の吸収係数 Γを調べることで実験的に決定することができ

る [57]．吸収係数は物体内を伝播する音波

Γ =
⟨Edis⟩t

2c(t)⟨Eel⟩t
(G.1)

のようにエネルギー散逸 Ėmechの時間平均値と弾性波のエネルギー

Eel =

∫
dV ρu̇2 (G.2)

の時間平均値の比によって表される．ここで ⟨⟩tは時間平均を表し，
∫
dV は物体

の全体積での積分を表す．吸収係数を使って，物体内を伝播する音波は e−xΓのよ

うに表される．ここで，音波は x方向に伝播しているとする．

今，x方向に伝播する単色の横波音波を考えよう．すなわち，変位uは

ux = 0 uy = u0y cos(kx− ωt) uz = u0z cos(kx− ωt) (G.3)

と表すことができる．ここで，kおよびωはそれぞれ，音波の波数および振動数で

ある．このとき，単位体積あたりの弾性波のエネルギーは

⟨ρu̇2⟩t =
1

2
ρω2(u20y + u20z) (G.4)

となる．

一方，散逸には一般に固体粘性率に起因するものの他に，熱伝導に起因するも

のも存在する．音波の伝播は断熱過程とみなせるので，その温度変化は等式 (F.7)

により与えられるが，横波では∇ ·u = 0であるため，温度変化は発生しない．し

たがって，今の場合には固体粘性率に起因する散逸のみ考慮すればよい．このと

き，単位体積あたりの散逸Φは自由エネルギー密度の表式 (A.4)に対応して

Φ =
1

2
λ′u̇iiu̇jj + µ′u̇iju̇ij (G.5)

と表される．等式 (G.3)より

uxy = −1

2
ku0y cos(kx− ωt) uxz = −1

2
ku0z sin(kx− ωt) (G.6)
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で，それ以外は 0であるから，結局

2⟨Φ⟩t =
1

2(c(t))2
µ′ω4(u20y + u20z) (G.7)

となる．したがって横波音波の吸収係数 Γ(t)は

Γ(t) =
2⟨Φ⟩t

2c(t)⟨ρu̇2⟩t
=

µ′ω2

2ρ(c(t))3
(G.8)

により与えられる．したがって吸収係数を測定することにより固体粘性率 µ′が得

られる．

一般には固体粘性率には µ′と独立な λ′が存在するため，縦波音波の吸収係数

Γ(ℓ)も決定する必要がある．しかし等温粘弾性球の場合には縦波と横波の固体粘性

率は独立ではないため（等式 (B.10参照)，横波音波の吸収係数 Γ(t)のみ測定すれ

ばよい．
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付 録H 等式(3.6)第三項の係数につ

いて

等式 (3.6)第三項の係数は文献 [59]では

A = α2β =

(
λ′

λ

)2
3λ+ 2µ

3λ′ + 2µ′ (H.1)

で与えられている．ただし，文献 [59]では応力 σel
ijおよび σdis

ij を

σel
ij = E1

(
uij −

1

3
δijukk

)
+ E2δijukk (H.2)

σdis
ij = η1

∂

∂t

(
uij −

1

3
δijukk

)
+ η2

∂

∂t
δijukk (H.3)

と表した際のE1，E2，η1およびη2を用いてAを与えているが，ここでは等式 (A.5)

および (A.6)に準拠してAを与えているため，表記が異なることに注意されたい．

等式 (A.11)，(A.12)，(B.10)から

λ′ = λγ (H.4)

µ′ = µγ (H.5)

である．これより

A = γ (H.6)

であることがわかる．
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付 録I 等式(5.15)の導出

ここでは等式 (5.15)の導出方法を示す．Q̃
(0)
i,nℓmが

Q̃
(0)
i,nℓm(t̃vib) =

1

ω̃i,nℓ

√
2H̃

(0)
i,nℓm(0) sin(αi,nℓm(0) + ω̃i,nℓt̃vib) (I.1)

であることから∆H̃
(2)
i,nℓm(t̃vib)は

∆H̃
(2)
i,nℓm(t̃vib) = ˙̃Q

(0)
i,nℓm(t̃vib)

˙̃Q
(1)
i,nℓm(t̃vib) + ω̃2

i,nℓQ̃
(0)
i,nℓm(t̃vib)Q̃

(1)
i,nℓm(t̃vib)

=

√
2H̃

(0)
i,nℓm(0){

˙̃Q
(1)
i,nℓm(t̃vib) cos(αi,nℓm(0) + ω̃i,nℓt̃vib)

+ω̃i,nℓQ̃
(1)
i,nℓm(t̃vib) sin(αi,nℓm(0) + ω̃i,nℓt̃vib)}

= −2

√
H̃

(0)
i,nℓm(0)∆H̃

(2)
i,nℓm(t̃vib)

cos(αi,nℓm(0) + ω̃i,nℓt̃vib − βi,nℓm(t̃vib)) (I.2)

となる．最終行では∆H̃
(2)
i,nℓm = ( ˙̃Q

(1)
i,nℓm)

2/2+(ω̃i,nℓQ̃
(1)
i,nℓm)

2/2を用いている．また，

sin βi,nℓm(t̃vib) = −
ω̃i,nℓQ̃

(1)
i,nℓm(t̃vib)√

2∆H̃
(2)
i,nℓm(t̃vib)

cos βi,nℓm(t̃vib) = −
˙̃Q
(1)
i,nℓm(t̃vib)√

2∆H̃
(2)
i,nℓm(t̃vib)

(I.3)

により βi,nℓm(t̃vib)を導入した．

力 ∂Ṽ (z̃
(0)
CM(t), 0)/∂Q̃i,nℓmが最大圧縮時 tf/2を中心に偶関数であることから，
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sin βi,nℓm(t̃vib = tf )は

sin βi,nℓm(tf ) =

∫ tf
0

dt′
∂Ṽ (z̃

(0)
CM(t′),0)

∂Q̃i,nℓm
sin ω̃i,nℓ(tf − t′)√∣∣∣∣∫ tf

0
dt′

∂Ṽ (z̃
(0)
CM(t′),0)

∂Q̃i,nℓm
eiω̃i,nℓt′

∣∣∣∣2

=

∫ tf/2

−tf/2
dt′

∂Ṽ (z̃
(0)
CM(tf/2+t′),0)

∂Q̃i,nℓm
sin ω̃i,nℓ(tf/2− t′)√∣∣∣∣∫ tf/2

−tf/2
dt′

∂Ṽ (z̃
(0)
CM(tf/2+t′),0)

∂Q̃i,nℓm
eiω̃i,nℓt′

∣∣∣∣2

=
sin

ω̃i,nℓtf
2

∫ tf/2

0
dt′

∂Ṽ (z̃
(0)
CM(tf/2+t′),0)

∂Q̃i,nℓm
cos ω̃i,nℓt

′∣∣∣∣∫ tf/2

0
dt′

∂Ṽ (z̃
(0)
CM(tf/2+t′),0)

∂Q̃i,nℓm
cos ω̃i,nℓt′

∣∣∣∣
= sin

ω̃i,nℓtf
2

(I.4)

となる．3行目の分母の絶対値は，∂Ṽ (z̃
(0)
CM(t), 0)/∂Q̃i,nℓm が 0 ≤ t ≤ tf/2におい

て正かつ単調増加関数であることため取り除くことができる．cos βi,nℓm(tf )につ

いても同様の計算により

cos βi,nℓm(tf ) = cos
ω̃i,nℓtf

2
(I.5)

となるので，結局

βi,nℓm(tf ) =
ω̃i,nℓtf

2
(I.6)

である．
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付 録J 接触時間の衝突速度依存性と

4重極モードの支配性

先行研究 [178]では 2次元弾性円盤において，接触時間の衝突速度依存性を調べ，

ヘルツの準静理論と比較している（1.13節参照）．シミュレーションと理論は定性

的には一致しているものの，定量的な一致は確認されていない．また，文献 [178]

では低速衝突において 4重極モードの励起が支配的であることを示したが，そこ

では近似モデルが用いられているため，明快さに欠ける（1.13節参照）．そこで，

3次元弾性球において同様に調べ，対応する理論式 (1.8)との整合性について論じ

る．ここでは斥力のみの場合 g = 0，および引力がある場合 g = 1の両方について

調べる．もちろん，近似モデルの導入は行わない．

接触時間 τ を導入するにあたり，相互作用が有限であれば接触していると考え

るのが自然であるが，今の場合，相互作用は冪関数であるためどれだけ離れても 0

にはならない．そこで，斥力のみの場合 (g = 0)には表面間距離が 1.47σの範囲に

ある時間として接触時間を定義する．ここで，係数はポテンシャルエネルギーが

100分の 1になるようにとった（1.47−12 ≃ 0.01）．一方，引力がある場合 (g = 1)

には表面吸着のために，表面間距離の評価は煩雑なものとなる．そこで，ここで

は相互作用の大きさにしきい値 5× 10−5M(c(t))2を設定し，これを上回っている時

間として接触時間 τ を定義する．このしきい値はレナードジョーンズポテンシャ

ルに導入したカットオフでの値とは異なることに注意されたい．カットオフは計

算精度を保持するために，十分遠方に設定しているので，その間を接触している

とみなすのは不適当である．

図 J.1は接触時間 τ と衝突速度の関係を調べたものである．実線は等式 (1.8)を

プロットしたものである．低速領域 vCM(0) < 0.1c(t)において，g = 0の場合と完

全に一致している．高速衝突でずれるのは弾性励起が無視できないためだと考え

られる．一方，g = 1の場合も全領域で理論値と同程度の大きさを示している．

また，図 J.2は 4重極モードおよび全モードの励起エネルギーの衝突速度依存性

を示したものである．(a)は g = 0，(b)は g = 1の結果を表している．したがって

図 J.2(b)の 4重極モードの結果については，図 3.2(b)と同じものである．ただし，

ここでは対数表示している．

まず，(a) g = 0では高速衝突，および共鳴部分を除き，励起エネルギーはほぼ

4重極モードのみで決まっていることがわかる．低速衝突で 4重極モードが支配的

となるのは，2次元弾性円盤 [178]やレイリーの洞察 [200]と一致している．高速

84



 3
 4
 5
 6
 7
 8
 9

 10
 11
 12

 0  0.1  0.2  0.3  0.4

τ 
c(t

)  / 
R

1

vCM(0) / c(t)

g = 0
g = 1

theory

図 J.1: 接触時間と衝突速度の関係．斥力のみの場合 g = 0，引力がある場合 g = 1，

および等式 (1.8)をそれぞれプロットしている．
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図 J.2: 4重極モードおよび全モードの励起エネルギーの衝突速度依存性．(a)は

g = 0，(b)は g = 1の結果を表している．
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図 J.3: 引力がある場合の衝突の時間発展．カラーバーは変位を表す．最後，離れ

る際に突起ができているのがわかる．

衝突ではより高次のモードも励起される．

一方，(b) g = 1では全領域で 4重極モードの支配性がみられず，高次モードの

励起が起きていることがわかる．図 J.3に示したとおり，引力があると吸着した表

面が引きはがされる際に突起が形成される．そのため高次モードが励起されると

考えられる．
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付 録K はね返り係数の非ガウス性

ナノクラスターの分子動力学シミュレーション [166]では引力がある場合，はね

返り係数の頻度分布が 2重指数関数となることを確認している（1.14参照）．そこ

で，本モデルにおいても g = 1におけるはね返り係数の分布について調べる．

図 4.1(a)の vCM(0) = 0.01c(t)のデータを頻度分布にしたのが図K.1である．実

線はガウス分布によるフィッティング結果を表す．はね返り係数の小さい領域でわ

ずかにずれが見られるが，分子動力学シミュレーションで確認されたような 2重

指数関数的振舞いは確認できない．

 0
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 0.3

 0.35  0.4  0.45  0.5  0.55
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図 K.1: ．
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付 録L 摩擦がある場合におけるス

ピン球衝突

本モデルでは球表面は滑らかで凹凸がない場合を扱っているため，球が回転し

ていたとしても，接線応力は働かずに空転するだけである．そこで，ここでは最

もシンプルなモデルであるクーロン摩擦の法則

FT = νFN (L.1)

により球面の凹凸を導入し，球が回転している場合の衝突について調べる．ここ

で，FTおよび FNはそれぞれ接線および法線方向に働く力であり，νは摩擦係数

である．FTは動きと逆向きに働く．ここでは簡単のため，硬い壁との衝突に限定

し，球番号の添字 i = 1は省略する．また，y軸反時計回りに回転しているとする．

なお，クーロン摩擦の法則 (L.1)が成り立つのは表面同士がスリップしている場合

に限られるので，球は十分高速に回転していると仮定する．

硬い壁との衝突では，ポテンシャルが uz のみに依存する（等式 (D.24)参照）．

そのため摩擦がない場合 ν = 0，変位に働く力 ξu ≡ −∂V (zCM, w,u)/∂uは z成分

のみ有する．一方，摩擦が存在する場合，クーロン摩擦の法則 (L.1)より

ξu(x) = −2δ(r −R)

R2
v′(zCM, w +R cos θ + uz(R, θ, φ))(νex + ez) (L.2)

のように x方向にも力が生じる．ここで，vはポテンシャル (D.24)の被積分関数

v(z) ≡ 4πϵ
R2σ2

d4

[
1

5

(
σ

z2 − z1

)10

− 1

2

(
σ

z2 − z1

)4
]

(L.3)

である．また，プライム記号は微分を表す．等式 (L.2)にスフェロイダルモード

ũ
(S)
nℓm(x)をかけて球全体で積分すれば，振動モードにかかる力が

Fnℓm = −
∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dφv′(zCM, w +R cos θ + uz(R, θ, φ))

{νũ(S)x,nℓm(R, θ, φ) + ũ
(S)
z,nℓm(R, θ, φ)} (L.4)

のように得られる．

図 L.1は温度 0，散逸 0，引力あり g = 1，摩擦係数 ν = 0.5，カットオフ周波数

ωcut = 25c(t)/R1で，低速衝突 vCM(0) = 0.01c(t)の場合における励起エネルギーを
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図 L.1: スピン球衝突における励起エネルギー．球表面の凹凸をクーロン摩擦の法

則 (L.1)でモデル化している．横軸は方位角モード数mで，ℓ ≤ 4のモードをプ

ロットしている．ただし，m = 0は無視している．m ̸= 0が励起されていること

がわかる．温度 0，散逸 0，引力あり g = 1，摩擦係数 ν = 0.5，カットオフ周波数

ωcut = 25c(t)/R1で，低速衝突 vCM(0) = 0.01c(t)の場合である．

示したものである．横軸は方位角モード数mで，ℓ ≤ 4のモードをプロットしてい

る．ただし，m = 0は無視している．m ̸= 0が励起されていることがわかる．な

お，である．

本来であればスピンによりトロイダルモードが強く励起されるはずである．し

かし，本フレームワークではスフェロイダルモードとトロイダルモードを同時に

扱うことができないため，トロイダルモードの励起を記述できない（2.2節参照）．

この問題を解決するためには次の付録で示すアプローチをとる必要がある．
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付 録M 境界条件により接触力を取

り扱うモデル

2.2節で説明したとおり，本モデルの基礎方程式 (2.7)では自由端境界条件を仮

定しているため，スフェロイダルモードとトロイダルモードを同時に扱うことが

できない．そのため L節で扱った摩擦を伴うスピン球衝突のような，両モードと

も励起される場合を正確に記述することができない．この問題を解消するために

は接触力を考慮した境界条件の下で波動方程式 (A.8)を解く必要がある．ここでは

その取り扱いについて考察する．簡単のため，散逸 γは 0，また接触力は斥力のみ

とする．

L節と同様に摩擦を伴うスピン球の正面衝突を考える．衝突により球表面に z

方向の圧力−pz(Ri, θi, φi; zCM)が働く（図 2.1のように球によって向きの異なる軸

をとっている）．また，ここでは y軸反時計回りにスピンしているとし，x方向に

クーロン摩擦力−νpz(Ri, θi, φi; zCM)が働く．このとき，接触半径 a（接触により

生じる平面の半径）が半径Riと比べ十分に小さければ，球表面における応力は

σrr(Ri, θi, φi) =

{
−pz(Ri, θi, φi; zCM) 0 ≤ θ ≤ a

Ri

0 otherwise

σθr(Ri, θi, φi) = νσrr(Ri, θi, φi) (M.1)

σφr(Ri, θi, φi) = 0

で与えられる [201]．

これより先に進むには圧力の表式を得る必要がある．ここでは準静的な場合に

対する表式 [52,57]

pz(ρi) =
3FH

2πa2

√
1−

(ρi
a

)2
(M.2)

で与えられると仮定する．ここでFH = 4Yeffa
3/3Reff，ρi ≃ Riθiである．このとき

接触半径は a =
√
Reff(R1 +R2 − zCM)となる．

圧力 (M.2)式が軸対称であるため，動径方向の応力 σrr(Ri, θi, φi)をルジャンド

ル多項式 Pl(cos θi)を使って

σrr(Ri, θi, φi) =
∞∑
ℓ=0

√
2ℓ+ 1

4π
c
(r)
ℓ (Ri, zCM)Pℓ(cos θi) (M.3)
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と展開する．展開係数 c
(r)
ℓ (Ri, zCM)は

c
(r)
ℓ (Ri, zCM) = −

√
π(2ℓ+ 1)

∫ a/Ri

0

dθ sin θPℓ(cos θ)pz(Riθ; zCM) (M.4)

で与えられる．一方，方位角方向の応力 σθr(Ri, θi, φi)はルジャンドル多項式の微

分 dPl(cos θi)/dθiにより

σθr(Ri, θi, φi) =
∞∑
ℓ=0

√
2ℓ+ 1

4π
c
(θ)
ℓ (Ri, zCM)

dPℓ(cos θi)

dθi
(M.5)

と展開する．展開係数 c
(θ)
ℓ (Ri, zCM)は∫ π

0

dθ sin θ
dPℓ(cos θ)

dθ

dPℓ′(cos θ)

dθ
=

2ℓ(ℓ+ 1)

2ℓ+ 1
δℓℓ′ (M.6)

より

c
(θ)
ℓ (Ri, zCM) = −ν

√
π(2ℓ+ 1)

ℓ(ℓ+ 1)

∫ a/Ri

0

dθ sin θ
dPℓ(cos θ)

dθ
pz(Riθ; zCM) (M.7)

となる．

r∇Yℓ0 =

√
2ℓ+ 1

4π

dPℓ(cos θ)

dθ
eθ (M.8)

er × r∇Yℓ0 =

√
2ℓ+ 1

4π

dPℓ(cos θ)

dθ
eφ (M.9)

に注意して，軸対称m = 0における球表面の応力の表式 (B.13)を等式 (M.3)と

(M.5)の左辺に代入し，両辺を比べると

A

(
(k

(ℓ)
i,nℓ)

2B
(0)
i,nℓm

(k
(t)
i,nℓ)

2B
(2)
i,nℓm

)
=

(
c
(r)
ℓ (Ri, zCM)/µi

c
(θ)
ℓ (Ri, zCM)/µi

)
(M.10)

bnℓ

(
k
(t)
i,nℓRi

)
B

(1)
i,nℓm = 0 (M.11)

が得られる．ここで

A ≡

(
anℓ(k

(ℓ)
i,nℓRi) ℓ(ℓ+ 1)bnℓ(k

(t)
i,nℓRi)

bnℓ(k
(ℓ)
i,nℓRi) dnℓ(k

(t)
i,nℓRi)

)
(M.12)

である．B
(1)
i,nℓm ̸= 0を要請すると等式 (M.11)より bnℓ

(
k
(t)
i,nℓRi

)
= 0であり，これ

により固有周波数 ωi,nℓが決定される．係数B
(0)
i,nℓmおよびB

(2)
i,nℓmは等式 (M.10)に

よって，B
(1)
i,nℓmは等式 (B.21)と同様の規格化条件によって決定される．これらは
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重心位置 zCMに依存する．すなわち，固有状態は衝突によって変化する．このと

き波動方程式 (A.8)を固有状態 ũi,nℓm(xi; zCM)を使って展開すれば

Q̈i,nℓm +
∑
n′ℓ′m′

[
2
⟨
ũi,nℓm(zCM)

∣∣ ũ′
i,n′ℓ′m′(zCM)

⟩
żCMQ̇i,n′ℓ′m′

+
⟨
ũi,nℓm(zCM)

∣∣ ũ′
i,n′ℓ′m′(zCM)

⟩
z̈CMQi,n′ℓ′m′

+
⟨
ũi,nℓm(zCM)

∣∣ ũ′′
i,n′ℓ′m′(zCM)

⟩
ż2CMQi,n′ℓ′m′

]
= −{ωi,nℓ(zCM)}2Qi,nℓm (M.13)

となる．ここで

⟨
ũi,nℓm(zCM)

∣∣ ũ′
i,n′ℓ′m′(zCM)

⟩
≡ 3

4πR3
i

∫ R

0

drr2
∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dφ

ũi,nℓm(x; zCM) ·
∂ũi,n′ℓ′m′(x; zCM)

∂zCM

(M.14)

である．一方，重心運動はヘルツの接触力FHによって決まるが，弾性振動の影響

を取り入れるために

Meffz̈CM =
4Yeff

√
Reff

3
{−uz1(R1, 0, 0; zCM)− uz2(R2, 0, 0; zCM)}3/2 (M.15)

のように表されると仮定する．等式 (M.13)と (M.15)が基礎方程式であり，これら

を連立して解けばよい．ただし，係数B
(0)
i,nℓm，B

(1)
i,nℓm，B

(2)
i,nℓmの重心位置依存性に

ついては，準静的な圧力分布 (M.2)を用いる今のフレームワークにおいては，等

式 (M.15)の代わりに準静理論

Meffz̈
(qs)
CM =

4Yeff
√
Reff

3
(R1 +R2 − z

(qs)
CM )3/2 (M.16)

によって決まる重心位置 z
(qs)
CM を用いて決めればよい．

このモデルによるシミュレーションは未だ行われていない．
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