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共形ブートストラップでできる（ない）こと

• 分配関数は計算しない

• ハミルトニアンも仮定しない

• 臨界指数 + 対称性 No or Maybe

• 十分情報があれば、臨界現象が無矛盾性だけから解
ける

• 「普遍性」と「繰り込み群」の考え方の最終到着点？

模型を「解かず」に対称性と無矛盾性条件だけから
臨界現象を「解く」、秘伝の極意 (Polyakov, Rychkov…)



例えば（古典）３次元イジング模型を解く

• 分配関数は計算しない（多分できないし、その意義は？）

• ３次元イジング模型の普遍クラスとは？

• Landau-Ginzburg-Wilson の考えでは、ユークリッド回転対

称性を持つ、３次元の 場の理論

• 臨界点では、Z2 （スピンの反転）対称性を持った場の理論

で、relevant な演算子が と だけ。

• 臨界点では、スケール不変性が共形不変性に持ち上がる

と考えられている （後でもう一度考えてみる）



共形ブートストラップの予言

共形対称性によって３次元イジング模型の臨界指数
が存在できる領域は決まっている

スケーリング仮説：



２年前の結果 ( El-Showk et al 1203.6064) 

T

http://arxiv.org/abs/arXiv:1203.6064


最新結果（Kos et al 1406.4858) 
仮定：共形不変かつ、relevant なパラメタが外部磁場と温度だけ

３次元臨界現象の普遍性はもはや証明された？

http://arxiv.org/abs/arXiv:1406.4858


共形不変性とは？



場の理論・繰り込み群・スケール/共形不変性

• ウィルソンの繰り込み群変換

• （近似的な）繰り込み群方程式

• 繰り込み群の固定点が臨界現象を特徴づける

• 場の理論において、スケール不変な固定点は（ほとんどの
場合）エネルギー・運動量テンソルのトレースが消えるため、
スケール不変だけではなく創発的な共形対称性を持つ

３次元イジング模型と同じ普遍性を持つと思われる
ランダウ・ギンツブルグ の理論を考える



スケール不変性 vs 共形不変性

Scale transformation Conformal transformation



共形不変な場の理論

•並進対称性：

• ローレンツ（回転）対称性：

• スケール対称性:

•特殊共形対称性:

時空の対称性ネーターカレントとしてのエネルギー運動量
テンソルの性質 (レビュー： arXiv:1302.0884) 

J: ビリアルカレント

http://arxiv.org/abs/arXiv:1302.0884
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}
x^/mu /to /lambda x^/mu
/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}
x^/mu /to /lambda x^/mu
/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}
x^/mu /to /frac{x^/mu + a^/mu x^2}{1+2a^/mu x_/mu + a^2 x^2}
/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}
x^/mu /to /frac{x^/mu + a^/mu x^2}{1+2a^/mu x_/mu + a^2 x^2}
/end{align*}


共形ブートストラップ方程式速習１
• ４点関数と演算子積展開（ＯＰＥ）

• ４点関数は解析的なのでＯＰＥの順番を変えてよい

• 交差対称性

• 理論に現れる演算子の次元と OPE 係数に無限個の束縛条件を与えて
いる。

• 無限個の演算子の和を取らないとこの式は成り立たないことが示せる

• 一方で、（特定の点で評価すれば）OPE の収束はとても速い



共形ブートストラップ方程式速習２
• 無限次元の拘束条件から有用な情報を引き出したい

• まず、恒等演算子の部分だけ取り出して整理すると

• 演算子の次元を仮定してみて 交差対称性
が満たされるか試してみる

(鏡映対称性の縛りがあって非自明 )

• 仮定の元で右辺が常に正になるような微分演算子が見つかればそのスペクト
ルの仮定は排除される

凸的最適化問題

人間よりコンピュータが得意

Try minimize a[1] while a[f(u,v)-f(v,u)] >0. If a[1] <0, then assumption is excluded.



共形ブートストラップで解く
フラストレート磁性体の相転移



フラストレーションを持ったスピン系の相転移

• 普通のハイゼンベルグ相とは異なった秩序相が存在する？

• n: component of spin, m: order of collinearity

• O(n) x O(m)  O(n-2)x O(m) の自発的対称性の破れ

• 例：CsMnBr3, CsNiCl3

• 有限温度で対称性は回復すると信じられている

• １次相転移か２次相転移か？実験的には大激論

• 理論的にも決着がつかない。モンテカルロ、イプシロン展開、
ラージＮ展開、汎関数繰り込み群...

フラストレーションを持った格子での反磁性体を考える(川村)

chiral anti-chiral

n=2, m=2 n=3, m=3



実験・計算機からの報告 (c.f. cond-mat/0309101)

α β γ ν

VCl2 0.20(2) 1.05(3) 0.62(5)

VBr2 0.30(5)

CsNiCl3 0.25(8) 0.28(3)

CsMnCI3 0.28(6)

CsMnBrI 0.23(7) 0.29(1) [0.75(4)] [0.42(3)]

CsCuCl3 1st order

STA1 0.245(27) 0.289(15) 1.176(26) 0.585(9)

STA2 1st order

STAR 0.488(30) 0.221(9) 1.074(29) 0.504(10)

V3,2 0.479(24) 0.193(4) 1.136(23) 0.507(8)

V3,2 1st oder

BCT 0.287(30) 0.247(10) 1.217(32) 0.571(10)

GLW 1st order



O(n)xO(m)ランダウ・ギンツブルグ模型１

• 場 ： O(n) x O(m) のグローバル対称性に対して vector x vector 表
現 （ からの fluctuationが ）

• u は O(nm) 対称性を持つが v は O(n) x O(m) に破る

• いつものように質量項は臨界温度と関係している

• v > 0 : フラストレーションを持ったスピン系を記述 (chiral fixed point)
n: component of spin, m: non-collinear dimension 

• v < 0: QCDのカイラル相転移・超流動ヘリウムの相転移を記述： SU(2) 
x SU(2) x U(1)a = O(4) x O(2)     (collinear fixed point)                                  

フラストレーションを持ったスピン系の有効理論

chiral
n=2, m=2



O(n)xO(m)ランダウ・ギンツブルグ模型２

• 第０近似：ランダウ理論（平均場） この理論は２次相転移を示す

• しかし、揺らぎの効果を含めると？

• v = 0 に O(nm) 対称なハイゼンベルグ固定点があるのは知って
いる

• ハイゼンベルグ固定点の他に、繰り込み群の固定点が存在した
ら２次相転移でありえる

• もし固定点が存在しなかったら１次相転移

• しかし繰り込み群の解析は非常に困難であった…

• 1-loopで、 次元では固定点は存在しない！

フラストレーションを持ったスピン系の有効理論



繰り込み群の計算 (Calabrese, Vicari, e.g. 1309.5446)

http://arxiv.org/abs/arXiv:1309.5446


繰り込み群の流れの概念図

• （不）安定な固定点を (anti-)chiral 固定点と呼ぶ

• (mを固定して） n を十分大きくとれば、両方存在すると思われている

• しかし、n を小さくするとどうなるかは誰も知らない…



なぜ人によって言うことが違うのか？

• ラージ n 展開やイプシロン展開は漸近展開

•結果は、5ループや6ループのファインマンダイアグ
ラムの計算をどう resumするかに依存する。

•汎関数繰り込み法は d=3 で直接定義されるが汎

関数空間の打ち切りはコントロールされた近似で
はない

• モンテカルロ計算もまた１次相転移と２次相転移と
それぞれのグループが争い続ける…



答えるべき問題

• O(n) x O(m) 対称性を持つ３次元のランダウ・ギン
ツブルグ模型での固定点を決定する

•ハイゼンベルグ固定点以外に非自明な固定点が
存在するか？相転移の次数が決定できる

• もし固定点が存在したら臨界指数を決定して実験
やシミュレーションと比較する

•共形ブートストラップによるアプローチはハミルトニ
アンすら仮定しない完全に非摂動的議論である
(c.f. “Hamiltonian is dead”)



共形ブートストラップによる解析



共形ブートストラップ方程式復習
• ４点関数を考える

• 演算子積展開(OPE)

• I: SS, ST, TS, TT, AS, SA, AA …  (S: Singlet, T: Traceless symmetric, A: Anti-
symmetric)

• 交差対称性

• 演算子の次元を仮定してみて(e.g.               ,                           )
交差対称性が満たされるか試してみる

(ユニタリ性の縛りがあって非自明 )

凸的最適化問題

(しかし、イジングの時より100倍めんどくさい)



O(n) x O(2)対称性を持つ理論の解析

• もっとも議論が分かれる領域

• n > n*~5,6, chiralと anti-chiral固定点は両方存在すると思

われる

• n =2,3,4ではイタリア人は chiral fixed point と collinear fixed 

point があると言うが、フランス人はないと言う

• Chiral fixed point = v>0, collinear fixed point = v<0

• 1/n 展開やイプシロン展開で見えない非摂動的な固定点

• ブートストラップで見つかる？

• フラストレーションを持ったスピン系（と QCD、超流動ヘリウ

ム）の相転移の次数が決定できるか？



O(3) x O(2) chiral 固定点
• ST セクター

キンクの存在フラストレートスピン系は２次相転移



O(3) x O(2) collinear固定点
• AA セクター

キンクの存在超流動ヘリウムの２次相転移



おまけ：O(4) x O(2) collinear固定点
• AA セクター

キンクの存在2flavor QCD カイラル２次相転移



O(n) x O(2)の結果
• 共形ブートストラップでは n = 3 と n = 4 で chiral fixed point と collinear 

fixed point がみつかる

• Anti-chiral 固定点は n= 3, 4 では存在しない (n=10 ではあった）

• そこでの臨界指数の値は5-loopの resummationの結果に近い（我々
の方が精度はよい？）

• 例えば、O(3) x O(2) の chiral fixed point の場合

• 両方固定点があるので、フラストレーションを持ったスピン系の相転移
は２次の可能性

• ただし、実際にどうなるかは bare parameter の値による可能性はある
（実験値のばらつきと関係？）

• なぜ、汎関数繰り込み法で見つからないのか？

• ユークリッド・ローレンツ対称性は創発されているか？



まとめと議論

• 共形仮説は臨界現象をより深く理解する鍵
• 普遍性
• ユークリッド（ローレンツ）対称性
• 鏡映正値性（ユニタリ性）
• 演算子積展開（場の量子論の局所性）

• O(n) x O(m) ブートストラップは豊富な物理を予言

• 現実の物理の難問を解く (フラストレーションのあるスピン系, 
QCD…)

• 古典スピン系だけでなく量子スピン系でもローレンツ対称性が出
てくればＯＫ。

• より情報を増やせば、完全に固定点が特定できる？

• 理論的なバックアップが必要？経験科学の段階

• 何かCFTで非摂動的に知りたい問題があったら教えてください！


