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Ls ⌧ L⌧
<latexit sha1_base64="UCAgS08/3XUieCfpxZNUfD99zBg="></latexit><latexit sha1_base64="UCAgS08/3XUieCfpxZNUfD99zBg="></latexit><latexit sha1_base64="UCAgS08/3XUieCfpxZNUfD99zBg="></latexit><latexit sha1_base64="xRXJG7ijTYZrXeqx/C4DuUUkt5s="></latexit>

ゼロ温度のpure SU(3)ゲージ理論の弱結合領域に分数インスタン
トンをモンテカルロ計算で見つけました

時空構造 ただし、

空間２方向(x,y)に中心対称性によるツイスト境界条件

分数インスタントン配位は、 
             上のQ=1/Ncを持つ古典解の持つ性質を(ほぼ)満たす    
(Polyakov loop, size moduli)
T3 ⇥ R

<latexit sha1_base64="vFjxPrJlUR8nHpEV/NSjfJc2cVo="></latexit><latexit sha1_base64="vFjxPrJlUR8nHpEV/NSjfJc2cVo="></latexit><latexit sha1_base64="vFjxPrJlUR8nHpEV/NSjfJc2cVo="></latexit><latexit sha1_base64="JkYjEQXLF0OhTKuYcZy9wT+eI2w="></latexit>

Witten, NPB202(1982)253 (section7)

T3 ⇥ S1
<latexit sha1_base64="N/fofTHxl0Qx90e2f15pdx82KDM="></latexit><latexit sha1_base64="N/fofTHxl0Qx90e2f15pdx82KDM="></latexit><latexit sha1_base64="N/fofTHxl0Qx90e2f15pdx82KDM="></latexit><latexit sha1_base64="N/fofTHxl0Qx90e2f15pdx82KDM="></latexit> Ls
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L⌧
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B.C. for (x,y,z,τ)=(TBC,TBC,PBC,PBC)
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リサージェンス構造:

摂動級数展開を複素に拡張して
ボレルresumしても現れる特異
点を避けることによる不定虚部

Q=1/Nのインスタントン背景
周りからの寄与

不定虚部が相殺し物理量が不定性なく決まる

Yang-Mills 理論の弱結合領域に分数インスタントンはいるのか？
Argeres and Unsal, Phys.Rev.Lett.109(2012) 121601

R4 ! R3 ⇥ S1
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整数inst.作用の1/Nの重み

慶応グループなど
R⇥ S1

<latexit sha1_base64="2ZRg7e7vCBRJrCAPXm81nQx4M0s="></latexit><latexit sha1_base64="2ZRg7e7vCBRJrCAPXm81nQx4M0s="></latexit><latexit sha1_base64="2ZRg7e7vCBRJrCAPXm81nQx4M0s="></latexit><latexit sha1_base64="OInZWDjzOARW8OKVGLtAtLg2R4w="></latexit>
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Yang-Mills 理論の弱結合領域に分数インスタントンはいるのか？
(1)弱結合に注目したい (   の計算を思い出す) 
(2)繰り込みスケール (~1/Ls)が大きい。つまりLsが小さい 
(3)周期的境界条件では摂動論真空につながらない(toron問題) 
     非自明な境界条件が必要(Schroedinger functional, twist) 
(4)弱結合では「境界条件」「時空構造」に古典解は依存 
    twisted b.c.にしないとYM方程式の自己双対解がない 
    (強結合では古典解は境界条件によらないので測定できてる)

αs

良い境界条件？   2-dim. twisted b.c. 
良い時空構造？   非等方性(小さい , 大きい  :T=0)Ls Lτ

Yamazaki-Yonekura(JHEP 1707, 088 (2017))
cf.)IR cutoffを入れないとYMの場合trans-series exp.が破綻



Classical solution on   with twist𝕋3 × ℝ
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ツイスト境界条件を保つゲージ変換

のゲージ変換も許す

摂動論の古典解とゲージ変換で繋がる解
Witten, NPB202(1982)253 (section7)

z方向(コンパクト、周期的境界条件)
ZNc

<latexit sha1_base64="cIW3ZRNV4b+at+wnk3FsF+XaRnI="></latexit><latexit sha1_base64="cIW3ZRNV4b+at+wnk3FsF+XaRnI="></latexit><latexit sha1_base64="cIW3ZRNV4b+at+wnk3FsF+XaRnI="></latexit><latexit sha1_base64="BPuLiGhP8kH8tnWwoqt9lssitRU="></latexit>

Uµ(n) ! ⇤(n)Uµ(n)⇤
†(n+ µ̂)

<latexit sha1_base64="en8hQQzl7K821iWpe2sJW+raUUc="></latexit><latexit sha1_base64="en8hQQzl7K821iWpe2sJW+raUUc="></latexit><latexit sha1_base64="en8hQQzl7K821iWpe2sJW+raUUc="></latexit><latexit sha1_base64="OyIgjrj2oumBRlllc9F5cCvlqLs="></latexit>

⇤(n+ ẑNs) = e2⇡ilz/Nc⇤(n)
<latexit sha1_base64="0FORnzritRmo/FFIr6Qs1/UNhXU="></latexit><latexit sha1_base64="0FORnzritRmo/FFIr6Qs1/UNhXU="></latexit><latexit sha1_base64="0FORnzritRmo/FFIr6Qs1/UNhXU="></latexit><latexit sha1_base64="Bpd8THsHuu2lNKZRcXYKuJ0ngJM="></latexit>

lz = 0, 1, · · ·Nc � 1
<latexit sha1_base64="7Q/QcmU4nz1d+xYaRfiVf42Vfyo="></latexit><latexit sha1_base64="7Q/QcmU4nz1d+xYaRfiVf42Vfyo="></latexit><latexit sha1_base64="7Q/QcmU4nz1d+xYaRfiVf42Vfyo="></latexit><latexit sha1_base64="65T2Fr8NlCU+Ul9Dt01wr5WFLRI="></latexit>

Gauge transf.

(性質 I )  !  が !  の倍数ではない場合  Q は分数になりえる

その時同時に !  が複素平面上で回転する

lz Nc

Pz

Q =
1

8⇡2

Z
Tr(F ^ F )

<latexit sha1_base64="kMxIQosJoCqDTroj69x9Ds5Ie+U="></latexit><latexit sha1_base64="kMxIQosJoCqDTroj69x9Ds5Ie+U="></latexit><latexit sha1_base64="kMxIQosJoCqDTroj69x9Ds5Ie+U="></latexit><latexit sha1_base64="kCFxVNTMpSIgV+nZTjwDUSZwM1I="></latexit>

= � 1

24⇡2

Z
Tr(⇤�1d⇤) ^ (⇤�1d⇤) ^ (⇤�1d⇤)

<latexit sha1_base64="kmRQAgRGXPiMsWmgDmMIU5DqwRs="></latexit><latexit sha1_base64="kmRQAgRGXPiMsWmgDmMIU5DqwRs="></latexit><latexit sha1_base64="kmRQAgRGXPiMsWmgDmMIU5DqwRs="></latexit><latexit sha1_base64="hI0/aPtWqqCh4GNFnEfocnoEUDg="></latexit>

Topological charge

=
lzn0

Nc
+ integer

<latexit sha1_base64="QqqiJMtkJaeY8lG7Da/3OEoe9ec="></latexit><latexit sha1_base64="QqqiJMtkJaeY8lG7Da/3OEoe9ec="></latexit><latexit sha1_base64="QqqiJMtkJaeY8lG7Da/3OEoe9ec="></latexit><latexit sha1_base64="lTRxD1hPeSOaviNtycTAGEQJFlM="></latexit>

Pz =
1

Nc
Tr exp


i

Z
Azdx

�

<latexit sha1_base64="nY/YnufbqKlmYL5Xb6HXLtUbugI="></latexit><latexit sha1_base64="nY/YnufbqKlmYL5Xb6HXLtUbugI="></latexit><latexit sha1_base64="nY/YnufbqKlmYL5Xb6HXLtUbugI="></latexit><latexit sha1_base64="o15jEOydco9jBTz6GFFSMum1WOk="></latexit>

Pz ! 1

Nc
Tr exp


i

Z
Azdx+ 2⇡lz/Nc + 2⇡n

�

<latexit sha1_base64="QpwdBCvC/ommxS/q2KkA6ck10JQ="></latexit><latexit sha1_base64="QpwdBCvC/ommxS/q2KkA6ck10JQ="></latexit><latexit sha1_base64="QpwdBCvC/ommxS/q2KkA6ck10JQ="></latexit><latexit sha1_base64="g4l4QqMaNVKehN8HFquRg3fye8w="></latexit>

= e2⇡ilz/NcPz
<latexit sha1_base64="HRERCnkwfwKwsmLckrljkZ8pnVE="></latexit><latexit sha1_base64="HRERCnkwfwKwsmLckrljkZ8pnVE="></latexit><latexit sha1_base64="HRERCnkwfwKwsmLckrljkZ8pnVE="></latexit><latexit sha1_base64="0gVQajXNe8G9zN9eon6C/vkh4Ts="></latexit>

Az ! ⇤�1Az⇤� i⇤�1(@z⇤)
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Polyakov loop in z-direction

 Uμ = eigAμ
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(性質2)分数インスタントンは同じ大きさを持つ 

そのサイズはコンパクトな方向の半径 
(サイズが大きくなる事はtwisted b.c.によるIR cutoffより禁止 
 サイズが小さくなると、分数インスタントンは整数インスタントンに戻ってしまい分数で無くなる)

４次元インスタントンのモジュライ・パラメータ:

Q=1の解

(y,τ)方向のtranslational moduli ２自由度 
<Pz>の値 (定数の複素数)             ２自由度 
Size moduliがなくなる

Q = 1/Nc
<latexit sha1_base64="sLvU+UV2bra6MPsScyksJaAE2bI=">AAACanichVHLSsNAFD2N7/porRvFjVgVV/VGBEUQim5cia32AVVKEqc1mCYhSQu1+APuXAm6UhARP8ONP+DCTxDdVXDjwts0ICrqHWbmzJl77pyZUW1Ddz2ix5DU0dnV3dPbF+4fGByKRIdjWdeqOprIaJZhOXlVcYWhmyLj6Z4h8rYjlIpqiJx6sNbaz9WE4+qWue3VbbFbUcqmXtI1xWMql1qR5zaKWjEapwT5MfETyAGII4 hNK3qNHezBgoYqKhAw4TE2oMDlVoAMgs3cLhrMOYx0f1/gCGHWVjlLcIbC7AGPZV4VAtbkdaum66s1PsXg7rByAtP0QDfUpHu6pSd6/7VWw6/R8lLnWW1rhV2MHI9uvf2rqvDsYf9T9adnDyUs+V519m77TOsWWltfOzxtbi2npxszdEnP7P+CHumOb2DWXrWrlEifI8wfIH9/7p8gO5+QKSGnFuLJ1eArejGOSczyey8iiXVsIuO7O8EZzkMvUkwak8bbqVIo0IzgS0hTH+hJi7o=</latexit><latexit sha1_base64="sLvU+UV2bra6MPsScyksJaAE2bI=">AAACanichVHLSsNAFD2N7/porRvFjVgVV/VGBEUQim5cia32AVVKEqc1mCYhSQu1+APuXAm6UhARP8ONP+DCTxDdVXDjwts0ICrqHWbmzJl77pyZUW1Ddz2ix5DU0dnV3dPbF+4fGByKRIdjWdeqOprIaJZhOXlVcYWhmyLj6Z4h8rYjlIpqiJx6sNbaz9WE4+qWue3VbbFbUcqmXtI1xWMql1qR5zaKWjEapwT5MfETyAGII4 hNK3qNHezBgoYqKhAw4TE2oMDlVoAMgs3cLhrMOYx0f1/gCGHWVjlLcIbC7AGPZV4VAtbkdaum66s1PsXg7rByAtP0QDfUpHu6pSd6/7VWw6/R8lLnWW1rhV2MHI9uvf2rqvDsYf9T9adnDyUs+V519m77TOsWWltfOzxtbi2npxszdEnP7P+CHumOb2DWXrWrlEifI8wfIH9/7p8gO5+QKSGnFuLJ1eArejGOSczyey8iiXVsIuO7O8EZzkMvUkwak8bbqVIo0IzgS0hTH+hJi7o=</latexit><latexit sha1_base64="sLvU+UV2bra6MPsScyksJaAE2bI=">AAACanichVHLSsNAFD2N7/porRvFjVgVV/VGBEUQim5cia32AVVKEqc1mCYhSQu1+APuXAm6UhARP8ONP+DCTxDdVXDjwts0ICrqHWbmzJl77pyZUW1Ddz2ix5DU0dnV3dPbF+4fGByKRIdjWdeqOprIaJZhOXlVcYWhmyLj6Z4h8rYjlIpqiJx6sNbaz9WE4+qWue3VbbFbUcqmXtI1xWMql1qR5zaKWjEapwT5MfETyAGII4 hNK3qNHezBgoYqKhAw4TE2oMDlVoAMgs3cLhrMOYx0f1/gCGHWVjlLcIbC7AGPZV4VAtbkdaum66s1PsXg7rByAtP0QDfUpHu6pSd6/7VWw6/R8lLnWW1rhV2MHI9uvf2rqvDsYf9T9adnDyUs+V519m77TOsWWltfOzxtbi2npxszdEnP7P+CHumOb2DWXrWrlEifI8wfIH9/7p8gO5+QKSGnFuLJ1eArejGOSczyey8iiXVsIuO7O8EZzkMvUkwak8bbqVIo0IzgS0hTH+hJi7o=</latexit><latexit sha1_base64="sLvU+UV2bra6MPsScyksJaAE2bI=">AAACanichVHLSsNAFD2N7/porRvFjVgVV/VGBEUQim5cia32AVVKEqc1mCYhSQu1+APuXAm6UhARP8ONP+DCTxDdVXDjwts0ICrqHWbmzJl77pyZUW1Ddz2ix5DU0dnV3dPbF+4fGByKRIdjWdeqOprIaJZhOXlVcYWhmyLj6Z4h8rYjlIpqiJx6sNbaz9WE4+qWue3VbbFbUcqmXtI1xWMql1qR5zaKWjEapwT5MfETyAGII4 hNK3qNHezBgoYqKhAw4TE2oMDlVoAMgs3cLhrMOYx0f1/gCGHWVjlLcIbC7AGPZV4VAtbkdaum66s1PsXg7rByAtP0QDfUpHu6pSd6/7VWw6/R8lLnWW1rhV2MHI9uvf2rqvDsYf9T9adnDyUs+V519m77TOsWWltfOzxtbi2npxszdEnP7P+CHumOb2DWXrWrlEifI8wfIH9/7p8gO5+QKSGnFuLJ1eArejGOSczyey8iiXVsIuO7O8EZzkMvUkwak8bbqVIo0IzgS0hTH+hJi7o=</latexit>

4QNc
<latexit sha1_base64="YVbgRhq1Y6euD31ptVYpADPKSic="></latexit><latexit sha1_base64="YVbgRhq1Y6euD31ptVYpADPKSic="></latexit><latexit sha1_base64="YVbgRhq1Y6euD31ptVYpADPKSic="></latexit><latexit sha1_base64="YVbgRhq1Y6euD31ptVYpADPKSic="></latexit>

A⌫(x) =
(x�X)⌫⌘µ⌫
(x�X)2 + ⇢2

<latexit sha1_base64="vv+i7XX/kL3vQcksag8OrslPsPQ="></latexit><latexit sha1_base64="vv+i7XX/kL3vQcksag8OrslPsPQ="></latexit><latexit sha1_base64="vv+i7XX/kL3vQcksag8OrslPsPQ="></latexit><latexit sha1_base64="yiwkcXIMJMeew+rfNuWxmxJeH5M="></latexit>

X:４自由度(trans. moduli) 
ρ: １自由度 (size moduli) 
η:4Nc-5

の時：４自由度
Yamazaki-Yonekura(JHEP 1707, 088 (2017))

Property of classical solution(II)



Lattice setup
Lattice action:  
Wilson-Plaquette gauge action 
Lattice parameter: beta=16.0, Ns=12, Nτ=60   
                                in    TPL scheme: 1-loop consistent 

 7

E.I. PTEP(2013) no.8, 083B01

Ls⇤ ⇡ 1.5�24
<latexit sha1_base64="EJUtYSSHAnKKYufiy9UmsvcXlMg="></latexit><latexit sha1_base64="EJUtYSSHAnKKYufiy9UmsvcXlMg="></latexit><latexit sha1_base64="EJUtYSSHAnKKYufiy9UmsvcXlMg="></latexit><latexit sha1_base64="c44w8ZUpxBkX0rDaXtZt+Z7XLdA="></latexit>

⇤ = 200[MeV]
<latexit sha1_base64="fdTQ7seMyyZushDYnXQV1/bWS4I="></latexit><latexit sha1_base64="fdTQ7seMyyZushDYnXQV1/bWS4I="></latexit><latexit sha1_base64="fdTQ7seMyyZushDYnXQV1/bWS4I="></latexit><latexit sha1_base64="ZyQtY9cS0fvGAcPM2OWBmMzln7k="></latexit>

長いautocorrelationが予想 
トポロジーは固定される？

a ⇡ 5.0⇥ 10�6[fm]
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サンプリング法も工夫
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cooling法による測定
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モンテカルロ法で作ったゲージ場はUVゆらぎにより整数の電荷にならない 
平均化(smearing)してlow modeだけ取り出す

�Q/Q ⇡ 0.04
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の系統誤差は無視してプラトーの値をQ(整数とする)
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Local charge(q)
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Monte Carlo step dependence

 14

普通はMCstepでトポロジー(Q)が変化 
分数インスタントンは？

Monte Carlo step (ordinary case)

http://www.physics.adelaide.edu.au/theory/staff/leinweber/VisualQCD/Nobel/index.html



Monte Carlo step dependence
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Monte Carlo step (this work)

普通はMCstepでトポロジー(Q)が変化 
分数インスタントンは？

Monte Carlo step (ordinary case)

←2000sweep→

←100sweep→←100sweep→←100sweep→



Monte Carlo step dependence
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1つの分数インスタントンが 
整数インスタントンと分数インスタントンになった
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2つの分数インスタントンが整数インスタントンになった
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３つの分数インスタントンになった
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全体のインスタントン数が+2から+1になった
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整数inst.は分数instは互いに移り変わる 
それに伴い全体のインスタントン数も変化する
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(性質2)分数インスタントンは同じ大きさを持つ？ 
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(性質2)分数インスタントンは同じ大きさを持つ 
ピークの高さ: ΔQ/Q =0.04の誤差の範囲で同じ 
widthもほぼ同じ (width~12 (=Ns))

|Q| = 2/3
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の８個に注目



Polyakov loop
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Polyakov loop and fractional instanton
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Q = +4/3
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 Pz

(性質１)分数インスタントンが現れるとPzの位相が回転する?

h'(⌧)i =
X

x,y

'(x, y, ⌧)
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φ

(x,y)方向は和をとってτの関数にした



Histogram of complex phase
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localな電荷のタイプとPzの振る舞いが強く関係



Center symmetry and confinement
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<|P|> は小さいが非閉じ込め(漸近自由)な振る舞いを示す

Polyakov loopの分布をみると中心対称性が(部分的に)回復している

一方で、Polyakov loopはprobeとしてのquarkの自由エネルギーと関係 
   ナイーブには 中心対称 ( ) ならば``閉じ込め”⟨Pτ⟩ ∼ e−Fq/T = e−FqNτ Pe2πin/Nc = P



(1)摂動領域の古典解を数値的に調べた。中心対称性でツイストしたコンパ
クトな方向を持つ時空上では弱結合で分数インスタントンが現れる 

(2)その配位は、           上のQ=1/Ncを持つ古典解の持つ性質を満たす    
     (Polyakov loop, size moduli) 
　　ただし、温度方向もコンパクトなため、totalのQは常に整数 

(3) 中心対称性は(部分的に)回復している (断熱的連続性が有望？) 

(4) Polyakov loopのスケーリング則から「非閉じ込め」の性質を持つ

Summary
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SU(3) gauge theory on      or      (T=0) in weak coupling regime 
(Q: trivial, perturbative exp. not to converge)

SU(3) gauge theory on     or     (T=0) in strong coupling regime 
(Q: integer)

T=0 (weak coupling)  
               Lattice 
with                , TBC  
(Q: integer,  
      locally fractional, 
      resurgent? )
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<latexit sha1_base64="yogACQP4AuAfDg6u4uS3efx4Lz8="></latexit><latexit sha1_base64="yogACQP4AuAfDg6u4uS3efx4Lz8="></latexit><latexit sha1_base64="yogACQP4AuAfDg6u4uS3efx4Lz8="></latexit><latexit sha1_base64="yogACQP4AuAfDg6u4uS3efx4Lz8="></latexit> T4

<latexit sha1_base64="PTORUWrngU/yok79i0Tb1xG9FM0="></latexit><latexit sha1_base64="PTORUWrngU/yok79i0Tb1xG9FM0="></latexit><latexit sha1_base64="PTORUWrngU/yok79i0Tb1xG9FM0="></latexit><latexit sha1_base64="PTORUWrngU/yok79i0Tb1xG9FM0="></latexit>

R4
<latexit sha1_base64="yogACQP4AuAfDg6u4uS3efx4Lz8="></latexit><latexit sha1_base64="yogACQP4AuAfDg6u4uS3efx4Lz8="></latexit><latexit sha1_base64="yogACQP4AuAfDg6u4uS3efx4Lz8="></latexit><latexit sha1_base64="yogACQP4AuAfDg6u4uS3efx4Lz8="></latexit> T4

<latexit sha1_base64="PTORUWrngU/yok79i0Tb1xG9FM0="></latexit><latexit sha1_base64="PTORUWrngU/yok79i0Tb1xG9FM0="></latexit><latexit sha1_base64="PTORUWrngU/yok79i0Tb1xG9FM0="></latexit><latexit sha1_base64="PTORUWrngU/yok79i0Tb1xG9FM0="></latexit>

(1)物理量に対する分数インスタントンの寄与 
(2)摂動級数のrenomalonによる寄与とキャンセ
ルするか？ 
   ⭐ Bali et al, α35次までの計算,  
       Phys. Rev. D 89, 054505 (2014) 
   ⭐Lefschetz thimble毎に(数値的)経路積分 
(3)Adiabatic continuity


