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hep-th界隈(+α)の寄与で主に2つの大きな進展があった 
場の理論の言葉でまとめると

)

1. 分配(汎)関数の構造 (虚時間形式)

Z[gμν , Aμ]

“Hydrostatic”分配関数

〈T̂μν(x)〉 = 2√−g

δ logZ

δgμν(x)
, · · ·

カレントの局所熱平衡期待値

)

2. 有効ラグランジアンの方法 (実時間形式)

(QCDで言うと，カイラルラグランジアンの構築に対応)

Z[gμν , Aμ] =

∫
Dπhydro exp (iSeff [πhydro])



)

2. 有効ラグランジアンの方法 (実時間形式)

(QCDで言うと，カイラルラグランジアンの構築に対応)

Z[gμν , Aμ] =

∫
Dπhydro exp (iSeff [πhydro])

[詳しくは Crossley et al. arXiv: 1511.03646 ]

Xμ(σ0, σi)

流体力学は{
σ0 → σ0 + f(σ0, σi)

σi → σi + gi(σi)

という創発ゲージ対称性を持つ 
時空を埋めるブレーン 
で記述される低エネルギー有効理論
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• 系の詳細によらない，ユニバーサルな記述を行う 

• マクロなダイナミクスを記述する有効理論 

• 保存量のみに注目

流体力学{β(x), �v(x)}

� �

～ 系の対称性のみに注目

http://www.bnl.gov/rhic/news2/news.asp?a=1403&t=pr

クォーク・グルーオン プラズマ

http://newsoffice.mjitugenn.edu/2012/model-bursting-star-0302

中性子星
10−12 cm

T ∼ 1012 K ρ ∼ 1012 kg/cc

10 km





 保存則 

∇μ〈T̂μν(x)〉 = 0, ∇μ〈Ĵμ(x)〉 = 0

(3+1)次元の理論 with U(1) symmetryを考えると

保存則だけでは 
方程式が足りず 
解けない！}

保存則を解ける形にするためには， 
カレントの空間成分を時間成分で表す式(構成方程式)が必要

T ij = T ij [T 0μ, J0], J i = J i[T 0μ, J0]

運動方程式の数： 4 + 1 = 5

成分の数： 10 + 4 = 14
(Tμν) (Jμ)
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Tμν = (e+ p)uμuν + pgμν + · · ·
Answer 1.

Answer2.

Q. ?何故
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◆ 自発的な対称性の破れ

◆ 量子異常による対称性の破れ

https://en.wikipedia.org/wiki/Superfluidity#/
media/File:Liquid_helium_Rollin_film.jpg

マクロな現れ：超流動ミクロな現れ：真空の選択

π0
γ

γ

ミクロな現れ：π0崩壊

[Adller 1969, Bell-Jackiw 1969]

NS
�j ∝ �B

μR �= μL

マクロな現れ：カイラル輸送現象

[ Erdmenger et al. 2008, Son-Surowka 2009]



◆ カイラル磁気効果 (CME)

NS
�j ∝ �B

μR �= μL

[Fukushima et al.2008, Vilenkin 1980]

�JV =
μ5

2π2
�B

◆ カイラル渦効果 (CVE)

μR �= μL

�j ∝ �ω

[Erdmenger et al. 2008, Son-Surowka 2009]

�JV =
μμ5

2π2
�ω



- 流体/重力(AdS/CFT)対応 

- 局所熱力学第二法則を用いた現象論 

- 線形応答理論に基づいた摂動論的解析 

- Berry位相を考慮したカイラル運動論 

- 局所熱平衡分配関数に対するアノマリーマッチング 

- カレント代数における異常交換関係 

[Erdmenger et al. 2008]

[Son-Surowka 2009]

[Landsteiner et al, 2011]

[Hongo-Sogabe-Yamamoto, ongoing]

[J-H Gao et al, 2012 
 Son-Yamamoto, 2012,  
 Stephanov-Yin, 2012, …]

[Jensen et al, 2012, Banerjee et al, 2012, (See Hongo-Hidaka, 2019 for a review)]
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 Stephanov-Yin, 2012, …]

[Jensen et al, 2012, Banerjee et al, 2012, (See Hongo-Hidaka, 2019 for a review)]
)



Z[A+ dθ] = eiA[A;θ]Z[A]

A : 大域対称性に結合する背景ゲージ場

◆ ’t Hooftアノマリーの定義

位相
◆ ’t Hooftアノマリーマッチング

iA[A; θ]はRG不変 

(位相 iA[A; θ]がゲージ不変な局所相殺後で取り除けない)

UVで見つけたらIRの物理を縛る
自明な(縮退のない)真空は許されない

- 古典的な応用：massless QCDの真空はカイラル対称性を破る(だろう)( )- 現代的な応用：高次対称性や離散対称性への適用 [米倉さんのトーク]





その時刻の局所温度　　・局所速度場　　  …のみで定まるβ(x) �v(x)

(　　　　　は x に関しては滑らかな連続関数とする)β(x), �v(x)



熱力学 (大域熱平衡)
ギブス分布: T = const.

ρ̂G = e−βĤ−Ψ[β], Ψ[β] ≡ log Tre−βĤ

局所ギブス(LG)分布:

K̂ = −
∫

d3x
(
βμ(x)T̂ 0

μ(x) + ν(x)Ĵ0(x)
)ρ̂LG = e−K̂−Ψ[βμ(x),ν(x)]

T = const.

局所熱力学 (局所熱平衡)

{β(x), �v(x)}

局所化



ギブス分布 局所ギブス分布

ただし，次の拘束条件を課す

情報エントロピー：

を最大にする状態は何か？

S(ρ̂) = −Trρ̂ log ρ̂

〈Ĥ〉 = E = const., 〈N̂〉 = N = const. 〈T̂ 0
μ(x)〉 = pμ(x), 〈Ĵ0(x)〉 = n(x)

 Answer: 

ラグランジュ未定乗数: 

ρ̂G = e−βĤ−νN̂−Ψ[β,ν]

Λa = {β, ν = βμ}

 Answer: 
ρ̂LG = e−

∫
dd−1x(βμT̂ 0

μ+νĴ0)−Ψ[βμ,ν]

ラグランジュ未定乗数: λa(x) = {βμ(x), ν(x)}

ただし，次の拘束条件を課す

情報エントロピー：

を最大にする状態は何か？

S(ρ̂) = −Trρ̂ log ρ̂



Ψ[t̄;λ] ≡ log Tr exp

[∫
dΣt̄ν

(
βμ(x)T̂ ν

μ(x) + ν(x)Ĵν(x)
)]◆ マシュー・プランク汎関数 (= log Z) と変分公式

t

x

Σt̄

t̄(x) = const.

局所ギブス分布 w/ λ = {βμ, ν}

dΣμ ∝ ∂μt̄

〈T̂μν(x)〉LGt̄ =
2

β′√γ

δΨ[t̄;λ]

δgμν(x)
, 〈Ĵμ(x)〉LGt̄ =

1

β′√γ

δΨ[t̄;λ]

δAμ(x)

[ Banerjee et al.(2012), Jensen et al.(2012) , Haehl et al. (2015), MH(2017)] 



Ψ ≡ logZ



T = const.

ギブス分布: ρ̂G =
e−β(Ĥ−μN̂)

Z
= e−β(Ĥ−μN̂)−Ψ[β,ν]

 熱力学関数 with Euclidean作用 

Ψ[β, ν] = log Tr e−β(Ĥ−μN̂) = log

∫
dϕ〈±ϕ|e−β(Ĥ−μN̂)|ϕ〉

SE [ϕ] =

∫ β

0

dτ

∫
d3xLE(ϕ, ∂μϕ)= log

∫
ϕ(β)=±ϕ(0)

Dϕe+SE [ϕ],

大局熱平衡 β

x

dτ
サイズ の
平らな”時空”上 

の場の理論

有限温度の場の量子論 = 松原形式

経路積分

[Matsubara, 1955]

β
β



局所熱平衡 {β(x), �v(x)}

β(x)

x

dτ
で与えられる 
“曲がった時空”上 

の場の量子論

“線素”が

局所熱平衡系の場の量子論

経路積分
ds̃2 = ds̃2(β,�v)

[Hayata, Hidaka, MH, Noumi PRD (2015), MH (2017)]

T = const.

大局熱平衡 β

x

dτ
サイズ の
平らな”時空”上 

の場の理論

有限温度の場の量子論 = 松原形式

経路積分

[Matsubara, 1955]

β
β



(eσ(x̄) ≡ β(x̄)/β0)

g̃μ̄ν̄ =

(−e2σ eσuj̄

eσuī γīj̄

)
g̃μ̄ν̄ =

⎛
⎜⎜⎝

e−2σ

u0̄u0̄

−e−σuj̄

u0̄u0̄

−e−σuī

u0̄u0̄

γ īj̄ +
uīuj̄

u0̄u0̄

⎞
⎟⎟⎠

 Thermal metric  Inverse thermal metric 

Ψ[t̄;λ] = log

∫
Dφ exp (SE [φ, ; g̃])

(aī ≡ e−σuī, γ ′̄
ij̄ ≡ γīj̄ + uīuj̄ , dt̃ = −idτ)

は「曲がった時空」中の経路積分で記述されるΨ[t̄;λ]

 ◆ 結果の解釈

ds̃2 = −e2σ(dt̃+ aīdx
ī)2 + γ ′̄

ij̄dx
īdxj̄



Ψは　　　　   で表される 
- Ψは一般座標変換不変+ゲージ不変

{g̃μν , Ãμ}

Ψ ≡ logZ

β(x)

x

dτ

- Ψは空間座標の貼り替えに対して不変 
- ΨはKaluza-Kleinゲージ変換に対して不変

はこれらの対称性をrespectする！！Ψ ≡ logZ

ΨのBuilding blocks： R̃, F̃μνβ =

∮
ds̃, βμ =

∮
Ã,

[cf. Hydrostatic partition function method:  Banerjee et al.(2012), Jensen et al.(2012)]
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- Ψは一般座標変換不変+ゲージ不変

{g̃μν , Ãμ}
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∮
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∮
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ds2 = −e2σ(dt̃+ aīdx̄
ī)2 + γ ′̄

ij̄dx̄
īdx̄j̄

λ τパラメータ　 は虚時間　 に 
依存しない！

�
aī, aīa

ī, · · ·

f īj̄fīj̄ , · · ·

(fīj̄ ≡ ∂īaj̄ − ∂j̄aī)

β(x)

x

dτ

Ψ[λ] = log

∫
Dψ̄DψeS[ψ,ψ̄,ẽ]

Kaluza-Kleinゲージ変換：⎧⎪⎨
⎪⎩
t̃ → t̃+ χ(x̄)

x̄ → x̄

aī(x̄) → aī(x̄)− ∂īχ(x̄)

(dt̃ = −idτ)



局所熱平衡 {β(x), �v(x)} 局所熱平衡系の場の量子論

経路積分 β(x)

x

dτ
で与えられる 
“曲がった時空”上 

の場の量子論

“線素”が
ds̃2 = ds̃2(β,�v)

[Hayata, Hidaka, MH, Noumi (2015), MH (2017)]

Ψ[t̄;λ] ≡ log Tr exp

[∫
dΣt̄ν

(
βμ(x)T̂ ν

μ(x) + ν(x)Ĵν(x)
)]

対称性：空間座標の張り替え + Kaluza-Kleinゲージ対称性

① は局所熱平衡状態の生成汎関数：Ψ[λ] 〈T̂μν(x)〉LG =
2√−g

δ

δgμν(x)
Ψ[λ]

は次のような「曲がった時空」中の経路積分公式で与えられるΨ[λ]②
ds̃2 = −e2σ(dt̃+ aīdx

ī)2 + γ ′̄
ij̄dx

īdxj̄



Ψ ≡ logZ





Parity-even system= 0
Symmetry property

� βp

生成汎関数に関する微分展開

Ψ[βμ, ν] = Ψ(0)[βμ, ν] + Ψ(1)[βμ, ν, ∂] +O(∂2) + · · ·

= Tμν
(0) [λ(x)] + Tμν

(1) [λ(x),∇λ(x)] + · · ·

= Jμ
(0)[λ(x)] + Jμ

(1)[λ(x),∇λ(x)] + · · ·

〈T̂μν(x)〉LGt̄ =
2√−g

δ

δgμν(x)
Ψ[t̄;λ]

〈Ĵμ(x)〉LGt̄ =
2√−g

δ

δAμ(x)
Ψ[t̄;λ]

非散逸性の輸送に関する微分展開

= 0



[See also Banerjee et al.(2012), Jensen et al.(2012)]

◆ マシュー・プランク汎関数

= Ψ(0)[λ] + Ψ(1)[λ, ∂] +O(∂2)

O(p0) O(p1)

- 対称性：Spatial diffeo，Kaluza-Klein，U(1)-gauge

- Power counting scheme： λ = O(p0)

fīj̄ ≡ ∂īaj̄ − ∂j̄aī = O(p1) ff = O(p2)

Ψ[λ] = log

∫
DφeS[φ,g̃]

：not Kaluza-Klein inv.Aī

- Building blocks： λ = {eσ, aī, μ, Aī}

A′̄
i ≡ Aī − μaī



◆ マシュー・プランク汎関数

= Ψ(0)[λ] + Ψ(1)[λ, ∂] +O(∂2)

O(p0) O(p1)

Ψ[λ] = log

∫
DφeS[φ,g̃]

O(p0)

〈T̂μν(x)〉LGt̄ = (e+ p)uμuν + pημν

〈Ĵμ(x)〉LGt̄ = nuμ

 完全流体 

Ψ(0)[λ] =

∫ β0

0

dτ

∫
d3x̄

√
γ′eσp(β, μ)

- Building blocks： λ = {eσ, aī, μ, A′̄
i}





= Ψ(0)[λ] + Ψ(1)[λ, ∂] +O(∂2)

O(p0) O(p1)

Weyl fermion：L =
i

2
ξ†

(
e μ
mσm−→

Dμ −←−
Dμσ

me μ
m

)
ξ

Ψ[λ] = log

∫
Dξ†DξeS[ξ,ξ†,A,ẽ]

- 対称性：Spatial diffeo，Kaluza-Klein，U(1)R-gauge

- Power counting scheme： λ = O(p0)

fīj̄ ≡ ∂īaj̄ − ∂j̄aī = O(p1) ff = O(p2)

：not Kaluza-Klein inv.Aī

- Building blocks： 

A′̄
i ≡ Aī − μRaī

λ = {eσ, aī, μR, A′̄
i}



Parity-even system= 0
Symmetry property

� βp

生成汎関数に関する微分展開

Ψ[βμ, ν] = Ψ(0)[βμ, ν] + Ψ(1)[βμ, ν, ∂] +O(∂2) + · · ·

〈T̂μν(x)〉LGt̄ =
2√−g

δ

δgμν(x)
Ψ[t̄;λ] = Tμν

(0) [λ(x)] + Tμν
(1) [λ(x),∇λ(x)] + · · ·

= Jμ
(0)[λ(x)] + Jμ

(1)[λ(x),∇λ(x)] + · · ·〈Ĵμ(x)〉LGt̄ =
2√−g

δ

δAμ(x)
Ψ[t̄;λ]

非散逸性の輸送に関する微分展開

�= 0 Parity-odd system

= 0 �= 0
− 1

24π2
εμνρσAνFρσ Bardeen-Zumino current



= Ψ(0)[λ] + Ψ(1)[λ, ∂] +O(∂2)

O(p0) O(p1)

L =
i

2
ξ†

(
e μ
mσm−→

Dμ −←−
Dμσ

me μ
m

)
ξWeyl fermion：

Ψ(0)[λ] =

∫ β0

0

dτ

∫
d3x̄

√
γ′eσp(β, μR)

〈T̂μν(x)〉LGt̄ = (e+ p)uμuν + pημν
完全流体

〈Ĵμ
R(x)〉LGt̄ = nRu

μ

Ψ[λ] = log

∫
Dξ†DξeS[ξ,ξ†,A,ẽ]

O(p0)

- Building blocks： λ = {eσ, aī, μR, A′̄
i}



= Ψ(0)[λ] + Ψ(1)[λ, ∂] +O(∂2)

O(p0) O(p1)

NS
�j ∝ �B

μR �= μL

μR �= μL

�j ∝ �ω

Ψ[λ] = log

∫
Dξ†DξeS[ξ,ξ†,A,ẽ]

L =
i

2
ξ†

(
e μ
mσm−→

Dμ −←−
Dμσme μ

m

)
ξWeyl fermion：

O(p)

∫
c1A

′dA′

∫
c2A

′da } 係数 c1, c2を 
どう決める?

Question

- Building blocks： λ = {eσ, aī, μR, A′̄
i}



Z[A+ dθ] = eiA[A;θ]Z[A]

A : 大域対称性に結合する背景ゲージ場

◆ ’t Hooftアノマリーの定義

位相
◆ ’t Hooftアノマリーマッチング

iA[A; θ]はRG不変 

(位相 iA[A; θ]がゲージ不変な局所相殺後で取り除けない)

UVで見つけたらIRの物理を縛る
自明な(縮退のない)真空は許されない

- 古典的な応用：massless QCDの真空はカイラル対称性を破る(だろう)( )- 現代的な応用：高次対称性や離散対称性への適用 [米倉さんのトーク]



= Ψ(0)[λ] + Ψ(1)[λ, ∂] +O(∂2)

O(p0) O(p1)

Weyl fermion：L =
i

2
ξ†

(
e μ
mσm−→

Dμ −←−
Dμσ

me μ
m

)
ξ

Ψ[λ] = log

∫
Dξ†DξeS[ξ,ξ†,A,ẽ]

- 対称性：Spatial diffeo，Kaluza-Klein，U(1)R-gauge

- Power counting scheme： λ = O(p0)

fīj̄ ≡ ∂īaj̄ − ∂j̄aī = O(p1) ff = O(p2)

：not Kaluza-Klein inv.Aī

- Building blocks： 

A′̄
i ≡ Aī − μRaī

λ = {eσ, aī, μR, A′̄
i} Anomalous!!



Z[A+ dθ] = eiA[A;θ]Z[A]

A : 大域対称性に結合する背景ゲージ場

◆ ’t Hooftアノマリーの定義

(位相 iA[A; θ]がゲージ不変な局所相殺後で取り除けない)

Z[A,a]はこれらのアノマリーを再現せねばならない

- U(1)R 対称性：摂動的なカイラルアノマリー
◆ 右巻きWeylフェルミオン系 (T≠0)

- U(1)R×U(1)KK 対称性：混合大域アノマリー
[See Golkar-Sethi arXiv:1512.02607, Chowdhury-David, arXiv:1604.05003]



Large KKゲージ変換 ：　　　　　の前後をつなぐ1次元高い空間 Yg̃μν → g̃′μν

Step1. Mapping torus

g̃5dμν(x
μ, y) = (1− y)g̃μν(x

μ) + yg̃′μν(x
μ), 0 ≤ y ≤ 1

Y (5d)4d 4d

[See Golkar-Sethi arXiv:1512.02607, Chowdhury-David, arXiv:1604.05003]

Step3. Atiyah-Patodi-Singer指数定理
Y(5d)を境界として持つ，さらに1次元高い空間 X(6d) で

ind /DX =

∫
X

Â(R)ch(F )− η

2
を計算すると，η が求まる！

Step2. アノマリーとη不変量
with /DY ψ = λkψ, η ≡

∑
k

sign(λk)Z[g̃′μν , Ã
′
μ] = e−iπηZ[g̃μν , Ãμ]



◆ U(1)R対称性：摂動的なカイラルアノマリー

δθΨ[λ, j; t] = −C

3

∫
d3xθε0ijk∂iμR∂jAk with C =

1

4π2

U(1)Rゲージ変換：　　　　　　　　　　　　　のもとでA0 → A0, Ai → Ai + ∂iθ(x)

◆ U(1)R×U(1)KK 対称性：混合大域アノマリー

[See Golkar-Sethi arXiv:1512.02607, Chowdhury-David, arXiv:1604.05003]

Large KKゲージ変換：　　　　　　　　のもとでai → ai + 2iβ0/L

δlKKΨ[λ, j; t] = − iη

4

∫
S2

dA′ with η =
1

6
: eta invariant



◆ 局所熱平衡Weylフェルミオン系の生成汎関数

logZano =
Cβ0

6

∫
Ã0

(
Ã′dÃ′ +

1

2
Ã0Ã

′da
)
− C1

β0

∫
Ã′da

Consistency: C =
1

4π2
C1 =

η

2
=

1

12

- U(1)R 対称性：摂動的なカイラルアノマリー
◆ 右巻きWeylフェルミオン系 (T≠0)

- U(1)R×U(1)KK 対称性：混合大域アノマリー
[See Golkar-Sethi arXiv:1512.02607, Chowdhury-David, arXiv:1604.05003]



NS
�j ∝ �B

μR �= μL

μR �= μL

�j ∝ �ω

〈Ĵ i
V (x)〉LG(0,1) =

μ5

2π2
Bi +

μμ5

2π2
ωi

〈Ĵ i
A(x)〉LG(0,1) =

μ

2π2
Bi +

(
μ2 + μ2

5

4π2
+

T 2

12

)
ωi

〈Ĵ i
R(x〉LG(0,1) =

1√−g

δΨ(1)

δAi(x)
− C

6
εiνρσAνFρσ

=
μR

4π2
Bi +

(
μ2
R

4π2
+

T 2

12

)
ωi

P + Q

P

Q Q

Aμ Aν

Consistent with e.g.



位相
◆ ’t Hooftアノマリーマッチング

iA[A; θ]はRG不変 

自明な(縮退のない)真空は許されない
UVで見つけたらIRの物理を縛る

QCD (quark, gluon)

例. massless QCD (T=0)

[カイラル対称性の自発的破れ] 
カイラル摂動論 (pion)  
with Wess-Zumino項

E

UV

IR

例. Weyl fermion (局所熱平衡)

Weyl fermion (+interaction)

は非局所logZ|T=0 は局所logZ|T �=0

流体力学+カイラル輸送現象

(FermionはKK massを持つため!)

with 反周期境界条件



Quantum anomaly

NS
�j ∝ �B

μR �= μL

Chiral transport

)

⇔



)

QCDの言葉と対応させると 
- 生成汎関数の対称性とアノマリーマッチングがわかった 
  [↔Wess-Zumino無矛盾条件，Bardeen-Zuminoの方法] 



数理科学 2020年1月号 




