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●通常の対称性
●高次対称性, 非可逆対称性

応用
●自発的対称性の破れ
●QCD相図への応用

まとめ

Generalized global symmetries
Outline

最近の我々の仕事(axion electrodynamics) 
⇒横倉さんのトーク



例)  対称性U(1)
 電荷U(1) Q = ∫ ddxj0 = ∫Md

j

時間に依存しない
d
dt

Q = ∫ ddx∂0 j0 = − ∫ ddx∇i ji = 0

通常の対称性

: 荷電場ϕ(x)
Ug(Md)ϕ(x)U−1

g (Md) = eiqαϕ(x) = Vgϕ(x)

Ug(Md) = eiαQ (g = eiα)
ユニタリー演算子



通常の対称性
Ug(Md) = eiαQ  は群をなす(g = eiα)

UgUg′ 
= Ugg′ 積:

単位元: Ug × 1 = 1 × Ug = Ug1 := Ue=1

UgUg−1 = Ug−1Ug = 1逆元:
Ug(Ug′ 

Ug′ ′ 
) = (UgUg′ 

)Ugg′ ′ 結合則:

一般の対称性とその群  についても同様G



x
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=

Ug(Md)Ug′ 
(Md) = Ugg′ 

(Md)積 :

= =

Ug(Md)Ug−1(Md) = Ugg−1(Md) = 1逆元:
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対称性演算子はトポロジカルである
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(d+1)次元QFTの対称性

Ug(Md)

対称性演算子 
=群 の元でラベルされた 

 次元トポロジカル物体
G

d

荷電物体  
= の表現でラベル  
された0-次元物体
G

Md ϕρ(x)

Rg=
荷電物体の の元での変換G



-次対称性p

対称性演算子: 

群 の元でラベルされた 次元トポロジカル物体G (d − p)

d − p = 1 d − p = 0

例) 2+1 次元
0次対称性 1次対称性 2次対称性

対称性 
演算子

荷電物体

d − p = 2

荷電物体: 群 の元で変換する  次元物体G p
Gaiotto, Kapustin, Seiberg, Willett, JHEP 02 (2015) 172



-次対称性0

= Vg=
g g′ gg′ 

=
g g′ gg′ 

=Vg

荷電物体 
p次元的

Link

-次対称性p



次対称性( )の群は可換群p p ≥ 1

=
g g′ gg′ 

g

=

g′ 

=
gg′ gg′ 

= =
g′ g

=



例) U(1) ゲージ理論
S = − ∫ d4x

1
4e2

fμν fμν = − ∫
1

2e2
f ∧ ⋆f

d ⋆ f = 0
df = 0

Maxwell 方程式

ϵμνρσ∂μ fνρ = 0

∂μ fμν = 0 ⇒
⇒

電束と磁束の保存に対応する
 対称性U(1)[1]

E × U(1)[1]
M

UE = ei θE
e2 ∫S ⋆f UM = ei θM

2π ∫S f

W = ei ∫C a H = ei ∫C ã



非可逆対称性(Non-invertible symmetry)
圏論的対称性(Categorical symmetry)

Komargodski, Ohmori, Roumpedakis, Seifnashri (2020), Nguyen, Tanizaki, Ünsal (2021), …
Bhardwaj, Tachikawa( 2017), Chang, Lin, Shao, Wang, Yin (2018), Ji, Wen (2019),



例) O(2)ゲージ理論
O(2) ≃ U(1) ⋊ ℤ2

( cos θ sin θ
−sin θ cos θ) (1 0

0 −1)
回転 荷電共役

3種類の群の表現: 1, det, 2q

対応するWilsonループ
Wdet(C) = trdetei ∫C a

W2q
(C) = eiq ∫C a + e−iq ∫C a

cf. Heidenreich, McNamara, Montero, Reece, Rudelius, Valenzuela, 2104.07036



対応する対称性演算子

Tθ(S) = eiθ 1
e2 ∫S ⋆f + e−iθ 1

e2 ∫S ⋆f

Tπ(S) = eiπ 1
e2 ∫S ⋆f

これらはトポロジカルだが非可逆

Tθ(S)T−θ(S) ≈ 1 + T2θ(S)
Tθ(S)Tθ′ 

(S) = Tθ+θ′ 
(S) + Tθ−θ′ 

(S)

Ta(S)Tb(S) = ∑
c

N c
ab Tc(S)融合則:

cf. 積和の公式
2 cos(θ)cos(θ′ ) = cos(θ + θ′ ) + cos(θ − θ′ )



と のリンクT W
Tθ(S) = eiθ 1

e2 ∫S ⋆f + e−iθ 1
e2 ∫S ⋆f

W2q
(C) = eiq ∫C a + e−iq ∫C a

eiθ 1
e2 ∫S ⋆feiq ∫C a = eiqθeiq ∫C a

Tθ(S)W2q
(C) = (eiqθ + e−iqθ)W2q

(C)
位相じゃない

Tθ(S)W2q
(C) = B2q

(θ)W2q
(C)リンクすると:

B2q
(θ) = 2 cos qθ



何かでラベルされた 

次元 
トポロジカルな物体

(d − p)

Ta(Md−p)

何かの表現 でラベルされた 

 次元物体
ρ

p

Wρ(Cp)

対称性演算子 荷電物体

次元QFTの非可逆対称性:(d + 1)



Ta(M)Tb(M) = ∑
c

N c
ab Tc(M)融合則 :

Ta(M)Wρ(C) = Bρ(a)Wρ(C)リンク:

= Bρ(a)

Ta(M)(Tb(M)Tc(M)) = (Ta(M)Tb(M))Tc(M)結合則:

次元QFTの非可逆対称性:(d + 1)



応用
対称性の自発的破れ (SSB)

量子異常とトポロジカル相

●光子は南部-Goldstoneボソン

●アノマリーマッチングによる相の制限
例: における  Yang-Mills 理論は， 

1次対称性と時間反転対称性の間に’t Hooft anomaly 
基底状態は非自明

θ = π SU(2)

対称性による相の分類

●離散高次対称性の自発的破れはトポロジカル秩序



⟨ϕ†(x)ϕ(0)⟩ ≃ ⟨ϕ†(x)⟩⟨ϕ(0)⟩ ≠ 0lim
x→∞

自発的対称性の破れ
0次対称性

=
⟨eiθϕ†(x)ϕ(y)⟩ = ⟨ϕ(x)eiθϕ(y)⟩

離れた2点で位相が相関

非対角長距離秩序
２点は線の境界

Nambu-Goldstone ボソン



⟨ϕ†(x)ϕ(0)⟩ ≠ 0lim
x→∞

0次対称性の破れ

1次対称性の破れ
⟨W(C)⟩ ≠ 0lim

C→∞

p次対称性の破れ
⟨W(Mp)⟩ ≠ 0lim

Mp→∞

秩序変数



南部-Goldstoneの定理の

連続的 次対称性が自発的に 
破れるとギャップレスモード(NGモード)が現れる

p

相対論的な場合は，NGモードの数は，
NNG = ∑

A
d−1CpA

Gaiotto, Kapustin, Seiberg, Willett (’14), Lake (’18), Hofman, Iqbal (’18)

次対称性バージョンp



例) U(1)ゲージ理論
 は自発的に破れているU(1)[1]

Elim
C→∞

⟨ei ∫C a⟩ ≠ 0
光子はNGボソン

 

は低エネルギー有効ラグランジアン 
( はMaurer-Cartan formの高次対称性バージョン)

S = − ∫
1

2e2
f ∧ ⋆f

f = da

NNG = ∑
A

d−1CpA
= 2C1 = 2



S = − ∫ d4x
1

2g2
trf ∧ ⋆f

Ex)  ゲージ理論SU(N)

は  1次対称性を持つℤN

 は離散対称性なので, 

が自発的に破れてもNGモードはでない 
 ゲージ理論にクーロン相がない事と無矛盾

ℤN

ℤN

SU(N)

⟨W⟩ = ⟨trei ∫C a⟩ 周長則 (破れている)
 面積則 (破れてない)

秩序演算子 {=

f = da − ia ∧ a



0次対称性の対称性の破れとNGモードの関係
Watanabe, Murayama (’12), YH (’12)

NNG = NBS −
1
2

rank ⟨[iQa, Qb]⟩

高次対称性の破れに拡張可能
Hidaka, Hirono, Yokokura (’20)

NNG = ∑
A

d−1CpA
−

1
2

rank ⟨[iQa, Qb]⟩

非相対論的な場合



物質相の分類
(対称性)が異なっている相の間には 

相転移が存在

QCDへの応用を考えてみる



The phase diagram of dense QCD 5
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Figure 1. Conjectured QCD phase diagram with boundaries that define various
states of QCD matter based on S�B patterns.

The chiral transition is a notion independent of the deconfinement transition. In
section 3.2 we classify the chiral transition according to the S�B pattern.

2.2. Conjectured QCD phase diagram

Figure 1 summarizes our state-of-the-art understanding on the phase structure of QCD
matter including conjectures which are not fully established. At present, relatively firm
statements can be made only in limited cases – phase structure at finite T with small
baryon density (µB ⌧ T ) and that at asymptotically high density (µB � ⇤QCD).
Below we will take a closer look at figure 1 from a smaller to larger value of µB in
order.

Hadron-quark phase transition at µB = 0: The QCD phase transition at finite
temperature with zero chemical potential has been studied extensively in the numerical
simulation on the lattice. Results depend on the number of colours and flavours as
expected from the analysis of e↵ective theories on the basis of the renormalization
group together with the universality [35, 36]. A first-order deconfinement transition
for Nc = 3 and Nf = 0 has been established from the finite size scaling analysis
on the lattice [37], and the critical temperature is found to be Tc ' 270MeV. For
Nf > 0 light flavours it is appropriate to address more on the chiral phase transition.
Recent analyses on the basis of the staggered fermion and Wilson fermion indicate a
crossover from the hadronic phase to the quark-gluon plasma for realistic u, d and s

quark masses [38, 39]. The pseudo-critical temperature Tpc, which characterizes the
crossover location, is likely to be within the range 150MeV� 200MeV as summarized
in section 4.2.

Even for the temperature above Tpc the system may be strongly correlated and
show non-perturbative phenomena such as the existence of hadronic modes or pre-
formed hadrons in the quark-gluon plasma at µB = 0 [28, 40] as well as at µB 6= 0
[41, 42, 43]. Similar phenomena can be seen in other strong coupling systems such as

QCD相図(予想)
Fukushima, Hatsuda, Rept. Prog. Phys. 74 (2011) 014001 

高密度相はよくわかっていない



何がわかっているか？

超高密度
フレーバとカラーがロックした 
カラー超伝導相(CFL相)

原子核超流動相

簡単のため3フレーバQCDについて

低密度



CFL相
u

μq

u d s

Φ := ΦL = − ΦR =
ΔCFL 0 0

0 ΔCFL 0
0 0 ΔCFL

カイラル対称性も破れている

SU(3)L × SU(3)R × U(1)B → SU(3)V

大域対称性の破れのパターン

(ΦR)i
a = ϵijkϵabc⟨(qR)b

j (CqR)c
k⟩(ΦL)i

a = ϵijkϵabc⟨(qL)b
j (CqL)c

k⟩

u s
d

クォークペア



CFL相は何が特徴づけるか？
Fradkin-Shenker定理: 

閉じ込め相とHiggs相は同じ相

ハドロン相 CFL 相

μB

クォークハドロン連続性(仮説)
Schafer and Wilczek, PRL 82 , 3956(1999) Hatsuda, Tachibana, Yamamoto, Baym, PRL 97 122001 (2006)



CFL =  -2 次対称性が創発ℤ3

対応して，非可換渦が存在する

U(1) 渦 Φ := ΔCFL

eiθf(r) 0 0
0 eiθf(r) 0
0 0 eiθf(r)

非可換渦 Balachandran, Digal,  Matsuura, PRD73, 074009 (2006)

Φ := ΔCFL

eiθf(r) 0 0
0 g(r) 0
0 0 g(r)

= ΔCFLei θ
3

ei 2θ
3 f(r) 0 0

0 e−i θ
3 g(r) 0

0 0 e−i θ
3 g(r)

Hirono, Tanizaki, Phys. Rev. Lett. 122, 212001 (2019)
cf. Cherman,  Sen, Yaffe, Phys. Rev. D 100, 034015 (2019)

ハドロン相にこの対称性がなければ相転移があるはず

cf. 谷崎-広野の議論:  -2 次対称性は破れていない
のでトポロジカル秩序ではない

ℤ3

cf. Boojumシナリオ: Chatterjee, Nitta, Yasui 
Cherman, Jacobson, Sen, Yaffe, Phys. Rev. D 102, 105021 (2020)



2フレーバQCDの場合

量子渦として “Alice string”が存在

高密度相:１重項 (ud) +  (dd)のダイクォーク凝縮相3P2

Fujimoto, Nitta, Phys. Rev.D 103 (2021), 114003; 054002; 2103.15185

Fujimoto,  Fukushima, Weise Phys. Rev. D 101 (2020) 094009

ハドロン相: 超流動3P2

⇒非可逆対称性が創発(?)

ハドロン相にこの対称性がなければ相転移があるはず



まとめ
対称性: 何かでラベルされたトポロジカルな物体

通常の対称性と同様に便利
対称性の破れ，’t Hooftアノマリー, 相の分類

対称性演算のなす代数= 高次群
⇒横倉さんのトーク

通常の対称性と同じように便利
対称性の破れ，アノマリー，相の分類など



おまけ



トポロジカル秩序



トポロジカル秩序
トポロジカル秩序の特徴づけ

● 基底状態の縮退
● エニオン統計
● 長距離の量子相関(エンタングルメント)

低エネルギーの有効理論  
= BF理論のようなトポロジカルな場の理論

典型的なトポロジカル秩序は高次対称性の 
自発的破れとして解釈可能

S =
k

2π ∫ b ∧ da

● 局所的な摂動に対する安定性



例: 分数量子ホール系

: ダイナミカルゲージ場 

: 外場としてのU(1)ゲージ場 

 : 整数

a
A
k

Seff = −
k

4π ∫ a ∧ da +
1

2π ∫ A ∧ da

J =
δSeff

δA
=

1
2π

da =
1
k

dA
2π

カレント: 分数ホール効果

−
k

2π
da +

dA
2π

= 0運動方程式:

Figure from Nobelprize.org

http://nobelprize.org


例: 分数ホール効果
有効理論: Cherns-Simons 

S = −
k

4π ∫ a ∧ da

1次対称性ℤk a → a +
λ
k

dλ = 0 ∫ λ ∈ 2πℤ

Wq = eiq ∫ a

Un = ein ∫ a
荷電物体:

対称性演算子:

e2πi nq
k=UnWq Wq



例: 分数量子ホール系
エニオン統計

e
2π
k i

time

 が入れ替えたときの位相を表すe
π
k i



例: 分数量子ホール系

基底状態の縮退

= 自明

非自明になりうる



ei 2π
k==

U−1
1

U2

U1

U1U2U−1
1 |Ω⟩ = ei 2π

k U2 |Ω⟩

例: 分数量子ホール系



とすると，U−1
1 |Ω⟩ = eiθ |Ω⟩

⟨Ω |U2 |Ω⟩

⟨Ω |U2 |Ω⟩ = 0

 と は異なる状態 

(基底状態は  重縮退)

|Ω⟩ U2 |Ω⟩
kg

U1U2U−1
1 |Ω⟩ = ei 2π

k U2 |Ω⟩
は基底状態の縮退を意味する

= ⟨Ω |U1U2U−1
1 |Ω⟩ = ei 2π

k ⟨Ω |U2 |Ω⟩



例: 超伝導
Seff = v2 ∫ (dφ − ka) ∧ ⋆ (dφ − ka)

k = 2 : クーパーペアの電荷

dc = 0の運動方程式φ

Seff =
−k
2π ∫ db ∧ a =

k
2π ∫ b ∧ da

c = db

Seff =
1

2π ∫ c ∧ (dφ − ka)

低エネルギーの有効理論は  ゲージ理論ℤk
v2 → ∞ dφ − ka = 0



Seff =
k

2π ∫ b ∧ da

入れ替えの統計(Aharonov–Bohm位相)

e
2π
k i

時間

a → a +
λ(1)

k

１次対称性
荷電物体 対称性演算子

Wq = eiq ∫ a Un = ein ∫ b

２次対称性
b → b +

λ(2)

k
Un Wq

例: 超伝導



アノマリー
対称性を背景ゲージ場と結合させると

カレントが保存しなくなる．



背景ゲージ場 
=対称性演算子の 
ネットワーク



背景ゲージ場との結合
格子ゲージ理論ではゲージ場は， 

値のリンク変数G U = ei ∫ a

Ug4

Ug1

Ug2

Ug3

⇒
背景ゲージ場 
と結合

=
g1

g2

g3

g4

対称性演算子のネットワーク 
と等価 (Poincare 双対)

離散対称性の場合は, 連続極限を取れるためには 

を要請 (平坦接続),   

i.e., 

Ug1
Ug2

U−1
g3

U−1
g4

= 1

g1g2g−1
3 g−1

4 = 1



ゲージ変換

⇒
ϕ → Vgϕ

g

の再定義ϕ

g1 g2 g3

⇒

ネットワークの変形(ゲージ変換)を誘発

g1 g2 g3

g4

g5 g5

g2g3

g4g−1
2



g1

g2

g1g2

平坦接続 ジャンクションがトポロジカル

g1 g2

g1g2

⇒

g1 g2

g3

平坦じゃない(曲率がある)場合は，
ジャンクションはトポロジカルではない



’t Hooft アノマリー 

分配関数  Z[A] = ∫ DϕeiS[A]

Z[A] → Z[A + dλ] = Z[A]eiω(λ,A) ≠ Z[A]
はゲージ変換の元で不変でない

差は位相 eiω(λ,A)



’t Hooftアノマリーとしての射影表現

もし， ならばUg1
Ug2

= eiω(g1,g2)Ug1g2

Z[A + dλ] = e−iω(g1,g2)Z[A] アノマリー

Z = tre−βH
量子力学を考える. 分配関数は，

t
Z[A] = tre−βHUg1

Ug2
Z[A + dλ] = tre−βHUg1g2=?

g1

g2

g1g2



Ug1
Ug2

= eiω(g1,g2)Ug1g2

(Ug1
Ug2

)Ug3
= Ug1

(Ug2
Ug3

)
は

結合則を満たす:
eiω(g1g2,g3)+iω(g1,g2) = eiω(g1,g2g3)+iω(g2,g3)

δ(3)ω(g1, g2, g3) := ω(g2, g3) − ω(g1g2, g3) + ω(g1, g2g3) − ω(g1, g2) = 0

Ug → eiω(g)Ug の元で ω(g1, g2) → ω(g1, g2) − δ(2)ω(g1, g2)

δ(2)ω(g2, g1) := ω(g2) − ω(g1g2) + ω(g1)ここで， 

δ(3)ω(g1, g2, g3) = 0 ω(g1, g2) ∼ ω(g1, g2) − δ(2)ω(g1, g2)と

ω(g1, g2) ∈
ker δ(3)

im δ(2)
=: H2(G, U(1))

δ(3) ∘ δ(2) = 0を満たす



射影表現は非自明な基底状態を意味する

とし，Ug1
Ug2

= eiω(g1,g2)Ug1g2

基底状態  に縮退がないとする|Ω⟩
は の固有状態に取れる:|Ω⟩ Ug Ug |Ω⟩ = eiω(g) |Ω⟩

Ug1
Ug2

|Ω⟩ = eiω(g1)+iω(g2) |Ω⟩
eiω(g1,g2)Ug2g1

|Ω⟩ = eiω(g1,g2)+iω(g1g2) |Ω⟩

射影表現は，  

 が非自明ω(g1, g2) − δ(2)ω(g1, g2)
これは仮定に反する⇒基底状態が縮退

|Ω⟩ = eiω(g1,g2)−iδ(2)ω(g1,g2) |Ω⟩



より一般に,’t Hooftがあると 
基底状態は非自明

●対称性の自発的破れ

●CFT
●トポロジカル秩序

●…..



例) U(1)ゲージ理論
S = − ∫

1
2e2

f ∧ ⋆f

S[BE, BM] = − ∫
1

2e2
( f − BE) ∧ ⋆ ( f − BE)

+
1

2π ∫ ( f − BE) ∧ BM

背景ゲージ場を結合

作用は の元で不変でない:BM → BM + dλ

S[BE, BM] → S[BE, BM] −
1

2π ∫ BE ∧ dλ



縮退のないギャップを持った基底状態 
しかし境界を持つ場合， 
境界理論にアノマリー

全系の分配関数   

ゲージ不変: 

Z[A]total = Z[A]bulkZ[A]boundary

Z[A + dλ]total = Z[A]total

Z[A + dλ]boundary = eiω(A,λ)Z[A]boundary

Z[A + dλ]bulk = e−iω(A,λ)Z[A]bulk

バルクと境界それぞれは，不変でない:

対称性で保護されたトポロジカル相



対称性で保護されたトポロジカル相
分配関数は背景ゲージ場と結合させると 
非自明な位相を出す Z[A] = eiθ(A)

g1

g2

g3

g1g2g3

⇒
ゲージ変換

= e−iω(g2,g3)e−iω(g1,g2g3)

d(3)ω(g1, g2, g3) := ω(g2, g3) − ω(g1g2, g3) + ω(g1, g2g3) − ω(g1, g2) = 0

g1

g2
g3

g1g2g3

g1g2

= e−iω(g1,g2)e−iω(g1g2,g3)

ジャンクションに位相を付与

ω(g1, g2) → ω(g1, g2) − d(2)ω(g1, g2)の再定義Ug
ω ∈ H2(G, U(1)) 量子力学のアノマリー(射影表現)の分類と同じ



アノマリー流入

⇒g2

g1 e−iω(g1,g2)
ゲージ変換

eiω(g1,g2)e−iω(g1,g2)

= 1



例: U(1) ゲージ理論
Zboundary[BE, BM] = ∫ 𝒟aeiS[a,BE,BM]

Zbulk[BE, BM] = e
i

2π ∫X dBE∧BM

Zboundary[BE, BM + dλ] = Zboundary[BE, BM]e −i
2π ∫M BEdλ

Zbulk[BE, BM + dλ] = Zbulk[BE, BM]e i
2π ∫∂X BE∧dλ

ゲージ変換の元で，

は不変.Zboundary[BE, BM]Zbulk[BE, BM]


