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1. Physics Motivation

Υ(1𝑆)B

クォーコニウムは短波長のgluonのみが
束縛状態形成のdynamicsに関与：

𝜆𝑔 ≪ ΛQCD
−1 ~ 1 fm

束縛dynamicsの主要部分を摂動QCDで記述できる
唯一の実在するハドロン系

𝑏

ത𝑏



@N3LO

Kiyo, YS

Bottomonium spectrum

現状 摂動QCDに基づく系統的な高次補正計算

大域的スペクトル構造を再現

✓
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高
次
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正
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✩

✩
✩

02,03

✓ 当時(03)から大幅に実験値が動いたもの

✩ 当時(03)には実験値がなかったもの

Charmonium/bottomonium level splittings

実験値とconsistent (< 1 or 2𝜎𝑡ℎ)
理論の（相対）誤差が一部大きい

3次補正計算は完成

LO Coulomb

spectrum



応用例

・基礎物理定数の決定： 𝑚𝑐 , 𝑚𝑏, 𝑚𝑡 , 𝛼𝑠, |𝑉𝑐𝑏|

cf.  清, 三嶋, 高浦, 林, 他との共同研究

・その他にも色々な現象論。



2. Theory

(a)  Expansion-by-regions technique

(b)  EFT
両輪



2(a) Expansion-by-regions Technique

EFTがfull theoryのループ積分をどのように分解しているかの

理論的基礎付けを与える。

Beneke, Smirnov



𝑙 𝑙 − 𝑘

𝑝1 𝑝1 + 𝑙 𝑝1 + 𝑘

𝑝2 𝑝2 − 𝑙 𝑝2 − 𝑘

Expansion-by-regions of on-shell box diagram

Master integral

𝐼 = න
𝑑𝐷𝑙

2𝜋 𝐷

1

2𝑝1 ∙ 𝑙 + 𝑙2 + 𝑖0 −2𝑝2 ∙ 𝑙 + 𝑙2 + 𝑖0 𝑙2 + 𝑖0 [ 𝑙 − 𝑘 2 + 𝑖0]

=
𝑖

8𝜋2𝑡

1

𝜖
− log(−𝑡/𝑚2)

1

𝑠(𝑠 − 4𝑚2)
log

𝑠 − 4𝑚2 − 𝑠

𝑠 − 4𝑚2 + 𝑠
+ 𝑂(𝜖)

𝐷 = 4 − 2𝜖

𝑝1 = ( Ԧ𝑝 2 +𝑚2, Ԧ𝑝)

𝑝2 = ( Ԧ𝑝 2 +𝑚2, − Ԧ𝑝)

𝑘 = (0, 𝑘)

c.m. frame

exact

=
1

32𝜋 𝑚 Ԧ𝑝 𝑘
2

1

𝜖
− log( 𝑘

2
/𝑚2) 1 −

Ԧ𝑝 2

2𝑚2
+
3 Ԧ𝑝 4

8𝑚4
+⋯ 1/𝑚 expansion

Expansion-by-regions of 𝑄 ത𝑄 scattering diagram



𝑙 𝑙 − 𝑘

𝑝1 𝑝1 + 𝑙 𝑝1 + 𝑘

𝑝2 𝑝2 − 𝑙 𝑝2 − 𝑘

Expansion-by-regions of on-shell box diagram

𝐼 = න
𝑑𝐷𝑙

2𝜋 𝐷

1

2𝑝1 ∙ 𝑙 + 𝑙2 + 𝑖0 −2𝑝2 ∙ 𝑙 + 𝑙2 + 𝑖0 𝑙2 + 𝑖0 [ 𝑙 − 𝑘 2 + 𝑖0]

=
1

32𝜋 𝑚 Ԧ𝑝 𝑘
2

1

𝜖
− log( 𝑘

2
/𝑚2) 1 −

Ԧ𝑝 2

2𝑚2
+
3 Ԧ𝑝 4

8𝑚4
+⋯ 1/𝑚 expansion

𝑝1 = ( Ԧ𝑝 2 +𝑚2, Ԧ𝑝)

𝑝2 = ( Ԧ𝑝 2 +𝑚2, − Ԧ𝑝)

𝑘 = (0, 𝑘)

Expansion-by-regions of 𝑄 ത𝑄 scattering diagram

4 regions

𝑙0~ 𝛽2, |Ԧ𝑙|~ 𝛽Potential region:

𝑙0~ 1, |Ԧ𝑙|~ 1Hard region:

𝑙0~𝛽, |Ԧ𝑙|~ 𝛽Soft region:

Ultrasoft region: 𝑙0~ 𝛽2, |Ԧ𝑙|~ 𝛽2

それぞれのregionからの寄与の和が
全体(𝐼)の1/m展開を与える。

外線運動量 | Ԧ𝑝|, |𝑘|~ 𝛽 (𝑚~1, 𝛽 = 𝑄, ത𝑄の重心系での速度 ≪ 1)



𝑙 𝑙 − 𝑘

𝑝1 𝑝1 + 𝑙 𝑝1 + 𝑘

𝑝2 𝑝2 − 𝑙 𝑝2 − 𝑘

Expansion-by-regions of on-shell box diagram

𝐼 = න
𝑑𝐷𝑙

2𝜋 𝐷

1

2𝑝1 ∙ 𝑙 + 𝑙2 + 𝑖0 −2𝑝2 ∙ 𝑙 + 𝑙2 + 𝑖0 𝑙2 + 𝑖0 [ 𝑙 − 𝑘 2 + 𝑖0]

=
1

32𝜋 𝑚 Ԧ𝑝 𝑘
2

1

𝜖
− log( 𝑘

2
/𝑚2) 1 −

Ԧ𝑝 2

2𝑚2
+
3 Ԧ𝑝 4

8𝑚4
+⋯ 1/𝑚 expansion

∙∙∙∙∙∙∙ 2𝑝1 ∙ 𝑙 + 𝑙2 ≈ 2 Ԧ𝑝2 +𝑚2 𝑙0 − 2 Ԧ𝑝 ∙ Ԧ𝑙 + (𝑙0)2 − Ԧ𝑙2

O(𝛽2)の同次式

𝛽2 𝛽2 𝛽4 𝛽2

𝑝1 = ( Ԧ𝑝 2 +𝑚2, Ԧ𝑝)

𝑝2 = ( Ԧ𝑝 2 +𝑚2, − Ԧ𝑝)

𝑘 = (0, 𝑘)

ex.

Expansion-by-regions of 𝑄 ത𝑄 scattering diagram

4 regions

𝑙0~ 𝛽2, |Ԧ𝑙|~ 𝛽Potential region:

𝑙0~ 1, |Ԧ𝑙|~ 1Hard region:

𝑙0~𝛽, |Ԧ𝑙|~ 𝛽Soft region:

Ultrasoft region: 𝑙0~ 𝛽2, |Ԧ𝑙|~ 𝛽2

外線運動量 | Ԧ𝑝|, |𝑘|~ 𝛽 (𝑚~1, 𝛽 = 𝑄, ത𝑄の重心系での速度 ≪ 1)



EFTのdynamicalな自由度:

𝑄, ത𝑄 :   𝑝0 −𝑚, ҧ𝑝0 −𝑚 ≲ 𝛽2𝑚, Ԧ𝑝 ≲ 𝛽𝑚

𝑔 :     𝑘0, 𝑘 ≲ 𝛽2𝑚

Potential quark, antiquark

Ultrasoft gluon

Potential gluon

Potential-NRQCD

𝑍 = න𝒟𝐴𝜇න𝒟𝜓 𝒟𝜓† exp 𝑖 න𝑑𝑡 𝑑3 Ԧ𝑥1𝑑
3 Ԧ𝑥2𝜓

† 𝑖𝐷𝑡 − ෡𝐻( Ԧ𝑥1, Ԧ𝑥2, Ԧ𝑝1 − 𝑖𝑔 Ԧ𝐴, Ԧ𝑝2 − 𝑖𝑔 Ԧ𝐴) 𝜓

EFT of a 𝑄 ത𝑄 bound state and Ultrasoft gluons.

2(b)  EFT： Potential-NRQCD Brambilla, Pineda, Soto, Vairo

𝛼𝑠~𝛽

𝑘
𝑘0 ~ 𝛽2

𝑘 ~ 𝛽

Hard  𝑄, ത𝑄, 𝑔
Soft   𝑄, ത𝑄, 𝑔
Potential  𝑔

はintegrate out

他の自由度はintegrate out



On-shell散乱振幅を full pert. QCD と pNRQCD で matching.

𝑖
𝜕

𝜕𝑡
− ෡𝐻 𝜓( Ԧ𝑥1, Ԧ𝑥2; 𝑡) = 0

=෍

𝑖

1

𝑚𝑛𝑖
෠𝑂𝑖( Ԧ𝑥1, Ԧ𝑥2, Ԧ𝑝1, Ԧ𝑝2)

1

𝑚
展開 = non-rel.展開 = 𝛽展開

量子力学の運動方程式に従う束縛状態とUS gluonの相互作用を表す

෡𝐻( Ԧ𝑥1, Ԧ𝑥2, Ԧ𝑝1, Ԧ𝑝2) =
Ԧ𝑝1
2

2𝑚
+

Ԧ𝑝2
2

2𝑚
−

𝐶𝐹𝛼𝑠
Ԧ𝑥1 − Ԧ𝑥2

+
𝐶1
𝑚2

𝛿3 Ԧ𝑥1 − Ԧ𝑥2 +
𝐶2

𝑚2𝑟3
𝐿 ∙ Ԧ𝑆 + ⋯

𝛼𝑠~𝛽の展開の各次で．

Potential-NRQCD

𝑍 = න𝒟𝐴𝜇න𝒟𝜓 𝒟𝜓† exp 𝑖 න𝑑𝑡 𝑑3 Ԧ𝑥1𝑑
3 Ԧ𝑥2𝜓

† 𝑖𝐷𝑡 − ෡𝐻( Ԧ𝑥1, Ԧ𝑥2, Ԧ𝑝1 − 𝑖𝑔 Ԧ𝐴, Ԧ𝑝2 − 𝑖𝑔 Ԧ𝐴) 𝜓



𝑋

ℒpNRQCD is now known up to NNNLO.

On-shell散乱振幅を full pert. QCD と pNRQCD で matching.

𝛼𝑠~𝛽の展開の各次で．

Potential-NRQCD

𝑍 = න𝒟𝐴𝜇න𝒟𝜓 𝒟𝜓† exp 𝑖 න𝑑𝑡 𝑑3 Ԧ𝑥1𝑑
3 Ԧ𝑥2𝜓

† 𝑖𝐷𝑡 − ෡𝐻( Ԧ𝑥1, Ԧ𝑥2, Ԧ𝑝1 − 𝑖𝑔 Ԧ𝐴, Ԧ𝑝2 − 𝑖𝑔 Ԧ𝐴) 𝜓
ゲージ場を多重極展開



Titard, Yndurain; Pineda, Yndurain

Kniehl, Penin, Smirnov, Steinhauser

Kiyo, Anzai, YS; Smirnov, Steinhauser

෡𝐻3 = known

෡𝐻4 = largely unknown



当面の目標

実用価値： level splittingの高次補正計算に使える。

現状

・ 2-loop 𝑄 ത𝑄 scattering diagram生成

・ スピノル基底での展開 ⇒ スカラー積分

・ IBP idによる簡約化 ⇒ 150個のマスター積分

今後

・ マスター積分の1/m展開による評価

・ Expansion-by-regionsとのconsistency check

・ くりこみ

N4LOハミルトニアン ෡𝐻4のうち2ループまでで計算できる部分を計算

・ ハミルトニアンの決定(matching/exp.-by-regions)



課題

・ Soft と potential regionの境界の不定性

pinch singularity, single-pole potential contr.

・ Offshell operator の同定

vanish for onshell tree-level amplitude

1-loopでは解決済み。
2-loopではどうなるか。

当面の目標

実用価値： level splittingの高次補正計算に使える。

N4LOハミルトニアン ෡𝐻4のうち2ループまでで計算できる部分を計算

くり返しの効果を見極めないとExp.-by-regionsを壊すように見える。



まとめ

1. Heavy quarkoniumの物理のmotivation:  現状、応用

3. ෡𝐻4のうち2ループ以下の部分の計算

= 𝜓† Ԧ𝑥1, Ԧ𝑥2; 𝑡 𝑖𝐷𝑡 − ෡𝐻 Ԧ𝑥1, Ԧ𝑥2, Ԧ𝑝1 − 𝑖𝑔 Ԧ𝐴, Ԧ𝑝2 − 𝑖𝑔 Ԧ𝐴 𝜓( Ԧ𝑥1, Ԧ𝑥2; 𝑡)

&ゲージ場を多重極展開

ℒpNRQCD
𝐴𝜇(𝑋 ±

Ԧ𝑟

2
, 𝑡) → 𝐴𝜇 𝑋, 𝑡 ±

Ԧ𝑟

2
∙ ∇𝐴𝜇 𝑋, 𝑡 + ⋯

2. Theory

(a)  Expansion-by-regions technique

(b)  EFT potential-NRQCD

現状、今後、課題

両輪







𝑛𝑓 = 0

Anzai, Kiyo, YS

Smirnov, Smirnov, Steinhauser

✓

✓

Tree

3 loops

𝑟 [GeV-1]

QCD Potential 
pert. QCD vs. lattice



m dependence and convergence of 𝑀𝑄 ത𝑄(1𝑆)

(             )

= 𝟗. 𝟗𝟒 − 𝟎. 𝟏𝟎 − 𝟎. 𝟏𝟓 − 𝟎. 𝟐𝟎 − 𝟎. 𝟐𝟔 GeV  (Pole-mass scheme)

= 𝟖. 𝟒𝟑 + 𝟎. 𝟕𝟐 + 𝟎. 𝟐𝟓 + 𝟎. 𝟎𝟕 − 𝟎. 𝟎𝟐 GeV  (MS scheme)

= 𝟗. 𝟗𝟒 − 𝟎. 𝟎𝟔 − 𝟎. 𝟏𝟏 − 𝟎. 𝟐𝟐 − 𝟎. 𝟒𝟏 GeV  (Pole-mass scheme)

= 𝟖. 𝟒𝟑 + 𝟏. 𝟏𝟕 + 𝟎. 𝟐𝟔 + 𝟎. 𝟏𝟎 − 𝟎. 𝟎𝟒 GeV  (MS scheme)

𝜇 [GeV]

𝑀
𝑡𝑡
(1
𝑆
)

[G
e

V
]

LO

NLO

NNLO

NNNLO

𝜇 [GeV]

𝑀
𝑡𝑡
(1
𝑆
)

[G
e

V
]

LO

NLO

NNLO NNNLO



𝑋

ゲージ場を多重極展開

ℒpNRQCD is now known up to NNNLO.

𝑍 = න𝒟𝐴𝜇න𝒟𝜓 𝒟𝜓† exp 𝑖 න𝑑𝑡 𝑑3 Ԧ𝑥1𝑑
3 Ԧ𝑥2𝜓

† 𝑖𝐷𝑡 − ෡𝐻( Ԧ𝑥1, Ԧ𝑥2, Ԧ𝑝1 − 𝑖𝑔 Ԧ𝐴, Ԧ𝑝2 − 𝑖𝑔 Ԧ𝐴) 𝜓

ゲージ場を多重極展開

Potential-NRQCD

On-shell散乱振幅を full pert. QCD と pNRQCD で matching.

昔はsystematicな展開は出来なかった。

𝜓 を量子化する意義
大部分では𝑄, ത𝑄数が保存する

ので量子力学系と等価。

න𝑑4𝑥 Ԧ𝑍(𝑥) ∙ Ԧ𝜎𝑖𝑗 𝜓
† Ԧ𝑥, Ԧ𝑥; 𝑡 𝑖𝑘𝑗𝑙

補足 𝑄

ത𝑄

𝑍

𝛼𝑠~𝛽の展開の各次で．



EFTのDynamicalな自由度:

𝑄, ത𝑄 :   𝑝0 −𝑚, ҧ𝑝0 −𝑚 ≲ 𝛽2𝑚(~𝛼𝑠
2𝑚)

𝑔 :     𝑘0, 𝑘 ≲ 𝛽2𝑚
他は積分

量子力学の運動方程式に従う2体系

𝑖
𝜕

𝜕𝑡
− ෡𝐻 𝜓( Ԧ𝑥1, Ԧ𝑥2; 𝑡) = 0

෡𝐻 =
Ԧ𝑝1
2

2𝑚
+

Ԧ𝑝2
2

2𝑚
−

𝐶𝐹𝛼𝑠
Ԧ𝑥1 − Ԧ𝑥2

+
𝐶1
𝑚2

𝛿3 Ԧ𝑥1 − Ԧ𝑥2 +
𝐶2

𝑚2𝑟3
𝐿 ∙ Ԧ𝑆 + ⋯

=෍

𝑖

1

𝑚𝑛𝑖
෠𝑂𝑖( Ԧ𝑥1, Ԧ𝑥2, Ԧ𝑝1, Ԧ𝑝2)

1

𝑚
展開 = non-rel.展開

𝑍 = න𝒟𝐴𝜇න𝒟𝜓 𝒟𝜓† exp 𝑖 න𝑑𝑡 𝑑3 Ԧ𝑥1𝑑
3 Ԧ𝑥2𝜓

† 𝑖𝐷𝑡 − ෡𝐻( Ԧ𝑥1, Ԧ𝑥2, Ԧ𝑝1 − 𝑖𝑔 Ԧ𝐴, Ԧ𝑝2 − 𝑖𝑔 Ԧ𝐴) 𝜓

𝑄

ത𝑄
𝜓 を量子化する意義

それ以外だと粒子数が保存するので

量子力学系と等価。

𝑍

𝑑4𝑥׬ Ԧ𝑍(𝑥) ∙ tr[ Ԧ𝜎 𝜓†( Ԧ𝑥, Ԧ𝑥; 𝑡)]



𝑘

𝑝 − 𝑘

𝑞

𝑝 − 𝑞

𝑝𝑝

𝑘 − 𝑞 = න𝑑𝐷𝑘 𝑑𝐷𝑞
1

𝑘2 𝑝 − 𝑘 2 𝑘 − 𝑞 2 +𝑀2 𝑞2 𝑝 − 𝑞 2

in the case 𝑝2≪ 𝑀2

Asymptotic expansion of a diagram and Wilson coeffs in EFT



Asymptotic expansion of a diagram and Wilson coeffs in EFT

𝑘

𝑝 − 𝑘

𝑞

𝑝 − 𝑞

𝑝𝑝

𝑘 − 𝑞 = න𝑑𝐷𝑘 𝑑𝐷𝑞
1

𝑘2 𝑝 − 𝑘 2 𝑘 − 𝑞 2 +𝑀2 𝑞2 𝑝 − 𝑞 2

in the case 𝑝2≪ 𝑀2

L

L

L

L

LL

L

= =
1

𝑀2

H

H

L

L

LL

H

= න
𝑑𝐷𝑘

𝑘4 𝑘2 +𝑀2

H

H

H

H

LL

H

= න
𝑑𝐷𝑘 𝑑𝐷𝑞

𝑘4 (𝑘 − 𝑞)2+𝑀2 𝑞4
= =

𝑝, 𝑘, 𝑞 ≪ 𝑀 𝑝, 𝑞 ≪ 𝑘,𝑀 𝑝 ≪ 𝑘, 𝑞,𝑀

Operators and Wilson coeffs in EFT  



Expansion-by-regions Technique

Simplified example:

(= 𝑀)

Contribution of each scale 

given by contour integral 

around singularity

EFTがfull theoryのloop積分をどのように
分解しているのかを説明する。

Beneke, Smirnov



応用例

基礎物理定数の決定： 𝑚𝑐 , 𝑚𝑏, 𝑚𝑡 , 𝛼𝑠, |𝑉𝑐𝑏|

Kiyo, Mishima, Takaura, Hayashi 他との共同研究



Expansion-by-regions Technique

Simple example (2 scales):

EFTがfull theoryのループ積分をどのように

分解しているかの理論的基礎付けを与える。

Beneke, Smirnov

𝑀𝐷−4𝑓
𝑚2

𝑀2
= න𝑑𝐷𝑝

1

𝑝2 +𝑚2 𝑝2 +𝑀2

= න𝑑𝐷𝑝
1

𝑝2 +𝑚2
෠𝑇𝑝2

1

𝑝2 +𝑀2 + න𝑑𝐷𝑝 ෠𝑇𝑚2
1

𝑝2 +𝑚2

1

𝑝2 +𝑀2

𝑚2 ≪ 𝑀2

1

𝑀2 1 −
𝑝2

𝑀2 +
𝑝4

𝑀4 −
𝑝6

𝑀6 +⋯
1

𝑝2
1 −

𝑚2

𝑝2
+
𝑚4

𝑝4
−
𝑚6

𝑝6
+⋯



Expansion-by-regions Technique

Simple example (2 scales):

EFTがfull theoryのループ積分をどのように

分解しているかの理論的基礎付けを与える。

Beneke, Smirnov

𝑀𝐷−4𝑓
𝑚2

𝑀2
= න𝑑𝐷𝑝

1

𝑝2 +𝑚2 𝑝2 +𝑀2

= න𝑑𝐷𝑝
1

𝑝2 +𝑚2
෠𝑇𝑝2

1

𝑝2 +𝑀2 + න𝑑𝐷𝑝 ෠𝑇𝑚2
1

𝑝2 +𝑚2

1

𝑝2 +𝑀2

𝑚2 ≪ 𝑀2

𝑝2 ≲ 𝑚2 ≪ 𝑀2 𝑚2 ≪ 𝑀2 ≲ 𝑝2

1

𝑀2 1 −
𝑝2

𝑀2 +
𝑝4

𝑀4 −
𝑝6

𝑀6 +⋯
1

𝑝2
1 −

𝑚2

𝑝2
+
𝑚4

𝑝4
−
𝑚6

𝑝6
+⋯



EFTのdynamicalな自由度:

𝑄, ത𝑄 :   𝑝0 −𝑚, ҧ𝑝0 −𝑚 ≲ 𝛽2𝑚, Ԧ𝑝 ≲ 𝛽𝑚

𝑔 :     𝑘0, 𝑘 ≲ 𝛽2𝑚
他はintegrate out

量子力学の運動方程式に従う2体系

𝑖
𝜕

𝜕𝑡
− ෡𝐻 𝜓( Ԧ𝑥1, Ԧ𝑥2; 𝑡) = 0

෡𝐻 =
Ԧ𝑝1
2

2𝑚
+

Ԧ𝑝2
2

2𝑚
−

𝐶𝐹𝛼𝑠
Ԧ𝑥1 − Ԧ𝑥2

+
𝐶1
𝑚2

𝛿3 Ԧ𝑥1 − Ԧ𝑥2 +
𝐶2

𝑚2𝑟3
𝐿 ∙ Ԧ𝑆 + ⋯

=෍

𝑖

1

𝑚𝑛𝑖
෠𝑂𝑖( Ԧ𝑥1, Ԧ𝑥2, Ԧ𝑝1, Ԧ𝑝2)

1

𝑚
展開 = 𝛽展開

IR gluonとの結合： 𝑖
𝜕

𝜕𝑡
→ 𝑖𝐷𝑡 , 𝑖 Ԧ𝑝𝑘 → ∇𝑘 − 𝑖𝑔 Ԧ𝐴( Ԧ𝑥𝑘 , 𝑡)

Ԧ𝑟 ≡ Ԧ𝑥1 − Ԧ𝑥2 とすると 𝑟 ~ 𝑝−1~ 𝛽𝑚 −1 より 𝑟𝑘0, 𝑟 𝑘 ~𝛽 ≪ 1 で展開。

多重極展開：

𝐴𝜇 𝑋 ±
Ԧ𝑟

2
, 𝑡 → 𝐴𝜇 𝑋, 𝑡 ±

Ԧ𝑟

2
∙ ∇𝐴𝜇 𝑋, 𝑡 +

1

8
𝑟𝑖𝑟𝑗𝜕𝑖𝜕𝑗𝐴𝜇 𝑋, 𝑡 + ⋯

𝑋



量子力学の運動方程式に従う2体系

𝑖
𝜕

𝜕𝑡
− ෡𝐻 𝜓( Ԧ𝑥1, Ԧ𝑥2; 𝑡) = 0

෡𝐻 =
Ԧ𝑝1
2

2𝑚
+

Ԧ𝑝2
2

2𝑚
−

𝐶𝐹𝛼𝑠
Ԧ𝑥1 − Ԧ𝑥2

+
𝐶1
𝑚2

𝛿3 Ԧ𝑥1 − Ԧ𝑥2 +
𝐶2

𝑚2𝑟3
𝐿 ∙ Ԧ𝑆 + ⋯

=෍

𝑖

1

𝑚𝑛𝑖
෠𝑂𝑖( Ԧ𝑥1, Ԧ𝑥2, Ԧ𝑝1, Ԧ𝑝2)

1

𝑚
展開 = 𝛽展開

IR gluonとの結合： 𝑖
𝜕

𝜕𝑡
→ 𝑖𝐷𝑡 , 𝑖 Ԧ𝑝𝑘 → ∇𝑘 − 𝑖𝑔 Ԧ𝐴( Ԧ𝑥𝑘 , 𝑡)

Ԧ𝑟 ≡ Ԧ𝑥1 − Ԧ𝑥2 とすると 𝑟 ~ 𝑝−1~ 𝛽𝑚 −1 より 𝑟𝑘0, 𝑟 𝑘 ~𝛽 ≪ 1 で展開。

多重極展開：

𝐴𝜇 𝑋 ±
Ԧ𝑟

2
, 𝑡 → 𝐴𝜇 𝑋, 𝑡 ±

Ԧ𝑟

2
∙ ∇𝐴𝜇 𝑋, 𝑡 +

1

8
𝑟𝑖𝑟𝑗𝜕𝑖𝜕𝑗𝐴𝜇 𝑋, 𝑡 + ⋯

𝑋

𝑍 = න𝒟𝐴𝜇න𝒟𝜓 𝒟𝜓† exp 𝑖 න𝑑𝑡 𝑑3 Ԧ𝑥1𝑑
3 Ԧ𝑥2𝜓

† 𝑖𝐷𝑡 − ෡𝐻( Ԧ𝑥1, Ԧ𝑥2, Ԧ𝑝1 − 𝑖𝑔 Ԧ𝐴, Ԧ𝑝2 − 𝑖𝑔 Ԧ𝐴) 𝜓

ゲージ場を多重極展開

Potential-NRQCD



Titard, Yndurain; Pineda, Yndurain

= 8.43 + 0.72 + 0.25 + 0.07 − 0.02 GeV

= 8.43 + 1.17 + 0.26 + 0.10 − 0.04 GeV
Kiyo, Mishima, YS

Kniehl, Penin, Smirnov, Steinhauser

Kiyo, Anzai, YS; Smirnov, Steinhauser

෡𝐻3 = known

෡𝐻4 = largely unknown



𝑙 𝑙 − 𝑘

𝑝1 𝑝1 + 𝑙 𝑝1 + 𝑘

𝑝2 𝑝2 − 𝑙 𝑝2 − 𝑘

・ Soft と potential regionの境界の不定性 (1ループの場合)

pinch singularity                       single-pole potential contr.

同じ積分でも、ダイアグラムのトポロジーごとに区別して、potential/softの寄与
を定義した方が、物理的にはreasonable。（積分ごとに定義することも可能だ
が、不自然さが不可避。）




