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摂動QCD	

‘09 Static QCD potential: αs^4  (3-loops)	
Anzai, Kiyo, Sumino	

‘12 R-ratio (e+ e-→hadrons):  
 αs^4 (5-loops) 

現在の摂動QCD	

摂動予言はより正確になっている	

Baikov, Chetyrkin, Kuhn, Ritteiger	

Smirnov, Smirnov, Steinhauser	

’17 Beta function: αs^6  (5-loops) 
Baikov, Chetyrkin, Kuhn 
Herzog, Ruiji, Ueda, Vermaseren, Vogt	



摂動級数の発散	

Observable Xに対する摂動級数	

高次に行くほど正確な予言が得られるか？ 

X: dimensionless	X(Q2) =
XXX

n�0

dn↵
n+1
s

Q2 � ⇤2
QCD



摂動級数の発散	

Observable Xに対する摂動級数	

高次に行くほど正確な予言が得られるか？→NO 

X: dimensionless	

|dn| ⇠ n!vn
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rm

	

摂動級数は発散する 
(for any αs)	

→NOT Taylor series	

(n � 1)

X(Q2) =
XXX

n�0

dn↵
n+1
s

Q2 � ⇤2
QCD



摂動論の限界	

摂動論の予言精度には限界がある！	

不可避な誤差	
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rm
	

“リノーマロン誤差”	

⇠ (⇤QCD/Q)n

摂動論はリノーマロン誤差を超える精度の予言を与えられない	

‘t Hooft	



リノーマロンと現象論	

リノーマロン誤差	 ⇤QCD ⇠ 0.3 GeV
<latexit sha1_base64="JZjk10221hshmMRBhjDisRg586g="></latexit>

Charm, bottom physics	

with	

αs determination with lattice result	

これらの解析はヒッグスの物理を調べるにも精密化が必要	

リノーマロンの問題は現象論的にも重要になっている	

⇠ (⇤QCD/Q)n
<latexit sha1_base64="ERJ8sxZ5UU8IR7RSUM34BwegyVY="></latexit>

Q ' 1 GeV
<latexit sha1_base64="A3NG8Q0KT1WhDlDsvJKTsyE5yHw="></latexit>

Q ' 1� 4 GeV
<latexit sha1_base64="f+gl31hIzy3qABla6USKeEokbSs="></latexit>



X(Q) = CX
1 (Q) +CX

FF (Q)
h0|F a

µ⌫F
a
µ⌫ |0i

Q4
+O((⇤QCD/Q)6)

<latexit sha1_base64="dOs1zk7bQWEF/whlA82NiwWVM2g="></latexit>

リノーマロン克服のキー	

非摂動効果を考えることが必要 → 演算子積展開(OPE) 

1/Q展開： Lorentz不変、ゲージ不変な演算子による展開	

General form	



X(Q) = CX
1 (Q) +CX

FF (Q)
h0|F a

µ⌫F
a
µ⌫ |0i

Q4
+O((⇤QCD/Q)6)

<latexit sha1_base64="dOs1zk7bQWEF/whlA82NiwWVM2g="></latexit>

リノーマロン克服のキー	

非摂動効果を考えることが必要 → 演算子積展開(OPE) 

1/Q展開： 

摂動論	

Lorentz不変、ゲージ不変な演算子による展開	

非摂動効果	
                                   は 
  αsで展開するとall-orderで0	

の摂動評価にはリノーマロン誤差	

グルーオン凝縮　　　　　　　　　 の理解がリノーマロン克服のキー	

⇠ ⇤4
QCD/Q4

<latexit sha1_base64="d2f06ci75cXG9KMQJ/chpmDw2Ig="></latexit>

⇤QCD = µe�
2⇡

�0↵s(µ)
<latexit sha1_base64="EIlfRSVxMREU+bwgpodj0cetkZM="></latexit>

CX
1 (Q)

<latexit sha1_base64="hsv4uTPqAsGxpxGq84pmfhwakKM="></latexit>

h0|F a
µ⌫F

a
µ⌫ |0i

<latexit sha1_base64="DVYkP8v/NQ+Ic+mHmxmBHlO1gY0="></latexit>

⇠ ⇤4
QCD/Q4

<latexit sha1_base64="SluXu+WYJokzTrTx1P1FCXvpldo="></latexit>

General form	

1985 Muller	



X(Q) = CX
1 (Q) +CX

FF (Q)
h0|F a

µ⌫F
a
µ⌫ |0i

Q4
+O((⇤QCD/Q)6)

<latexit sha1_base64="dOs1zk7bQWEF/whlA82NiwWVM2g="></latexit>

摂動計算	

素朴な発想	

グルーオン凝縮と物理量の関係はOPEを通じて与えられる	

測定	



X(Q) = CX
1 (Q) +CX

FF (Q)
h0|F a

µ⌫F
a
µ⌫ |0i

Q4
+O((⇤QCD/Q)6)

<latexit sha1_base64="dOs1zk7bQWEF/whlA82NiwWVM2g="></latexit>

摂動計算	

素朴な発想	

グルーオン凝縮と物理量の関係はOPEを通じて与えられる	

測定	 決定	

しかしそもそも　　　　　 の摂動計算は発散する	

何かしらの正則化が必要　	

一度　　　　　　　　　の値がわかれば、他のオブザーバブル 
Xの1/Q^4項の「予言」ができる	

h0|F a
µ⌫F

a
µ⌫ |0i

<latexit sha1_base64="DVYkP8v/NQ+Ic+mHmxmBHlO1gY0="></latexit>

CX
1 (Q)

<latexit sha1_base64="hsv4uTPqAsGxpxGq84pmfhwakKM="></latexit>



これまでの取り扱い	
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n⇤
<latexit sha1_base64="1BtwXoi+IcIedhyHDhG/rjp0XHo="></latexit>

問題点	

は繰り込み点に依る	1.  	

2.  	

よく用いられる処方箋	

この                 を用いて定義されるグルーオン凝縮は 
他のXに対するグルーオン凝縮の値と同じと保証されない	

→他のオブザーバブルXにおけるOPEのinputとして使えるか疑問	

CX
1 (Q)|reg. =

n⇤XXX

n=0

dn↵
n+1
s

<latexit sha1_base64="bPH3Xh9tLkjIGta/Q2C4L1uLc+4="></latexit>

CX
1 (Q)|reg. =

n⇤XXX

n=0

dn↵
n+1
s

<latexit sha1_base64="bPH3Xh9tLkjIGta/Q2C4L1uLc+4="></latexit>

[n⇤ ⇠ 1/↵s(µ)]
<latexit sha1_base64="mLtsj3qeJnux6KMgIf1G/Nf2s+w="></latexit>

CX
1 (Q)|reg.

<latexit sha1_base64="dynZ79Y/n03C3SRaT++m6a9UANg="></latexit>



Our work	

改善した摂動計算をOPEと組み合わせることにより、 
リノーマロン克服のキーであるグルーオン凝縮を定義	

くりこみ点に依らない	

オブザーバブルに依らない	
ユニバーサルな量として定義する	

但し今回の話は摂動級数を”LL”のモデルで扱う	
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All-order perturbative series 
in “LL” approximation	

LO	

ZZZ 1

0

d⌧

2⇡⌧
wX(⌧/Q2)↵s(µ)

<latexit sha1_base64="ajheMppxb7rVtLGYANJHBwUKY9U="></latexit>

“LL”	
ZZZ 1

0

d⌧

2⇡⌧
wX(⌧/Q2)↵�0(⌧ )

<latexit sha1_base64="PwM2opmWVD1im5B2vzGTfTnPJJU="></latexit>

↵�0(⌧ ) =
4⇡

�0

1

log(⌧/(e5/3⇤2
QCD))

<latexit sha1_base64="Mqz8f+q+SYNpp1KBND8dFHHwASE="></latexit>

・ LL accuracy	

・ リノーマロンを持つ全次数	

e5/3⇤2
QCD

↵�0(⌧ )
<latexit sha1_base64="mFHwwuSJaz5trBXQo71Sa3bH/XU="></latexit>

Brodsky, Lepage, Mackenzie, 
Beneke, Braun	

p2 = ⌧
<latexit sha1_base64="Q7QR8pTdcGnbgOzp0mKpBa05JQI="></latexit>



Cutoffを用いた　　　　　　　の定義	CX
1 (Q)|reg.

<latexit sha1_base64="dynZ79Y/n03C3SRaT++m6a9UANg="></latexit>

CX
1 (Q) =

ZZZ 1

0

d⌧

2⇡⌧
wX(⌧/Q2)↵�0(⌧ )

<latexit sha1_base64="jZ1C970F+o8FRDx0RQMSMgKMO9I="></latexit>

CX
1 (Q;µf) =

ZZZ 1

µ2
f

d⌧

2⇡⌧
wX(⌧/Q2)↵�0(⌧ )

<latexit sha1_base64="tM06OqRJhMaL4Lyz3oyPIWXMPz0="></latexit>

正則化	

正則化パラメータに依らない部分を抜き出す	

e5/3⇤2
QCD

µ2
f

<latexit sha1_base64="AZFqQ+u8sofSJJ7X2/Jm7C4jc50="></latexit>

↵�0(⌧ )
<latexit sha1_base64="LFJ/6rY6Voppgh2QEJTy32RBtx4="></latexit>

[n⇤ $ µf ]
<latexit sha1_base64="blySQrC8npal2x264Ft5ion+rvo="></latexit>



Cutoff非依存部分	

CX
1 (Q;µf) =

ZZZ 1

µ2
f

d⌧

2⇡⌧
wX

✓
⌧

Q2

◆
↵�0(⌧ )

<latexit sha1_base64="CR0gzxroC/0xbPLsJ7jTAp4On+w="></latexit>

解析関数WXを考える	 2ImWX(x) = wX(x)
<latexit sha1_base64="kj7c/FEPbF2mRgJ8lXIqYKYDWq8="></latexit>

for x > 0
<latexit sha1_base64="b+lWz6ysngEHFZFkDoobB7AxWYA="></latexit>

複素平面で積分路を変形	

Method	

µf-independent !	

2016 Mishima, Sumino, HT	



Cutoff非依存部分	

CX
1 (Q;µf) = CX,RF

1 (Q)� Im

ZZZ

Cb

d⌧

2⇡⌧
ib2,X

✓
⌧

Q2

◆2

↵�0(⌧ )
<latexit sha1_base64="i/eB+0lKDHMM7okhHZlaqAw57k0="></latexit> =<latexit sha1_base64="7+imKdBVx9mbZ3Hzec+fAobKqxs="></latexit>

O(µ4
f/Q

4)
<latexit sha1_base64="6TJlj4AUb9yqgettZEBJEC+ZxK8="></latexit>

µf indep.	

2016 Mishima, Sumino, HT	
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How is the result  
used in OPE?	

UV cutoff	
k > µf

<latexit sha1_base64="ffchIHW2BFzoQQTFH64+f4PIRrc="></latexit>

IR cutoff	
k < µf

<latexit sha1_base64="iIiu18KPpGwDsBYnjSxk49Yprp4="></latexit>

h0|F a
µ⌫F

a
µ⌫ |0i|k<µf

<latexit sha1_base64="HAdFAVyn3YepV/1LS9+jlg23cnI="></latexit>

に注目	

X(Q) = CX
1 (Q;µf) +CX

FF

h0|↵s

⇡
F a
µ⌫F

a
µ⌫ |0i|k<µf

Q4
+ ...

<latexit sha1_base64="u9xZuyvMBrTCEL+gFBIp2yZY8i8="></latexit>

CX
1 (Q;µf) = CX,RF

1 (Q)� Im

ZZZ

Cb

d⌧

2⇡⌧
ib2,X

✓
⌧

Q2

◆2

↵�0(⌧ )
<latexit sha1_base64="ElE/+tcnf/NukNbIIdoH9AdsXuU="></latexit>

第一項	

第二項	



How is the result  
used in OPE?	

UV cutoff	
k > µf

<latexit sha1_base64="ffchIHW2BFzoQQTFH64+f4PIRrc="></latexit>

IR cutoff	
k < µf

<latexit sha1_base64="iIiu18KPpGwDsBYnjSxk49Yprp4="></latexit>

X(Q) = CX
1 (Q;µf) +CX

FF

h0|↵s

⇡
F a
µ⌫F

a
µ⌫ |0i|k<µf

Q4
+ ...

<latexit sha1_base64="u9xZuyvMBrTCEL+gFBIp2yZY8i8="></latexit>

第一項のcutoff dependence	

第二項のcutoff dependence	

µf dep.
<latexit sha1_base64="A+yV1/FYH0bSo1MLgxgF3mtWIrE="></latexit>

�
b2,X

2
Im

ZZZ

Cb

d⌧

⇡⌧
i

✓
⌧

Q2

◆2

↵�0(⌧ )
<latexit sha1_base64="l6gbacdgtZ3at0ZRVCtfxT/Ow9c="></latexit>

CX
FF

h0|↵s

⇡
F a
µ⌫F

a
µ⌫ |0i|k<µf

Q4
⇠ CX

FF

3(N2
c � 1)

8⇡2

ZZZ µ2
f d⌧

⇡⌧

✓
⌧

Q2

◆2

↵�0(⌧ )
<latexit sha1_base64="chEm9scN3GoXPrCjwBL/q6XnPHo="></latexit>



Cancellation of  
cutoff dependence	

b2,X

2
= CX

FF

3(N2
c � 1)

8⇡2
<latexit sha1_base64="mJTjndHBQu8GKfQidyX0nOEEJXA="></latexit>

以下のXで実際に成立	

・ Current-current correlator (Adler fn.)	

・ Static QCD potential	

・ Energy density operator defined in gradient flow	

2018 H. Suzuki, HT	

OPEの第一項と第二項でcutoff dependenceはキャンセルする	

Cutoffはキャンセル	

2017 HT	



Rearrangement of OPE	

X(Q) = CX
1 (Q;µf) +CX

FF

h0|↵s

⇡
F a
µ⌫F

a
µ⌫ |0i|k<µf

Q4
+ ...

<latexit sha1_base64="u9xZuyvMBrTCEL+gFBIp2yZY8i8="></latexit>

X(Q) = CX,RF
1 (Q) +CX

FF

h0|↵s

⇡
F a
µ⌫F

a
µ⌫ |0iRF

Q4
+ ...

<latexit sha1_base64="6ZbrjY5bcnSbpnIGgh0BT+yxQ10="></latexit>

µf dependenceのキャンセル	

Cutoff scale µf 、くりこみ点、オブザーバブルに依らない	

グルーオン凝縮の定義	

⌘
h0|↵s

⇡
F a
µ⌫F

a
µ⌫ |0i|k<µf

Q4
�

3(N2
c � 1)

8⇡2
Im

ZZZ

Cb

i
d⌧

⇡⌧

✓
⌧

Q2

◆2

↵�0(⌧ )
<latexit sha1_base64="CO22vSYbcZr9yfmqthL18uZKG78="></latexit>

h0|↵s

⇡
F a
µ⌫F

a
µ⌫ |0iRF

Q4
<latexit sha1_base64="R2Rn/HJtjasvNJ3wnCC25my7tVs="></latexit>

2018 H. Suzuki, HT	



・ 他のXでは　　　　　　　 を計算し、 CX,RF
1 ,CX

FF
<latexit sha1_base64="wI45SF1cqUUrAERKOOF9E4CPs7U="></latexit>

inputとして　　　　　　        を用いる h0|
↵s

⇡
F a
µ⌫F

a
µ⌫ |0iRF

<latexit sha1_base64="bkoSsd8ymWfY2qn3PVO0Uo3CRM8="></latexit>

リノーマロン克服のシナリオ	

・ あるXから　　　　　　　　　　を決定　 

リノーマロン克服のシナリオ	

X(Q) = CX,RF
1 (Q) +CX

FF

h0|↵s

⇡
F a
µ⌫F

a
µ⌫ |0iRF

Q4
<latexit sha1_base64="r0v6YACjaODBwPWVrwk3LdO9x5M="></latexit>

+...
<latexit sha1_base64="xVx8R/pa5MweQoVuShxM4TB94lE="></latexit>

h0|
↵s

⇡
F a
µ⌫F

a
µ⌫ |0iRF

<latexit sha1_base64="bkoSsd8ymWfY2qn3PVO0Uo3CRM8="></latexit>

h0|
↵s

⇡
F a
µ⌫F

a
µ⌫ |0iRF

<latexit sha1_base64="bkoSsd8ymWfY2qn3PVO0Uo3CRM8="></latexit>

・ 摂動論だけでは決められなかった                -項が確定! ⇤4
QCD/Q4

<latexit sha1_base64="WtgdgYcRAP89Cf2v3nspNyz4VHE="></latexit>

理論計算できない唯一の部分　　　　　　　　　　　　をXに依らない量に	

2018 H. Suzuki, HT	



まとめ	

・ 摂動QCDではリノーマロン誤差が生じ、 
　これへの対処は現象論的にも重要になっている 

・ リノーマロンを克服するにはOPE、特にグルーオン凝縮が 
　キーとなる 

・ OPEを正則化パラメータ非依存に用いる手法を提案 
X(Q) = CX

1 (Q;µf) +CX
FF

h0|↵s

⇡
F a
µ⌫F

a
µ⌫ |0i|k<µf

Q4
+ ...

<latexit sha1_base64="u9xZuyvMBrTCEL+gFBIp2yZY8i8="></latexit>

X(Q) = CX,RF
1 (Q) +CX

FF

h0|↵s

⇡
F a
µ⌫F

a
µ⌫ |0iRF

Q4
+ ...

<latexit sha1_base64="HRRYVgM+R6aY3RmYc/Hp8oICVPo="></latexit>

・リノーマロン克服のためのパラメータをユニバーサルな 
　一つの量に帰着 克服可能に!	



教訓と課題	

・　今回の摂動級数の取り扱いはモデル的近似を含む	

より体系的な近似法に移行する必要	

・　摂動論、およびグルーオン凝縮に適切な正則化をし、 
　　そのパラメータ非依存部分を抜き出すことが重要	

非摂動効果を種々の不安定性（繰り込み点、cutoff、オブザーバブル）を 
持たないように定義 



Back up	



Attempt of numerical estimate 
of gluon condensate	


