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1 動機

♦ 弦理論の非摂動的定式化　⇐=　 large-Nゲージ理論、matrix model

SUSYが本質的な役割　=⇒　SSB of SUSY

しかしこのようなmatrix modelは (全く)知られていない

c.f. T.K.-Sugino, Nucl. Phys. B796 :471-499, 2008. arXiv:0710.3971 [hep-th]

純粋にmatrix modelの枠内で”自発的に”SUSYが破れる新しい機構を提案

2 SUSY quantum mechanics

Euclidean SUSY QM:

S =

∫ β

0

dt

[
1

2
B2 + iB

(
φ̇+W ′(φ)

)
+ ψ̄

(
ψ̇ +W ′′(φ)ψ

)]
, W (φ) : superpotential

SUSY: Qφ = ψ, Qψ = 0,

Qψ̄ = −iB, QB = 0, Q2 = 0

Q̄: Q̄φ = −ψ̄, Q̄ψ̄ = 0, Q̄ψ = −iB + 2φ̇, Q̄B = 2i ˙̄ψで{Q, Q̄} = 2∂t.

SUSY inv.

S = Q

∫
dtψ̄

(
i

2
B −

(
φ̇+W ′(φ)

))
.
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♦ 自発的にSUSYが破れる例: (注: 有限系) Witten

W ′(φ) = g(φ2 + µ) =⇒ scalar potential:
g2

2
(φ2 + µ)2

• µ > 0: φ = 0, E0 =
1

2
g2µ2 > 0, B = −iW ′(φ) = −igµ 6= 0: SSB

• µ < 0: φ = ±√−µ, しかしE0 6= 0 ⇐ instanton effect: SSB

注: Witten indexのµに関する解析性。しかしµ < 0では V →∞でSUSYが回復

行列模型あるいは latticeなどへの適用を念頭に置くと、経路積分形式で定式化したい

⇒ order parameterは?

SSBのorder parameter: 〈B〉、より一般に 〈Bn〉 (Bn = i{Q, ψ̄Bn−1})

しかし
∫

PBC

D(fields)Be−S = 0!

∵ いつものように完全系をはさむと
∫

PBC

D(fields)Be−S = tr
(
(−1)FBe−βH

)

自発的対称性の破れ → E0 > 0だと各 levelについて |fn〉 = 1√
En
Q |bn〉 が存在

→ 〈bn|B |bn〉 = 〈fn|B |fn〉
同じ議論でZ =

∫

PBC

D(fields)e−S = tr
(
(−1)Fe−βH

)
= 0! =⇒ 〈B〉 =

0

0
の状況!

縮退した真空間でのキャンセレーション → SSBの場合は一つ真空を選ぶべき
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twisted boundary condition

自発的対称性の破れ: 無限小の外場の影響を見る　→ SUSYの場合、twisted b.c.

φ(t+ β) = φ(t), ψ(t+ β) = eiαψ(t), B(t+ β) = B(t)

このとき (−1)F → (−e−iα)Fが簡単に分かるので

Zα =

∫

TBC

D(fields)e−S = tr
(
(−e−iα)Fe−βH

)

=
∞∑
n=0

(〈bn|bn〉 − e−iα 〈fn|fn〉
)
e−βEn = (1− e−iα)

∞∑
n=0

〈bn|bn〉 e−βEn 6= 0,

〈B〉α ≡
1

Zα

∫

TBC

D(fields)Be−S =
tr
(
(−e−iα)FBe−βH

)

tr ((−e−iα)Fe−βH)

=

∑∞
n=0

(〈bn|B |bn〉 − e−iα 〈fn|B |fn〉
)
e−βEn∑∞

n=0 (〈bn|bn〉 − e−iα 〈fn|fn〉) e−βEn

=
(1− e−iα)

∑∞
n=0 〈bn|B |bn〉 e−βEn

(1− e−iα)
∑∞

n=0 〈bn|bn〉 e−βEn
: 有限

αはキャンセル。α→ 0極限もwell-defined

→ αはよい regularizationになっており、SUSY SSBのためのよい外場

経路積分形式でSUSYの自発的破れを議論する枠組み
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discretized SUSY quantum mechanics

時間方向を離散化する:

S = Q

T∑

i=1

¯ψ(t)

(
i

2
B(t)−

(
φ(t+ 1)− φ(t) +W ′(φ(t))

))

=
T∑

i=1

[
1

2
B(t)2 + iB(t)

(
φ(t+ 1)− φ(t) +W ′(φ(t))

)

+ ψ̄(t)
(
ψ(t+ 1)− ψ(t) +W ′′(φ(t))ψ(t)

)]
.

以後T = 1 ⇒ twisted b.c.: φ(2) = φ(1), ψ(2) = eiαψ(1), B(2) = B(1)

Sα =
1

2
B2 + iBW ′(φ) + ψ̄

(
eiα − 1 +W ′′(φ)

)
ψ,

Zα =

∫
dφdBdψdψ̄ e−Sα.
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知られていること: W ′(φ): odd → SUSY、W ′(φ): even → /SUSY 実際、

Zα ∝
∫ ∞
−∞

dφ
(
eiα − 1 +W ′′(φ)

)
e−

1
2W
′(φ)2

= (eiα − 1)

∫ ∞
−∞

dφ e−
1
2W
′(φ)2

+

∫
dXe−

1
2X

2
(X = W ′(φ))

=

{ √
2π for W ′(φ) : odd

0 for W ′(φ) : even
as α→ 0

〈B〉α =
1

Zα

∫
dφdBdψdψ̄

=
1

Zα

∫ ∞
−∞

dφW ′(φ)
(
eiα − 1 +W ′′(φ)

)
e−

1
2W
′(φ)2

=
1

Zα
(eiα − 1)

∫ ∞
−∞

dφW ′(φ)e−
1
2W
′(φ)2

+
1

Zα

∫ ∞
−∞

dφ
∂

∂φ
e−

1
2W
′(φ)2

=

{
0 for W ′(φ) : odd

finite for W ′(φ) : even
as α→ 0
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3 Gaussian supersymmetric matrix model with twsited boundary condition

supersymmetric matrix QM:

S = Q
T∑

i=1

Ntr ¯ψ(t)

(
i

2
B(t)−

(
φ(t+ 1)− φ(t) +W ′(φ(t))

))

=
T∑

i=1

Ntr

[
1

2
B(t)2 + iB(t)

(
φ(t+ 1)− φ(t) +W ′(φ(t))

)

+ ψ̄(t)
(
ψ(t+ 1)− ψ(t) +W ′′(φ(t))ψ(t)︸ ︷︷ ︸

symmetrized

)]
.

φ(t), ψ(t), B(t): N ×N Hermitian matrices

T = 1として twisted b.c. φ(2) = φ(1), ψ(2) = eiαψ(1), B(2) = B(1)

→ Sα = Ntr




1

2
B2 + iBW ′(φ) + ψ̄

(
eiα − 1 +W ′′(φ)

)
ψ

︸ ︷︷ ︸
symmetrized




Gaussian case: W ′(φ) = gφ

Sα = Ntr

[
1

2
B2 + igBφ+ ψ̄

(
eiα − 1 + g

)
ψ

]

∀α, ∀Nに対し、
〈

1

N
trBn

〉
= 0 とくにα→ 0, N →∞の順番によらずSUSY
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field dependent boundary condition

φ(2) = φ(1), ψ(2) = e
α
N trV (φ)ψ(1), B(2) = B(1)

主張:

superpot.および twistがN →∞とともにε→ 0となるεを用いてW (εφ)、V (εφ)

という形なら、boundary conditionの効果で large-Nで自発的にSUSYが破れる

例: W ′(εφ) = gεφ、V (εφ) = ε2φ2

Sα = Ntr

[
1

2
B2 + igεBφ+ ψ̄

(
e
α
N trε2φ2 − 1 + gε

)
ψ

]

• α→ 0、その後N →∞
eiαのときと同じ。

〈
1

N
trBn

〉
= 0となってSUSY

• N →∞、その後α→ 0 (cf. 無限体積極限) b.c.に比べW ′′(φ)の寄与が落ちる

Zα ∝
∫
dφ
(
e
α
N trε2φ2 − 1

)N2

e−Ntrg
2
2 ε

2φ2 ∝
∫
dφ′

(
e
α
N trφ′2 − 1

)N2

e−Ntrg
2
2 φ
′2

∝
∫
Dρ(x) expN2

(∫
dxdyρ(x)ρ(y) log |x− y|+ log

(
eiα

∫
dxρ(x)x2 − 1

)

−
∫
dx

1

2
ρ(x)x2

)
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large-N : ρ(x)の鞍点 Brezin-Itzykson-Parisi-Zuber

ρ(x) =
g2

1

6π

√
12

g2
1

− x2: semi-cricle

〈
1

N
trB2

〉
→ −2 as α→ 0: /SUSY

Note

• Gaussian potentialでも無限小のboundaryの効果でSUSYが破れる。”自発的”

• 変形の際も外場の存在が本質的

• V (φ) = φなどZ2を破る外場の場合、Z2も自発的に破れる (superselection rule

がちゃんと働く ⇐ large-N極限)。

破れた後はone-matrix model → 2次元重力、一般には (2,1)-critical point

しかしV (φ) = v +
1

3
φ3としてvをfine tuneすると (2,3)-critical point

(multicritical point) → V (x)も含めて理論の定義と思うべき

• 量子力学の場合は知られている例 (W ′(φ): odd → SUSY, W ′(φ): even →
/SUSY) を再現

• large-Nの二つの役割: 通常の量子力学でε→ 0を先に取ると 〈Bn〉が発散して病
的。large-Nによってよく定義されている
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4 Other superpotential

W ′(φ) = g(φ2 + µ) (もともと有限体積では破れる例)

Sα = Ntr

[
1

2
B2 + igB(φ′2 + µ) + ψ̄

{(
e
α
N trφ′2 − 1

)
ψ + gε(φ′ψ + ψφ′)

}]

Zα ∝
∫
dφ e−Ntr1

2W
′(φ)2

det
((
e
α
N trφ2 − 1

)
1⊗ 1 + εg (1⊗ φ+ φ⊗ 1)

)

• α→ 0の後N →∞: O(−2) modelに帰着。 SUSYは回復!

• N →∞の後α→ 0: W ′′(φ)の寄与が落ちる。SUSYは破れる (実はこの場合は

eiαでも破れる)

one-matrix model(O(0) model)とO(−2) modelが一つのmodelの違った極限とし

て自動的に出る

5 議論

• いろいろなW ′(φ)、V (φ)　 (α→ 0は技術的に困難?)

• field dependent b.c.の起源 (不要?)。ゲージ場? 実はW ′(φ) = φ3ではeiαを入

れておけば large-Nで /SUSY. W ′(φ): odd(破れない例)でeiαを入れてN → 0,

α→ 0を取ると破れているだろう。W ′(εφ)の方が恐らく本質的。
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• 「緩やかポテンシャル極限」 W ′(εφ) with ε→ 0 as N → 0の起源、

物理的理解。 新しいdouble scaling limit?

• Yang-Mills typeへの拡張。分配関数nonzeroのような模型にも有効か?
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