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Introduction

(I)どんな模型を、(II)いかに解くか。

](系の自由度)= ](系の保存量/対称性) −→可積分系

全ての対称性が分かることは、トイ模型であっても重要。

ゲージ理論/弦理論対応：無限自由度の系の対応関係
⇒共通の無限個の対称性があることが期待できる。

=ヤンギアン対称性

AdS/CFT対応の強力な状況証拠。

ヤンギアン対称性に対する理解⇒全領域での対応関係の理解
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AdS/CFT対応で、「対称性」に注目する利点

AdS/CFT 対応
IIB型超弦理論 ←→ 4dimN = 4

on AdS5 × S5 SU(N)超対称ゲージ理論

対応領域
弦理論 ゲージ理論

λ� 1 ←→ λ = g 2
YMN � 1

系の対称性は、結合定数に依存しない。
可積分性 =⇒ 結合定数の全領域での対応が構成できる。
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グローバル対称性
弦理論 PSU(2, 2|4) ゲージ理論

∪
AdS5 SO(2, 4) 4次元共形群
× ×
S5 SO(6) R-対称性

[具体的実現] SU(2|2)スピン鎖模型 [’05 Beisert]
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SU(2|2)スピン鎖模型は、次の仮定を認めるとヤンギアン対称
性をもつ。　

[’07 Beisert]

.

仮定

.

.

.

. ..

. .

代数 SU(2|2)の基本表現 |χ〉は、ヤンギアン代数 {Jn}の
Evaluation表現に持ち上がる。

Jn|χ〉 = unJ|χ〉

仮定
/
ならば、AdS/CFT対応において

無限個の対称性 6=ヤンギアン対称性 !?
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Introduction

Evaluation表現 (Jn|χ〉 = unJ|χ〉) の物理的意味は？
→判然としない。

(c.f.)弦理論側との関連
[カレント代数 ]

Jn = znJ ↔ Jn|χ〉 = unJ|χ〉
代数, z :座標 表現, u :運動量 (の関数)

[KZ方程式 ]

κ
∂

∂zi
Φ =

∑

i 6=j

(JA)i ⊗ (JA)j

zi − zj
Φ ↔ Rij = 1 + ~

(JA)i ⊗ (JA)j

ui − uj
+ · · ·

~ = 1/λ, 古典 r 行列
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示したこと� �

Evaluation表現 Jn|χ〉 = unJ|χ〉は、ヤンギアン代数のすべて
の定義関係式と矛盾しない。
� �
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[模型の特徴 ]

代数の consistencyのみから、１粒子の分散関係が求まる。

代数の対称性のみから、２粒子の散乱行列が求まる。

[うまくいった理由 ]-”Off-Shell”形式
Tr( · · · X · · · Y · · · Z · · · ) −→ [ · · · X · · · Y · · · Z · · · ] 無限の長さ
代数の中心拡大：psu(2|2)nR3

(
Lαβ Qα

b

Sa
β Ra

b

)
n C ,P ,K
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さらに、散乱行列 (R行列)は、

1 Yang-Baxter方程式を満足し、

2 (ほとんど確かに)ヤンギアン対称性をもつ。

1. Yang-Baxter方程式

YBE R12R13R23 = R23R13R12

=

松本拓也 Serre Relation and Higher Grade Generators of the AdS/CFT Yangian Symmetry
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2. ヤンギアン対称性 ({Jn}:無限次元の代数)
2体への作用 (余積)

∆ĴA = ĴA ⊗ 1 + 1⊗ ĴA + ~
2 JB ⊗ JC fCB

A

︸ ︷︷ ︸
非局所的

[∆ĴA,R12]|χ1χ2〉 = 0 ∀ĴA ∈ Y(psu(2|2)nR3)

ヤンギアンのある表現 (Evaluation表現)を仮定する!

Ĵ|χ〉 = uJ|χ〉 (u : spectral parameter)

松本拓也 Serre Relation and Higher Grade Generators of the AdS/CFT Yangian Symmetry
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やること� �

Evaluation表現 Jn|χ〉 = unJ|χ〉が、ヤンギアン代数のすべて
の定義関係式と矛盾しないことを示す。
� �
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表記

.

構造定数

.

.

.

. ..

.

.

fABC ←→
A

B C

（例）Jacobi id.

f (AB|D fD
|C)E = 0 ←→ + + = 0
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AB , [JA, ĴB ] = ĴC fC

AB

ヤコビ恒等式

[JA, [JB , JC ]] + cyclic = 0

セール関係式
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AB

ヤコビ恒等式

[JA, [JB , JC ]] + cyclic = 0

セール関係式
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が準同型であることを保証
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(2)高次生成子に対する制限
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セール関係式の証明

やること� �

Evaluation表現 Ĵ|χ〉 = uJ|χ〉 とヤンギアンのすべての定義方
程式が矛盾しないこと。特に、セール関係式と両立しているか。
� �

(
[ĴA, [ĴB , JC ]] + cyclic

)|χ〉 = {JL, JM , JN}|χ〉

(左辺) = u2 × (Jacobi id)|χ〉 = 0 なので、

(右辺) = {JL, JM , JN}|χ〉 = 0 を示す。
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困難 (1)

psu(2|2)nR3はキリング形式 gAB が縮退している。
−→ 添え字の上げ下げができない。

[解決策 ]例外代数 d(2, 1; ε)を使う。
縮退のないキリング形式をもち、
ε→ 0極限で psu(2|2)nR3に帰着する。
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RR fR
RR fRRR × {R,R,R}|χ〉 = (128項)

[解決策 ] 3次元 γ-行列形式　
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δK

L δ
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Clifford代数

.

.

.
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L(γB)L

M + (γB)K
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M = 2δK
Mg AB

with g AB = δB
A′δ
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c.f. δA
A = 3
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全ての組み合わせを計算。

結果

(
[ĴA, [ĴB , JC ]] + cyclic

)|χ〉 = −~
2

24
{JL, JM , JN}|χ〉 = 0.
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psu(2|2)nR3の基本表現 |χ〉 （スピン鎖の 1-マグノン状態）はヤ
ンギアンの Evaluation表現に持ち上がる。
例外代数 d(2, 1; ε)の∞次元表現 |χn〉も持ち上がる。
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)
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一般論

Grade-2生成子

[ĴB , ĴC ] =
̂̂
JAfA

BC + X BC with X (A|D fD
|BC) = J3

.

素朴なゲージ

.

.

.

. ..

. .

X BC fCBD = 0

標準的な Grade 2生成子の定義に帰着

̂̂
JA =

1

c2
[ĴB , ĴC ]fCB

A ,
(
c2は、fA

BC fCBD = c2gAD

)

例外代数 d(2, 1; ε) (
ε→0−−−→ psu(2|2)nR3)の場合; c2 = 0

−→ 一般論が使えない。
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[ĴB , ĴC ]fCB

A ,
(
c2は、fA

BC fCBD = c2gAD

)

例外代数 d(2, 1; ε) (
ε→0−−−→ psu(2|2)nR3)の場合; c2 = 0

−→ 一般論が使えない。

松本拓也 Serre Relation and Higher Grade Generators of the AdS/CFT Yangian Symmetry



. . . . . .

. . . . . . .

Introduction

. . . . . . . . . .

su(2|2) スピン鎖模型とセール関係式 (review)

. . . . .

セール関係式の証明

. . . .

高次生成子の構成 まとめと展望

一般論

Grade-2生成子

[ĴB , ĴC ] =
̂̂
JAfA

BC + X BC with X (A|D fD
|BC) = J3

.

素朴なゲージ

.

.

.

. ..

. .

X BC fCBD = 0

標準的な Grade 2生成子の定義に帰着

̂̂
JA =

1

c2
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例外代数 d(2, 1 : ε) の場合

.

’良い’ゲージ

.
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. ..

.

.

X BC |χ〉 = 0

[理由 ] Evaluation表現と矛盾しない。

c.f. [ĴB , ĴC ]|χ〉 =
̂̂
JAfA

BC |χ〉+ X BC |χ〉
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Grade-2生成子

[ĴB , ĴC ] =
̂̂
JAfA

BC + X BC

.

問題

.

.

.

. ..

. .

次の 2条件を同時に満たす X BC は何か？

.

.

.

1 セール関係式　 X (A|D fD
|BC) = J3 かつ

.

.

.

2 ゲージ条件　 X BC |χ〉 = 0

答え� �

X BC =
C

B J3 − 6[JB , JC ]

� �

松本拓也 Serre Relation and Higher Grade Generators of the AdS/CFT Yangian Symmetry



. . . . . .

. . . . . . .

Introduction

. . . . . . . . . .

su(2|2) スピン鎖模型とセール関係式 (review)

. . . . .

セール関係式の証明

. . . .

高次生成子の構成 まとめと展望

例外代数 d(2, 1 : ε) の場合

Grade-2生成子

[ĴB , ĴC ] =
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余積の構成

Grade-2生成子

[ĴB , ĴC ] =
̂̂
JAfA

BC + X BC

Grade-2生成子の 2体への作用 (余積)

∆
̂̂
JA =

̂̂
JA ⊗ 1 + 1⊗ ̂̂JA +

~
2

(Ĵ ⊗ J + J ⊗ Ĵ)

+
~2

24
(J2 ⊗ J + J ⊗ J2)

R行列の対称性

[∆
̂̂
J,R12]|χ1χ2〉 = 0

c2 = 0でも成立。
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高次生成子の構成 まとめと展望

まとめ

psu(2|2)nR3の基本表現（および d(2, 1; ε)の∞表現）は
ヤンギアンの Evaluation表現に持ち上がる。確かにヤンギア
ン対称性をもっていた。

c2 = 0の場合に Grade-2生成子とその余積を構成した。

展望

代数構造全体の理解。c.f. ∆T (u) = T (u)⊗ T (u)

d(2, 1; ε)の物理的意味。

弦理論側での解釈。c.f. Affine Lie algebra

...
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