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最近、局所化公式を用いて ABJM 模型をはじめ多数のM2-braneの系の模型の物理量が厳密
に導かれている。この方面の最近の進展の中からいくつかのトピックを解説する。

1 序

M2-braneは M5-braneとともに、11次元量子重力理論 ＝ M-theoryの基本的な力学的自由度で
ある。11次元超重力理論には計量、重力微子にくわえて 3階反対称テンソルゲージ場が存在する
が、M2-braneはこの電気的源となる 2 + 1次元物体である。

M2-braneは、何枚も重ねて配置されると AdS4の計量を生じるという性質があり、従ってこ
れを用いて AdS/CFT対応の例を構成出来ると期待される。この動機に基づく 3次元超共形場理
論の研究は、2007年から 2008年にいわゆる BLG模型 [1]や ABJM模型 [2]などの高い超対称性
をもった Chern-Simons-matter理論が発見されたのを契機として始まった。以下ではこれらの理
論の中でもっとも標準的な ABJM模型をとり、最近の理論的進展を紹介することにする。

ABJM模型 ABJM模型は以下のオービフォルド C4/Zk上のN 枚のM2-braneの運動を記述す
る 3次元N = 6超対称ゲージ理論である。

C4/Zk ≡ {(z1, z2, z3, z4)}
/
{(zα) ∼ (e

2πi
k zα)}. (1)

AdS/CFT対応から、この模型は AdS4 × (S7/Zk)上の 11次元超重力理論と双対であると予想さ
れる。ここで S7を CP3上の S1束と見なして、ファイバー S1を「M理論の S1」と同定すると、
オービフォルドはこの S1の半径を 1/k倍にするので、kを大きくするとM理論から IIA超弦理
論の弱結合に向かう。

自由エネルギーとそのスケーリング則 ABJM模型は N × N の行列を基本変数とする場の理論
であるため、弱結合領域では理論の力学的自由度の数は O(N2)のスケーリング則に従う。いっぽ
うAdS/CFT対応を仮定すると、強結合領域における自由度の数は O(N3/2)のスケーリング則に
従う。これをまず復習してみる。
理論の力学的自由度の数を計る物理量としては、自由エネルギー（分配関数の対数）を考える。

ここではゲージ理論が強結合となり重力双対理論の古典近似が有効となるパラメータ領域をとり、
古典重力理論の作用を AdS4背景の上で評価して自由エネルギーを求める。AdS4に漸近する任意
の古典的な計量

ds2 = Gµνdξ
µdξν =

L2

u2

(
du2 + gij(u, x)dxidxj

)
(2)
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に対して、Einstein-Hilbert項と宇宙項、外曲率テンソルの対角和に比例する表面項（Gibbons-
Hawking項）の和から自由エネルギーを定めると、素朴には無限大となる。そこで作用の定義域
を u ≥ εと正則化し、さらに発散の相殺項として境界上の誘導計量 γijの適当な局所汎関数を加え
る。その結果、S3を境界にもつ Euclid版AdS4においては自由エネルギーは以下のようになる。

Scl = − 1
16πGN

∫
u≥ε

d4ξ
√
G(R(G) + 6L−2) − 1

8πGN

∫
u=ε

d3x
√
γK

+
1

16πGNL

∫
u=ε

d3x
√
γ{4 + 6R(γ)} =

πL2

2GN
. (3)

N 枚のM2-braneを表す 11次元超重力理論の古典解は、地平線近傍では

ds2 = L2
(1

4
ds(AdS4)2 + ds(S7/Zk)2

)
,

F4 =
3
8
L3dvol(AdS4), ∗F4 = 6L6dvol(S7/Zk). (4)

で与えられる。ただし braneの枚数N とサイズ Lは以下の関係にある。

16πG11 =
1
2π

(2π`p)9, (2π`p)6N = 6L6Vol(S7/Zk).

この解を 4次元に次元削減して公式 (3)を用いると、N 枚のM2-braneの系の自由エネルギーは以
下のように求まる。

F '
√

2π
3

k
1
2N

3
2 . (5)

自由エネルギーの O(N3/2)スケーリング則をゲージ理論で再現するには強結合領域の解析が
必要になり、難しい問題と考えられてきた。ところが球面上の分配関数の厳密解析に関する最近の
進展によって、Drukkerら [4]によってこの問題が解かれた。以下ではこの著しい結果を解説する。

2 ABJM模型のおさらい

IIB brane構成 まず [2]に従い、type IIB超弦理論の braneの配位から出発して N 枚のM2-
braneの系に到る道筋を思い出そう。10次元平坦時空をとり x6を周期 2πRにコンパクト化して、
N 枚のD3-brane (0126)を巻きつける。記法 (0126)は braneが x0, x1, x2, x6軸の方向に伸びてい
るという意味であり、以下でも用いる。次いで x6 = 0および πRに各 1枚ずつNS5-brane(012345)
をおき、D3-braneと図 1左のように交差する状況を考える。
さらに 1枚の NS5-braneを k枚の D5-brane (012349)と結合させて (1, k)5-brane とし、これ

を (x3, x7)平面および (x4, x8)平面を回転面とする方向にもそれぞれ傾け、結果 3次元N = 3の
超対称性を保つようにする（図 1 右）。最後に低エネルギー極限R→ 0をとりM-theory双対に移
ると、2種類の KKモノポールの交差する背景 ' C4/Zk にあるN 枚のM2-brane を得る。
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Figure 1: type IIB brane構成を用いた ABJM模型の導出。

超空間を用いた記述 後の節での便利のために、ABJM模型のラグランジアンを 3次元N = 2の
超場形式を用いて書いておく。この形式は 4次元のN = 1超場形式の次元削減であり、物質多重
項はカイラル超場（記号X,Y,Φなど）、ゲージ多重項は実超場（V, Ṽ など）で表される。3次元
N = 4超対称な理論の超対称多重項にはベクトル多重項、ハイパー多重項があり、前者は実超場
とカイラル超場の対 (V,Φ)、後者はゲージ群の互いに複素共役な表現に属する 1対のカイラル超
場 (X,Y )で表される。
前の段落では type IIB超弦理論のD3-NS5braneの系から出発した。この系のD3-braneの世界

体積上には 3次元N = 4超対称ゲージ理論が実現されている。NS5-braneに仕切られた 2つの区間
にあるN 枚のD3-braneは U(N)×U(N)をゲージ群とするN = 4ベクトル多重項 (V,Φ), (Ṽ , Φ̃)
を生じ、NS5-braneをまたいで 2つの区間のD3-braneをつなぐ開いた弦から U(N)×U(N)の双
基本表現に属するハイパー多重項 (X1, Y1), (X2, Y2)が現れる。この系のラグランジアンは超場形
式で

LN=4 = −
∫
d4θTr

(
X̄ae

2VXae
−2Ṽ + Ȳae

2Ṽ Yae
−2V

)
−
√

2
∫
d2θTr

(
YaΦXa +XaΦ̃Ya

)
+ h.c.

+
1

g2
YM

LYM4[V,Φ] +
1

g2
YM

LYM4[Ṽ , Φ̃], (6)

と書ける。ただし LYM4[V,Φ]は N = 4超対称Yang-Mills（YM）理論のラグランジアンである。

LYM4[V,Φ] =
1
4

∫
d2θTr(WαWα) + h.c.−

∫
d4θTr(Φ̄e2V Φe−2V ). (7)

次に一方の NS5-braneに k単位の D5-brane電荷を与え N = 3超対称性を保つよう傾けた。この
操作は N = 3超対称性を保つ Chern-Simons（CS）項を係数 kで作用に加える操作に相当する。

L = LN=4 + kLCS3[V,Φ] − kLCS3[Ṽ , Φ̃]. (8)
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ここで LCS3[V,Φ]は実超場 V のN = 2 CS項と Φ の 2次の superpotential項からなる。

LCS3[V,Φ] = LCS2[V ] − i

4π

∫
d2θTrΦ2 + h.c.,

LCS2[V ] =
1
4π

Tr
[
εmnp(Am∂nAp −

2i
3
AmAnAp) + 2σD − 2iλ̄λ

]
. (9)

この作用の低エネルギー極限は質量次元をもつYM結合定数を無限大にとって得られるとすると、
LYM4項は消滅してカイラル超場Φ, Φ̃は補助場となる。これを積分除外して、最終的に N = 2超
場形式で書かれた ABJM模型の作用を得る。

LABJM = kLCS2[V ] − kLCS2[Ṽ ] −
∫
d4θTr

(
X̄ae

2VXae
−2Ṽ + Ȳae

2Ṽ Yae
−2V

)
−2πi

k

∫
d2θεabεcdTr(XaYcXbYd) + h.c. (10)

ABJ模型 今までは x6方向に巻きついた N 枚の D3-braneが 5-braneによって 2つの区間に分
けられる状況を議論してきた。この拡張として、2つの区間にあるD3-braneの数が異なる場合を
考えると、U(N +n)k ×U(N)−k CSゲージ場と双基本表現の物質場からなる理論が得られる。こ
れは ABJ模型 [3]と呼ばれ、C4/Zkを運動するN 枚のM2-braneに加えてオービフォルド固定点
に n枚の fractional M2-braneが束縛された系の理論と同定されている。

3 3-球面上の理論の厳密解析

Euclid化された 3次元超対称ゲージ理論の 3-球面上の分配関数は、局所化原理を適用すると行列
積分に帰着できることが Kapustinらによって示された [5]。この手法はのちに Jafferis[6]および
Hamaら [7]によって拡張され、任意の 3次元N = 2超対称ゲージ理論に適用できる公式が確立
した。球面上の理論の解析および局所化原理を適用するというアイデアは、Pestunによる 4次元
N = 2超対称ゲージ理論の解析と同じである。次元が 1低くインスタントンの寄与もないため、3
次元での計算は 4次元に比べてはるかに簡単になる。ここではその厳密公式の導出を解説する。

Killingスピノル 3-球面に限らず一般に曲がった空間の上に大域的超対称な理論を定義できるた
めには、その空間の上で次の Killingスピノル方程式が解を持つことが必要である。

Dmε ≡
(
∂m +

1
4
ωab

mγ
ab

)
ε = γmε̃ for some ε̃. (11)

半径 `の丸い球面上には、

Dmε = ± i

2`
γmε (12)
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なるKillingスピノルが、正負の符号それぞれに対し 2個ずつ、合計 4つ存在する。これを用いて
3-球面上の超対称な場の理論を構成する。

Killing spinor方程式は S2 × R上でも解を持ち、これを用いて 3次元の超共形指数を与える
経路積分を定義し、局所化原理を適用して解析することができる。この方法は Kim[8]によって
ABJM模型に適用され、より一般のゲージ理論への応用が Imamuraら [9]により与えられている。

3-球面上の超対称ゲージ理論 曲がった空間上に超対称な場の理論を構成するには、まず平坦空
間上の理論を一般座標共変に書き直す。次いで球面上での SUSY変換則が閉じた対称性代数をな
すよう、またラグランジアンが不変であるよう、作用と変換則を O(`−1),O(`−2)の項で修正して
行く。このようにして球面上の 3次元N = 2超対称ゲージ理論を求めると、ベクトル場 Am、実
スカラー場 σ、フェルミオン λ, λ̄、補助場Dからなるベクトル多重項の変換則は以下のとおり、

δAm = − i
2(ε̄γmλ− λ̄γmε),

δσ = 1
2(ε̄λ− λ̄ε),

δλ = 1
2γ

mnεFmn −Dε+ iγmεDmσ + 2i
3 σγ

mDmε,

δλ̄ = 1
2γ

mnε̄Fmn +Dε̄− iγmε̄Dmσ − 2i
3 σγ

mDmε̄,

δD = − i
2 ε̄γ

mDmλ− i
2Dmλ̄γ

mε+ i
2 [ε̄λ, σ] + i

2 [λ̄ε, σ] − i
6(Dmε̄γ

mλ+ λ̄γmDmε), (13)

複素スカラー φ、フェルミオン ψ、補助場 F からなる、ゲージ場に結合した R電荷 qのカイラル
多重項の変換則は以下のようになる。

δφ = ε̄ψ,

δψ = iγmεDmφ+ iεσφ+ 2qi
3 γ

mDmεφ+ ε̄F,

δF = ε(iγmDmψ − iσψ − iλφ) + i
3(2q − 1)Dmεγ

mψ. (14)

ここで Dmは一般共変およびゲージ共変な共変微分である。このもとで不変なラグランジアンは
CS項 LCS、YM項 LYMおよび物質場の運動項 Lmatなどがある。

LCS = Tr
[

1√
gε

mnp(Am∂nAp − 2i
3 AmAnAp) − λ̄λ+ 2Dσ

]
, (15)

LYM = Tr
[

1
4FmnF

mn + 1
2DmσD

mσ + 1
2(D + σ

` )2 + i
2 λ̄γ

mDmλ+ i
2 λ̄[σ, λ] − 1

4` λ̄λ
]
, (16)

Lmat = Dmφ̄D
mφ+ φ̄σ2φ+ i(2q−1)

` φ̄σφ+ q(2−q)
`2

φ̄φ+ iφ̄Dφ+ F̄F

−iψ̄γmDmψ + iψ̄σψ − (2q−1)
2` ψ̄ψ + iψ̄λφ− iφ̄λ̄ψ. (17)

その他の SUSY不変量については [7]などを参照のこと。
LYMおよび q 6= 1/2の場合の Lmatは、Dmε = + i

2`γmεに従う SUSY変換でのみ不変である。
これは超対称であるが超共形でない理論を球面に載せたことによる。また、LYM,Lmatはどのよ
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うな SUSYを選んでも、そのもとで完全であることが示せる。実際 ε, ε̄を Grassmann偶な任意の
Killingスピノルの対とすると、以下が示せる。

ε̄ε · Lmat = δε̄δε

(
ψ̄ψ − 2iφ̄σφ+ 2(q−1)

` φ̄φ
)
,

ε̄ε · LYM = δε̄δεTr
(

1
2 λ̄λ− 2Dσ

)
. (18)

局所化原理 上の作用で定義される球面上の理論の経路積分によって分配関数を定義する。この
経路積分は局所化原理を用いると有限次元積分に帰着することが示せる。
一般に超対称性のある経路積分においては、非零の積分値は「鞍点」つまり理論の全てのフェ

ルミオンの SUSY変分が零になるような、ボソンの配位に局所化する。球面上のN = 2ゲージ理
論の経路積分にこれを適用すると、LYMは（何らかのフェルミオンの SUSY変分と書けるので）
鞍点上では零である。従って鞍点上では

Fmn = Dmσ = D +
σ

`
= 0 (19)

である。ゲージ対称性を用いて鞍点上では Am = 0, D = −σ/`かつ σ は定数となり、この σの
定数値が鞍点のラベルとなる。同様の考察を物質場についても行うと、鞍点上で φ = F = 0が示
せる。
鞍点多様体に垂直な方向のモード（直交モード）の積分を安全に正則化するために、分配関

数の値を変えない理論の変形 L → L + t1LYM + t2Lmatを行う。LYM, Lmatの完全性から分配
関数の値は t1, t2の値によらない。そこで t1, t2を大きくとると、LYM, Lmatを直交モードの 2次
までで近似した Gauss積分が厳密となり、積分値は対応する波動演算子の行列式（1-ループ行列
式）で与えられる。また 3次以上の superpotentialは鞍点近似に影響し得ないので、分配関数は
superpotentialの関数形には依存しない。

分配関数の行列積分公式 まとめると、分配関数は Lie代数値の変数 σに関する以下のような積
分に帰着する。

Z =
∫

[dσ] exp (−Scl) ×
(

det∆fermions

det∆bosons

)
, (20)

Sclは理論の元々の作用の鞍点上での値で、例えばレベル kの CS項は鞍点上で −Scl = iπk(`σ)2

の寄与をする。積分測度と 1-ループ行列式は理論に登場する多重項ごとの寄与に分けて評価でき
る。簡単のため 2π` = 1と固定すると、ゲージ対称性Gのベクトル多重項の寄与は

1
|W|

∫
drσ

∏
α∈∆+

(
2 sinh

α · σ
2

)2
(21)

となる。ただし Wは GのWeyl群、rは階数、α ∈ ∆+は正ルートである。またゲージ対称性を
用いて積分変数 σを Cartan部分代数値にさらに制限した。ゲージ群の表現Rに属する U(1)R電
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荷 qのカイラル多重項は、被積分関数に次の寄与をする。∏
ρ∈R

sb=1(i− iq − ρ · σ), sb(x) ≡
∏

m,n≥0

(m+ 1
2)b+ (n+ 1

2)b−1 − ix

(m+ 1
2)b+ (n+ 1

2)b−1 + ix
. (22)

ただし ρは表現Rのウェイトベクトルである。

4 Large NでのABJM行列積分の厳密解

ABJ(M)行列積分と種数展開 前節の公式を U(N1)k × U(N2)−k ABJ模型に適用すると、分配
関数は以下のN1 +N2次元積分で与えられる。

Z = exp
[
− F (N1, N2, gs ≡ 2πi

k )
]

=
∫ N1∏

i=1

dµi

2π

N2∏
j=1

dνj

2π

N1∏
i<j

(
2 sinh

µi − µj

2

)2
N2∏
i<j

(
2 sinh

νi − νj

2

)2

×
N1∏
i=1

N2∏
j=1

(
2 cosh

µi − νj

2

)−2
exp

[
− 1

2gs

( N1∑
i=1

µ2
i −

N2∑
i=1

ν2
i

)]

≡
∫ N1∏

i=1

dµi

N2∏
j=1

dνj exp (−S(µ, ν)) . (23)

自由エネルギーは’t Hooftの議論に従って、リーマン面の種数展開に従う。

F (N1, N2, gs) =
∑
h≥0

g2h−2
s fh(t1, t2). (24)

ここで ti ≡ gsNiは’t Hooft結合定数である。我々の興味のある強結合極限は tiを大きな値に固定
し、Niおよび kを無限大に飛ばす極限である。この極限で自由エネルギーを支配する planar項
（h = 0）は、上の積分の鞍点近似として評価できる。つまり

F ' g−2
s f0(t1, t2) = S(µ, ν)

∣∣∣
∂µiS = ∂νj S=0

. (25)

以下で説明するように、large N 行列模型の標準的な手法がこの問題に応用できる。

Large N での厳密解法 さて、N1 +N2個の運動方程式

µi

gs
=

∑
j 6=i

coth
µi − µj

2
−

∑
j

tanh
µi − νj

2
,

−νi

gs
=

∑
j 6=i

coth
νi − νj

2
−

∑
j

tanh
νi − µj

2
(26)
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を解くことを考える。これらの式は同種の固有値の入れ替えのもとで不変なので、2種類の固有値
の分布を表す関数 ρ1(µ), ρ2(ν) ∫

C1

dµρ1(µ) =
∫

C2

dνρ2(ν) = 1 (27)

を導入して、以下のような積分方程式に従う ρ1, ρ2を求める問題に書き換える。

µ = t1 −
∫
dµ′ρ1(µ′) coth

µ− µ′

2
− t2

∫
dν ′ρ2(ν ′) tanh

µ− ν ′

2
,

−ν = t2 −
∫
dν ′ρ2(ν ′) coth

ν − ν ′

2
− t1

∫
dµ′ρ1(µ′) tanh

ν − µ′

2
. (28)

ここで横棒つきの積分記号は Cauchyの主値積分を表す。また実軸上の区間 C1, C2は 2種類の固
有値の分布する領域を表す。さらに解核 (resolvent)と呼ばれる複素関数 ω(λ)を定義する。

ω(λ) ≡ t1

∫
C1

dµρ1(µ) coth
λ− µ

2
− t2

∫
C2

dνρ2(ν) tanh
λ− ν

2
. (29)

解核 ω(λ)は周期 2πiを持ち、C1、C2 + iπおよびその周期性による像において不連続であるほか
は解析的である。積分方程式を解核で書き換えた式

2µ = ω(µ+ iε) + ω(µ− iε), (µ ∈ C1),

2ν = ω(ν + iπ + iε) + ω(ν + iπ − iε), (ν ∈ C2) (30)

は、cutにおける解核の不連続性を規定する。これと境界条件より、ω(λ)を用いて複素平面上い
たる所解析的な次の関数を構成することができる。

et1−t2{eω + e2λ−ω} = 1 + ζz + z2. (z = eλ; ζは積分定数) (31)

これを解核について解くと以下を得る。

ω(λ) = log
[
1
2
e−η

{
1 + ζz + z2 −

√
(1 + ζz + z2)2 − 4e2ηz2

}]
. (η ≡ t1 − t2) (32)

解核から自由エネルギーを読み取る planarな自由エネルギー f0を t1, t2の関数として求めるに
は、t1, t2 および f0の適当な微分が全て解核の周回積分として与えられ、皆 (ζ, η)の関数として書
けることに注意する。まず (29)から直ちに

t1 =
1

4πi

∮
α1

ω(λ)dλ, t2 =
−1
4πi

∮
α2

ω(λ)dλ (33)

が従う。ここで経路 α1, α2の定義は図 2を参照のこと。いっぽう自由エネルギー F の引数N1を 1
増やすと t1は gs増加するが、これは N1個の固有値 µ1, · · · , µN1に新たに 1つ追加する操作に対
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Figure 2: 複素 λ平面の基本領域内の 2つの cut C1, C2と、解核の積分経路 α1, α2, γ.

応する。新たな固有値を µ0と書くと、無限遠から cut C1上の点 µ∗まで新たな固有値を引っ張っ
てくる「仕事」を素朴に

gs
∂F

∂t1

?=
∫ µ∗

∞
dµ0

∂S(µi, νj)
∂µ0

(34)

と書けると想像できる。µ0以外の固有値が関数 ρ1(µ), ρ2(ν)に従って分布しているとすると、作
用関数 Sの µ0微分は解核を用いて書け、上の素朴な式は

∂f0

∂t1

?=
∫ µ∗

∞
dλ

(
ω(λ) − λ

)
(35)

となる。実際は無限遠までの積分は発散するので素朴な式は正しくないが、代わりに( ∂

∂t1
+

∂

∂t2

)
f0 = − iπ(t1 − t2) +

∫
γ
dλω(λ) (36)

が成り立つ。積分路 γは図 2を参照のこと。
1-形式 ω(λ)dλは一見複雑な表式をしている。ところがこれを ζで微分してみると、

∂

∂ζ
[dλω(λ)] =

−dz√
(1 + ζz + z2)2 − 4e2ηz2

(37)

となる。分母の根号の中身は zの 4次式であるから、これはあるトーラス上の正則 1-形式に他な
らず、その周回積分は第 1種完全楕円積分K(k)を用いて表される。

K(k) ≡
∫ 1

0

dx√
(1 − x2)(1 − k2x2)

, K ′(k) ≡ K(
√

1 − k2). (38)
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ABJM模型の場合 これまでの議論を N1 = N2 = N の ABJM模型に適用すると、planar自由
エネルギー f0の ’t Hooftパラメータ λ ≡ N/kへの依存性は媒介変数 κを用いて

dλ

dκ
=

1
π2
K(iκ),

d2f0(λ)
d2λ

= −4π3K
′(iκ) + iK(iκ)
K(iκ)

(39)

のように書ける。この式から κを消去すると、λの非常に大きな場合 (κ� 1)に

f0(λ) ' −4
√

2
3
π3λ3/2, F '

√
2π
3

k
1
2N

3
2 (40)

を示すことができ、重力双対理論の解析結果が正しく再現される [4]。

5 終わりに

Euclid符号の 3次元超対称ゲージ理論の球面上の分配関数が局所化原理を用いて行列積分に帰着
できることを紹介し、その応用としてABJM模型の自由エネルギーのO(N3/2)スケーリング則の
導出を紹介した。厳密な分配関数は 3次元ゲージ理論を探る新しいタイプの物理量である。今後
これを用いてより超対称性の少ない理論の研究が進んで行くのではないかと期待される。
また球面上の分配関数の評価を高次元に拡張したり、丸い球面以外の背景を考えるなどの拡張

も非常に興味深く、今後の発展が期待される。
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