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高いスピンをもつゲージ理論は、スピン 2の重力場の理論を拡張したものと解釈できる。特に、
AdS空間上では非自明な相互作用を含む理論を構成することができ、Vasiliev理論と呼ばれて
いる。最近では主に、AdS/CFT対応の文脈で興味を持たれている。4次元の Vasiliev理論は
3次元のO(N)ベクトル模型と双対であり、3次元の Vasiliev理論は 2次元のWN ミニマル模
型と双対であると主張されているが、ここでは特に後者に注目する。この対応がどのようなも
のであり、どのような証拠があるかについて解説したい。最後に、我々による超対称性のある
場合への拡張に関しても触れたい。

1 導入

最近高いスピンを持つゲージ理論が、特にAdS/CFT対応への応用として注目を集めている。重
力理論はスピン２の計量 gµν を場とするゲージ理論であるが、高いスピンに拡張されたゲージ理
論を構成することができる。超弦理論にも高いスピンをもつゲージ場が数多く存在しており、そ
れらゲージ場の質量のない極限に関係していると考えられている。その意味で、高いスピンを持
つゲージ理論は超弦理論のおもちゃ模型として扱うことができる。特に、VasilievはAdS空間上
では相互作用を含むような非自明な理論を構成できることを示した [1]。ただ、今のところ運動方
程式しか知られておらず、古典論しか扱うことができない。
AdS/CFT対応は anti-de Sitter (AdS)空間上の超弦理論と次元の低い共形場理論 (CFT)との

対応のことで、1997年にMaldacenaによって提唱された [2]。ところが、提唱されてすでに 15年
ほど経っているにもかかわらず、未だに証明はなされていない。AdS/CFT対応では、片方の理論
の弱結合領域がもう片方の強結合領域にあたるため、直接摂動論同士を比較することができない。
また、AdS空間上の超弦理論は未だに解かれておらず、対応を調べるうえでの足かせとなってい
る。そこで、高いスピンに拡張された重力理論を利用して簡単化されたAdS/CFT対応を構成し、
その対応を調べることでAdS/CFT対応に関するより深い理解を得たい。
簡単化されたAdS/CFT対応の例としては、次のようなものがある。一つ目はKlebanov-Polyakov

によるもので、4次元のVasiliev理論が 3次元のO(N)ベクトル模型に双対という主張である [3]。
この提案に関する証拠はいろいろとあるが、最近相関関数に関する研究がGiombi-Yinによってな
され [4, 5]、この研究を機に高いスピンを持つゲージ場の理論が再び注目を集めることになった。
また、違う次元での対応もGaberdiel-Gopakumarによって提案された [6]。彼らによると、3次元
のVasiliev理論が 2次元のあるラージN ミニマル模型と双対となっている。この提案はすでにい
ろいろな証拠が挙がっており、ラージN の極限では正しいだろうと思われている。私たちの研究
[7]は、彼らの提案を超対称性のある場合に拡張したものとなっている。ここでは、特に 3次元の
高いスピンに拡張された重力理論の解説をし、その後AdS/CFT対応への応用に関して述べたい。

2 高いスピンに拡張された重力理論

まず、高いスピンに拡張された重力理論の紹介から始めたい。特に時空の次元が 3の場合には、
物理的な自由度のない位相的な場の理論となるため、他の次元の場合に比べて取り扱いが容易とな
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る。まず一般次元における自由場の理論を考える。高いスピンをもつゲージ場として、ϕµ1...µs の
ように s個の座標の脚について対称化したものを考える。特に s = 1の場合は abelian Yang-Mills

場 Aµとなり、s = 2の場合は計量 gµν となる。この場の満たす運動方程式としては、s = 1, 2の
場合を一般化することで

Fµ1...µs ≡ □ϕµ1...µs − ∂(µ1|∂
λϕ|µ2...µs)λ + ∂(µ1

∂µ2ϕµ3...µs)λ
λ = 0 (1)

のように書くことができる [8]。この運動方程式は

δϕµ1...µs = ∂(µ1
ξµ2...µs) , ξλλµ3...µs

= 0 (2)

のゲージ変換のもとで不変である。また、この運動方程式を出すような作用も

S =
1

2

∫
dDxϕµ1...µs

(
Fµ1...µs −

1

2
η(µ1µ2

Fµ3...µs)λ
λ

)
(3)

のように書くことができる。ここで、

ϕλσ
λσµ5...µs

= 0 (4)

のような制約をおいた。実際、式 (2)のようなゲージ変換のもとでの不変性を要請すると、作用は
全体の因子を除いて唯一に決まることが示されている [9]。
高いスピンを持つゲージ場に関しても、自由場の理論ならば上で述べたように構成することがで

きる。ところが、一般に相互作用項を入れようとすると非常に難しいことが知られている。Vasiliev
は背景をAdS空間にし、さらに無限個のスピン s = 2, 3, . . . ,∞の場を導入することで、非自明な
相互作用を含むような高いスピンに拡張された重力理論を構成することができた [1]。また 3次元
の場合は、高いスピンを持つゲージ場はChern-Simons理論で記述することができる [10]。以下で
は、このChern-Simons理論による記述を用いて、3次元の場合の高いスピンに拡張された重力理
論の説明をしたい。
3次元の重力場だけの理論は、SL(2)×SL(2) Chern-Simons理論で記述することができる [11, 12]。

この理論の作用は

S = SCS[A]− SCS[Ã] , SCS[A] =
kCS

4π

∫
tr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A

)
(5)

で、係数 kCSはAdS半径 ℓと重力定数Gと kCS = ℓ/4G の関係にある。ゲージ場は SL(2) Lie代
数の生成子 Ja (a = 1, 2, 3)を用いて、A = Aa

µJadx
µ で与えられる。また、Chern-Simons理論の

作用は

δA = dλ+ [A, λ] , δÃ = dλ̃+ [Ã, λ̃] (6)

のゲージ変換で不変となっている。多脚場 eaµとスピン接続 ωµ,a,bを

eaµ = ℓ
2(A

a
µ − Ãa

µ) , ωµ,a,b =
1
2ϵabcω

c
µ , ωc

µ = 1
2(A

c
µ + Ãc

µ) (7)

のように定義することによって、Chern-Simons作用 (5)を負の宇宙定数を持つ Einstein-Hilbert

作用に写すことができる。また、ゲージ変換 (6)は一般座標変換を含むことも分かる。ただし、経
路積分で積分する領域などが異なるため、これら二つの理論の関係は自明という訳ではない。
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3次元における高いスピンに拡張された重力理論は、Chern-Simons理論において群を一般の
G × Gに置き換えることによって得られる。例えばG = SL(N) の場合を考えることにする。う
まく sl(2)を埋め込むことによって、sl(N)の随伴表現を

sl(N) = sl(2)⊕

(
N⊕
s=3

g(s)

)
(8)

のように分解することができる。ここで g(s) は sl(2)の (2s − 1)次元表現に属する。埋め込んだ
sl(2)を先ほど考えた重力理論の sl(2)と同一視することで、g(s)の sを時空のスピンとみなすこと
ができるようになる。したがって、G = SL(N)の場合はスピン s = 2, 3, , . . . , N を持つゲージ場の
理論となる。Gaberdiel-Gopakumarによる提案 [6]では、重力理論として [13]で与えられたもの
のボソン部分だけ取り出したものを用いている。この理論のゲージ場の部分は、G = SL(N)でう
まくN → ∞の極限を取ったものである。論文 [7]で私たちの提唱した対応では、重力理論で [13]

の与えられたN = 2の超重力理論全体を用いる。この理論のゲージ場の部分はG = SL(N +1|N)

でうまくN → ∞の極限を取ったものとなっている。
Chern-Simons理論による記述の良い点のひとつとして、漸近的な対称性の議論が容易になるこ

とがある。Chern-Simons理論は位相的な理論であるため、バルクには物理的な自由度は存在し
ない。ところが境界がある場合には、物理的自由度が境界に局在し、その自由度は群Gをもとに
したWess-Zumino-Novikov-Witten (WZNW)模型で記述できることが知られている。AdS/CFT

対応に応用する場合は、さらに境界の近傍で漸近的 AdS空間になるように要請する必要がある。
このさらなる制約は、古典的な Hamiltonain縮約と同じ操作であることが論文 [14, 15]によって
示されている。この事実を用いることによって、境界の近傍における古典的な対称性を読み取る
ことができる。例えば、重力のみの場合 (G = SL(2))では、境界の対称性は共形 (Virasoro)対
称性になり、有名な Brown-Henneauxの結果 [16]を再現する。高いスピンに拡張された重力理論
(G = SL(N))では、境界の対称性は Virasoro対称性を高いスピンに拡張したWN 対称性になる
ことが分かる [17, 14]。このWN 対称性に関するレビューとしては [18]がある。超対称性のある場
合 (G = SL(N +1|N))には、境界の対称性はN = 2 WN 対称性となる [7, 19, 20]。この事実を利
用することで、新たなAdS/CFT対応の提案をすることが可能となった。

3 簡単化されたAdS/CFT

高いスピンに拡張された重力理論を用いることで、簡単化された AdS/CFT対応を考えること
ができる。まずKlebanov-Polyakovによる提案 [3]から始めたいと思う。この提案によると、4次
元の AdS空間上の高いスピンに拡張された重力理論 [1]が 3次元のO(N)ベクトル模型と双対と
なっている。ここで、双対な理論がベクトルの自由度を持った理論であることが重要である。例
えば、O(N)ベクトル模型でスピン sのゲージ不変演算子を構成しようとすると、

J =

N∑
a=1

ha∂(µ1
· · · ∂µs)h

a + · · · (9)

のような形で書くことができる。したがって、一つスピンを固定すると実質的に一種類しかなく、
これは重力理論に一種類しか高いスピンの場 ϕµ1...µsを導入していないことに対応している。一方、
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U(N)ゲージ理論では場は行列で記述することができ、スピン sのゲージ不変演算子は

tr[Φ∇l1Φ∇l2 · · ·Φ] , s =
∑
i

li (10)

の形をしている。すなわち、スピン sの演算子は sの整数分解の数だけ演算子があり、この数は超
弦理論の状態と一対一対応している。Klebanov-Polyakovによる主張 [3]には様々な証拠があり、
例えば共形場理論の相関関数を重力理論から再現する試みなどがある [4, 5]。また最近高いスピン
の対称性を利用すると、共形場理論の相関関数を決定できることが論文 [21, 22]によって議論され
ており、主張が正しいことを強く示唆している。
次にGaberdiel-Gopakumarによる次元の低い場合 [6]に移りたいと思う。重力理論は [13]によっ

て得られた超重力理論のボソニック部分の一部を持ってきたもので、ゲージ場の部分はG = SL(N)

の Chern-Simons理論のラージN 極限で与えられる。さらに二つの複素スカラー場が結合してお
り、質量M2 = −1+λ2を持っている。この重力理論のAdS空間の境界近傍での対称性がW 代数
であったので、双対な理論としてはWN ミニマル模型で与えられると考えるのが自然である。こ
のミニマル模型は

SU(N)k ⊗ SU(N)1
SU(N)k+1

(11)

のようなコセット表示を用いることができるが、ラージN 極限を取る際に’t Hooftパラメータ

λ =
N

k +N
(12)

を有限に保つようにする。このパラメータが重力理論の質量にある λと同一視できるというのが
論文 [6]の主張である。この提案はすでに様々な証拠があり、特に論文 [23] で重力理論の 1ループ
分配関数がミニマル模型の’t Hooft極限で再現できることが示されている。このことは、スペク
トルが対応の両者で一致することを意味している。
論文 [6]における対応は、いくつかの拡張がなされている。論文 [24, 25]では、双対な共形場理

論がWDN ミニマル模型 [18]となる場合を取り扱っている。我々は論文 [7]で超対称性のある場合
への拡張を行った。重力理論側としては、[13]で得られたN = 2超重力理論の全体を取り扱った。
ゲージ場の部分はG = SL(N + 1|N)の Chern-Simons理論のラージN 極限で与えられる。さら
に質量のあるスカラー場とスピン 1/2フェルミオン場を含んでおり、質量はパラメータ λに依存
している。この重力理論のAdS空間の境界近傍での対称性はN = (2, 2)超対称性W 代数で与え
られるため、我々は双対な共形場理論がN = (2, 2)超対称性WN 代数のミニマル模型で与えられ
ると予想した。このミニマル模型は CPN 風間・鈴木模型 [26, 27]

SU(N + 1)k ⊗ SO(2N)1
SU(N)k+1 ⊗U(1)N(N+1)(k+N+1)

(13)

で記述できる [28]。さらに、’t Hooftパラメータ (12)を有限にするようにラージN, k極限をとり、
そのパラメータを重力理論の物質場の質量に現れる λと同一視することにする。我々の提案に関
してもすでにいろいろな証拠があり、特にスペクトルの一致が論文 [29]によって示されている。
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4 結論

重力理論はスピン 2のゲージ理論として捉えることができるが、高いスピンのゲージ場を含むよ
うに重力理論を拡張することができる。特に Vasilievは、AdS空間上で非自明な相互作用を含む
ような高いスピンに拡張されたゲージ理論を構成した [1]。また、時空が 3次元の場合にはChern-

Simons理論を用いた記述が可能となり、他の次元の場合と比較して取り扱いが容易となる。ここ
では、高いスピンに拡張された重力理論のAdS/CFT対応への応用に関する研究の紹介をおこなっ
た。4次元のVasiliev理論は 3次元のO(N)ベクトル模型と双対であり [3]、また 3次元のVasiliev

理論は 2次元のWN ミニマル模型と双対である [6]と主張されている。これらの提案に関しては、
相関関数や分配関数の比較などすでに様々な証拠が挙がっている。ただし、これまでの研究は主
に N が非常に大きな極限に関してであった。重力理論側では 1/N 補正は重力の量子効果を取り
入れることに対応する。共形場理論側は 1/N 補正を導入することは比較的容易であるため、この
AdS/CFT対応を応用することで重力の量子効果に関して何らかの知見が得られるのではないか
と期待している。
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