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Abstract

Abstract(一部抜粋)

7-brane背景上で構成される，特定のN = 2超共形場理論につい
て，超共形指数をGiant graviton expansionを用いて計算する．

本発表ではまず，下線部の用語について解説していく．
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D3 & 7-brane system

Z -planeに deficit angle

παG を与え，原点に対称
性 G を持つ 7-braneを挿
入することで，N 枚の
D3-brane上にN = 2 超対
称性理論を構成できる．
[Aharony et al.(1998)]
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⇡↵G

7-brane

X ,Y ,Z ∈ C

0 1 2 3 X Y Z

D3 ✓ ✓ ✓ ✓
7 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓✓ ✓✓

構成できる CFTの系列

Type αG G Theory

H0
1
3 None

ADH1
1
2 A1

H2
2
3 A2

D4 1 D4 Sp(N)

E6
4
3 E6

MNE7
3
2 E7

E8
5
6 E8

ここでは D4に注目して考える．

3 / 21



D4理論

D4の理論

• deficit angle π ↔Orientifold理論

• 7-braneはO7-planeと RR-chargeを打ち消すように入れられ
た 4枚の D7-brane
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૾ڸ D7-brane上に SO(8) global

symm.が存在し，D3-brane上に
Sp(N) gauge理論が存在する．

理論に存在する状態は開弦のmodeとして見ることができる．
1 Sp(N) adjointの vector multiplet

2 Sp(N) anti-symmetricの hyper multiplet

3 Sp(N) fund. & D4 fund. の hyper multiplet
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超共形指数

超共形指数は，BPS状態を数え上げる分配関数である．
[Römelsberger(2005)][Kinney et al.(2005)]

理論の持つ対称性 (右下は charge)

SO(2)× SO(4)j1,j2

共形対称性

× SO(4)Rx ,Ry × SO(2)Rz

R-対称性 & Flavor対称性

×G

超共形指数

I = tr
[
(−1)Fqj1pj2xRx yRy zRz

]
(qp = xyz (∴ BPS cond.))

F：fermion数 (Bosonは even，Fermionは odd)

q, p, x , y , z：fugacities (e−chemical potential)
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D4理論の超共形指数

存在している状態がわかれば，超共形指数を直接 (局所化)計算で
きる．

1 状態の持つ chargeから，1粒子指数を得る．
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૾ڸ
1 ivec = 1− (1+xy)(1−z)

(1−q)(1−p)

2 ihyp’ =
(x+y)(1−z)
(1−q)(1−p)

3 ihyp =
√
xy(1−z)

(1−q)(1−p)

2 characterの形で gauge fugacitiesを追加し，Plethystic

exponential (Pexp)で多粒子状態に
Pexp[f (x)] := exp[

∑∞
n=0

f (xn)
n ]

Pexp[ivecχ
Sp(N)
adj + ihyp’χ

Sp(N)
a- + ihypχ

Sp(N)
fund ]
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3 Haar measure [dµ]をかけ gauge fugacitiesについて周回積分
することにより，gauge singletを取り出す

ID4[N] =
∫
[dµ]Pexp[ivecχ

Sp(N)
adj + ihyp’χ

Sp(N)
a-sym + ihypχ

Sp(N)
fund ]

y → x , q, p → x
√
z と変換して

z の order (nz) - x の order (nx)

で超共形指数を級数展開

ID4[1] =(z2 + z4 + z6 · · · )

+x(2− 2z − 2z
3
2 + · · · )

+ · · ·

右図のように 2d plotで表すことにする．

ID4[1]

1 2 3
nx

-2

2

4

6

nz
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AdS/CFT対応

Brane構成から，以下のような AdS/CFT対応が考えられる．
[Fayyazuddin,Spalinski(1998)][Aharony et al.(1998)]

0 1 2 3 X Y Z

D3 ✓ ✓ ✓ ✓
7 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓✓ ✓✓

⇒
0 1 2 3 4 X Y Z

AdS5 S5

7 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓✓ ✓✓

AdS/CFT対応

AdS

AdS5×S3に 7-braneが存在する，
AdS5 × S5/Z2 時空上の IIB型超
弦理論

⇔
CFT

D4理論

この AdS/CFT対応において，両者の超共形指数の対応関係につ
いて調べる．
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KK modeのみの超共形指数 (Large N limit)

理論が古典的な超重力理論 (N → ∞)だと思えば，寄与は
Kaluza-Klein(KK) modeのみであり，超共形指数は．rank

N → ∞の CFTのものと一致する．[Witten(1998)][Kinney et al.(2005)]

1 Bulk KK mode (閉弦のmode)

2 7-brane上の KK mode [Aharony et al(1998)]

超共形指数における AdS/CFT対応

ID4[∞] = IKK

= Pexp[
1

2
(

x

1− x
+

y

1− y
+

z

1− z
− q

1− q
− p

1− p
)

+
1

4
(
(1 + x)(1 + y)(1− z)(1 + q)(1 + p)

(1− x)(1− y)(1 + z)(1− q)(1− p)
− 1)

+
χD4

28xy(1− z)

(1− p)(1− q)(1− x)(1− z)
]
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ID4[N]

IKK
(N = 1, 2, 3)

ID4[1]/ID4[�]

1 2 3
nx

-2

2

4

6

nz

ID4[2]/ID4[�]

1 2 3
nx

-2

2

4

6

nz

ID4[3]/ID4[�]

1 2 3
nx

-2

2

4

6

nz

rank N が大きくなるにつれ，Errorは少なくなっていく
⇒ N → ∞で両者は一致 ∴ ID4[∞] = IKK
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Giant graviton

N が有限の場合 (Finite N)は，Giant gravitonの寄与が重要．

Giant graviton(GG)

時間 1次元 (0方向)とコンパクト空間の 3次元に 3-cycleを巻くよ
うに広がる D3-brane [McGreevy,Susskind,Toumbas(2000)]

0 1 2 3 4 X Y Z

AdS5 S5

7 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓✓ ✓✓
GG(Z = 0) ✓ ✓✓ ✓✓

大円に巻いた GGの charge Rz は 2N になる
Rz = N

π2

∫
S3 dx

3√g3-cycle = N → GGの指数∝ z2N

CFT側では GGの寄与は determinant(BPS)とそのmodificationに
相当 [Gaiotto,Lee(2021)]
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Giant graviton expansion

Finite N の指数 ID4[N]と KK mode ID4[∞]との比は，Z = 0に巻い
た nz 枚の GGの寄与 z2nzNFnz の和になっている．

Giant graviton expansion (Simple-sum)

ID4[N]

ID4[∞]
=

∞∑
nz=0

z2nzNFnz

Fnz : fluctuation (GG上の CFTから計算可)

12 / 21



FluctuationとAnaytic continuation

Fluctuation Fnz の計算方法

1 GG上の CFTの 1粒子指数を boundary CFTのように見做し
て計算

0 1 2 3 X Y Z

GG ✓ ✓ ✓
7 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓✓ ✓✓

⇄
σz

0 1 2 3 X Y Z

D3 ✓ ✓ ✓ ✓
7 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓✓ ✓✓

Brane constructionは D4理論と変わらない (Self-dual)

ID4[nz ] =
∫
[dµ]Pexp[ivecχ

Sp(nz )
adj + ihyp’χ

Sp(nz )
a-sym + ihypχ

Sp(nz )
fund ]

2 GG上の対称性になるように fugacityを変換
(boundaryと見做して計算したものを戻す)

GGへの変換演算子

σz：(q, p) → (x , y), z → z−1 [Arai,Imamura(2019)]
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σz：(q, p) → (x , y), z → z−1　になる理由

• GG上では座標 1, 2, 3上の Spin回転対称性 SO(4)j1,j2
と座標 X ,Y 上の内部対称性 SO(4)Rx ,Ry が入れ替わっ
ている

• z 方向への変化では GGの体積は減少する (tachyonic

shift) <latexit sha1_base64="s/ZB2U6ehqijXbZMC/DkatkqONE="></latexit>

S5
Z

3 その際，Pexpは解析接続的に行う

Pexp[x−1] = 1
1−x−1

!
= −x

1−x = −x − x2 − x3 + · · ·

∴ Fmz =σz ID4[nz ]

=σz

(∫
[dµ]Pexp[ivecχ

Sp(nz )
adj + ihyp’χ

Sp(nz )
a-sym + ihypχ

Sp(nz )
fund ]

)
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Numerical test (1)

ID4[N]/ID4[∞] −
∑

z2mFm

N=1, m=0

1 2 3
nz

-2

2

4

6

nx

N=1, m≤1

1 2 3
nz

-2

2

4

6

nx

N=1, m≤2

1 2 3
nz

-2

2

4

6

nx

N=1, m≤3

1 2 3
nz

-2

2

4

6

nx

GGを足せば足すほど，Finite N と Large N の間の Errorは小さく
なっていく

GG expansionが正しく再現できた！
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D4以外の理論: AD理論とMN理論

D3-braneと 7-braneで構成できる
CFTの系列の中で，H0,H1,H2は
Argyres-Douglas(AD)理論，
E6,E7,E8は
Minahan-Nemeschansky(MN)理論
と呼ばれる． [Ahalony et al.(1998)]

Type αG G Theory

H0
1
3 None

ADH1
1
2 A1

H2
2
3 A2

D4 1 D4 Sp(N)

E6
4
3 E6

MNE7
3
2 E7

E8
5
6 E8

• どちらの理論も gauge理論ではなく，弦のmodeから状態を
知ることができない

• 超共形指数もごく一部しか計算できていない

N H0 H1 H2 D4 E6 E7 E8

1 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓
2 ✓
3 ✓

✓：a-maximization

[Maruyoshi,Song(2016)]

[Agarwal,Maruyoshi,Song(2018)]

✓：Argyres-Seiberg duality

[Gadde et al.(2010)]
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Argyres-Douglas理論のGG expansion

gauge理論でなくても，D4[N]の GG expansionを応用すれば，7

種の理論全てで GG expansionが得られるはず．

Type αG G Theory

H0
1
3 None

ADH1
1
2 A1

H2
2
3 A2

D4 1 D4 Sp(N)

E6
4
3 E6

MNE7
3
2 E7

E8
5
6 E8

• 系列の中の理論同士の違いは
deficit angle αG の値と 7-brane

上の global symmetry G のみ

• Brane constructionに大きな違
いはない

系列の理論 G[N]の GG expansion

7種の理論全てで，D4理論と同様の GG expansionができるはず

IG [N]

IG [∞]
=

∞∑
nz=0

z
2nz

2−αG Fnz
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Z = 0の GGは self-dualであり，Fluctuationは CFT側の理論をも
とに計算できる．

G [N]の GGの Fluctuation

Fnz = σz IG [nz ]

超共形指数がまだ計算できていない理論もあるが，ある程度の
orderまでなら

• 途中までの GG expansion

IG [∞]

∑N−1
nz=0 z

2nz
2−αG σz IG [nz ]

• D4理論の指数 ID4[N]

をもとに IG [N]を推測できる

N H0 H1 H2 D4 E6 E7 E8

1 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓
2 ✓
3 ✓

本研究では，x2まで指数を得ることができたため，GG expansion

を確認する．
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Numerical test (2)

IH0[1]/IH0[∞] −
∑

z
6
5mσz IH0[m]

N=1, m=0

1 2
nx

2

4

nz

N=1, m=1

1 2
nx

2

4

nz

N=1, m=2

1 2
nx

2

4

nz

N=1, m=3

1 2
nx

2

4

nz

GG expansionの形になっている！
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Summary

• 7-braneにより構成されるN = 2超共形場理論の超共形指数
について，Giant graviton expansionの関係が成り立っている
ことを確認した．

• H0や H1といった Argyres-Dougls理論についても，Giant

graviton expansionの関係性が成り立つことを確認した．

• 系列の理論に対し，より高次まで超共形指数を Giant

graviton expansionを介して計算することが今後の課題とし
て挙げられる．
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ご清聴ありがとうございました
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超共形指数

超共形指数の特徴

• 超共形指数は分配関数のように，理論の operator

spectrumの情報を持つ．

• 超共形指数は理論の結合定数に依存しない．

[Kinney,Maldacena,Minwalla,Raju(2005)]

結合定数が変化すると，boson

と fermionが pairになって変化
∆ ̸= 0の状態は bosonと fermion

で cancel

∆ = 0の状態 ⇔ BPS状態のみが寄与する
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なんで一致しないの？

ランク N =同時対角化できる，adjoint表現の数
operatorがN回より多くかかった状態は，独立な状態ではない！

eg) U(2) (rank2) adjoint scalarの場合

tr(X 3) = 3
2tr(X

2)trX − 1
2(trX )3 tr(X 3)は独立ではない

AdS側で KK modeのみが寄与するのは，large N 極限だけ　 (関
係式：L4AdS l

−4
p = N)

Finite Nでは，何かしらの補正が必要

• CFT側では，Finite N 補正は “determinant modification”と
して理解できる [Gaiotto, Lee (2021)]

• AdS側の finite N での補正とは何か？ → Giant graviton

[Arai,Imamura(2019)]
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Giant graviton expansion

Finite N の指数 ID4[N]は，KK modeの寄与 ID4[∞]に，

{
X = 0
Y = 0
Z = 0

}

に巻いた

{
nx
ny
nz

}
枚の GGの寄与 xnxNynyNz2nzNFnx ,ny ,nz を補正を

加えて求められる．

Giant graviton expansion

IG [N]

IG [∞]
=

∞∑
nx ,ny ,nz=0

xnxNynyNz2nzNFnx ,ny ,nz

Fnx ,ny ,nz : fluctuation (GG上の CFTから計算可)
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FluctuationとAnaytic continuation

eg) Fluctuation Fnx ,0,0の計算方法

1 GG上の CFTの 1粒子指数を boundary CFTのように見做し
て計算

0 1 2 3 X Y Z

GG ✓ ✓ ✓
7 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓

→
0 1 2 3 X Y Z

D3 ✓ ✓ ✓ ✓
7 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓

SO(4)j1,j2 → SO(2)j1 × SO(2)j2 に破れたO(N) SCFT

2 GG上の対称性になるように解析接続的に fugacityを変換
σx : (q, p) ↔ (y , z), x → x−1 [Arai,Imamura(2019)]

3 解析接続的に Pexpして多粒子状態も取得
Pexp[f (x)] := exp[

∑∞
n=0

f (xn)
n ]

Pexp[x−1] = 1
1−x−1 = −x

1−x = −x − x2 − x3 + · · ·
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Multiple-sumと simple-sum

複数方向に跨った GGの fluctuationの計算は難しい

𝑛!

𝑛"𝑛#

• 解析接続をどう取ればいいかが難しい

• SO(8) trialityが再現できない

しかし，級数展開の中で指数が 0となる GGが 2種類あれば，1方
向の GGだけの級数で簡単に指数を計算できる

Simple-sum expansion

IG [N]

IG [∞]
=

∞∑
nx ,ny ,nz=0

xnxNFnx ,0,0

まずは F1,0,0,F0,1,0,F0,0,1を計算して，Simple-sumになるかどう
かを確認したい
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GGの Fluctuation mode

Fm,0,0,F0,m,0 GG上の CFT(D̃4[m])の gauge群はO(m)

0 1 2 3 X Y Z

GG ✓ ✓ ✓
7 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓

→
0 1 2 3 X Y Z

D3 ✓ ✓ ✓ ✓
7 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓

Fm,0,0 =σx ID̃4[m]

=σx

(∫
[dµ]Pexp[fevenχ

O(m)
sym + foddχ

O(m)
a-sym + χD4

28 f3-7χ
O(m)
fund ]

)
級数展開の中で指数が 0となるかどうかは，gauge群の Cartan

partを見て判別する

Fm,0,0の Cartan part

Pexp

[
m

(x−1 − 1)(1− q)(1− p)

(1− y2)(1− z)

]
= Pexp[m

∞∑
ny ,nz=0

x−1yny z2nz + · · · ]

F1,0,0と F0,1,0は SO(4)対称性により x ↔ y で入れ替えられる
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F0,0,m GGはO7-planeに並行
CFT(D4[m])は boundaryと同じ Sp(m)

0 1 2 3 X Y Z

GG ✓ ✓ ✓
7 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓

→
0 1 2 3 X Y Z

D3 ✓ ✓ ✓ ✓
7 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓

Brane constructionは変わらない (Self-dual)

F0,0,m =σz ID4[m]

=σz

(∫
[dµ]Pexp[foddχ

Sp(m)
sym + fevenχ

Sp(m)
a-sym + χD4

28 fhypχ
Sp(m)
fund ]

)

F0,0,mの Cartan part

Pexp

[
m

(z−1 − 1)(1 + xy)(1− q)(1− p)

(1− x2)(1− y2)

]
= Pexp[m

∞∑
nx ,ny=0

z−1xnx yny + · · · ]
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Simple-sum

級数展開の仕方で，Fluctuationは 0になりうる
eg) F1,0,0を y で級数展開

F1,0,0 =Pexp[
∑∞

nz=0 x
−1y0z2nz +O(y

1
2 )]

=y0
∏∞

nz=0
−xz−2nz

1−xz−2nz ∝ x∞ = 0

1 x で展開すると F0,1,0,F0,0,1 → 0に，

2 z で展開すると F1,0,0,F0,1,0 → 0に

結論として，2種類の simple-sum expansionが得られる

Simple-sum expansion

ID4[N]/ID4[∞] =
∑∞

nx=0 x
nxNFnx ,0,0

=
∑∞

nx=0 z
2nzNF0,0,nz
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Numerical test of x-y direciton

1 ID4[N]/ID4[∞] −
∑

xmFm,0,0 (z → y として x-y で展開)
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m  4

<latexit sha1_base64="H91wOtnDghOdXEZj5wJVCkhQbvs="></latexit>

N = 1
<latexit sha1_base64="n4SVmWt+5eS4z6XHbtnizhtP+iE="></latexit>

m  1
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N = 2
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m  2
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m  1
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m  3

<latexit sha1_base64="41ZeWzIUAgC+7VNM4t2/YW7+gvU="></latexit>

m  4

30 / 21



Giant graviton dual

逆に，AdS3 × S5上の 7-braneを考えれば，O(N) CFT (D̃4[N])の
GG expansionが得られる．

0 1 2 3 X Y Z

D3 ✓ ✓ ✓ ✓
7 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓

GG上の CFTはいずれも D4[N]

D4[N]と同様の議論により，GG expansionは Simple-sumで書ける

D̃4[N]の GG expansion

ID̃4[N]/ID̃4[∞] =
∞∑

nx=0

xnxσx ID4[nx ]
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Numerical test (2)

ID̃4[N]/ID̃4[∞] −
∑

xmσx ID4[m] (z → y として x-y で展開)
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