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概要

ある種の誤り訂正符号から，Narain CFT
（トーラス上のコンパクトボソン）を構成で
きる

→物理量が誤り訂正符号の言葉で表せる（計
算しやすい）

逆にどのようなNarain CFTが誤り訂正符号
から構成できるか？

場の理論と弦理論20232023/8/9 2



概要（主な結果）

Narain CFTが誤り訂正符号から構成できるた
めの条件をトーラスとB fieldで表す

従来考えられていた誤り訂正符号より広いク
ラスの符号まで拡張できることが分かった
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Narain CFTとは

𝑛次元トーラス上の𝑛個のボソン

•トーラスℝ𝑛/Λを決定する𝑛次元格子Λ

•2階反対称テンソル𝐵

の２つでパラメーター付けされる

⇒even self-dual latticeによってパラメー
ターづけることもできる(ただしLorentzian metric)
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Narain CFTのHolography

Narain CFTすべてのaveragingと3次元CS重
力の双対性(Maloney, Witten2020, Afkhami-Jeddi et al. 
(2021))

全てではなく特定の性質を持つNarain CFTの
averagingも考えられている(特定の誤り訂正符号か
ら構成されるNarain CFT… cf: Angelinos, Chakraborty, 
Dymarsky(2022), Kawabata, Nishioka, Okuda(2022), Merulia,
Mukhi, Singh(2021), Ashwinkumar et al.(2021)…)
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誤り訂正符号による構成

誤り訂正符号(over 𝔽𝑝)

…𝔽𝑝
𝑛の𝑘次元部分線形空間

生成行列

𝐺 =

𝛼1
⋮
𝛼𝑘

:𝑘 × 𝑛行列
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今回登場する誤り訂正符号

𝑛 × 2𝑛行列を生成行列に持つdoubly even 
self-dual code

↓

同値変形により，生成行列を
𝐺 = 𝐼 𝐵

の形にできる（B-form code）
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誤り訂正符号による構成

Narain CFTの構成

分配関数と重み多項式
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誤り訂正符号による構成

Narain CFTの構成

分配関数と重み多項式
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単純カレントとは

以下を満たすプライマリー場𝒪𝑎を単純カレン
トという

どのようなプライマリー場𝒪𝑏に対しても
𝒪𝑎 𝑧 𝒪𝑏 0 ∼ 𝒪𝑐(𝑧)

となる。

全ての単純カレントは有限アーベル群をなす
（特にVerlinde代数の可換部分群）
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モジュラー不変な分配関数の分類

単純カレントによる``twist’’を行うことでモ
ジュラー不変な分配関数を構成することがで
きる(Kreuzer, Schellekens 1994)

𝒵 = 

𝑎:𝑝𝑟𝑖𝑚𝑎𝑟𝑦

𝑀𝑎,𝛽𝜒𝑎 ҧ𝜒 𝛽 𝑎

𝑀𝑎,𝛽がどのような数かによって

𝜒𝑎同士の組み合わせが決まる
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Discrete Torsion
一般に，

𝑀𝑎,𝛽 ∝ෑ

𝑖

𝛿 1 (𝑄𝑖 𝑎 + 𝑋𝑖𝑗𝛽𝑗)

となる。∴(𝜹の中身)=0(twist eq.)の解が𝜒𝑎同士
の組み合わせを決めている

𝑋𝑖𝑗にはdiscrete torsionと呼ばれる反対称行列が
含まれる
→単純カレントによる構成の自由度
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今回の単純カレントorbifold

B=0のNarain CFT⇒diagonal modular inv. 
partition function

これを元に他のNarain CFTを構成

・どのようにdiscrete torsionを選べば符号的構造
をもつNarain CFTになる？

・discrete torsionの意味
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今回の仮定

Λ⊤Λ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(
2𝑞1

𝑝1
, … ,

2𝑞𝑛

𝑝𝑛
)となる場合

→Verlinde algebra 𝐾 =
ℤ2𝑝1𝑞1 ×⋯× ℤ2𝑝𝑛𝑞𝑛 ≅ 𝒪 𝑖1,…,𝑖𝑛 𝑖𝑘 ∈ ℤ2𝑝𝑘𝑞𝑘

和の構造: 𝒪𝑎𝒪𝑏 ∼ 𝒪𝑎+𝑏

𝒮 ≔< 𝒪 2𝑞1,0,…,0 , … , 𝒪 0,…,0,2𝑞𝑛 >⊂ 𝐾
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Theoremその１

ある𝜖𝑖𝑗 ∈ ℤがあって，B fieldが
Λ⊤𝐵Λ

2
𝑖𝑗

=
𝜖𝑖𝑗

𝑝𝑖
, ∀𝑖, 𝑗 ⋯ (⋆)

を満たすとき，Λ, 𝐵で決まるNarain CFTはB = 0
の理論を𝒮によって単純カレントorbifoldした理

論（discrete torsionは
Λ⊤𝐵Λ

2
)と一致する。
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Theoremその２

(⋆)のとき，primary場の集合から൫

൯

ℤ𝑝1𝑞1 ×⋯×

ℤ𝑝𝑛𝑞𝑛
2
への写像を次で定義:

𝜇: 𝒪𝑙,−𝑙−2𝑞𝑎
′

↦ (−𝑞1𝑎1, … , −𝑞𝑛𝑎𝑛, 𝑙1 + 𝑞1𝑎1, … , 𝑙𝑛 + 𝑞𝑛𝑎𝑛)

するとIm𝜇は ℤ𝑝1𝑞1 ×⋯× ℤ𝑝𝑛𝑞𝑛
2
の加法部分群

→誤り訂正符号の一般化
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分配関数と重み多項式

誤り訂正符号によるNarain CFTの構成
…分配関数＝符号の重み多項式で書けた

Im𝜇にも「重み多項式」𝑊(𝑥1, … , 𝑥𝑛)を定義できる
このとき，

𝒵 =
1

𝜂 2𝑛
𝑊 𝜓𝑎1𝑏1

𝑝1𝑞1 , … 𝜓𝑎𝑛𝑏𝑛
𝑝𝑛𝑞𝑛

→従来のNarain CFTの構成の「逆写像」ができた
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具体例: B form code over 𝔽𝒑

Λ = 2

𝑝
𝐼, 𝐵 = 𝜖(antisym. 整数値𝑛 × 𝑛行列, 𝑝:

素数)

twist eq. を解くことでIm𝜇 ⊂ ℤ𝑝
2𝑛は

𝐺 = ( 𝐼 𝜖⊤ )

で生成されるB-form code(𝔽𝑝 codeを用いた
構成とconsistent!)
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具体例: ℤ𝟐 × ℤ𝟔code

Λ =
1 0
0 1/3

, 𝐵 =
0 3

− 3 0
このときtwist eq.を解いてIm𝜇を求めると

𝐺 =
1 0 0 3
0 1 1 0

で生成されるℤ2 × ℤ6 × ℤ2 × ℤ6の加法部分群
（より広いクラスの誤り訂正符号）
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まとめ

•Narain CFTが符号的な構造を持つための十分条
件をΛ, 𝐵の言葉で書き下した

•その条件を満たすとき，Narain CFTは単純カレ
ントによる構成とみなすこともできる

•現れる誤り訂正符号は従来定義されていたものよ
りも広いクラス

•これまでの誤り訂正符号→Narain CFTの構成の
「逆写像」になっている
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今後の展望

•Λ⊤Λが対角でない場合への一般化

•そのとき現れる「誤り訂正符号」は何か？

•Discrete Torsionは数学的にはKreuzer 
Schellekens Bihomomorphism(KSB)

 →今回の話を一般のKSBに応用できる？(2d↔3d)

•全てのNarain RCFTを離散数学的な対象で構成で
きるか
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