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Prefa
e
講義をはじめるにあたって、参考文献について少し述べておきます。2001年の 3月号および 4月号のパリ

ティーという雑誌に、私を含めて何人かの人がひもの全体像に関する解説記事を書いています。数式はほどん

どない記事ですので、現在どのような全体像になっていて、いまどんなことが問題になっているのかを感じて

頂ければいいと思います。

講義の planは表 1のようになっています。Le
ture 1,2、つまり今日の講義では 80 年代の終わりまでに確立した摂動論に基づくひもの理論を簡潔にreviewしたい。この講義室に 100人近い聴衆がいらっしゃるわけですが、だれもがひもの専門家になる、つま
りいまだ完成されていないひもの理論がどうあるべきかを考えるという立場で、研究を進めていく人ばかりで

はないと思います。むしろ物理の研究者として育っていきたいけれども、必ずしもひもの理論にこだわらない

という人がおそらく多いでしょう。そういった場合でも、いままでに完成したと言っていい、1本のひもの摂
動論に基づく定式化および計算は、場の理論を学んだ学生には今では容易に理解できます。この部分を題材を

そろえてお話したい。Le
ture 3の講義では、摂動論をふまえてそれに足し算で入って来るような非摂動的効果を議論します。こ
れは、ひもの理論に自然な形で現れる D-braneに関する 95年以来の発展です。ここでは、その一つの例を講
義します。Le
ture 4では、純然たる非摂動効果を取り扱うことが原理的には可能な、行列模型によるひもの
統一理論の定式化を述べます。これには多くの日本人が貢献しました。Le
ture 1 : � Some Generalities� Light
one Quantization of a 8<: Bosoni
Ferimoni
9=; 8<:ClosedOpen 9=; StringLe
ture 2 : Ingredients for Perturbative String Uni�
ationLe
ture 3 : Nonperturbative Treatments� Arguments for Type I - Heteroti
 DualityLe
ture 4 : � Constru
tive Realization of String Theory via Matri
es� Properties of USp Matrix Model

表 1: Plan of le
ture4



Le
ture 11 String A
tion Based on Two-Dimensional General Relativitylight
one quantizationにいく前に、一般的に 1本のひもをどう取り扱えばいいかをお話したい。一番大事な
式は Polyakovによって重要性が認識された (1.1)の a
tionであります。S[X�; gab; �℄ = 12��0 12 Z� d�Md�p�ggab�aX��bX���� (1.1)1本のひもが掃く面を �で表します。その �を parametrizeする二つの parameterとして �Mと �を用います。X�というのは、古典的には紐がどういうふうに埋め込まれているかを表す変数で、それはひもの座標です。a; bは 0; 1の値をとり、しばしば X0 = �M; X1 = �を表します。この X�のほかに、a
tion (1.1)では gabと
いう 2次元の intrinsi
 metri
が力学変数として使われています。a
tionの形としては D個の質量をもたないs
alar場が 2次元のmetri
に一般共変な形で 
oupleしているものをとります。��� というのはひもが住んでい
る時空の metri
で、いまの場合それは Minkowski空間の metri
にとっています。

��� = 0BBBBBB�
0 1 � � � D � 1�1 0 00 1 0. . . 1

1CCCCCCA (1.2)X�および gabはどちらも dynami
al variableです。つまり fun
tional integralをもちいる立場をとりますと、
積分する変数です。しかし gabには微分が入っていないので、伝幡しない補助場であり理論から追い出すこと
が可能です。a
tion (1.1)は 2次元の一般相対論に基づいていますが、ひもという立場をとると、あくまでも 1
本のひもが自由に伝幡している a
tionで、自由に伝幡している点粒子の a
tionというのが 1次元の量子力学
になるのと同様の理由で、これはあくまでも第 1量子化です。しかしながら te
hniqueとしては、2次元の場
の masslessの理論、とくに 
onformal �eld theoryが基本的な構造として姿を表しています。これが少し混同
しやすい点です。

そこで以下の講義では、a
tion (1.1)から得られるひもの摂動論に基づく素粒子の mass spe
trumを主とし
て論じます。散乱振幅も論じる必要がありますが、時間の都合上最小限に保つという立場をとります。こうい

う立場をとるときに一番便利なのが light
one quantizationです。現時点では、X�というひもの埋め込み関数
のみならず worldsheet上に fermionをのせた modelが、我々の考える素粒子の世界により近いものを与える
と考えられています。この worldsheet上に fermionをのせた一般共変な形の a
tionを考えます。よって、埋め
込み関数X�および worldsheet上の fermion 	�を含む理論、つまり 2次元の supergravityとこれらが 
ouple
している a
tionを基本的な出発点とみなします。S[X�;	�; e;  a℄ = 12��0 Z d�Md�e �12gab�aX��bX� + 12	��a�a	� + 12 i a�b�a	��bX�� (1.3)5



ここで
pgを zweibein eにかえました。さらに第 2項として worldsheet fermion 	� の kineti
 termを加え

ました。第 3 項は supergravityの 
ouplingですが、2 次元の gravitino  a があるので、それと 
oupleする
urrentとして 	��X�という形の 
urrentをつくります。これは super
urrentと呼ばれるものです。energymomentum tensorは 2次元の metri
 gabに 
oupleします。super化すると、super
urrentと呼ばれるものが
こんどは gravitinoに 
oupleします。これが 2次元の supergravityの 
ouplingです。	�というのは D 個のMajorana fermionで、2次元の立場でいうと 2 
omponents 	� = 0� �1 �2 1Aです。Majoranaですから  1;  2
は実になります。ここで �a と書いたのは 2 次元の Gamma行列です。
a と書いてもいいのですが、時空のGamma行列と混同を避けるために �aと書きました。具体的には以下の表示を選ぶことができます。�0 = 0� 0 i�i 01A ; �1 = 0� 0 ii 01A ; �2 � �0�1 = 0��1 00 11A��a; �b	 = �2�ab; �ab = 0��1 00 11A (1.4)a
tion (1.1)、(1.3)の量子化には、いくつかの異なる方法があります。それを表 2にあげておきました。
異なる gaugeでの量子論は一般に異なる理論とみなすべきです。一番本格的なやり方は、path integralを定

義して積分してしまうという表 2の 1.の立場で、bosonの場合は DXとか Dgabというのを無限次元の積分と
定義すればいいわけです。無限次元の積分を定義するためには、無限次元空間の不変な長さをまず定義するこ

とが必要になります。長さを与えると metri
が定義できて、それゆえ volume elementをつくることができま
す。無限次元の場合にも同様の考察が可能で、無限次元の積分に意味を与えて量子論的な考察が可能になりま

す。このやり方は、例えば振幅を計算する場合に非常に便利です。

しかし、今回の講義では 2、3箇所 referする場合を除き、gaugeを全部 �xするという表 2の 2.の立場でい
きます。この立場は、QEDになぞらえると axial gaugeや Coulomb gaugeに対応する立場であります。これ
が 1本の紐の light
one gaugeでの量子化です。詳細を今日の前半の講義で述べることにします。
他に、表 2の 1と 2の間にあたる 3.という立場もあります。gauge固定をしたあとに残る BRS対称性を司

る ghost場により、fun
tional integralを行ったあとにでてくる determinantを表示する operator formalism
です。path integralの 1.の立場と最後に述べた 3.の立場を併用させることにより、1本のひもの共変的な理解
が現代までに得られています。

重要な点は、いわゆる場の量子論における anomalyの問題です。これは 1本のひもの理論において、すでに
重要な役目を果たします。例えば、ここでは議論しませんが、massless gravitonが 
at spa
eで必ず出現する
ことはひもの理論での著しい帰結の 1つですが、それもやはり s
ale変換に対する anomalyがあってこそはじ
めて結論できるものです。worldsheetの理論としては、あくまで量子化しなければひもの摂動論は得られない。
一方、worldsheetの理論としてちゃんと量子化したからといってひもの量子論がつくれているかというと、こ
れはそうではない。これはひもの古典論にとどまっている。これはまさに 1本の紐としては第一量子化だけれ
ども、それは te
hniqueとしては 2次元の場の理論の te
hniqueを使っているという tri
kyな事情に由来して
います。 6



1. De�ne the path integral measure[DX�℄; [Dgab℄as integrals over in�nite dimensional metri
 spa
e.This leads us to a general formula for genus g partition fun
tion and S-matri
es.In this le
ture) 2. Fix all lo
al symmetries as a two-dimensional �eld theory as well as rigid symmetries.) quantization in the light
one gauge3. Somewhere in between 1.& 2.) the quantization based on BRS and ghosts
表 2: methods of quantization

今から light
one gaugeでの量子化をおこなっていきます。light
one gaugeというのは gaugeを全部 �xす
る、対称性があればそれをすべて �xしてしまう立場です。一つのやり方は、gab という補助場を追い出して
しまうことです。この講義では、最後のところまで古典論で扱って、gaugeを完全に �xしてから量子化する
という立場をとります (これは必ずしも論理的ではありませんが… )。まず、gabを追い出すために、Polyakova
tion (1.1)を gabで変分すると運動方程式が得られます。�aX��bX� � 12gabg
d�
X��dX� = 0 (1.5)
第 1項は gabの変分からでてきて、第 2項は p�gという determinantの変分1からでてきます。左辺の第 1項
に現れてくる 
ab � �aX��bX�は intrinsi
 metri
ではなく indu
ed metri
と呼ばれるものです。これからX�
だけで a
tionを書くと、最初に南部先生が書かれた reparametrization invariantな a
tionが得られます。S[gab eliminated℄ = 12��0 Z�d�Md�p� det 
ab = SNambu = 12��0 (area) (1.6)
これは �M、�の任意の reparametrizationに対して不変になっており、ひもの掃く面積をあらわしています。取
り扱いにくいのは

p
を含んでいる点で、この

p
を reparametrization invariantの一部を使うことにより

なくしてやるための条件が、次の subsidiary 
onditionです。�02 T (�M; �) � 12 � _X +X 0�2 � 0�02 T (�M; �) � 12 � _X �X 0�2 � 0 (1.7)_というのが �M微分、0というのが �微分を表しています。Polyakov a
tion (1.1)から gabを取り除いた a
tion(1.6)は _X2 �X 02、つまり運動方程式が 2次元の波動方程式になるような a
tionと等価です。別の言い方を
して同じ a
tionに到達することも可能です。T、T は worldsheet上の matterの energy momentum tensorで
す。energy momentum tensor T; T � 0というのが、subsidiary 
onditionであると理解することも可能です。1Æp�g = � 12p�ggabÆgab 7



a
tion (1.1)の gaugeを一部 �xした a
tionは、S[gab eliminated℄ � 12��0 12 Z� d�Md� � _X2 �X 02�| {z }��aX��aX� (1.8)
となります。a
tion (1.3)に対しても、いまの手続きを parallelに行うことができます。こんどは gravitinoの変分をとる
と、worldsheetの super
urrentが弱い意味で 0という条件がでてきます。�aX � �a	 � 0 (1.9)
こんどは X�の波動方程式に加えて、	�に対する 2次元の Dira
方程式がでてきます。最終的には、1本のひ
もというのは 2次元の freeな波動方程式および Dira
方程式を取り扱う簡単な模型になっています。S[gab;  a; eliminated℄ � Sg:f:[X�;	�℄ = 12��0 12 Z d�Md� �(�)�aX��aX� + i	��a�a	�� (1.10)
さて、X�に対する完全系展開を最初から書いておきましょう。これは 
ovariantな量子化でも light
oneの
量子化でも同じ notationを使うことが可能です。Minkowski signatureを用いて 2次元曲面を parametrizeす
るために、�Mと �を導入します。それを肩にあげて zを展開に用います。z = ei(�M+�) = e�+i� ; z = ei(�M��) = e��i� (1.11)
右向きに進行している波と左向きに進行している波があるわけですから �M + �と �M � �の両方があるわけで
すが、�M � �を肩に上げたものを zとおきます。i�M = � とかいて Eu
lid化して � を実と考えると、zと zと
いうのは 
omplexになります。すると zと zは互いに複素共役になります。
まず、
losed string 
oordinates X�の完全系展開です。X�(�M; �) = X�0 � i�02 P�0 log zz + ir�02 Xn6=0 1n ���nz�n + e��nz�n� (1.12)

波動方程式は Eu
lid化の後 2次元の Lapla
e方程式となり、その展開係数として紐の重心運動に P�0 と X�0、
紐の振動の modeに �と e�を導入します。P�0 �q 2�0��0 �q 2�0 e��0 になっています。X�が Hermiteになって
いるということから ���n = ���n e���n = e���n の条件がでてきます。
次に open string 
oordinates X� の完全系展開です。量子化すると、open stringの場合には運動方程式に

加えてひもの端点に対する boundary 
onditionが必要です。a
tionを変分すると、紐の許される boundary
onditionは、各 
omponentごとに Neumann N
あるいは Diri
hlet D
となります。Neumann 
onditionとは、
ひもの端点が光速で走っている条件であり、�方向の微分が端点で 0という条件X 0����=0;�= 0です。この条件
を課して得られるmode展開は (1.13)です。X�(�M; �) = X�0 � i�0P�0 log zz + ir�02 Xn6=0 1n��n �z�n + z�n� (1.13)8



この場合、P�0 = 2q 2�0��0 になっているという点に留意しておいて下さい。Neumann 
onditionでは、右向き
に進行した波は、はねかえって左向きの波になるので、�と e�はもはや独立ではなく、� = e�とおかなければ
なりません。Diri
hlet 
onditionは、端点がピン止めされているという条件 ÆX����=0;�= 0です。一般的な展開としては
次のようなものが得られます。X�(�M; �) = 
� � i 
0� � 
�2� log zz + ir�02 Xn6=0 1n��n �z�n � z�n� (1.14)
定数 
�、
�0は、それぞれ端点 � = 0、� = �がピン止めされている位置を表します。図 1がそれを示してい
ます。こんどは Diri
het 
onditionですから、右向きの波と左向きの波に �という位相の差がありますから �PSfrag repla
ements
� 
0�� = 0 � = �

図 1: Open string with Diri
hlet b.
.
の符号がでてきます。これらは細かいことですが、こういったことをおろそかにしますと理解が進みません。

こんどは fermionです。�M、�で parametrizeされる曲面上の fermionの展開を述べます。�M、�ではなく、z、z の展開という立場もあります。worldsheet 上の fermionは 12 の次元を持っていますから、
onformallyequivalentではあるが、異なる geometryにいくと、付加的な fa
torがついてきます。
losed string の場合には、�M、 � で parametrize される曲面は幅 2� の stripで、	� というのは 2 次元worldsheet上の fermionとしては 2成分Majonara fermion 	� = 0� �1 �2 1Aです。各 
omponentの boundary
onditionは、periodi
か antiperiodi
のどちらかであります。 �1;2(�M; � + 2�) = � �1;2(�M; �) N(eveu) - S(
hwarz)R(amond) (1.15)antiperiodi
にしても a
tionの一価性が失われることはないので許されます。それで、antiperiodi
の場合つま
り �を 2�だけずらしたときに �がでるのを Neveu-S
hwarz se
tor(NS)と呼び、一方+になるのを Ramondse
tor(R)と呼びます。 1と  2 両方存在しますから、4つの可能性がでてきます。 �1 NS NS R R �2 NS R NS R9



 は、幅 2�の strip上で NS se
torでは半整数で展開され、Ramond se
torでは整数で展開されます。同様にe �は、NSでは半整数で展開され、Rでは整数で展開されます。これで自由な Dira
方程式を満たす解は、す
べて作れました。これが自由な Dira
方程式の展開です。 � =8>>><>>>: Xr2Z+1=2b�r z�r : NSXm2Zd�mz�m : R e � =8>>><>>>: Xr2Z+1=2eb�r z�r : NSXm2Zed�mz�m : R (1.16)
ここで res
ale  �1 � p�0 �  �2 � p�0 e �を行ないました。open stringの場合には、上の考察に加えて boundary 
onditionの考察が必要です。a
tion (1.10)の変分を
とってみると、端点での条件が導出されます。	��2Æ	�����=��=0= � 1Æ 1����=��=0+ 2Æ 2����=��=0= 0 (1.17)
ここででてきた �2というのは 2次元のGamma行列で 
5にあたり、さきほどの表示 (1.4)では対角行列になり
ます。条件 (1.17)をみますと、第 1項、第 2項が独立な形で 0になっているようにみえますが、それはすぐ強
すぎることがわかります。いま考えている方程式は、1階の微分方程式です。1階の方程式では、各 
omponent
を境界である値におくと、解は全部決まってしまいます。初期値問題としてはいいけれども、一般の mode展
開としては強すぎます。我々が欲しい条件は、(1.17)が全体として 0になるという条件で、これは  1の mode
と  2のmodeが端点で関係づいていることを意味します。一般性を失わずに、� = 0では  1 =  2、� = � で
は  1 = � 2あるいは + 2でなければならないと結論できます。この二つの可能性を NS、Rと呼ぶことにし
ます。  �1 (�M; � = 0) =  �2 (�M; � = 0) �1 (�M; � = �) = 8<:� �2 (�M; � = �) NS �2 (�M; � = �) R (1.18)open stringでは e というのは、 で �を ��にひっくり返したものであると考えることができます。ebや edはb、dに等しくなっています。2 Light
one Quantization of a Closed String
これだけのことを踏まえて light
one gaugeでの 1本のひもの量子化にいきます。出発点として、gauge �xeda
tion (1.10) からはじめることにします。それをもう一度、ここに書いておきます。Sg:f:[X�;	�℄ = 12��0 12 Z d�Md� �(�)�aX��aX� + i	��a�a	�� � SB[X�℄ + SF[	�℄ (1.19)

この gauge �xed a
tion (1.19)は、2次元の一般相対論あるいは 2次元の supergravityに基づいた a
tion (1.3)
から出発して、論理的に得られたものです。しかし、この a
tion (1.19)に加えて subsidiary 
ondition (1.7)及
び (1.9) を忘れてはいけません。以下しばらく SB[X�℄の部分のみを考察します。10



この gauge �xed a
tion (1.19)には、まだ worldsheet上の reparametrization invarian
eの一部が残ってい
ます。変換 �M + � ! e�M + e� = f(�M + �)�M � � ! e�M � e� = f(�M � �) (1.20)
に対して gauge �xed a
tion (1.19)は不変です。つまり、�M+�あるいは �M�� に関して二つの任意関数 f ; f
で表される自由度が止められずに残っているわけです。zと zによる holomorphi
な fa
torizationを破るよう
な gauge �xing 
onditionを導入しなければならない。よって、さらに gaugeを固定します。
そのために、light
one 
oordinatesと呼ばれる表示X� = �X0 �XD�1� =p2 (1.21)

を導入します。これはちなみに light
one gaugeとは異なるものです。この表示に従うと、二つの ve
tor X、Y
のMinkowski dot(内積)は、次のようになります。X � Y = �X0Y 0 + D�1Xi=1 X iY i = D�2Xi=1 X iY i �X+Y � �X�Y += ���X�Y � = D�2Xi=1 X iYi +X+Y+ +X�Y� (1.22)
これをみると、X iY i �X+Y � �X�Y +となっていますから、Minkowski metri


��� = 0BBBBBBBBB�
+ � 1 � � � D � 20 �1�1 0 1 . . . 1

1CCCCCCCCCA �; � = +;�; 1; � � �D � 2 (1.23)
によって +�の添字が上げ下げされると考えてください。
では、light
one gauge条件の説明に入ります。この条件は、残った reparametrization invarian
eを完全に
固定するものであれば、原理的には何でもいいのですが、bosoni
 
oordinates X�に対してはX+(�M; �) = X0 + �0P+0 e�M�0P+0 e� = Z �0 d�0 �X+(�M; �0)��M (1.24)
と選びます。つまり、新しい e�M、e�を選んで、それがこの条件を満たすようにします。この条件は、stringの
振動を無視することにすると、e�M、e�は �M、�に等しくなった条件だと理解できます。これ以後、fを省略し
て e�M = �、e� = �と書くことにします。
以下では gauge (1.24)をとって、関数 2つ分の gaugeを固定することにします。この gauge 
onditionでは、X+の � 微分をとると �0P+0 、� 微分をとると 0になります。これで量子化に必要な gauge条件が決まり、量11



子化に必要な手続きが完了しました。ここまでの講義で、gaugeを途中まで �xした a
tion (1.19)や Virasoro
条件つまり stress energy tensor T; T � 0という subsidiary 
ondition (1.7)、(1.9)、そして light
one gaugeの
条件 (1.24)をお見せしました。これからは、これらを使ってもとの gauge �xed a
tion (1.19)を書き換えてい
けばいいわけです。いま時間として何を選ぶかといいますと、worldsheetの � ではなく、いまやそれと定数倍
を除いて同一視されているX+0 を選びます。Light
one gaugeとは、X+0 が worldsheet上の � と syn
hronized
されている gaugeであります。a
tion (1.19)の第 1項 SB[X ℄は、X+に関する積分という形に書き換えてやる
ことができます。SLCB [X�℄ = Z 1�1 dX+LLCBLLCB = �P+0 Z ��� d�2� �+X� + 12 Z ��� d�2� �P+0 �+X i�+X i � 1P+0 �0X 0iX 0i� (1.25)X+を (1.24)のように gauge固定したので、X+の � 微分はもはや定数で、P+0 として �積分の外に出すこと
ができます。この後、力学変数に equal time 
ommutatorを課せばいいわけですが、それには X�に共役な運
動量 density P�をつくってやらなければなりません。P i(�M; �) = Pi(�M; �) = �LLCB� (�+X i) = 12��0 _X i�P�(�M; �) = P+(�M; �) = �LLCB� (�+X+) = 0�P+(�M; �) = P�(�M; �) = �LLCB� (�+X�) = � 12�P+0 (1.26)P iは本質的に _X iであります。P�は X+に共役な運動量で、X+の gauge条件 (1.24) より 0となります。一
方、P+は X�に共役な運動量で、0ではありません。�+X�は �+X+に 
oupleしていることと gauge条件(1.24)により、P+0 を 2�で割ったものになっています。2�は stringの幅と考えられ、P+は 
onstant density
になっていることがわかります。

以下の目標は、まず light
one Hamiltonianをつくり、そこからmass operatorをつくって、(mass)2の eigen-valueを読みとり spe
trumを調べることです。1本のひもはどんな振動のmass spe
trumをもっているかが知
りたいことです。light
one Hamiltonian HLCB は、単に 
anoni
al pro
edureを経てつくることができます。HLCB � Z ��� d� �Pi�+X i + P��+X��� LLCB = 12P+0 �02 Z ��� d�2� � _X i _X i +X 0iX 0i� (1.27)light
one Hamiltonian HLCB は、transverseな os
illationだけに依存します。つまり X+ は固定したから振
動 modeがないのは当然ですが、X� の振動 modeもなくなってしまいます。ここで問題になってくるのがsubsidiary 
ondition、以前の Virasoro条件 (1.7)です。X�は Virasoro条件 (1.7)を解くことによって、残りの transverse os
illatorで表現することができます。一
般的な mode展開の式 (1.12)より、X�の時間微分を �積分すると、P�0 になっていることがわかります。P�0 = 1�0 Z ��� d�2� _X� (1.28)12



この P�0 は light
one Hamiltonian HLCB と同じもののはずです。実際、
anoni
al pro
edureで求めた light
oneHamiltonian HLCB と kinemati
alに _X�を �積分して求めた Hamiltonian P�0 は、確かに一致しています。つ
まり、
anoni
al quantizationで得られたHamiltonian HLCB は、+方向を時間にとった時間推進演算子にもなっ
ています。

さらに量子化を進めることにしましょう。X iと Pj に equal time 
ommtatorを課し modeに分解すると、
次のような mode間の equal time 
ommutatorが得られます。[P i(�M; �); Xj(�M; �0)℄ = �iÆ(� � �0)Æij ) 8>>><>>>: [�in; �jm℄ = nÆn+m;0Æij[e�in; e�jm℄ = nÆn+m;0Æij[P i0 ; Xj0 ℄ = �iÆij (1.29)
ここまでが gauge �xed a
tion(1.19)の第 1項 SLCB [X ℄の量子化です。
次に gauge �xed a
tion (1.19)の第 2 項 SLCF [	℄の量子化を考えます。(1.19)の第 1 項 SLCB [X ℄と第 2 項SLCF [	℄は、相互作用していないので独立に扱ってさしつかえありません。(1.19)の第 2項 SLCF [	℄に関しては、light
one gaugeの条件として 	+ = 0という条件を課します。第 1項 SLCB [X ℄と同様に、SLCF [	℄を書きかえ

てやります。 SLCF [	�℄ = Z dX+LLCFLLCF = i2 Z ��� d�2��0 �	i�0�+	i + 1�0P+0 	i�1��	i� (1.30) iaに共役な運動量は � ia � ÆLLCFÆ (�+ ia) = i4��0 ia (1.31)
です。

注意しなければならないのは、ここで扱っているのはMajorana fermionであり、�	�0�T = 	なる条件に従
うという点です。よって、拘束系の量子化つまり Dira
 bra
ketを用いなければなりません。それは少し避けて
通ることにして、自由度だけを考えてみますと 
omplexの Dira
 spinorのとき 1だったのだから、Majonaraspinorの場合はちょうど半分にしてやれば十分であると理解することにします。equal time anti
ommutatorはn� ia(�M; �);  jb (�M; �0)o+ = 12 iÆ(� � �0)Æab Æij (1.32)
となります。これは、次のように書きかえることができます。n ia(�M; �);  jb(�M; �0)o+ = 2��0Æ(� � �0)ÆabÆij (1.33)�bir; bjs	 = Ær+s;0Æij ; nebir;ebjso = Ær+s;0Æij�dir; djs	 = Ær+s;0Æij ; nedir; edjso = Ær+s;0Æij (1.34)
かくして、fermion部分からも light
one Hamiltonian HLCF が得られました。HLCF = � i4��02P+0 Z ��� d�	Ti�2��	i (1.35)13



total light
one Hamiltonian HLC � HLCB +HLCF が P�0 に等しいことは、Virasoro 
ondition (1.7)および superVirasoro 
ondition (1.9)を使って導くことができます。
今は light
one gaugeという non
ovariantな gaugeでの量子化をやっています。が、その物理的内容はやは

りMinkowski空間をとんでいく 1本のひもの物理ですから、測定量は最終的に Lorentz invariantな量で定式
化できます。Lorentz invarian
eを固定して、ある計算方法を進めているわけです。最終的に我々の計算する
量は質量で、�0M2という形で導入します。�0M2 � 2�0P+0 P�0 � �0P i0P i0 � 2�N + 
onst + eN + ℄
onst� (1.36)
ここで、N は os
illatorを normal orderedした number operatorです。N =8>>><>>>: 12�: Xi;n6=0�i�n�in : + : Xr2Z+1=2rbi�rbir :� NS12�: Xi;n6=0�i�n�in : + :Xr2Zrdi�rdir :� R (1.37)eN に対しても同様の式が成り立ちます。P0は定数倍を除いて �0ですから、zero modeは mass operatorに対
しては取り除かれています。number operatorとは言いますが、振動の levelごとに energyの重みをつけてい
るので energyになっています。
onstおよび℄
onstは normal orderingに付随して出てくる項です。
onstを計
算すると、nに関する positiveな integerの和がでてきます。NS : 
onst = (D � 2)2 1Xn=1n+ (D � 2)2 Xr=1=2;3=2���(�r)= (D � 2)2  1Xn=1n� 12  1Xn=1n� 2 1Xn=1n!!= (D � 2)2 �32� �(�1) = � (D � 2)16R : 
onst = (D � 2)2 1Xn=1n+ (D � 2)2 1Xm=1(�m) = 0 (1.38)
P1n=1 nは発散していますから、どうやって評価してやったらいいかわかりませんが、ひもの理論は massを
もたない 2次元の理論であります。したがって、いわゆる 
onformal invarian
eというのを尊重する正則化を
とらなければなりません。これがいわゆる � 関数の正則化で、この正則化は positivityは満たしていません。boson 1個に対する positiveな integerに関する和が 12�(�1) = � 124 という�の数になっています。これでも
理論的には 
onsistentであると理解されています。別の論理的に整合性の高い方法でもこれを導出できます。NSに関しては �D�216 、Ramondに関しては、bosonと fermionがちょうどつりあっているので 0が得られま
す。NSに関しては、boundary 
onditionがつりあっていないので自由度に食い違いがおきてこういう結果に
なります。 eN に関する normal orderingの結果も同様の考察で得られます。�0P�0 P+0 は無次元量で、それをしばしば L0+L0と書きます。L0は zero modeを除いて N と同じものです。�0P+0 P�0 = L(
yl)0 + L(
yl)0 ; (1.39)14



ここまでで閉じた紐の light
one quantizationが完了し、mass operatorが得られました。したがって、いろん
な modelに対して (1.36)の公式を使って、ひもの振動から得られる素粒子のmassというのを見てみることが
可能です。今回の話では mass operatorの計算しかやりません。3 The Case of an Open String
では open stringの場合はどうか。mass operatorは�0M2 = N + 
onst; 
onst =8<:� (D � 2)16 NS0 R (1.40)

と計算できます。
losed openP+0 2P+0�� < � < � 0 < � < �� b or de� eb or ed � b or d
左の表は、open stringと 
losed stringの違いを表しています。
losed string
の場合とほとんど同じですが、
anoni
al quantizationを丁寧に調べてみ
ると、
losed stringの mass(1.36)で P0 となっていたところを 2倍にし
なければならないことがわかります。最初にお見せした mode expansion
でもそのへんはうまく調節されています。ひもの幅は 
losedの場合 2�に
とったので、openの場合 �にとるのが適当であります。これは notation
です。open stringの場合は、number operator N の overallの係数は 2で
なくて 1になり、 eN はありません。
onstantは � 関数を使う同じ計算方
法で �D�216 または 0になります。4 Criti
al Dimension

今まで説明してきている light
one gaugeでの量子化は、最後の最後まで量子化せずに古典論でいって、最終
的に transverse os
illatorに関してだけ 
anoni
al 
ommutatorを課すというやり方です。最初に Polyakovのa
tionを書いた時点ですでに内在している量子論的な anomalyが、今の立場でどう表れてくるかを議論しま
しょう。anomalyとは、どういうやり方をやっても取り除けない量子効果です。つまり、量子化することによっ
て保てない対称性のことです。いまの場合、それは Lorentz変換です。つまり、Lorentz変換を使ってX+ (�; �)
を X+0 + �0P+0 � に �xしてやります。そのため、次の Lorentz algebraを 
he
kしてやる必要があります。[M�� ;M��℄ = i���M�� � i���M�� � i���M�� + i���M�� (1.41)
これは 70年代に Goddard-Goldstone-Rebbi-Thornによって実行されています。一番問題になってくるのは �
部分を含む algebraで、X�は transverse os
illatorに関して bilinearです。Lorentz generatorは Xと P に関
して (1.42) の形をしています。 M�� � Z ��� d�2� (X�P� �X�P�) (1.42)15



そのため、�の添字 1個につき �が 2個ついてきます。古典的には、[M�iM�j ℄という 
ommutatorは 0で
あるべきですが、量子論的には orderingの問題により一般の次元では消えない量になっているということがわ
かります。それが消えることを要求します。実は消えているのは bosoni
 stringの場合には 26次元、fermioni
stringの場合には 10次元のときです。これが 
riti
al dimensionと呼ばれる次元です。light
one gaugeでの平
坦時空での量子論が Lorentz invariantであるためには、時空は 10次元でなくてはならないという結論が得られ
ました。もう一つ重要なのは、さきほど計算してでてきた normal orderingに付随する N とか eN の係数です。
それは D � 2に比例していました。基本的に �0M2というのは、振動がまったくないという状況を考えると、
効いてくるのは 
onstantだけです。その係数を inter
eptと呼ぶことにしますと、それは振動していないmode
の energyで、
losed bosoni
では �4、open bosoni
では �1、
losed fermioni
では �2、open fermioni
で
は � 12 になっています。この係数も非常に重要です。しかもこの係数が �であるということは、1本のひもの
一番低い massの状態というのは実は負である、ta
hyon粒子の状態であることを示しています。5 Spe
trum of Fermioni
 Stringsinter
eptもわかりましたから、1本のひもの spe
trumがわかります。spe
trumを調べるのに、まず groundstateをこの立場で決める必要があります。これは漸近状態をどうやって作るかに密接に関わっています。つま
り、無限の過去、� = �1で operator X�、 �を j0iに作用させると regularでなければならないということ
を要求します。 X i(�M; �);  i(�M; �)j0i jzj!0�! regular (1.43)
するとX�や  �の zに関する Laurent展開の負ベキの係数 operatorが、真空に作用すると消えていなければな
りません。この要求 (1.43)から、NS se
tor、R se
torに関して、正の添字を持つmode operatorが annihilationoperatorとなる条件がでてきます。
ここで、0という添字を持つ operatorに関する注意を述べておきます。�0というのは実は P0であったわけ

ですね。P0というのは運動量で、P0は固有値 P をもつことにします。P は、eiPX0 という運動量 P の固有状
態。これは単にひもの重心部分に相当し、自由粒子の重心座標の量子力学になっています。

さて NS se
torに関してですが、(1.43)から求まる条件は、NS : �inj0i = 0 n � 1 birj0i = 0 r = 1=2; 3=2; � � � (1.44)
です。negativeな添字を持つ mode �i�n、bi�r (n; r > 0)は、
reation operatorとしてはたらきます。�n はMinkowski空間の transverseな添字をもち、tensor的な状態を別の tensor的な状態に mapするような fo
k空
間の演算子であるわけです。NS se
torは、一般に transverseな運動量 piをもち整数及び半整数で指定されるlevelの振動の占有数で指定できる状態たちからなっていることがわかります。j0iはなにも添字をもっていな
いわけで、Lorentz変換の立場から見ると singletです。残りの os
illatorは Lorentz変換の ve
torの添字をも
ちますから、一般に tensor的な状態です。一般的な stateは次のようになっています。HNS � ff �i1�n1 ; � � � ; bj1�r1 ; � � � jpii gg s:t: P̂ i0jpii = pijpii (1.45)16



spa
etime statisti
sの立場から考えると、HNSに属する状態は spa
etime bosonになっていなければならない
ことがわかります。だから、たとえ bが奇数個含まれていて、worldsheetの立場から見て worldsheet fermionで
あったとしても、これは spa
etimeという立場から見ますと spa
etime bosonであるという結果がこの formalism
から得られます。

一方、Ramond se
torでは、(1.43)から求まる条件は、R : �inj i = 0 n � 1 djmj i = 0; m � 1 di0j i =? (1.46)
です。ここで、真空として用意した何も添字を書いていない j iに関して問題が生じます。一番問題になって
くるのが di0の作用であります。di0は Hermitian 
onjugateが自分自身 diy0 = di0になっています。di0と dj0 のanti
ommutator fdi0; dj0g = 2Æijというのは、ちょうど ijに関するGamma行列のような形をしています。つま
りこれは Cli�ord代数です。この di0を、ground stateであるところの添字の書いていない standard ket j iに
作用した結果がどうなるのかよくわからない。これを 0にすると矛盾してしまう。むしろ di0の 8個の os
illator
を全部同等に取り扱って、standard ket j iから出発して、di0を作用すると別の ground stateにいっていると
考えるのが妥当であります。したがって、ある degenerateな ground stateが何個かあって、その何個かある状
態の上でその代数が表現されていると考えるわけです。つまり standard ket j iは、Cli�ord代数の表現空間
を与えていなければいけない。みなさんご存知のように、何成分か用意しないと Gamma行列の表現は実現で
きません。それと同様に di0の代数を実現するためには、1個の singlet ground stateでは無理で、spinorの添
字がこの ground stateには必ず必要である。つまり、light
oneの Cli�ord代数に関する spinorの添字をもっ
た ground state j i = j�iでなければならないことがわかります。Ramond se
torは、そこから negativeな添
字をもつ �とか dとかを作用することによって得られた状態であります。stateは次のようになっています。HR � ff�i1�n1 ; � � � ; dj1�m1 ; � � � jpi; �igg (1.47)spinorの添字が 1個あって、あとは tensorの添字ですから、spa
etime statisti
sの立場からいいますと、必ずspa
etime fermionを表しているということがわかります。以上より、NS se
torは spa
etime boson、R se
tor
は spa
etime fermionを表していることがわかりました。
以上が open fermioni
 stringの場合で、
losed fermioni
 stringの場合は � のついた部分とついていない部

分のそれぞれに対して NSあるいは R se
torを考え、それぞれに関して tensor積をとります。H� 
H� � ; NS or R� ; NS or R (1.48)
いよいよ open stringと 
losed stringの spe
trumを表 3に書きます。GSO proje
tionに関してはあとで
話すことにします。open stringの ground stateの振動のない状態 jkiiは、Lorentz変換に対して singletで、�0 の unitで � 12 つまり ta
hyonになります。次の levelは bi� 12 を 1個それに作用した状態 bi� 12 jkii�i �k`�で、masslessの ve
torがでてきます。massless ve
torだから、bi� 12 に k spa
eの波動関数 �i �k`�がかかっていま
す。これは polarization ve
torと呼ばれるものです。一方、Ramond se
torの ground state j�; kiiは massless
ですが、spinorの添字 �をもっていて、di0からでてくる空間 8次元の Cli�ord代数の表現より 16次元となり17



k spa
ewave fn �0M2 nameopenstring NS jkiibi� 12 jkii 1�i(k`) � 120 ground state s
alar (ta
hyon) 1
massless ve
tor 8v
R j�; kii u�(k`) 0 16 dim spinor 8s
 � 8


losedstring (NS, NS) jkii �2 s
alar 1
bi� 12ebj� 12 jki0i �ij(k`) 0 graviton � asym tensor � dilaton8v
 
 8v
 = 35
 � 28
 � 1
(NS, R) je�; ki0i �1 16 dim spinor 8s
 � 8

bi� 12 je�; ki0i �ie�(k`) 0 ve
tor spinor8v
 
 ( 8s
 � 8

) = 8

 � 56s
 � 8s
 � 56

(R, NS) tilde $ no tildefrom (NS, R) 8

 � 56s
 � 8s
 � 56

(R, R) j�; e�; k`i 0 ( 8s
 � 8

) 
 ( 8s
 � 8

)= [ 8v
 � 56T
 � 35
 � 28
 � 1
 ℄2
表 3: low lying states

ます。空間 4次元の Gamma行列のことを思い出すと、Gamma行列は 2� 2の行列でもって非対角に組んでblo
k化することができます。つまり、通常の 4� 4 Gamma行列は既約ではない。既約な 4次元の Cli�ord代
数の spinorは 2次元表現である。同様の理由で 8次元の場合でも、16次元の spinorは既約ではなくて、8� 8
という違う spinorに既約分解されるということが 
he
kできます。これが open stringの話しであります。
losed stringの場合は、(1.48)のように、open stringを 2つを張り合わせればよいわけです。(NS, NS)の場
合は、ground state jkiiの (mass)2は �0の unitで �2の s
alarです。次の状態 bi� 12ebj� 12 jki0i�ij �k`�は、8
 8
と tensor積をつくって既約分解してやると、対称で tra
eless、反対称、そして singletと既約分解できます。
これは spa
etime bosonです。(NS,R)は、左が bosonで右が fermionだから spa
etime fermion、(R,NS)も
同様に spa
etime fermionです。これらの se
torではやはり ta
hyonが ground stateですが、その次の状態bi� 12 je�; ki0i�ie� �k`�は、R se
torの spinorと NS se
torの ve
torが張り合わさっているような ve
tor spinor
というのができます。その既約分解は表のような形になっています。RNS se
torはいまの場合、fのついて
いるのとついていないのとをひっくり返せばいいわけで、省略します。同じものがでてきます。最後に (R,R)
ですが、Rと Rがどちらも fermion的に振る舞って、全体として spa
etime bosonを作ります。その既約分解
というのはあとで述べる GSO proje
tionを作用する前は表のような形をしています。これはずいぶんたくさ
んの状態があります。この既約分解の導出方法をやっている時間はないのですが、Gamma行列を何回かかけ
て反対称化する、spinorや ve
torの tensor積を対称化、反対称化してやれば自分で 
he
kすることができま18



す。この種の Lie代数の既約表現の分解は、昔の quark modelにもよくでてくる問題であり、quark modelの
本などをみて必要なことを学ぶことが可能でしょう。6 Orientation Flip
徐々に第一回目の講義が終わりに近づいてきました。あと orientation 
ipと Chan-Paton fa
torを論じて前

半を終わりにします。まずひもに矢印をつけることが可能か、という問題です。

まず、
losed stringの場合です。普通は � = 0を適当に選んで反時計回りに矢印を書きますが、図 2のようPSfrag repla
ements � = 0� = 2��0 = 0�0 = 2��0 = 2� � � ?=
PSfrag repla
ements� = 0� = 2� �0 = 0�0 = 2� �0 = 2� � �

図 2: Flipped 
losed string
に反対向きに書いても構わないわけです。つまり、新たに �0 = 2�� �を選んで �0が増加していく方向に矢印
をつけ直してみます。この二つの絵が、果たして違った絵なのかそれともまったく同等なのか、というのを量

子論的に論じます。もちろん、�0 = 2� � �というのは zと zの入れ換えです。左の絵から右の絵に移るとい
うことは、zと zを入れ換えるということに 
losed stringでは対応しています。この演算は、量子論では常にunitary operatorによる unitary変換で実現できます。よって、Hilbert spa
eにある 
という演算があって、
左の絵から右の絵に移ることを実現してくれると考えることができます。
X�(z; z)
�1 = X�(z; z)
 �(z)
�1 = e �(z) (1.49)
基本的な問いかけとして、物理的な状態空間に属する jphys >に対して 
を作用させると + signで元に戻る
のか 
j�i = j�i ?、があります。この問いに対して、その答えが NOだったら考えている 
losed stringという
のは orientable、つまり時計回りと反時計回りの状態は別の状態である。この 2つの絵は異なる物理的な状態
かつ量子論的な状態というのを表します。一方もし YESなら、考えている状態空間のすべての物理状態に対し
て 
が invariantつまり +1の eigenvalueをもっていると考えられます。この時、左と右の絵を量子論的に区
別することが不可能です。この場合には矢印をつけるということに意味がないわけで、いま考えている 
losedstringは nonorientableです。
では open stringの場合はどうか。open stringというのも同じ調子でやっていきます。ただし、図 3にある
ように、幅を �にとってありますから、�0 = �� �になります。こういった演算を実現するような演算 
は次
のようになります。 
X�(z; z)
�1 = X�(ei�z; ei�z)
 �(z)
�1 = e �(ei�z) (1.50)19
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図 3: Flipped open string
よって 
 = (�1)N です (Neumann 
onditionの場合)。
losed stringと同様の調子で、問いかけ 
j�i = j�i ?
に対して NOだったらこの open stringは orientable、もし YESだったらこの open stringは nonorientableで
す。number operator N の eigenvalueが evenの状態だけが生き残ります。ところが我々の観測する massless
の ve
torは、va
uumに ���1というのをかけたものです。number operatorの eigenvalueは 1ですから oddで
す。したがって open stringを nonorientableにすると、現実に存在しているものを排除してしまうことになる
ので具合が悪いわけです。7 Chan-Paton Fa
tors
具合が悪いのをどうするかというと、材料を増やします。増やす材料というのが Chan-Paton fa
torという

自由度です。今は単に 1本の紐があるわけですが、open stringの場合はひもの端点に何か色づけされた自由
度、
olorの自由度をつけることが可能です。
olorの自由度というのは単に indexの自由度だけです。他の属
性をもたないわけで、ijの添字を ket ve
torに手で加えます。orientableな場合の open stringからはじめることにしましょう。状態空間というのは各 levelでの o

upationnumber、つまりどういう os
illationがいくつあるかということ、それに重心運動量を加えてさらに 2つの添
字 i; jで指定される状態たちであります。H = ff jNm; p` ; ij 1 � i; j � n i gg (1.51)i; j の添字を n行 n列の行列の行列要素と考えますと、i; jを導入する代わりに別の n2 個の baseに移ること
もできます。つまり、U(n)の Lie algebraの元を baseとして導入して、その名前 aに関して 1から n2まで和
をとることにします。この baseに移ってできた新たな ket ve
torを jNm; p`; ai と書きます。nXi;j=1 jNm; p` ; ij i�aij � jNm; p`; ai a = 1 � n2 for �aij 2 U(n) Lie algebra (1.52)
これは worldsheetの立場から見るとほとんど trivialな構成ですが、この添字がつくる対称性が、時空の物理
に行くと gauge対称性に対応していることがわかります。つまり、worldsheetの立場から見ると 
avorの対称
性と思えるものが、我々の住んでいる時空から見ると gauge対称性に昇格されて見えています。このような現
象がひもの理論にしばしばでてきます。以上、orientableな場合です。nonorientableな場合がやりたいことです。いまの場合、
 proje
tionを作用すると、ひもの端点についてい20



る Chan-Patonは、向きを反対に読むことで添字も反対向きに変わるわけです。
jNm; p` ; ij i = (�)N jNm; p` ; ji i (1.53)
このことをふまえて、さっきと同じように Lie代数の generatorからなる別の baseに移るわけですが、
を作
用した結果、+か �の eigenvalueをもつ eigenstateになってほしいわけです。そのためには、i; jに関して対
称化、反対称化してやればいいわけです。ff�aijgg = ff�a(sym)ij gg � ff�a(asym)ij gg℄ = n(n+ 1)2 ℄ = n(n� 1)2 (1.54)n2 個の generatorのうち対称化されている generatorは n(n+1)2 個、反対称化されている generatorは n(n�1)2
個あります。こうしてやると、+sign、�signどちらかが出てきます。そして得られた新たな basenXi;j=1 jNm; p`; iji�a(sym=asym)ij � jNm; p`; a; sym=asymi (1.55)
に関して 
を作用してやると、固有値として (�1)N という以前のものに加えて対称化するか反対称化するか
に依存して +か �が出てきます。
jNm; p`; a; sym=asymi = (�)N (sgn)jNm; p`; a; sym=asymiwhere sgn = 8<:+ for sym� for asym (1.56)
 invariantな spa
eをつくるためには、(�)N (sgn) = 1になっていればいいわけです。この条件を満たしつ
つ、しかも我々の観測する massless ve
torが生き残るようにするためには、N が oddなときが生き残ってほ
しいわけです。そのためには、antisymmetri
の generatorが Lie代数であるようなものを選ばなければならな
い。それは Spではなくて SOである。SO(n)というのを Chan-Paton fa
torに選んでおけば、
 proje
tion
のあとで lo
alな gauge対称性として生き残ってくれるような模型がつくれるという結論に達します。ですか
ら、nonorientable stringの Chan-Paton fa
torに基づく gauge自由度というのは SOです2。

2実は量子論的には、
 proje
tionの作用に際し ij を取り換えるよりもゆるい条件を課すことが可能で、Spがでてくることがあるこ
とが指摘されています。この講義ではやりません。 21



Le
ture 21 Cir
le Compa
ti�
ation and T-duality of a Closed String
さらに spe
trumの解析を進めましょう。それに加えて、いわゆる T-dualityの話をします。振幅の計算はし

ないと言いましたが、spe
trumに関する最低限の議論をするためには、genus 0の torus partition fu
tionの
計算が最も明解な方法ですのでこれを論じます。真空の安定性を議論するためには、tadpoleの解析が有効で
す。後半では、GSO proje
tionおよび heteroti
 stringの話をしたいのですが、少し時間の方がおしています
のでこれらは明日に持ち越したほうがいいかもしれません。

前回の講義で時空の次元が 10というのがでてきました。ひもを我々の時空および素粒子に応用するとしま
すと、6個の方向は非常に小さくなっていて我々の観測にはかからないと考えたいわけです。つまり、小さく
なっているということを手で与えるのを認めて、1本のひもを取り扱うことができなければなりません。
一つの 
oordinate、いま 
losed bosoni
 string 1個だけをとって、その 24番目の 
oordinateにのみ注目し

ます。これを半径 Rの 
ir
leにコンパクト化するとは一体どういうことなのか。それは �を 2�だけ shiftす
ると、X�はもとのX�に戻ってくるということです。いま � spa
eの 
ir
leと X spa
eの 
ir
leがあって、�
ir
leが 1回回るときに X 
ir
leは何回回ってもいいわけです。一般には � = 2�での Xの値は 0ではなくて、2�Rの整数倍だけの差があっても 
ir
le上では許されるわけです。X(�M; � + 2�) = X(�M; �) + 2�`R (2.1)
そのときの整数 `を winding numberと呼ぶことにします。この新たな境界条件と 
onsistentな mode展開と
いうのが必要になってきます。
ir
leにコンパクト化した場合の X の展開は次の (2.2) の形をしています。X = X̂0 + �0P̂0�M + �0�ŵ + (os
ill. as before) (2.2)
この ŵという operatorが winding numberを与えています。この展開について少し考えてみましょう。Lapla
e
方程式の解として、� に比例する項に加えて �に比例する項は、一般には排除できず、むしろあるべきです。
そして �0� ŵと書いた係数 ŵが operatorとなりますが、その固有値がちょうど winding numberの整数をは
かっていることがわかります。いま 
ir
leにコンパクト化したわけですから、運動量は離散化されます。e.v. of P̂0 = mR ; m 2 Z (2.3)
この場合、重心部分は平面波 eiPX0 という波動関数ですから、P は整数/半径ということになります。それがperiodi
 boundary 
onditionと 
onsistentな eigenvalueであるわけです。一方、(2.2)の第 3項 �0�ŵですが、�が 2�だけずれたときに一般に 2�`Rの固有値が許されます。ŵの固有値が 2�`R2��0 、つまり ŵのとりうる固有
値は `R�0 です。 e.v. of ŵ = 2�`R2��0 = `R�0 ; ` 2 Z (2.4)22



P̂ と ŵは一般に交換する演算子で、その固有値たちは P = mR、w = `R�0 となっています。Rを無限大にする
と、ŵの固有値としては `が 0しか許されず、P̂ の固有値というのは連続的になって正しい答えになっている
ことが理解できます。(2.5)式は mode展開を別の形で書いたものです。X � XR(z) +XL(z) (2.5)
これを zに依存する部分と zに依存する部分を (2.7)と書くのが適当です。XR(z) = XR � ir�02 �0 ln z + (os
illators of right movers)XL(z) = XL � ir�02 e�0 ln z + (os
illators of left movers) (2.6)
以前は P0は係数を除いて �0 や e�0に等しいと言いましたが、いまの場合 �に比例する項もあるので、�0とe�0は異なった値をもちます。�0は係数を除いて P̂0 + ŵで、e�0は P̂0 � ŵです。�0e�0 =r�02 �P̂0 � ŵ� e.v. of �0e�0 =r�02 �mR � `R�0 � (2.7)
ここで重心座標をむりやり二つにわけることができます。XRL = 12 �X̂0 � Ŷ0� (2.8)
これは人為的で、全体としては Ŷ0 
oordinateは現れていないのですが、わざと書いておきました。これは次
の 2節で明らかになります。
今度は mass operatorをこの模型で測りましょう。�0M̂2(25) � 2�0P+0 P�0 � �0 D�3=23Xi=1 �P i0�2= 2 L(
yl)0 � 12 23Xi=1 �i20 !+ 2 L(
yl)0 � 12 23Xi=1 e�i20 != 2�N + 12�(24)20 � 1�+ 2� eN + 12 e�(24)20 � 1� (2.9)

いま 1方向を 
ompa
t化しているので、我々は 25次元空間に住んでいると思います。すると、Lorentz invarian
e
は 25次元の Lorentz invarian
eです。運動量の subtra
tionは 23までです。それで (2.9)の第 3行目の式が得
られます。Le
ture 1で話しましたmass operatorと違うところは、新たに �240 の部分が姿を現している。massoperatorの固有値には、
ompa
t化した次元の振動および運動量に基づいた massが上乗せされるわけです。e.v of �0M̂2(25) = 2 N + �04 �mR + `R�0 �2 � 1!+ 2 eN + �04 �mR � `R�0 �2 � 1! (2.10)(2.10)が 
losed bosoni
 stringの 
ir
le 
ompa
t化の公式です。
一つ式 (2.10)を見てわかることは、Rと �0R を取り換えますと、spe
trumが不変になっていることです。そ

こで、半径 �0R をもつ別の理論で同じ計算をやることを考えてみましょう。別の理論のときには parameter、23



os
illator、すべて dを添字としてつけて、同じ計算を dの添字のついた模型でやって spe
trumを書いてみま
す。つまり、別の模型が同じ mass spe
trumをもっているというのはどういう状態かを考えてみることにしま
す。するとそういう対応は、�0d = �0 e�0d = �e�0 Rd = �0R �nd = �n e�nd = �e�n (2.11)
であることがわかります。nonzero modeに関してはいつも bilinearに入ってきていますので、別に signを変
える必要はないんですが、変えても構わない。こういった変換を考えますと、それはeのついた os
illatorに �
をつけるということを意味しています。T-dual変換として、XLに �signをつける片側 parity変換を定義し
ます。 T̂24 ; X(z; z) �! Y = XR(z)�XL(z) (2.12)�0R であたえられる dual radiusを Rdとします。T̂24 変換と R ! Rdの置きかえで、mass spe
trumは不変に
保たれているということがわかります。fermioni
 
losed stringの場合も同様で、やはり single side parity変換を行ってやればいい。T̂8 ; X8(z; z) �! Y 8(z; z) = X8R(z)�X8L(z) 81(z) �!  081 (z) =  81(z)e 81(z) �! e 081 (z) = � e 81(z) (2.13)fermionに対しては e という zに依存する部分にだけ符号を変えてやればいい。ここで 8は、10次元の transverse
oordinateの 1つを表しています。2 T-duality of an Open String
ではこの演算を盲目的に open stringに適用してやればどうなるか、これはおもしろい問題です。いまNeumannboundary 
onditionに従うような open bosoni
 stringを考えます。時空は radius Rの 
ir
leをもっていると

します。いま得られた演算 T̂24というのを盲目的に open string 
oordinateに適用してやります。つまり zに
依存する部分に �signをつけるわけです。T̂24 : X(z; z0) �! Y (z; z) = XR(z)�XL(z)= Ŷ0 � i�0P̂0 ln zz + ir�02 Xn6=0 �nn z�n � ir�02 Xn6=0 �nn z�n (2.14)
losed stringのときもそうですが、zero modeの出方が違ってきます。前は +だったので X0が残ったわけです
が、こんどは引き算ですのでもともとの理論では消えてなくなっていた Ŷ0という 
oordinateが姿をあらわす
ようになります。これはもともとの 
anoni
al quantizationではまったく姿を現さなかった座標変数でありま
す。これは P̂0とは交換する演算子です。一方、P̂0は log z=z、つまり �にかかっている operatorであります。
したがって、dualな Y に関する理論では P̂0は momentumではなくて、winding numberになっています。そ
れに加えて os
illatorの部分では、zと zで relativeな sign �がつきます。T変換を施してやると、Neumann24



boundary 
onditionに従う open stringが Diri
hlet boundary 
onditionになっているということがわかりま
す。実際、 Y (� = 0) = Ŷ0 = 
Y (� = �) = Ŷ0 + 2��0P̂0 = 
+ 2��0mR = 
+ 2�Rdm (2.15)
となり、新たな Y 
oordinateの � = 0では Ŷ0であって、� = �では Ŷ0 +2��0P̂0になっています。Y と P は
anoni
al 
onjugateではないので同時に固有値をもてますから、これは両端が時空のある端点にピン止めされ
ているという、Diri
hlet boundary 
onditionに従う operatorを表していることがわかります。T̂24 : N
 �! D
 in the 24th 
oordinate. (2.16)3 T-duality of a Closed Unoriented String
ここで導入した Tという演算と
 proje
tionの関係を調べてみましょう。もう一度復習しておくと、unorientedstringというのは 
losed stringの Hilbert spa
e のうち、
 = 1の eigenvalueをもつ状態に制限して得られたstringです。一方、左から 
�1、右から 
をかけることによって、fのついている os
illatorとfのついて
いない os
illatorが入れ替わるわけです。同様に zero mode X̂0や P̂0、ŵがこの変換に対してどのような変換
を受けるかがわかります。 P̂0 = 
�1P̂0
 ŵ = �
�1ŵ
 (2.17)
運動量は evenつまり + signでひっくり返り、winding number operatorは �にかかる operatorだから 
のa
tionに対して oddです。P̂0と ŵは交換するので、同時対角化可能です。P̂0と ŵの固有値方程式はP̂0jm; `i = mR jm; `i ŵjm; `i = `R�0 jm; `i (2.18)
となります。状態 jm; `iは 
演算に対して次の性質を持ちます。
jm; `i = jm;�`i or 
jx; `i = jx;�`i (2.19)
 invariantな状態をつくるには、対称化を施してやればいい。8<: 1p2 (jm; `i+ jm;�`i)1p2 (jx; `i+ jx;�`i) m; ` 2 Z ) 1p2 (��ne��mjx; `i+ ��me��njx;�`i) survive (2.20)
今度は、T 演算と 
 a
tionとを次々と続けて作用してみましょう。最初に Xに T 演算を施して半径 RdのY 
oordinateに移ります。ですが、Y 
oordinateでの 
演算は �がついて戻ってくることがわかります。
Y (z; z)
�1 = �Y (z; z) (2.21)

そのため、� signを考慮しなければなりません。Y 
oordinateの理論では、
演算をするとさっきとは逆の符
号がでてきます。 
Ŷ0
�1 = �Ŷ0 
ŵY
�1 = ŵY 
P̂Y0 
�1 = �P̂Y0 
�Yn
�1 = �e�Yn (2.22)25



座標や運動量は � signがつき、winding numberは invariantです。invariantな状態をつくるには、座標のと
ころを対称化させてやらなければならないということがわかります。1p2�jy; `Yi+ j � y; `Yi� ) ��24Y�m e�24Y�n jy; `Yi+ �24Y�n e�24Y�m j � y; `Yi���24Y�m e�i�njy; `Yi � �i�ne�24Y�m j � y; `Yi� survive (2.23)
座標のところに � signをつけて対称化するとはどういうことを図 4で表しています。yという点の上でつくっ
PSfrag repla
ements
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図 4: Orbifold

た状態だけでは 
 invariantな状態はつくれず、いつもこれと Y 24という面に関する鏡映点を pairにして加え
ないと invariantな状態がつくれていないことがわかります。このように、Y 
oordinateの理論での 
 a
tion
というのはおもしろい役目をしています。最初は半径 Rd の 
ir
leが target spa
eだと思っていたけれども、+yと �yはいつもペアにして対称化して考えなければいけないので、事実上 yの動ける範囲というのは 0か
ら �Rdになっています。実は target spa
eというのは 
ir
leではなくて half 
ir
leになっています。割るとい
う演算を含む 
ompa
t化を紐の理論では一般に orbifoldと呼びます。ここで言う演算というのは Z2という作
用で、次のような二つの代数的な element 1と �̂から成ります。Z2 = 8<:8<:1; �̂ ������ �̂(y) = �y�̂(�) = 2� � � 9=;9=; (2.24)�̂というのはどういう演算を施すのかというと、worldsheet上で �を 2���に変え、それだけでなく同時に行
き先の時空上の点をその鏡映点に移します。これを 2回続けて行うと identityです。これは 1と �̂から成るZ2symmetryとなります。こういう特別な、Z2で紐の Hilbert空間の商空間をつくって invariantな状態だけを取
り出した理論ができます。Y という dual theoryでの 
 invariantな状態は、
ir
le上に 
ompa
t化した理論で
はなくて、half 
ir
le上で 
ompa
t化された 
losed stringの理論になっています。これを一般に orientifoldと
言います。

26



4 String Perturbation Theory
これで T-dual変換に関する説明が一息つきました。これから、摂動論を説明します。そのためにはまず、摂動
論を見て真空の安定性を議論したい、つまり摂動論を見て低い genus、つまり disk、RP 2、torusとか annulus、Klein bottleの 0点振幅あるいは 1点振幅をみる必要があります。これらは、振幅そのものが重要というより
は、spe
trumあるいは真空の安定性を調べるための便利な道具となっています。Polyakovの a
tion(1.1)を思い出してください。この形は 2次元の一般相対論という立場から見ますと、D
個の masslessの s
alarが 2次元の intrinsi
 metri
に 
oupleするという相互作用を表しています。では当然、2次元の Einstein項や宇宙項はどうなっているかが問題になってきます。その項を �Sと書いておきます。�S = �20 Z� d2�p�g + ln�4� Z� d2�p�gR(2)(�) (2.25)d2�は d�d� のことです。(2.25)の第 1項は宇宙項です。これは lo
alなWeyl invarian
eを破っているもので、紐の理論ではこういっ
た項は存在すべきではありません。けれども、もしこういう項が生成されたときに、これを消すための 
ountertermとして付け加えておきましょう。
次に (2.25)の第 2項の Einstein termですが、どうして最初からいれなかったかというと、それは 2次元の

一般相対論というのは空っぽだからです。実際物理的自由度を計算してみますと、0どころか 2次元の自由度
は負になっています。2次元の Einstein項は、紐の掃く surfa
eの topologyだけを測っていて、Euler数 �(�)
になっています。 �(�) � 14� Z� d2�p�gR(2) = 2� 2h� b� 
 (2.26)
ここで hは、surfa
eについた handleの数、bは boundaryの数、
は nonorientabilityの度合でそれを 
ross
apと言います。さらに、 e��S = �2h+b+
�2 (2.27)
は �のべきで、ひもの摂動論というのは �に関する摂動展開となっています。�の次数は Euler数の �1倍で
測られますから、ひもの摂動論の次数というのは Euler数で測られるということがわかります。各々のひもの
各次数では 2次元の場の理論になっているのですが、ひもの摂動論そのものは、各 surfa
eでの計算が与えられ
て、さらにそれに関してありとあらゆる topologi
alに等価でない surfa
eに関して和をとらなければなりませ
ん。1本のひもの理論に関して摂動論を展開しようとしますと、一番低い次数とは spheri
al topologyで、次の
次数の 1つとして boundaryの 1個ある disk(open stringの掃く世界面)、その次の次数の 1つとして、
losedstringの掃く世界面で sphereに穴の 1個あいた torusという具合になっています。topologi
alに異なる surfa
e
達に関して重みをつけて和をとり、手で摂動級数を与えます。Z = Xh;b;
�0���(h;b;
)Z(h; b; 
) (2.28)�というのは、いまのところ手で与えた free parameterです。理論の parameterは 12��0 で、それは単位長
さ当たりの energy密度、紐の tensionですけれども、それに加えて �という free parameterを導入したように27
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表 4: String states and topologies 
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思えます。ところがもう少しすすんだ考察をしますと、そうではないということがわかります。自由に伝搬す

る 1本のひもという立場を離れて、それに加えて外場としてひもの状態が凝縮した場合を考察します。この立
場では、さきほど出てきました 
losed string spe
trumで masslessで Lorentz s
alarである状態に対応する、dilatonの場 �(X)が (
onst) Z d2�p�g�(X)R(2)(�) (2.29)
のように a
tionに挿入されていることを示すことができます。したがって、この �というのは手で与えた freeparameterではなくて、dilaton場 	(X)が値をもつ、つまり dynami
alな理由で値をもって �が生成された
と考えることができます。�というのは純然たる 1本のひもの摂動論では free parameterであるけれども、何
かもっと摂動を超える枠組ができた暁には、理論の中から outputとして決定されるある決まった数である。ひ
もの理論においては 
oupling 
onstantは値が決まっていて、それは勝手に調節できるような数ではない。お
そらくその値は小さくはなくて、摂動はよくないであろうというのが予測であります。

いま、ひもの摂動論をもっと具体的に Euler数でもって並べて表 4に書いておきます。Euler数は handle h
と boundary b と 
ross 
ap 
 の数で決まります。例えば diskは boundaryをもっていますけれども、holeと
か 
ross 
apはない。一方、すぐあとにでてくる RP 2は boundaryを持っていませんが、
ross 
apを持ってい
ます。ひもが orientableである理論は 
losed stringだけから成る理論です。unorientedな理論の場合は、openstringと 
losed stringの掃く世界面に関して、すべての topologyを考察します。さらに各々の surfa
eに関し
て、external statesとしてどういうものが可能かをこれ以降、考察していきます。これは散乱振幅を考察する
際に重要です。

例えば sphereの topologyに関しては、open stringの external statesはつけられません。一方、diskは openstringの掃く geometryですが、さらにこれに 
losed stringを突っ込むことは可能です。つまり diskの中に
ylinderがくっついている絵は書けます。一般的に open stringの掃く geometryであっても、
losed stringのexternal statesを挿入する、つまり演算子として挿入することができます。28



5 Green's (Two Point) Fun
tions
これで摂動論に入っていきます。まず、2次元の freeな理論の 2点関数X�X� の計算です。2点関数と等価

なものとして、もともとの operatorの積と 0に関して nomal orderされたものの差というものがあります。一
般に、二つの演算子が 2次元面上にのっかっている場合、常に radial orderingをとります。つまり左側に時刻
の後のものをとります。これは z平面上に関する time orderingに対応するものです。後からおこった eventは
いつも左側にくる、そういう orderingがいつも了解されていると思ってください。これで X に関するもとも
との積と normal orderされたものとの差を計算しますと、zero modeのところから log zがでてきて、それ以
外の部分というのは幾何級数に 1n が掛かっているもので log�1� z0z �になります。R�X�(z; z)X�(z0; z0)� : X�(z; z)X�(z0; z0) :� = � i�02 ln jzj2[P�0 ; X�0 ℄ + �02 1Xn=1 1n "� zz0��n+� zz0��n# ���= ��0��� ln jz � z0j (2.30)
これをあわせて 2次元の Green関数というのは (2.31)になります。h0jX�(z; z)X�(z0; z0)j0i � h0jX�0X�0 j0i = ��0��� ln jz � z0j (2.31)
これは 
losed stringの場合で、open stringの場合は次のようになります。X�(z; z)X�(z0; z0) =: X�(z; z)X�(z0; z0) : ��0 (ln jz � z0j � ln jz � z0j) N
D
 (2.32)�と e�はもはや独立ではありません。� = e�です。�と e�の 
ommutatorは 0ではありません。以前に存在し
た項に加えて、その image pointに対応する 
orrelationがあるわけです。いま open stringの掃く geometryと
いうのは幅 �の stripだったんだけれども、それを zに変換しますとそれは上半面になっています。どうして
かというと z = e�+i� ですね。�はいまや 0から �です。zの言葉でいうと、open stringの掃く geometryと
いうのは upper half plane。boundaryは実軸です。このことは何かというと、2次元の Lapla
e方程式の鏡像
問題と等価で、2次元の Lapla
e方程式の Green関数を求めなさいといわれたら、spe
i�
 operatorではなく
て単に鏡像でやればいいわけです。Neumann boundary 
onditionですから、z0が 
hargeの位置だと思うと、boundary 
onditionを満たすためには、z0に 
hargeを置くや否や実軸に対称な z0にところにも 
hargeを置か
なければならない。置くや否や boundary 
onditionは一義的に十分みたされている。第 2項は image 
harge
の寄与であるということがわかります。D
の場合は符号がちょうどさかさまになっています。6 Boundary States
次は boundary stateの話をします。みなさん御存知のように、upper half planeから diskへは SL(2;R) 変

換で、つまり、az+b
z+d ad� b
 = 1、a; b; 
; dは実という一次分数変換で mapできます。ひもの理論では一次分数
変換で mapできる geometry達は同等とみなしてさしつかえありません。つまり、upper half planeで計算し29
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図 5: strings sweeping over the disk

てやっても diskで計算してやっても、最終的な答えは変わらないわけです。その様子を図 5で表します。いま、diskで計算をすることにします。diskというのは open stringの worldsheet geometryです。例えば、� = �1
のところ (点 O�)にある小さな open stringが徐々に伸びっていって最終的に � = +1(点 O+)で小さな openstringで終わっている図 (真中上の図)を考えることができます。これを upper half planeに mapしてやると、
複素平面において実軸上で � 微分が 0ということですから、open stringの掃く geometryは真中下の図で与
えられます。これが今まで採ってきた第 1の立場です。一方第 2の立場として、diskを 
losed stringの掃くgeometryが途中で終わったと考えます。右上の図で同心円で切っているのがこの見方に対応しています。つま
り、� = �1(点O0)で 
losed stringの状態が作られてそれは徐々に伝搬するんだけれども、� = +1まで行か
ずに � = 0で終わっているというふうに考えることができます。その終わり方は、� 微分が 0で与えられます。
つまり、z = 1の radiusで � 微分が 0であるという条件を満たしていなければなりません。j0iというものから
始まった状態を hBjという bra ve
torで終了させて、
losed stringのもつ geometryから diskの geometryを
引き出します。実際にどうすればいいかというと、これを満たす hBjという状態を 
losed stringの os
illator
でつくってやる。 hBj��X�(z; z)��jzj=1= 0 (2.33)� 微分の代わりにそれと同等な zとその image pointとの差が jzj = 1で 0であるという条件に書き換えてやる
ことができます。 hBj �X�(z; z)�X��1z ; 1z������jzj!1 = 0 (2.34)(2.34)を展開していくと、(2.33)の � 微分が 0であるという条件と同等であるということがわかります。point
をその image pointに写すという演算を Iとしますと、I2 は単位演算子となります。一般に、Iのべき数が 1
に戻ってくるような演算というのを involutionと呼びます。disk geometryは、平面から involution I(z) = 1z30



によって得られる 
onjugate pointともとの点との同一視をほどこして得られる geometryであります。いま、zを 1z に写すのではなく、zを � 1z に写す involution I(z) = � 1z による同一視を考えます。これはもはや disk
にはなりません。sphereの描像でみるのがわかりやすくて、北極があったら北極と南極を同一視しなさいと
いうことです。地球上では任意の点に対して 
onjugateな pointが必ずあります。この同一視により作られたgeometryというのを RP 2と呼びます。hCj�X�(z; z)�X���1z ;�1z������jzj!1 = 0 (2.35)
すると bra ve
torで表される hBjと hCj いうのは一挙に計算できて、
losed stringの os
illatorを使って作れ
ます。答えは Bogoliubov型の exponetialだと思って見つけていくことにします。* BC ������ = h0j exp 1Xm=1��mN (B;C)m e��m! (2.36)pointは、右から �あるいは e�の annihilationが作用すると 
ommutatorとして作用するという点です。結局、
次のような条件が得られます。0 = h0j  ��n + " 1Xm=1��mN (B;C)m e��m; sgn(n)e���n#! = h0 j���n +N (B;C)n n��nsgn(n)�where sgn(n) = 8<: 1 for B(�1)n for C (2.37)
これより、boundary states hBjと hCjは、* BC ������ =* 0������ exp � 1Xm=1 sgn(m)m ��me��m! (2.38)
となることがわかります。この hBjと hCjを使って、disk及び RP 2の 2点関数を計算します。* BC ������X�(z; z)X�(z0; z0)������ 0+,* BC ������ 0+ = * BC ������ :X�(z; z)X�(z0; z0) :������ 0+,* BC ������ 0+��0��� ln jz� z0j(2.39)(2.39)の第 1項に加えて、normal orderingされている項からの寄与がでてきます。以前は、h0jと j0iではさ
んでいたので 0になっていましたが、hBj、hCjで迎えてやっていますから、operator Xが 2つとも 
reationoperatorである部分が 0でない寄与として残ります。��02 ��� Xm>0`;n<0��� sgn(m)m ��me�m� ; ��n z�nn � ; e��̀�+0BBB� �$ e�;z $ z;z0 $ z0; 1CCCA = ��0��� (ln jz � z0j+ ln j1� zz0j) (2.40)(2.40)が disk上または RP 2 上での two-point fun
tionとなります。31



7 Dilaton Tadpoles, Disk/RP 2 Partition Fun
tion and SO(32) TypeI Superstrings
この節と次の節でそれぞれ Euler数 1、Euler数 0つまり摂動論の低次の geometryを考察し、0点及び 1点振
幅を見ていきます。Euler数 1の geometryには、diskと RP 2があります。diskは open stringの掃く geometry
で boundary 1個、穴なし、
ross 
apなし。RP 2は unorientedな 
losed stringの掃く geometryで、
losedstringですから boundaryはない、穴もない、
ross 
apが 1個ある。この 2つが摂動論では同じ次数の geometry
となります。nontrivialなことは、これらの 1点関数つまり tadpoleが一般的には消えないという事実であり
ます。みなさん場の理論を勉強していると思いますが、粒子の場の理論から導かれた摂動論においては、1点
関数は自動的に 0になります。1点関数がでるということは、今考えている真空が摂動論の範囲ですら適正な
真空ではないということを意味します。いまの場合、場の理論ではなくて 1本のひもでやっています。1本の
ひもで 1点振幅を計算してみますと、これは 0にならない。diskと RP 2を含むようなひもの摂動論は、一般
的に不安定です。ta
hyonの考察を抜きにしても不安定となります。
以下このことをさらに詳しく見ていきます。残念ながら、この節の議論は今まで述べてきたこと以上のもの

をいくつか仮定せねばなりません。1点関数を計算するためには、boundary stateを用意して、dilatonの状態
を external stateとして導入します。これは、dilatonを表す vertex operatorと呼ばれる operatorを 1個挿入
し、hBjと j0iではさんで計算することに対応します。dilatonは、�zX��zX�を worldsheet上ありとあらゆる
ところで積分するという演算子として表されます。hBj Zunitdisk dzdz�zX�(z; z)�zX�(z; z)j0i=hBj0i (2.41)
この計算は、さきほどの 2点関数の知識で処理できます。最終的に(2:41) = Zunitdiskdzdz 12 limz0!z (�z�z0 + �z�z0) (��0 ln jz � z0j � �0 ln j1� zz0j) = �02 Zunitdiskdzdz 1(1� jzj2)2 (2.42)
になります。(2.42)は評価しにくい量ですが、被積分因子は SU(1; 1)という 
onformal変換に対して不変です。
この 
onformal変換 z ! z0 = Az +BCz +D; 0�A BC D1A 2 SU(1; 1) (2.43)
を使って、(2.42)を parameterの積分に 
onvertしてやることができます。SU(1; 1)対称性を �xすることと
同等です。 hBj Zunitdisk dzdz�zX�(z; z)�zX�(z; z)j0i=hBj0i = �02 Z dBdB (2.44)(2.44)自身は発散しています。Polyakovの fun
tional integralに基づく考察を行うと、これとは別に SU(1; 1)
onformal Killing ve
torの volumeと呼ばれる量が、必ず分母に 1Vdisk(CKV) という形で現れます。これら 2つ
の無限大を含む因子の積が、確定した有限値をとることを示すことができます。RP 2に関しても同様の計算で、0でない有限の係数が得られます。32
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SO(n) C-P fa
tor tr 1 = n 1Determinantsed 1 : 213; 25hhR �zX��zX�iiVCKV +1 : �1) n = 8<: 213 bosoni
25 = 32 fermioni

表 5: 1-point fu
tions of disk and RP 2

このように disk及び RP 2上の 1点関数は 0ではないのでひもの摂動論の真空は不安定で、平坦な時空上の
摂動論は一般的には破綻しています。摂動論の範囲内でこの 1点関数を 
an
elさせるためには、Euler数 1のdiskの合棒として RP 2が必要です。RP 2は nonorientableな surfa
eですから、必ず理論は nonorientableで
なければならない。もし orientableな open stringを考えると合棒がいないので 
an
elする手立てがない、し
たがって必ず破綻してしまう。表 5に disk/RP 2の 
an
ellationをまとめておきます。計算は両方の geometry
に関してほとんど parallelに進みます。Polyakovの fun
tional integralの計算から、表 5にあげた物理量のdiskと RP 2の比に 1でない値がでてきます。それらを listしておきます。最後に残った項目ですが、diskはboundaryをもっているので、open stringの端点に対応した Chan-Paton fa
torの tra
eがあります。tra
e 1
つまり nという fa
torが余分につきます。この 3つの比の積がちょうど 1 : �1になっていてほしいわけです。n = 25 = 32として選んでおけば tadpoleを 
an
elすることができます。つまり、open stringを含む平坦時空
の理論では Chan-Paton fa
torとして SO(32)が選ばれなければならないということがわかりました。tadpole
を 
an
elさせたのでこの摂動論は安定です。
では 0点はどうか。zero momentum dilaton external stateに対応する operatorは �zX�zX でした。これ

は a
tionを tensionで微分して得られます。0点を tensionで微分すると、dilatonの 1点関数になっています。A(1)Disk=RP 2 � � �� � 12��0 �Z �Disk=RP 2� (2.45)1点の計算から 0点の値を読み取れることを意味しています。
ですが、まだ一つ残された問題があって、それは ta
hyonの問題です。以前に求めた spe
trumからわかる
ように、一般に fermioni
 stringというのは ta
hyonを含んでおり、これは上で考察した dilaton tadpoleとは
別に存在する真空の instabilityです。ここでは、ta
hyonを代数的に取り除いてやることにします。つまり、33
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表 6: GSO proje
tion of an open string

理論のいままで確立した形式を損なわないで ta
hyonを取り除いてやりたい。これは、fermion  � とすべて
反可換するような演算子 (�1)F を導入することで遂行できます。もし  �が 4次元の gamma行列だったら、(�1)F というのは 
5に対応するものです。1+(�)F2 という形の propagatorでもって状態空間を半分に proje
t
したものが SO(32)の type I superstringであります。
実際この F というのをあらわにつくることが可能です。�ei��F� =8<:� (�)Pr=1=2;3=2;��� bi�rbir NS�
9(16) (�)PD�2m=1 di�mdim R (2.46)NS se
torに関しては、(�1)F は birの number operatorとなっています。R se
torに関しても dimの numberoperatorですが、R se
torには zero modeが存在します。zero mode di0 は本質的に gamma行列ですから、transverseな 8次元に対する 
9、つまり di0 全部を掛け合わせたものを導入しておけば反可換性がでてきます。proje
tion operator 1+(�)F2 により、NS�Rという状態空間を半分だけ keepするという演算を、GSO proje
tion

と呼びます。

なぜGSO proje
tionが必要かを少し不正確になりますが、直観的に述べておきましょう。明らかに、worldsheetfermionが導入されたことに基づく話であります。a
tionの levelでは、 は bilinearですから、periodi
でもantiperiodi
でも一価性は損なわれません。いま状態空間を考察しましょう。すると例えば、b� 12 が 1個とかb� 12 が 3個の状態が、b� 12 が 2個の状態に加えて存在して、integerの levelの他に half integerの固有値をも
つ levelというのがたくさんあるわけです。一般に、levelの間隔は integerではなくて half integerになります。
これは危険です。半分に減らしてやって、integer spe
trumが得られるようにつくるわけです。その間引きの
仕方は 
onsistentにやらなきゃいけなくて、それはすべての fermionの operatorと反可換するようなものを通
して行います。これが GSO proje
tionです。GSO proje
tionのやり方を振り返ってみます。�という方向には periodi
 boundary 
onditionと antiperiodi
boundary 
onditionが許されています。また � 方向に課した GSO proje
tionも 2つの se
torの存在と読み替
えることができます。図 6にかいたように、� 方向と �方向について四つの可能性に対して和をとると考える
ことができます。

いままで operator formalismで話を進めてきました。上に述べたことは、� と � を同等に扱う fun
tionalintegral formalismという立場から見直していった方が便利です。� 方向の 2つの se
torは上に述べたように、1+(�1)F�2 に関係しています。1の operatorの挿入は、fermionに関して � 方向に antiperiodi
であることと同34



等です。この事実は、有限温度の量子力学でよく姿を現します。fermionを � 方向つまり時間方向に periodi

と考えることは (�1)number operatorの挿入に対応しています。ですから GSO proje
tionという ideaは、�
方向に periodi
、antiperiodi
を考えるのみならず、� 方向にも periodi
と antiperiodi
の 2つの se
torを考
えて、足して 12しなさい、計 2� 2 = 4つの可能性があって、その 4つの可能性を符号を全部＋で足しなさい、
そういう statementになっています。8 Torus Partition Fun
tion
次に partition fu
tionの話をしましょう。partition fun
tionは、spe
trumの解析に有用です。いま 26次元

の 
losed bosoni
 stringを考えて、そのうち空間 1次元が 
ir
leに 
ompa
t化されていると思ってください。
この 1-loopの partition fu
tion Z(h=1)を計算します。Z(h=1)(S1withR) = = (
oe�) Zregion d�2��2 Tr e�2��2(L0+L0) (2.47)
ommentを 1つ言うと、場の理論と違って 1本のひもの partition fun
tionですから、いまの場合、dis
onne
teddiagramsの和ではなくて 
onne
ted diagramsです。partition fu
tion Z(h=1)と書いたけれども、これは 1個
のひもの真空ゆらぎであり、free energyというのが適当です。operator formalismでどのように書くかというと、light
oneの Hamiltonianがあって、ある時間発展をして
もとの状態に戻ってくる。これがまさに、torusをあるところで切った図に対応します。もとの状態というのは
どこでもいいわけですから、すべてのありとあらゆる状態に対して和をとらなければなりません。ただしある

重みをつけて和をとらなければならない。(2.47)の integration regionは、�1から +1にとるように思える
けれども、そうではないかもしれない。light
one formalismに基づいた考え方では、�2の重みがわからない、
係数がわからない、そして積分範囲がわからない。それを除いては、1-loop free energyというのは (2.47)で
書けることが、いまの考え方でわかります。

係数と �に関しては、以下の方法で決めてやることができます。integral region(これを F と書く)について
は次の se
tionでやります。この計算では何も相互作用を含んでいませんから、単にひもの振動を考察してい
るだけです。各modeに基づく va
uum energyというのを計算してやって、それと比べてやればいい。ひもだ
ということで (2.47)の表式をとっているけれども、これは各modeの free energy、va
uum energyにすぎない
わけだから、それをまず計算してやって、同じであるということを要求してやればいいわけです。1個の freebosonがありますと、1-loopの e�e
tive a
tionは、V = �12 Tr ln �L0 + L0� (2.48)
となります。tr lnは ln detです。場の理論の e�e
tive a
tionでは、boson 1個 1 loopの積分をしますと、必
ず � 12 ln detがでてきます。無限大を含む次のような積分表示Z 10 dxxa�1 (lnx)�1 = ln a+1 ��a � � ...
 take ��a� (2.49)35



を使って、(2.48)を無限大の subtra
tionを許して (2.50)の形に 
onvertすることができます。V = 12 Z 10 d�2�2 Tr e�2��2(L0+L0) (2.50)
各 modeの計算から得られた free energyは上の表式と等しいわけですから、�は 1で、係数は 12 であるとい
うことがわかります。

いままで話さなかったんですが、閉じたひもに関する次のような不変性があります。閉じたひもはいつも �
を 0から 2�まで動かして parametrizeしているわけですが、端点をもたないわけですから、�はどこで測って
も物理は不変でなければなりません。理論は �を � +�だけ shiftしても不変になります。それは量子論ではunitary演算で実現できて、それは e2�i�(L0�L0)で与えられます。�という点にあったXという演算を、�+�
という点に移す unitary演算です。量子論では、この不確定性を表す演算子を 
数 e2�i��として実現すること
が許されます (ray表現)。ここで �は実数。ただし � = 2�では 1であってほしいので、� =整数となります。
つまり � reparametrizationに対して理論が不変であるというこの条件は、L0 �L0の spe
trumが整数である
ということと等価です。整数性が満たされていれば、次の式が恒等式として physi
al state上で成り立ちます。1 = Z 1=2�1=2 d�1e2�i�1(L0�L0) (2.51)(2.50)に (2.51)を挿入すると、(2.52)の形に 1-loop partition fun
tionが書けて、あとはこの積分を実行して
いくだけになります。 Z(h=1)(S1withR) = 12 ZF d�1d�2�2 Tr qL0qL0 (2.52)
ここで、 q = e2�i(�1+i�2) = e2�i� = q(�) q = e�2�i� = q(� ) (2.53)
です。(2.52)を計算します。L0及び L0の normal orderingによる寄与 (qq)�D�224 を含めて、3つの fa
torの積と考
えます。 Tr qL0qL0 = I
� II
� III
 (2.54)
第 1番目は non
oma
tな運動量に関する積分です。I
 � non
ompa
tmomentumintegrations = Z dD�1k�(2�)D�1 e�2��2��02 k2�� = i(4�2�0�2)D�12 (2.55)
ir
le 
ompa
t化していない方向の zero modeの運動量の積分で、それは単に Gauss積分で、�2 の negative
なべきを与えます。次に 
ir
le 
oma
t化した項の tra
eですが、可能な dis
reteな運動量の和です。II
 � latti
esum = X(p;p)2� q 12 p2q 12p2 (2.56)

36



いま boson 1個を 
ir
le 
ompa
t化していますから、winding numberと momentumを指定する integerに関
する和になります。e.v. of 0��240e�240 1A = 0� pp1A = 0�q�02 �mR + lR�0 �q�02 �mR � lR�0 �1A 2 r�02 1R 0� 111AZ�r 12�0R0� 1�11AZ� � (2.57)
以前に計算したように、�0と e�0の固有値は、第 1列は (1; 1)T という ve
torにある係数をかけたものの整数
倍、第 2列は (1;�1)という ve
torにある係数をかけたものの整数倍になっています。この固有値のとる空間
というのは、2つの整数で生成される格子点上にあります。ですから 2次元 ve
torの固有値は実は latti
eを
作っています。つまり、
ompa
t momentumに関する和というのは実は latti
eに関する和であることがわか
ります。第 3番目の fa
torは transverse os
illatorで、これは stringの振動に対応します。III
 = transverseos
illatorsum =  (qq)� 124 1Yn=1 11� qn 1Ym=1 11� qm!D�2 = j�(�)j�2(D�2) (2.58)bosonの振動というのが D� 2個あるわけで、その各々に対して振動数が 1から1までいろんな波長 (mode)
が可能です。n番目の mode ��nが 0個、1個、2個… と無限個まである寄与は11� qn = 1 + qn + q2n + � � � (2.59)
という具合に幾何級数にまとまります。すべての modeを考察すると、この因子の nに関する無限積がでてき
ます。D � 2個 s
alar場がある場合は最終的に (2.58)の形になります。ここで �というのは有名な Dedekindeta 関数と呼ばれているものです。 �(�) � q 124 1Yn=1 (1� qn) (2.60)
以上、答えは、Z(h=1)(S1withR) = i2 ZF d�1d�2�2 0� X(p;p)2� q 12p2q 12p21A�4�2�0�2�� (D�1)2 j�(�)j�2(D�2) (2.61)
次に �の性質を述べます。これは 2次元の latti
eです。2次元 basis ve
torは (2.62)で表されます。r�02 1R 0� 111A ; r 12�0R0� 1�11A (2.62)

いま �に属する 2点の内積を Lorentz signature(1,1)でつくってみます。0� pp1A �0� p0p01A � pp0 � p p0 = m`0 +m0` 2 Z (2.63)
特に 2点を同一点ととりますと、これは 2m`という形になります。つまりこれは 1 + 1の Lorentz空間を作
る latti
eで、その上の latti
e ve
torの自分自身と内積は、常に even integerである。この latti
eは even37



Lorentzianであるといいます。実際この Lorentz latti
eに boostをほどこしてやります。0� p (R)p (R)1A �! 0� 
osh v sinh vsinh v 
osh v1A0� p (R)p (R)1A = 0� p (Re�v)p (Re�v)1AR �! Re�v (2.64)
すると、Rという parameterが rapidityによって変更を受け、新しい Rでの even Lorentzian latti
eとなり
ます。9 Modular Invarian
e
いままでの考察で残ったのが、F という積分領域であります。この F に関してはまだ何も話していません。
領域 F を決定するためには、積分領域がどういうもので不変になっているかが議論の焦点になっています。� reparametrization invarian
eというのは、�1を �1 + 1に変える変換です。� ! � + 1 inv: , e.v. of �L0 � L0� = integer , � reparametrization invarian
e (2.65)
これを反映して、integrandは L0 � L0の spe
trumが整数のところだけが keepされています。� を � + 1に
変える変換で不変であるということを integrandはもっています。integrandは、� を � 1� に変えるという不変性ももっています。� ! �1� inv: ���1� � = (�i�) 12 �(�) ( Poisson resummation formula (2.66)
これらは torusの 2つの幾何学的な演算に対応しているということがわかっています。� を � +1に変えると
いうのは、ドーナツを縦に切って、切り口を 2�だけねじってもとに戻すといういわゆるDehn twistというも
のに対応しています。一方、� を � 1� に変える変換は、torusには二つの nontrivialな homology 
y
leがあり
ますが、これを単に取り換えることに対応します。2番目の 2つの 
y
leの演算の入れ替えというのは、関数
論での Poisson resummation formulaに同等であるということがよく知られています。Poisson resummationformulaは、本質的には x spa
eでの周期関数を k spa
eでの周期関数に書き直すという操作で得られます。す
ると、xでの周期が `だったら kでの周期が 1̀、つまり逆数関係になっています。
これらの考察をふまえて、integrandをこれらの演算に不変な 4つの fa
torに分けることができます。Z(h=1)(S1withR) = 12 ZF d�1d�2�22| {z } �2 j� (�)j4| {z }�(
=1)� (�)| {z } �4�2�0�2 j� (�)j4��D�12| {z }ea
h fa
tor is inv. (2.67)

とくに、 �(
=1)� (�) = 1j� (�)j2 X(p;p)2�even;(1;1) q 12p2q 12p2 (2.68)
38



の部分は、いわゆる 
ompa
t化した 1つの s
alarからの寄与だけを引き出したもので、これ自身で 
onformal�eld theoryとしての考察が可能です。これは 
ir
le上にのっている 1個の free bosonの 
 = 1 
hara
terと呼
ばれているものです。

少し天下り的になってしまいますが、� を � +1に変える変換や � を � 1� に変える変換というのは、SL(2;Z)
の二つの独立な generatorとみなすことができて、upper-half planeに作用しています。それは mapping 
lassgroup(MCG)とも呼ばれています。� �! �� + �
� + Æ MCG = SL(2;Z) =8<:0�� �
 Æ 1A������ �; �; 
; Æ 2 Z�Æ � �
 = 1 9=; = ffS; Tgg ; ff�12gg (2.69)
ここで、S、T は � �! � + 1 T = 0� 1 10 11A� �! �1� S = 0� 0 �11 0 1A (2.70)
となっています。F は upper-half planeを mapping 
lass groupで割ることによって得られ、図 6のようになります。最終的
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図 6: Fundamental region
に積分領域 F は、upper half planeをもつひもが、1 loopでもっている invarian
eで割ってやることで残る斜
線の領域です。これは fundamental regionと呼ばれます。重要な点は、原点が斜線領域に属さず、取り除かれ
ていることです。�2を最初、粒子の proper timeに相当すると思ったわけですね。�2というのは 0から1ま
で、限りなく短い時間があったわけです。ところがひものもっている invarian
eによって、short timeの無限
大を与えるような点というのは取り除かれているということがわかります。ひもにおいては、short timeの極39



限というのは、別の見方をすれば非常に長い time s
aleにみなしうるということがわかりました。これが量子
重力の理論たりうる大きな特徴になっています。

さてこんどは、
 = 1 
hara
terを一般化してみましょう。d個の s
alar bosonがあるmomentum latti
eに
のっているとします。この 
hara
terは (2.71)の定義で与えられます。�� (�) � 1j�(�)j2d X(p;p)2� q 12p2q 12p2 (2.71)� というのを signature(d; d) の Lorentzian latti
e だと思っています。あとで重要になってくるのは、この
hara
terが modular invariantになるのはどういう場合かということです。d個の bosonの 
hara
ter(2.71)が modular invariantなのは、�が evenで self-dualである場合に限るとい
うことを証明することができます。証明は詳しくは話せませんが、基本的には � を � + 1、� を � 1� に変えた
ときの不変性を 
he
kします。� ! � +1のもとでの不変性は、�を evenにとっておくと満たされるのはほぼ
明らかです。� ! � 1� のもとでの不変性を 
he
kするためには、Poisson resummation formulaを使う必要が
あります。Poisson resummation formulaの基本的な考え方は、つぎのようなものです。ある関数 fがあったとします。
それの引数を整数倍だけずらして、整数に関して和をとります。するとできあがった関数というのは、引数に

関する周期関数になります。周期関数だったら Fourier展開できます。
いま関数 f としては Æ関数をとります。X(p0;p0)2� Æ ((p; p)� (p0; p0)) = 1V� X(p00;p00)2�� exp (2�i (p00; p00) � (p; p)) (2.72)

ここで (p; p)で 2d個の実数を表しました。Æ関数の引数を latti
e ve
torだけ shiftし、すべての latti
e ve
tor
について和をとります。それを Fourier展開しますと、exponentialの和となります。右辺の展開係数は単一で、
その周期はもとの周期と逆数関係にあります。逆 latti
eつまり dual latti
e ��に属する ve
torに関する和に
なっています。dual latti
e �?では、もとの latti
eとの内積が常に整数になっているような latti
eの集合で
あります。左辺は latti
eによる表現で、右辺は dual latti
eによる表現です。次のような 1の表示を (2.71)に
挿入することを考えます。 1 = Z d2d(p; p)Æ ((p; p)� (p0; p0)) (2.73)
この際、(2.71)の和は (p0; p0)に関してと考えて下さい。その後 (2.72)を使います。少し計算すると、� を � 1�
に変える変換に対する不変性が得られるのが、V� = 1つまり �と ��が等しい場合に限られることがわかりま
す。� を � 1� に変える変換で不変なのは、�と ��が等しい場合に限られます。
まとめてみましょう。(d; d)の Lorentzian latti
e上に 
ompa
t化された 
losed bosoni
 stringが modularinvariantなのは、latti
eが evenで self-dualな場合に限ります。Lorentzian latti
eというのは、一般に parameter

の存在を許します。
ir
le 
ompa
t化での radius Rはその例です。これらの parameterは理論に現れる新たなfree parameterで、moduliと呼ばれます。modular invarian
eが保たれていないひもは、紫外発散を含んでい
ます。fermioni
 stringにおいては、一般に spe
trumの整数性は保証されていませんから、� を � + 1に変え40



る不変性は一般に保証されません。したがって modular変換に対する anomalyをもっています。これは取り
除かなければなりません。fermioni
 stringを使った model buildingにおいて、modular不変性は最も基本的
な役割を果たします。逆に言うと、fermioni
 stringを使った model buildingにおいては、modular変換さえ
保っておけば矛盾のない模型がつくれます。10 Modular Invarian
e for Fermions and Closed String Va
ua
losed fermioni
 stringのmodular invarian
eをお話しする必要があります。open stringには modular変換
は考えられませんが、spe
trumの整数性を保つという立場から GSO proje
tionを導入しました。ideaとして
は、
losed fermioni
 stringに関して modular invarian
eを keepするためには、zの部分に GSO、zの部分にGSOを独立にほどこしたものを、考えてやれば十分です。必要とは限りません。図 7がこのことを表していま
す。
losed fermioni
 stringに対しては、その 
hara
terは (2.74)の形をしています。R
 
 L
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図 7: GSO proje
tion of a 
losed string
hara
ter = X�;�;�;� ���(�)��� (� ) (2.74)�; �は �方向、�; �は � 方向を表し、どちらも periodi
、antiperiodi
な場合を考えて、全部独立に足してや

る。これが GSO proje
tionです。
詳細に入っている時間はありませんが、���の �; �に関して和をとってやりますと、Ja
obiの identityによ

り答えが 0になってしまうという事実があります。X�;� ��� = 0 (2.75)
これは各 levelで bosonと fermionがつりあっているということを意味します。単に masslessのところだけで
はなくて、各 levelでです。これは時空の理論として supersymmetryが実現されていることを強く示唆してい
ます。

もう一つ重要な点として、(2.46)の GSOの R se
torの F�にある符号の問題です。図 7を見ればわかるよ
うに、left moverと right moverで同符号をとるか異符号をとるかで差がでてきます。同符号 (+;+)、(�;�)41



をとると、これは左と右で同じ spinor表現を選んでいるということで、時空の理論としての立場からみるとspa
etime fermionは 
hiralということに対応しています。これが IIBの場合です。一方違う符号 (+;�)、(�;+)
をとると、non
hiralな spa
etime fermionです。これが IIAの場合です。そのほかの modular invariantな選
び方として一番自明なものに、diagonal modular invariantと呼ばれるものがあります。それは � = �とおき、� = �において和をとる場合で、(NS,NS)と (R,R)しか残りません。したがって spa
etime fermionはなく、spa
etime bosonだけからなる理論で 0A、0Bと呼ばれます。一般に ta
hyoni
です。
最後に、先に書いた openあるいは 
losed fermioni
 stringの spe
trumに GSO proje
tionをほどこして、Type I、Type IIA、Type IIBがどう得られるかをお見せしたい。表 3がもともとの fermioni
 stringです。
まず 
losed stringのみからなる IIBは、表 7です。GSOをほどこすと、状態が半分になります。もちろんopen stringはなくて 
losed stringだけの世界で ta
hyonも取り除かれ、spinorの 16次元のうちも半分は取り

除かれます。同じ spinorの表現をとり、RR se
torでは 35
 � 28
 � 1
というのがでてきます。k spa
ewave fn �0M2 name
losedstring (NS, NS) jkii �2 /s
alar /1
bi� 12ebj� 12 jki0i �ij(k`) 0 graviton � asym tensor � dilaton8v
 
 8v
 = 35
 � 28
 � 1
(NS, R) je�; ki0i �1 /16 dim spinor /8s
 � /8

bi� 12 je�; ki0i �ie�(k`) 0 ve
tor spinor8v
 
 ( 8s
 � /8

) = 8

 � 56s
 � /8s
 � /56

(R, NS) tilde $ no tildefrom (NS, R) 8

 � 56s
 � /8s
 � /56

(R, R) j�; e�; k`i 0 ( 8s
 � /8

) 
 ( 8s
 � /8

)= [ /8v
 � /56T
 � 35
 � 28
 � 1
 ℄/2
表 7: Low lying states in Type IIB (/は GSOにより取り除かれた状態)
hiralityを逆に選びますと IIAになり、表 8です。IIBとほとんど同じですが、fermionとして non
hiralな

理論になります。

最後に Type I。Type Iは IIBにさらに 
 proje
tionをほどこし、それに open stringを加えた理論で、表9です。ta
hyonは、open stringでも 
losed stringでも取り除かれ、NSNSの antisymmetri
 tensorは取り除
かれます。NSRと NSR二つのうち 1個のみが 
 proje
tionで keepする。RRは bilinear spinorを対称化す
るので、NSNSで 28
が取り除かれたのですが、RRで 28
が選ばれているという構造になっています。
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k spa
ewave fn �0M2 name
losedstring (NS, NS) jkii �2 /s
alar /1
bi� 12ebj� 12 jki0i �ij(k`) 0 graviton � asym tensor � dilaton8v
 
 8v
 = 35
 � 28
 � 1
(NS, R) je�; ki0i �1 /16 dim spinor /8s
 � /8

bi� 12 je�; ki0i �ie�(k`) 0 ve
tor spinor8v
 
 ( 8s
 � /8

) = 8

 � 56s
 � /8s
 � /56

(R, NS) tilde $ no tildefrom (NS, R) /8

 � /56s
 � 8s
 � 56

(R, R) j�; e�; k`i 0 ( 8s
 � /8

) 
 ( /8s
 � 8

)= [ 8v
 � 56T
 � /35
 � /28
 � /1
 ℄/2
表 8: Low lying states in Type IIA (/は GSOにより取り除かれた状態)k spa
ewave fn �0M2 nameopenstring NS jkiibi� 12 jkii 1�i(k`) � 120 /ground state s
alar (ta
hyon) /1
massless ve
tor 8v
R j�; kii u�(k`) 0 8 /16 dim spinor 8s
� /8


losedstring (NS, NS) jkii �2 /s
alar /1
bi� 12ebj� 12 jki0i �ij(k`) 0 graviton � /asym tensor � dilaton[ 8v
 
 8v
 ℄S = 35
 � /28
 � 1
(NS, R) je�; ki0i �1 /16 dim spinor /8s
 � /8

bi� 12 je�; ki0i �ie�(k`) 0 ve
tor spinor8v
 
 ( 8s
 � /8

) = 8

 � 56s
 � /8s
 � /56

(R, NS) tilde $ no tildefrom (NS, R)(R, R) j�; e�; k`i 0 [ ( 8s
 � 8

) 
 ( 8s
 � 8

) ℄S= [ /8v
 � /56T
 � /35
 � 28
 � /1
 ℄/2

表 9: Low lying states in Type I (/は GSO及び S(
 proje
tion)により取り除かれた状態)43



right mover R
 left mover L
���� XIL(z)I = 10 � 25 x???????????x????y X�R(z) �(z) X�L(z)� = 0 � 9 ?????yN = 1 spa
etime superstring bosoni
 stringXIL 
ompa
ti�ed on (0,16) dim(Eu
lidean) latti
e �9(�; I) = M
表 10: Heteroti
 string11 Heteroti
 String

昨日の Le
tureでは、heteroti
 stringの部分の transparen
yが 3、4 枚残りました。そこに至るまでの道
筋を簡単に振り返ってみますと、goalは mass spe
trumを計算することでした。一般的な frameworkから出
発して light
one gaugeに到達して、それを使って自由に伝搬する 1本のひもの spe
trumを計算したわけで
す。後半は、摂動論的な統一理論というのを議論するために必要な道具立てを整えました。T-duality、torus
の partition fu
tion、modular invarian
e等 : : :。最後に fermioni
 stringに GSO proje
tionをほどこして得
られる Type IIB、IIA、Type I stringのmass spe
trumを述べました。今日の講義の予定ですけど、heteroti
stringをやったあと Le
ture 3に入ります。heteroti
 stringとは何か。その ideaは簡単です。定式化としては大雑把に言って 2種類あります。いままで
ずっと latti
e sumの話をしてきたので、latti
eにのっけた formulationで gauge対称性をだすことにします。ideaの基本的な部分は、leftと rightのいいところをとってくるという立場です。表 10が示すように、rightmoverは N = 1の superstringであり、通常の fermioni
 stringに GSO proje
tionをかけたものです。した
がって、10次元に住んでいます。left moverとしては、bosoni
 stringをとります。そのため、通常の意味での
時空の描像は許されていません。ひもは 10次元にすんでいるけれども、left moverの残りの 16個は gauge対
称性、あるいはそれの towerを生成するために必要な道具立てで、必ずしも bosonである必要はない、と考え
てください。right moverはN = 1の superstringですから、right moverだけ見ていると、Chan-Paton fa
tor
なしの Type Iのように見えます。左側と右側はうまく張り合わせていなければなりません。つまり modularinvarian
eが満たされなければならない。model buildingとしては、基本的に modular invarian
eさえ満たさ
れていれば十分であります。

さきほども言いましたように、構成として上の 16個の bosonというのは、時空の描像を許さないわけです。
にもかかわらず運動量空間では、left movingのmomentum pがある latti
eにのっかっていると考えることが44



できます。どういう latti
eでなければならないかを、modular invarian
eを要求して決定することが可能です。
前回の議論をふまえますと、� を � +1に変える不変性に関しては、right moverに関しては GSO proje
tion

をやっておけば十分です。尚、これは必ずしも必要ではありません。left moverに関しては、latti
eが evenで
あれば十分。ただし、昨日話した場合と少し事情が違います。昨日話した latti
eというのは、左側と右側の次
元がつりあっていました。それで signatureがちょうど半分+で、半分は �の Lorentzian signatureの latti
e
であったわけです。いまの場合、right moverがいませんから、Eu
lidean latti
eあるいは昨日の言い方をする
と (0,16) dimensional latti
eということになります。そういった Eu
lidean latti
eが必要になってきます。
同様に � を � 1� に変える変換に対しても、right moverに対しては GSOがあれば十分で、昨日話した議論の

拡張により、left moverに対しては latti
eが self-dualであればいいわけです。
こうして、heteroti
 stringを構成する問題は、rank 16の Eu
lideanで evenな self-dual latti
eを sear
hす
るという問題になります。これは、Gross-Harvey-Martine
-Rohmたちの考察で、この種の latti
eはmonopole
の ele
tri
-magneti
 dualityに関係して、数理的な問題としてけっこうよく調べられていました。とにかく、こ
のような性質をもつ 16次元の latti
eというのは非常にまれで、2種類だけしか存在しないことが数学的に証
明されています。この 2種類をこの �16と �8 ��8と書くことにします。�16 latti
eはどういう latti
e点から
成り立っているかと申しますと、n1から n16の 16個の整数がありまして、整数和が偶数、あるいは全部 12 を
つけたものの整数和が偶数というものです。�16 (n1; � � � ; n16) or �n1 + 12 ; � � � ; n16 + 12� Xi ni 2 2Z ni integers (2.76)�8に対しても同様です。�8 (n1; � � � ; n8) or �n1 + 12 ; � � � ; n8 + 12� Xi ni 2 2Z ni integers (2.77)
この n1から n16というのは、整数で指定された Lie代数的な意味があって、latti
e(n1; � � � ; n16); Xi ni22Z
は、SO(32)の root latti
e D16 = fei � ej ; � (ei + ej) (i 6= j) 1 � i; j � 16gになっています。これらによっ
て生成される latti
eになっています。それに 12 を加えたというもの (n1 + 1=2; � � � ; n16 + 1=2) ; Xi ni 2 2Z
は、weightと関係があります。weightとは rootに dualなものです。12 という fa
torから推測することができ
るように、この格子点たちは 24 次元の spinor表現の weightによって generateされる latti
eであります。だ
から、spinor weight latti
eと言うことにしましょう。つまり �16は、SO(32)の generatorだけをもっている
だけではなく、2つある spinor表現のうちの 1つの weight latti
eによって生成されます。�16 = (SO(32) root latti
e) [0� one of the two SO(32)spinor weight latti
es 1A (2.78)�8に関しても同様のことが言えます。�8 = (SO(16) root latti
e) [0� one of the two SO(16)spinor weight latti
es 1A (2.79)45



(2.79)の可能性というのは E8の root latti
eを SO(16)の root latti
eで分解したときに現れる構造になって
います。つまり �8というのは E8の root latti
eです。
要約すると、可能性として 2つだけしかないということがわかりました。heteroti
 stringというのは 2種類

あって、一つは SO(32)と言ってもいいけれども、root latti
eを含めた 4つの 
onjuga
y 
lassのうちの 2つ
を含み、しばしば Spin(32)=Z2と言われます。それともう 1つは E8 �E8。heteroti
 stringのmass operatorもすぐにつくれます。いままで話した fermioni
 string及び bosoni
 string
に関する結果をそれぞれ right mover及び left moverに適用して張り合わせればいいわけです。right moverに
関してすでに書いているし、left moverに関しては単に bosonが 26個あるだけです。各自試みてください。12 Heteroti
 String Va
ua in Lower (Nine) Dimensions
さきほど、right moverに対しては、GSO proje
tionをほどこして superstringにしておけば十分であると
言いましたが、必ずしも必要ではないということがのちに認識されました。いまの構成では、right moverがsuperstringであると思って、それとうまく張り合わさるような、つまり modular invarian
eを keepする leftmoverを選んできたわけですけれども、rightと leftを連動させながら modular invarian
eを keepするとい
う可能性も排除できないわけです。それをしらみつぶしに調べるということが可能で、それをやってみると、8個か 9個か忘れましたが、いままでの 2つの heteroti
 stringの親戚筋にあたる supersymmetri
ではない、heteroti
型の stringの模型が見つかりました。
この連動させるという意味をもう少しくわしく言っておきます。いわゆる Z2 twistと呼ばれる操作を使っ

て表されるもので、16次元の latti
eを少し変更するとともに、8次元の supersymmetryを作っている rightmoverに作用するGSO proje
tionも変更してしまいます。こうやってできた模型の 1つとして、ta
hyonは取
り除かれているけれども、supersymmetryもなくなってしまって、1-loopの 
osmologi
al 
ostant �1�loop10 が

有限値をもち、gauge群は O(16)�O(16)というmodelがあります。
前回の講義では話さなかったけれども、T-dualityの演算でもって、Type IIAと Type IIBは結びついてい

ます。10次元では、ここで見たようにいくつかの heteroti
型の modelができています。そいつらは 10次元
のmodelとしては別のmodelですが、1方向に 
ir
le 
ompa
t化しますと、簡単な parameter操作によってお
互いを結びつけることが可能です。parameter操作というのは、例えば radiusを変えるとか、あるいはここで
は話していないWilson lineを挿入するとかです。表 11は、T-dualによって関係づけられる model達の例を
示しています。例えば、Type IIAと Type IIBの関係をみてみますと、
ir
leの radiusが無限大の Type IIA
から出発して radiusを 0にもっていきますと、それは Type IIBになっています。この手の interpolationとい
うのを heteroti
 va
uaに対しても考察するのが可能で、例えば O(16)�O(16)模型は、twisted 
ir
leによる
ompa
t化をさせて radiusを 0にもっていきますと、E8 �E8の heteroと radius 0の極限でうまくつながっ
ています。

いずれにしろ、modular invarian
eを課すことにより、fermioni
 stringの摂動論的な model buildingとい
うのはできます。できすぎて困ってしまう。最初は、heteroti
 stringですべて決まってしまって自然界を解明46



e.g.1 Type IIA  !
ir
le Type IIB by R9p�0 $ p�0R9e.g.2 O(16)�O(16)hetero  !twisted
ir
le E8 �E8hetero by R9p�0 $ p�0R9
表 11: Examples of models related by T-duality

できるのだろうと思っていたのだけれども、大事なのは modular invarian
eで、これを満たすmodelは 10次
元Minkowski時空でもいくつかあるし、4次元Minkowski時空を考えるのならばその 
hoi
eはいくらもあり
ます。手で与える 
ompa
t化のやり方がいくつでも可能で、それらは supersymmetryを keepしているかぎり
全部 
osmologi
al 
onstant= 0となります。だから energeti
な理由でどれを選ぶかということはできないわ
けです。ものすごくたくさんの degenerate va
uaというのが存在して、たぶん我々の世の中というのは、その1つの重ね合わせであるわけですが、どうやって重ね合わせればいいのかわからない。さらに基本的な立場か
ら考えると、
ompa
t化というのを手でやるのは、いずれにせよ量子重力としては失格です。
もう一つの問題は、我々の知っている模型というのは摂動級数で与えられているものです。摂動級数の各項を

どうやって表示するか、どうやって計算するかという pres
riptionであって、確固とした理論があるわけではあ
りません。どうして確固たる理論がいまだ作られていないかをここでお話する時間はありませんが、粒子の理

論にでてくる紫外発散を避けているひもの特性というのがかえってひもの場の理論をつくるときには災いして

います。1本のひもに基づく計算方法というのは、(lo
al) Weyl invarian
eに基づいています。Weyl invarian
e
は、いまの formalismではただちに on-shell 
onditionに翻訳されるので、o�-shellの考察をしようと思うと、lo
al Weyl invarian
eは放棄しなければなりません。o�-shellを含むようなひもの理論を構成する場合には、こ
れは何か新たなものに拡張されなければなりません。3時間を超える 4時間近くひものことに関して多くを話しているにも拘らず、ひもというものの核心を一言
で話せないという非常に不思議な状況が存在します。

ここで Le
ture 2は終了です。
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Le
ture 31 Dp-brane
では 3番目の le
ture。摂動論をふまえて、非摂動効果とは何かということが問題になってきます。この考察

はずっと停滞していたわけですが、95年ぐらいからわかってきたことは、摂動論をふまえた上で理解できる
非摂動効果というのは、いままで述べたひもの理論の枠組で実は見えている、というお話であります。それがD-braneと言われるものです。D-braneだけでたくさんの時間を費すことも可能ですが、非摂動効果の端緒として現れてきたという立場か
らできるだけ簡単に説明したいと思います。D-braneというのは、Diri
hlet boundary 
onditionによって表現
される、open stringの端点が終わる壁です。Diri
hlet boundary 
onditionを考えると、open stringの端点は
どこかで終わらなければいけないので、その端点の終わる平面は一般に空間 p次元の hypersurfa
eをつくって
います。そっちの方向には momentumの流れがなくて、position eigenstateになっています。何か singularな
壁がつくられているわけです。一つの問いとしては、これがはたして dynami
alな obje
tであるかということ
です。もう一つの問いとしては、どういう意味で非摂動な obje
tであるか、というものです。一つの言い方を
すると、昨日話した disk上の partition fu
tionおよび tadpoleと密接に関係している。式 (3.1)は、真空のゆ
らぎを表しています。1�2 + 1� + 1�PSfrag repla
ements 
 + + � � �sphere disk RP 2 torus (3.1)
ひもの摂動論は 0点振幅に関して、��2からはじまっています。��2の振幅である sphereの 0点は、
onformalinvarian
eから 0になります。しかし、diskの partition fun
tionは以前にも述べたように、dilaton tadpole
が nonzeroであることから推測できるように、string 
ouplingに関して 1� で一般には消えません。�0であるtorusの partition fun
tion以前に、diskあるいは RP 2の 1� の orderの寄与が存在するわけです。だからひも
の摂動級数には、実はしばしば忘れがちな 1� の寄与が最初から座っていた、と言うことも可能です。0点振幅
とは、1という operatorで測った時、時空がどういうゆらぎをもっているかの確率分布です。Neumannを選び
ますと open stringの端点は自由端ですから、最終的な確率分布は、時空のどこでゆらぎを測ろうとも均一で
ある。ところが Diri
hletを選びますと、この時空のゆらぎはいつも hypersurfa
e上にのっかっていますから、
必ずその点にだけ有限に存在します。したがって、あるところに lo
alizeされたゆらぎというのが必ずあるわ
けで、そのことは dynami
alな obje
tの存在を示唆しています。この意味で D-braneは dynami
alな obje
t
です。

そのため、0点振幅を slope parameterで微分して得られる tadpoleの振幅も当然 nonzeroです。それを図 8
が示しています。NS NS �eldからでる dilaton tadpoleも nonzeroです。同様に、Ramond Ramond tadpole
というのもやはり nonzeroになります。この絵からほぼ明らかなように、D-braneというのものが R R 
harge48



PSfrag repla
ements(NS,NS)PSfrag repla
ements(R,R)/k /k0 0+sour
e of (R,R)potential C(�)
図 8: Dilaton tadpole

の sour
eになっているということがわかります。
少しの間、ひもではなく D-braneの立場から考えます。D-braneに 
oupleする potentialが存在するとし

ましょう。少し混乱を招きますが、我々のもっている formalismは 1 本のひもの formalism です。そこではD-braneは単なる端点です。けれども、端点が (p + 1)-formの R R potentialと minimalに 
oupleします。D-braneという obje
tの a
tionを考えますと、1-formの拡張である (p+1)-formの積分 �p Z C(p+1) が必ず
含まれています。

そこで、この項を含む a
tionを想定してみます。この potentialに関して変分をとってみると、Æ fun
tion
的な相互作用がでるわけです。電磁場が A�と 
oupleする a
tion S = � 14 Z F��F�� + Z A�dX�を A�で変
分すると Æ 関数がでてきますね。これは方程式の右辺に現れる点電荷の寄与です。同様の理由で、p-braneはÆ関数的な sour
eとして振る舞う。
では、elementary stringはどうなっているのか。もちろん R Rという言葉を使っているので、fermioni
 string

でなければいけません。R Rの physi
al stateは j��iR 
 j��iR の形をしている bispinorで、それから出発してGamma行列で 
ontra
tして tensor的な波動関数にもっていきます。j iRR = 1(p+ 2)!F�0����p+2 (C
�0����p+2)�� �� j��iR 
 j��iR (3.2)(3.2)のFという波動関数は、何かの微分という形に書けることを示すことができます。これは on-shell 
ondition
であるところの Dira
方程式を使って示します。結論として、F は実は potentialではなくて potentialを微分
して得られる �eld strengthであることがわかりました。(R,R) se
torにおける spinorの tensor積の既約分解を、IIA、IIBの場合について表 12にまとめておきま
した。この表は、すぐ上で得られた結論と密接に関係しています。light
one gaugeで現れる状態は、運動方
程式を解いたあとに得られるものです。つまり、on-shellの方程式を課した結果、得られる結論です。一方、
ovariantな formulationにおいては、SO(9,1)の既約分解をした tensorの直和になっています。これ自身は運49



IIA IIBlight
one 8s
 
 8

 = 8v
 � 56T
[1℄ [3℄ 8s
 
 8s
 = 1
 � 28
 � 35
[0℄ [2℄ [4℄+
ovariant 16
 
 16
 = 1
 � 45
 � 210
[0℄ [2℄ [4℄ 16
 
 16
 = 10
 � 120
 � 126
[1℄ [3℄ [5℄+
表 12: Irredu
ible de
ompositions of Type IIA、IIB

動方程式を解く前の表示であります。この 2通りの既約分解の結果を並べて考え、rankの数を [ ℄で書いておき
ますと、1だけの差がでています。どちらも間違っていなくて、両方とも正しい statementです。両方正しい
理由は、外微分 dの存在によって説明できます。やはり d (something)と書ける量であって �eld strength的な
量だと結論できます。これを場の理論的な考察に翻訳して sour
eという立場から考えてみますと、elementarystringは RR potentialに関して Æ fun
tionの微分的な sour
eとして働いていることがわかります。Æ fun
tion
の微分は空間の全領域で積分しても 0になります。だから 
hargeは必ず逃げていくわけで、elementary string
自身は、
hargeの担い手にはなりえない。
では、IIB、IIAでどういう braneの次元が可能であるかを論じましょう。これは braneの性質に関する話

で、どういう次元の braneが可能かということは、表 12から RR �eld strengthに対して可能な p+ 2を読み
とることによって導けます。それをType IIB p+ 2 = 1; 3; 5; 7; 9; 11Type IIA p+ 2 = 0; 2; 4; 6; 8; 10Type I demand 
j iRR = j iRR) (C��0����p+1)T = � (C��0����p+1)T) p = 1; 5; 9
が表しています。p+2が 1; 3; 5のときが IIBで、0; 2; 4のときが IIAである。そのmagneti
な dualを含める
と、p+2が 1; 3; 5; 7; 9; 11のときが IIBで、p+2が 0; 2; 4; 6; 8; 10が IIAです。Type Iはさらに 
 proje
tion
を課して得られたものですから、それは 
harge 
onjugation C � Gamma行列に関する条件に翻訳されるわけ
です。このことから、pが 1; 5; 9ということが得られました。2 Spe
trum of Heteroti
 Spin(32)=Z2 and that of Type I at ZeroString Coupling
これから話したいのは、いわゆる非摂動効果の端緒として現れた D-braneという obje
tを使って、Type Istringと heteroti
 stringという 2つの摂動論的に formulateされたひもの modelは、実は 1つの理論の 2つ

の異なった摂動論であることを議論したい。これが strong-weak dualityと呼ばれる議論の典型的なものであ50



Hetero Spin(32)=Z2 SO(32) Type I
 proje
tedbi� 12 e�j�1jkiNSuij(k) 8v

 8v
 = 35
� 28
� 1
e�j�1j�8s; kiR (
j)� _Æ u�� _Æ(k) 8s

 8v
 = 8

� 56
 bfi� 12ebjg� 12 jkiNS;NSu(sym)ij (k) ( 8v

 8v
)sym= 35
� 1
j�8siR 
 je�8sieR�(asym)�e� (k) ( 8s

 8s
)asym= 28
( 8s

 8v
+ 8v

 8s
)sym = 8

� 56
N = 1 supergravity multiplet0�bi� 12 e�I�1jkiNSbi� 12 limjzj!0:exp�ipIXIL(z)�:jkiNS1Auia(k)�pI�2 = 2 8v

 ( 16

 480
)= 8v
� 496
SO(32)adjsimilarly for fermion 8s

 496
SO(32)adj bi� 12 jk; i0j0iNS �T ai0j0�uia(k) 8v

 496
SO(32)adj8s

 496
SO(32)adjN = 1 SO(32) Yang-Mills supermultiplet:.: The massless spe
tra are the same.
表 13: Massless states in Heteroti
 Spin(32)=Z2 and SO(32) Type I

ります。そのための準備をこれからやっていきます。

ここで言う dualityとは、Spin(32)=Z2 heteroti
 stringと SO(32)の Type I stringの強結合と弱結合を入れ
換える dualityのことです。両方とも free stringとして摂動論の範囲での spe
trumを比べてみましょう。
表 13は、質量が 0の状態です。左側が heteroti
 stringの spe
trumです。前にも言ったように、heteroti
stringは right moverが superstringで fermionの os
illatorを含んでいますが、left moverは latti
e上にのっ

かった bosonです。right moverの NS se
torから spa
etime bosonがでて、R se
torから spa
etime spinor
がでて、GSOがかかっています。一方、対応する Type Iの話ですけれども、これは nonorientableな 
losedstringですから、IIBの状態空間に 
 proje
tionを課したものです。spa
etime bosonは NSNS se
torの対称
部分と R Rse
torの反対称部分が選ばれて、ちょうど 35
、28
、 1
が得られます。
次に gauge bosonを含むmultipletです。heteroti
 stringの場合は、right moverは ve
torをつくる添字を

もっています。ところが left moverに関して言うと、ground stateは normal orderingから生じる negativeinter
eptをもっています。この negative inter
eptを 
an
elさせるだけの os
illatorをおいてやればいいわけ
です。一つのやり方は、�I�1 I = 10 � 26で指定される 16個の bosonをおいてやると、16個の masslessの状
態ができます。これは gauge bosonの Cartan部分に相当しています。それ以外に昨日話した momentumと
か winding numberをもっている状態があります。こういう状態は os
illatorでは書けず、right momentum、left momentumの固有値によって指定される状態ですから、これを与えるためには平面波型の operatorを作
用しなければなりません。一般にこれを vertex operatorと言います。vertex operatorから漸近状態をつくる
ためには、normal orderedされた exponential typeの operatorを掛けて、zを 0につまり � を �1にもって
いくという操作をとります。するとこれが left moverの latti
e momentum pI の固有値をもった状態になって
います。この pI の 2乗を 2に選んでおきますと、masslessの状態をつくることができます。�pI�2 = 2という
状態を満たす root latti
eの pointは 480。これが SO(32)の o�-diagonal generator、つまり step generatorに51



Hetero Spin(32)=Z2 SO(32) Type IRight 
 Left2 2 1from open string se
torRightNS 128 states, whi
h �t into44 � 84[2nd sym℄ [3rd asym℄ of SO(9)R 128 states, whi
h �t intothe SO(9) ve
tor spinor 2[ 92 ℄ � 9� 2[ 92 ℄LeftpI on root latti
e ) 40996 tensorial statespI on the spinor latti
e ) 2[ 322 ℄=2 = 215 = 32768SO(32) spinorial states
CP ) either sym. reporantisym(adj) rep

:.: The massive spe
tra are di�erent.
表 14: Massive low lying states in Hetero Spin(32)=Z2 and SO(32) Type I

なっています。SU(2)の場合の J+、J�に対応するものです。diagonal generatorと step generatorをあわせ
て total 496個の状態をつくることができます。これがちょうど SO(32)の gauge bosonの状態です。Type I
の方は単に Chan-Patonが付きます。この反対称化された添字から 496の SO(32)の adjoint表現が得られる
わけです。結果としてやはり、SO(32)の Yang-Mills supermultipletが massless spe
trumとして得られまし
た。Spin(32)=Z2 heteroti
 stringと SO(32) Type I stringの massless spe
trumは一致します。
じゃ、massive levelはどうなっているかと言うと、これは一致しません。表 14がそれを示しています。ま
ず、heteroti
 stringの方がどういう形になっているかを見てみましょう。light
one quantizationで定式化しま
したが、massive statesでは静止系がとれるので、SO(8)の表現から最初出発したけれども最終的には SO(9)
の既約表現の形にまとめることができます。right moverに関して言いますと、NS se
torの状態が 128個あっ
てそれが 44と 84という 2つの既約表現の形にまとまることがわかります。同様に Ramond se
torはやはり128個あって、それは SO(9)の ve
tor spinorの既約表現の一つであるということがわかります。left moverに
関しては、その 
ountingの詳細は省略することにしますが、さきほど言いましたように 2種類の latti
e point
というのがあります。root latti
eにのっているのと spinorial latti
eにのっているものがあります。このうち、spinorial latti
eにのっている部分というのは、SO(32)の spinorとして振る舞います。このことから明らかな
ように、leftの mass level �0M2L = 2のところにある SO(32)の spinorial stateが、heteroti
 stringに存在す
るわけです。

一方、Type Iの方ですが、Type Iは一番低い massive levelというのは mass level 1というやつですね。
それは open string se
torの os
illatorの強さを一つ増やすわけで、gauge群を生成する me
hanismとしてはChan-Patonしかありません。つまり対称化、反対称化しか可能性としてありえないわけです。したがって、そ52



れ以外の exoti
な表現をおくというのは最初から不可能です。以上より、heteroti
 stringと Type Iの spe
trum
は massive levelでは異なっていることがわかりました。3 Statement of the TypeI-Heteroti
 Duality
にも関わらず、Spin(32)=Z2 heteroti
と SO(32) Type Iが同じ理論であるというのは一体どういう意味な
のか、ということを説明しなければなりません。もう一度繰り返すと、明らかに 2つの perturbation theoryは
別の perturbation theory です。ところがどちらも lo
al gauge invarian
eを持った模型であるという理由で、massless状態は全く同じ構造をしています。
別の解析として、supergravityを経由する low energy e�e
tive a
tionの解析があります。その解析は、heterosideと Type I sideの両方で行うことが可能です。これには、gravitonや gauge boson、dilatonなどのmassless�eldsすべてが参加しているわけですが、とくに注目すべきは dilatonです。ここでは最終結論のみを述べます。heteroti
 stringの dilaton場 �H と Type Iの dilaton場 �I というのは �signでつながっています。�H = ��I (3.3)

これはかなり重要な結論です。なぜかというとひもの理論におきましては、dilatonという spa
etime �eldをexponentialの肩にのっけたものは、ひもの 
oupling 
onstantになっています。�符号がつくということは、heteroti
 stringの string 
ouplingと Type Iの string 
ouplingが互いに逆数関係でつながっているということ
を意味します。 �H = e�H = e��I = 1�I (3.4)
これは、string 
ouplingの値 �をもつ Spin(32)=Z2の heteroti
 stringと string 
ouplingの値 1� をもつ TypeI stringが等価であるという statementになります。もちろん両者はいまのところ摂動論でしか定義されていま
せん。したがって、�Hが小さくなれば �Iは必ず大きくなるので、いまの statementを純然たる摂動論の level
で 
he
k、または判定することは不可能です。その意味において、両者の摂動論が異なっているのはむしろ当
然なのです。いま 
oupling 
onstantで parametrizeされている一つの理論があったとして、ある領域のまわ
りでは Type Iであり、別の overlapしていない領域での理論は heteroであるわけです。違った領域で計算し
た spe
trumが異っているのは当然であるということがわかりました。では、この純然たる摂動論の levelの話
を超えて、strong-weak dualityの妥当性または無矛盾性を調べることが可能か、という問いにたどりつくわけ
で、ここで姿を現すのが D-braneです。
いま heteroti
 stringの弱結合領域の摂動論を考えます。freeな spe
trumから、つまり heteroti
 stringのstring 
oupling = 0のときの spe
trumから出発します。この 
ouplingを徐々に強くしていくと、この spe
trum

に少し string 
ouplingにある補正が加わっていくことが想像できます。一般には spe
trumは、途中で level
rossingとか起こして変わっていきます。しかしながら、supersymmetryをもった理論には同じ massをとり続け
る状態が存在します。それを総称的に BPS statesと呼びます。BPS statesが可能なのは、実は supersymmetry
の代数に nontrivialな 
enterがある場合であることが知られています。とくにこれは場の理論の考察が明らか53
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図 9: Open strings with D-brane

にしたことですが、理論に soliton的な obje
tがある場合、その topologi
alな性質つまり total derivativeが
無視できないという性質を反映して、nontrivialな 
enterが生成されることが知られています。nontrivialな
enterがある場合には、susyの一部を保ちながら massと 
hargeのあいだの関係式を確立することが可能で
す。粒子の 
hargeは変化しません。つまり連続変形のもとで不変ですから、いまやそれと関係づけられているmassもまた連続変形のもとで不変になっています。dis
reteにしか変わり得ないものを 
oupling 
onstant = 0
から連続変形していっても変わり得ないわけです。BPS statesは摂動論的な量子補正を受けないことが結論で
きます。いま heteroti
 sideから出発して、�Hをどんどん増やしていったとしても、BPS statesは同じところ
にとどまっているはずです。Type I sideでも、つまり Type Iの摂動論がよくなる領域にいっても、BPS states
が見えているだろうというのが ideaです。Type I sideでの BPS statesは何かというと、それが D-stringで
す。話す時間がなかったけれども、D-braneは一般に BPS statesであるということを示すことができます。4 Type I D-String = Elementary Heteroti
 String
標語的に言うと、heteroti
 stringと Type I stringは同じ理論です。この equalityに関する eviden
eはいく

つか挙げられています。

一つは両者の tension、つまり elementry heteroti
 stringとType I D-stringの tensionが low energy e�e
tivetheoryを経由して、一致することを示すことができます。�D1 = 0� the tension of anelementary heteroti
 string1A = 12��0 (3.5)
次に D1のまわりのゆらぎの spe
trumが heteroti
 stringと一致することを示すことができます。D-brane

は一般に open stringが hypersurfa
eとして特徴づけられます。D-braneそのものを孤立して考えるのは正しく
ないわけです。いつも D-braneにはひもがまつわりついています。D-braneにまつわりついている elementaryopen stringには、2種類あります。図 9がそれを示しています。一つは open stringの両端が D-stringで終わっ54



ているもの、もう一つは open stringの片一方の端が D-stringにのっかっていて、もう片一方の端が自由端、
もってまわった言い方をしますと D9-brane上にのっかっているものです。
このゆらぎの spe
trumを見てみましょう。これはいままでに話してきた stringの spe
trumの応用として

やることができます。(1,1)という、両端が D-stringにのっかった open stringを考えます。よって、時間方向
と空間 1方向にだけ Neumannで残りは Diri
hletという条件を課します。NS se
torで spe
trumを計算して
 proje
tionを課してやると、�が 0、1方向つまり D-stringがのびている方向には
b�=0;1� 12 j0i = �b�=0;1� 12 j0i (3.6)
となり、
 invariantな状態はないということが結論できます。ところが �が 2～9に関しては、
b�=2�9� 12 j0i = b�=2�9� 12 j0i (3.7)
となり、
 invariantな状態があると結論できます。よって、D-string上にのっかっていない方向に 8個のmassless、
つまり、8v
の 
u
tuationがあります。X0、X1 方向を heteroti
 stringの worldsheetだと考えることにしま
す。すると transverseな方向にmassless 
u
tuationが生じているのがわかるわけです。これでもって heteroti
stringが D-stringと同じ方向に止まっている状況 (X0 = � X1 = �)と同一視することにします。これは証明
というわけではないですが、こう考えても矛盾がないということです。

次に (1,1)Ramond se
torです。spe
trumを調べてみると、やはりいまD-stringを置くとSO(1; 9)をSO(1; 1)
SO(8)と既約分解して 16s
 = ( 12 , 8s
) � (� 12 , 8

)になります。これは 
 invariantな状態で、さらに Dira
方
程式をつくることを要求してみますと、この spinorというのは実は (� 12 , 8

) という表現をもっており、運動
方程式により right movingであるということがわかります。
次に (1; 9)+(9; 1) stringを考えましょう。(1,9)というのは、片方は D-stringにのっていて片方は自由端であ

るということです。この stringの mode展開はいままでに話したことのない形をとります。そのおかげで、い
ままでと normal ordering 
oeÆ
ientの出方が違ってきます。NS se
torでは、bosonが antiperiodi
 boundary
onditionに従います。そのおかげで normal ordering 
onstantが正になってしまいます。したがって groundstateですら massをもってしまう。一番低い light spe
trumには何も寄与しません。
一方 Ramond se
torは、(9,9) stringでは bosonも fermionも periodi
な boundary 
onditionに従ってい

ました。ここでは (1,9)という open stringの片方が D-stringで片方が自由端であるものを考えます。すると、periodi
であったものが antiperiodi
になり、antiperiodi
であったものが periodi
になります。もともと boson
も fermionも periodi
であったものが両方とも antiperiodi
になって、やはり bosonと fermionの間の normalordering 
oeÆ
ientはつりあっています。つまり、normal ordering 
oeÆ
ient = 0で ground stateは massless
です。そのあと、GSO proje
tionと Dira
方程式とを考察しますと、left movingの 
hiral spinorが 1個でて
きます。端点にくっついている Chan-Patonの添字から 32個の spinorがでてくることがわかります。実はこ
の spinorが、heteroti
 sideでの 
urrent algebra fermionを生成しています。heteroti
 stringを構成したとき
は bosonで構成しましたが、
urrent algebra fermionで構成することも可能です。後者の構成の際につくられ
る、つまり fermioni
な構成のときに必要な 32個の fermionが、Type I sideでも実際に現れているということ55



がわかります。これが antiperiodi
な �I( 12 ; 1
)になっています。それ以外にも periodi
な se
torというのがfermionにはあります。1本の D-stringというのは、(1,9) open stringというのをもっていて、いつもそういう
のがまつわりついていて、そいつは必ず 
urrent algebra fermion、32個の spinorをもっているわけです。そこ
には periodi
 se
tor(P)、antiperiodi
 se
tor(AP)両方あります。いま言いたいのは、antiperiodi
 se
tor(AP)
からは確かに heteroti
 stringの gauge bosonを生成するような 496個の adjointの massless粒子がでてくる
わけです。それだけでなくてもう一つ高い levelにいくと、SO(32)の spinorial状態ができる。ここに確かにspinorが座っているわけです。5 Stable Spinorial State in Type I
前のページの内容を復習しておくと、AP se
torから SO(32)の 496個の massless 粒子がでてきます。それ

以外にも SO(32) spinorialの massive stateがあるということを確認できます。これは、ここ 1、2年ぐらい話
題になった、Senによる話です。heteroti
 sideに perturbative spe
trumとして存在する SO(32)の spinorial stateが、Type I sideでどう見
えるか、というのが問題です。この状態は massiveですけれどだれにも de
ayできない。したがって、stableparti
leとして観測でき、heteroti
 stringの perturbative spe
trumに存在します。しかしながらこの状態の
持っている 
hargeとは、susyとは何の関係もない 
hargeです。よって、これは non-BPS stateであります。
こういう状態では、heteroti
 stringの 
ouplingを動かしていくと、そのmassは変化していくと考えられます。p�0M = 2f(�H) with f(0) = 1 (3.8)
つまり、heteroti
 stringの string 
oupling = 0であるときはこの未知関数 f というのは 1であるけれども、そ
れ以上のことはあまりよくわからない。ところが Type I 
ouplingというのは heteroti
 stringと逆数関係で結
び付いていきますから、その逆数で動いていくような何か物理的な obje
tというのが Type I sideでも存在す
るはずです。 p�0M = 2f � 1�I� � 2 ef(�I) (3.9)
これが一体何なのかが問いです。

さきほどの考察で、D-stringにまつわりついている (1,9) stringから spinorialな量子数が現れると言いま
した。一見すると D-stringだけでやはりまかなえるようにも思います。しかし D-stringというのは BPSで、heteroti
 sideでの spinorial stateは non-BPSですから、D-stringとは違った obje
tです。non-BPS obje
tで
あるためには、BPSがもっている (R,R) 
hargeをうまく 
an
elさせてやらなければなりません。
次に 
andidateとして浮かびあがってくるのは、D1-D1であります。D1というのは定義しませんでしたが、

一般に Dp-braneの 
hargeをさかさまにする、つまり Dp-braneと orientationをさかさまにした obje
tをDp-braneと呼びます。ですから一つの 
andidateとして D1-D1というものが考えられます。それは zero (R,R)
hargeを 
arryしています。あっちがたてばこっちがたたずで、この zero (R,R) 
hargeというのをもってしま
いますと、これは va
uumと同じ量子数ですので、一般にはただちに真空に de
ayしてしまいます。これは実56



際に bosoni
 stringで起こっていることで、ta
hyon 
ondensationと称してさかんに研究されています。TypeIの場合には、完全に va
uumに annihilateせず何か残ってほしいわけですね。説明は文献にゆずらざるを得
ません。Wilson lineというものを導入すると annihilateしない状態をつくることができて、この D parti
leと
呼ばれる残った状態が heteroti
 sideでの perturbative spinorial stateに対応していることが認識されました。
以上が摂動論に 1/
oupling 
onstantという形をとり、足し算として入ってくる非摂動効果の典型的な例であ

ります。これからわかることは、摂動論的に別の理論であると思われていた 2つの理論が実は、1つの仮想的
な理論における、"moduli spa
e"の違った領域での 2つの異なる摂動論であることです。つまり、摂動論は 2
つあるけれども、理論自身は 1つと考えた方が合理的なんじゃないかという考え方です。これでだいたい TypeI-heteroti
 dualityの話は終わります。Type I-heteroti
 dualityの話はおもしろいですが、定性的な議論にとどまりがちです。定性的な議論を超
えて定量的な議論、つまり無限個の真空の縮退を解くとかあるいは本当に我々の住んでいる世界というのをつ

くり出すことをめざしたいわけです。今の議論ですとかなり難しいですね。定量的な話をするための 1つのapproa
hについてこれから話していきます。
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Le
ture 41 Introdu
tion
いままで、摂動論および摂動論に足し算として入る非摂動効果について述べてきました。とくに Le
ture 3

では非摂動効果の議論の 1例として、
oupling 
onstantの強結合と弱結合の入れ換えに関して、2つの摂動級
数が 1つの理論のmoduli spa
eの異なる領域での展開となっていることについて述べたわけです。個人的な見
解ですが、素粒子をやる上で重要なことの 1つは、無限に縮退している摂動論的真空という状況から理論の現
状を解放することだと思います。それによって、standard modelをだすことも可能になってくるのではないか
と思います。

いままで話す機会がなかったことですけれども、ひもの理論というのは、1本のひもを考えている時点で、
すでに不可避的に重力を含んでいます。点粒子の理論では重力は含めて考えてもいいし、含めずに考えてもよ

かったわけです。ところが、ひもの場合は重力をはずして考えることは不可能です。ひもの理論は同時に重力

の理論でなければならず、波として姿を現します。量子重力の理論たりうるわけです。量子重力の理論である

ために、時空というのはこちらが注文すべきものではなくて、なにか計算して得られる outputであるはずで
す。したがって、昨日の講義で 
ir
le 
ompa
t化とかその拡張とか言いましたが、それは摂動論的な近似とし
て現れるべきものです。我々が手で与えるものではなくて、理論が最終的に決定する時空というのがあるべき

姿であります。outputとしての時空という規範を、少なくとも論理的な levelにおいて満たしているmodelを
作るのが一つの目標であります。別の言い方をすると、いままで述べてきた摂動論には一応無関係に仕事がで

きるような frameworkをつくりたい。
このことに関して、90年代におもちゃの modelとして成功をおさめたやり方として、worldsheetを離散化

してやって、その離散化した worldsheetから現れる a
tionと等価な行列の a
tionを考察するやり方がありま
す。この翻訳操作は、90年代はじめにいわゆる 
 � 1 non
riti
al string と呼ばれる random surfa
eと関係し
た modelにおいて成功を納めたのですが、かなり厳密に行うことができます。この一連の modelでは、非摂
動効果を genusを実際に足すことによって考察することができます。以下に述べる素粒子の統一模型に関する
行列模型においては、かなりそのへんはあいまいです。(どうして 
 � 1 non
riti
al stringでできて、10次元
に住んでいる 
riti
al stringでできないのかをここでお話しする時間はありません。) ひもの意味で、ひものworldsheetを離散化し、その a
tionを行列という形に mapしたとは言いがたい。ですが以下に、1本のひも
から出発し、摂動論的な superstringの理論を受け継ぐ行列の理論を提示します。つまり、ひもに対して構成論
的な定義を与えます。定義を導出することはできないので、この定義に向けての一つの導入を行います。

昨日話しましたように、Polyakov typeの a
tion(1.1) から出発しまして、gabというのを取り除きますと、
南部 a
tion(1.6)が得られます。それはp(indu
ed metri
)2というものです。indu
ed metri
というのは�MN = �ab�aXM�bXN = �XM ; XN	P:B: (4.1)
という形をしています。Minkowski空間の添字に関して以前は � � と書きましたが、行列の話をするために、58



M N を使います。S
hildの a
tionと言われる a
tionは、SS
hild = 12��0 Z d2� 12�MN�MN (4.2)
であります。南部 a
tion SNambuは、あらゆる reparametrizationに関して invariantです。a
tionは areaその
ものです。S
hild a
tion SS
hildは、南部 a
tionの p がない a
tionで、南部 a
tionに現れるp の中がそ

のままでてきています。a
tionは両者異なるわけですが、S
hildの a
tionで area element �2 = 
onstantとい
う条件のもとでは、S
hildの運動方程式と南部の運動方程式というのは実は同等である、つまり area �2を維
持するような gaugeの範囲内では、S
hildの理論と南部の理論は運動方程式としては同等であるということを
示すことができます。さらに area自身が 
onstantであるということを S
hildの運動方程式から示すことがで
きます。

一つ注目すべき点は、indu
ed metri
 �MN は、� と � に関する Poisson bra
ketになっていることです。Poisson bra
ketになっているということの解釈ですが、何かある意味で量子論的な fuzzy surfa
eというか、量
子論的な surfa
eがあるとします。そこでは �と � が non
ommutingな Heisenberg algebraに従っていて、古
典的極限つまり � と �が 
ommuteする極限として、この形の Poisson bra
ketが得られると思ってもいいじゃ
ないか、そういう imaginationをもつことが可能です。このことを最初に言ったのが南部で、以下に述べるの
はこれに関係した行列の話です。

次に摂動論的なひもの統一理論をもう一度復習しておきます。表 15にあるように、10次元に 5つの model
があり、大きく分けて 2系列に分かれます。1つは 
losed stringだけの理論 IIA、IIBで、9次元では T-duality
の操作によって関係づいています。それらは 16 + 16の super
hargeをもっていて、低エネルギーでは N = 2
の supergravityによって記述されます。
losed stringだけの理論であり orientableです。IIBから Type Iを得
るためには、
 proje
tionを作用して状態空間を減らしてやり、その代わりに open stringを加えます。減らし
て足すという操作をするわけです。前回述べたことにより、Type Iと heteroti
 SO(32)が強結合と弱結合の
入れ換えにより同一視できることがわかりました。heteroti
 va
uaは、9次元に 
ompa
t化するとやはり連続
変形可能であるということがわかっています。この右側の系列に特徴的なことは、8+ 8の super
hargeをもっ
ていて、低エネルギーでは N = 1の supergravityで記述されるということであります。
とくに Type Iについて述べると、これは 
losedと openからなり nonorientableな理論です。この右側の系列

に属する行列模型をなんとかつくっていきたいというわけであります。一方 Banks,Fis
hler,Shenker,Susskind
が提唱した行列模型は、Mと呼ばれる 11次元の仮想的な理論、低エネルギーでちょうど 11次元の supergravity
になるような仮想的な理論を与える行列模型であります。2 A
tion of IIB matrix model & USp matrix model
この時点で a
tionを定義して、どうしてこれが reasonableであるか説明することによって話を進めていく

のが一番わかりやすいと思います。

まず、摂動論的な紐の統一理論の表で左側にある 
losed stringだけの理論、つまり時空の理論である摂動論59



MBFSSby '84 Type IIA  !T9 Type IIB ! Type I  !S hetero SO(32)  !W9 hetero E8 �E816+16 super
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 proje
tionopen added 8+8 super
harges
losed + open, nonorientable+ +large kredu
edmodel IIBmatrix model USpmatrix model
表 15: Uni�ed theory of perturbative strings

的な紐の理論に対応する行列模型を説明します。その a
tionは簡単な形をしています。SIIB(vM ;	) = 1g2 tr�14[vM ; vN ℄[vM ; vN ℄� 12	�M [vM ;	℄� (4.3)
説明の都合上、行列の sizeを 2kとして vM と書きます。vM は 2k � 2kの hermitian行列で、それは U(2k)
の Lie代数の generatorになっています。この vM を用いて bosonの行列を 10個用意し、同様に 2k � 2kのfermionの行列 	の各成分に、10次元のMajonara-Weylと同じ条件である 16個の real 
omponentをもたせ
てやります。あとで使う notationとして、この vM を vm m = 0; 1; 2; 3はそのままにして、残りを複素にくん
で �I = 1p2 �v3+I + iv6+I� I = 1; 2; 3と書きます。fermionは、2 
omponent Weyl spinorを使って	 = ��; 0;  1; 0;  2; 0;  3; 0; 0; �; 0;  1; 0;  2; 0;  3�T (4.4)
と書くことができます。

明らかにひもの Type IIB理論に対応する行列模型は、10次元の super Yang-Millsの a
tionで時空依存性
をまったくなくしてしまった a
tionです。10次元の N = 1 super Yang-Millsは、dimensional redu
tionを
して 4次元におとすと、N = 4 super Yang-Millsになっています。4次元では N = 1の super�eld formalism
ができています。4次元の N = 1の super�eld notationを使いますと、N = 4 super Yang-Millsを N = 1super�eldでかいて、場の時空依存性を全部落としてしまったものを使えばいいというわけです。その場合、ve
tor multipletからつくられた �eld strength super�eld W と adjoint表現に従う 
hiral multipletを 3つ、�I I = 1; 2; 3を用意すれば、それらを使って IIB行列模型の a
tionはSIIB = 1g2Tr�Z d2�W�W� + h.
. + 4 Z d2�d2��yIe2V �I�+ 1g2 �Z d2�W0 + h.
.�where W0 = p2Tr (�1; [�2;�3℄) (4.5)
と書くことが可能であります。これらの行列を で示したのは、U(2k)に従う Hermite行列であることを示
すためです。 60



ここから摂動論的な Type I 理論を受け継ぐ行列模型をどうつくればいいかということですが、それは摂動
論でやったやり方を踏襲することにします。(4.3)は 
losed stringを表している IIB行列模型です。それに 
proje
tionの行列 analogというのを見出してそれを作用させ、そのあとに open stringに対応する自由度を手で
加えるという操作をとります。
 proje
tionを作用させるので、理論は nonorientableになっています。ただし模
型をつくる際に、必ず 8+8の susyが keepできているということを確認する必要があります。supersymmetry
で縛っていくというのがこの話の基本的筋道です。maximal supersymmetryがどうして必要かといいますと、maximal supersymmetryがありますと gravity multipletというのがつくれて、spin 0から出発して spin 2を
含むmultipletまで届くわけです。ある意味で Lie代数的な考察のみから重力の存在について言及できるわけ
です。

以下で Lie代数の話をします。U(2k)の Lie代数は、その部分 Lie代数に分解することができます。2通り
の分解の仕方があり、それは Spと SOです。いずれをとっても、U(2k)の Lie代数に属する行列をもってき
ますと、対応する Sp(2k)あるいは SO(2k)の 2つの表現に uniqueに直和分解されます。もっと具体的に言う
と、generatorを Spあるいは SOの立場から 2つの表現に分類することができます。U(2k) adj % USp adj (= sym)& USp asym F = 0� 0 I�I 01AU(2k) adj % �SO �adj (= asym)& �SO �sym F = 0� 0 II 01A
そして、それを実行する proje
torは、 �̂�� � 12 �� � F�1 � TF � (4.6)
です。ここで導入した F は、Spとか SOの内積をつくるときに必要な invariant tensorです。ある U(2k)のadjointの elementを �として、(4.6)の定義でもって ��を作用してやると、それは確かに Spあるいは SOのsymmetri
あるいは antisymmetri
表現になっています。この proje
torはもちろん足して 1で、各々の 2乗
はそれ自身で、��と �+をかけると 0という性質を満たしています。U(2k)の adjointに (4.6)の ��を作用した結果を X と書くことにします。すると XはXTF + FX = 0 (4.7)
を満たし、 X = 0� M NN� �M�1A MT =M; NT = N (4.8)
となります。これは Xが USp(2k)の Lie代数に属しているための条件にもなっています。一方 �+の方をと
り、その結果を Y と書くことにします。すると Y はY TF � FY = 0 (4.9)61



を満たし Y � (TF )ji = 0� A BC AT 1A BT = �B; CT = �C (4.10)
となります。Y は Spの反対称表現に確かに属します。反対称行列にはなっていませんが、Y というのは tensor
ではなくて行列の notationで表現されています。F を作用させて、添字を 1つ下げてやります。そうやってで
きた行列は 2つの添字の入れ替えに対して反対称であることを示すことができます。
いま、ひもの摂動論的な統一模型の表の左側の系列の行列模型から右側の系列の行列模型にいくためにどん

な re
ipeが必要であるか、及びそれに必要な手続きを説明しているわけです。この手続きは Spに関しても SO
に関しても同様に存在しますが、ひもの統一理論をやるという立場から考えると、Spを選ぶべきであること
が、次の 3つの理由から結論できます。1. planar diagram analysis2. Chan-Paton fa
tor of open loops3. 
onsisten
y with wv �eld theory
あとで示しますが、F という invariant tensorは twist operator 
の役割を果たしています。これをしばらく
認めることにします。上に述べたように、USpに属する行列として adjoint表現を X、反対称表現を Y とかき
ました。X については XT = �FXF�1となり、これは twist operationをほどこしたときの orientifoldの条
件となっています。Y については、Y T = FY F�1は orientation 
ipに対して不変な状態になっています。以
上より、Spの Lie代数を採用すると、もとの 
losed stringと向きづけをかえた 
losed stringが符号を除いて
一致することがわかります。Type I 摂動論に対応する行列模型をつくるためには、それに加えて open stringの expli
itな自由度を導入
することが必要です。そのときに 8+8の susyを keepしておく必要があります。このためには supersymmetry
を保つ fundamental multiplet �Q�; eQ�;  Q�;  eQ�� を選ばなければなりません。4 次元の言葉を借りると、N = 2の hypermultipletを選んでおけばいいということがわかります。s
alarと fermionからなる fundamentalhypermultipletを nf 個導入することにします。この nf についてはあとで述べることにします。
このような考察を踏まえて、USpの行列模型としては次のようなものを定義として提唱します。これがほぼuniqueであるということはあとで述べることにします。
まず定義ですが、IIB行列模型を導入するときに用いた 4次元的な super�eld notation から出発します。4

次元的な notationでは 10個の行列というのは、1つの ve
tor multiplet V と 3つの 
hiral multiplet �I に分
解されます。そのうちの ve
tor multiplet V と 
hiral multipletの 1つ �1に関しては、U(2k)の Lie代数をと
る行列に ��という proje
tionをかけて対称表現、つまり USpの Lie代数に属する表現をとる行列にしてしま
います。 V = �̂�V ; � = �̂��1 ; adj (4.11)62



つまり 10個のうちの 6個は、USpの Lie代数に属する行列とします。残りの 4個、
hiral multipletを複素に
組んだ 2個 �I (I = 2; 3)は、反対称表現に属するような multipletとします。�I = �̂+�I I = 2; 3 asym (4.12)U(2k)に �+をかけて得られるmultipletを使って 4次元の notationで a
tionを書きます。SUSp = 14g2Tr�Z d2�W�W� + 4 Z d2�d2��yIe2V �Ie�2V �+ 1g2 nfXf=1 Z d2�d2� �Q�(f)e2VQ(f)+ eQ(f)e2V eQ�(f)�+ 1g2 �Z d2�W (�) + h:
:� (4.13)W (�)は W (�) = p2Tr (�1[�2;�3℄) + nfXf=1�m(f) eQ(f)Q(f) +p2 eQ(f)�1Q(f)� (4.14)
で与えられます。4次元N = 2 supersymmetryにより、parameterは overallの定数を除いて決まってきます。
ただし、一般に mass parameter m(f)を導入することが許されます。今述べた 4次元 notationは 10次元に翻
訳して考えることが可能です。USpの行列模型の a
tionを 2つの部分、S0と �Sから成ると書くことができ
ます。 SUSp = S0 +�S (4.15)S0というのは形としては IIBの a
tionと同じです。S0 = SIIB (�̂b�V M ; �̂f�	A) (4.16)
ただし行列が U(2k)の Lie代数に属していて、その 
omponentごとに USpの Lie代数か、USpの antisym-metri
のどちらかに属するような proje
torをかけてやります。bosonの場合、6個を adjointにとり 4個をantisymmetri
にとるという選び方をします。なぜかというと、8 + 8個の supersymmetryを保つためです。
理論に入ってくる parameterについて少し説明します。まず overallの parameterとして g2というのが存在

します。これは行列の再定義に吸収できるわけで、parameterといっても物理の s
aleを与える量に最終的にtransmuteしているはずです。これに関係した問題として s
alingの問題があります。次に、行列の size 2k。こ
れは最終的には無限大にとばして、場の理論における連続極限に対応するものを探します。そのほかにm(f)と
avorの数 nf があります。nf の値について 
ommentしておきます。Taylor流の行列の T-dual変換を認めま
すと、0次元の a
tionを 6次元の gauge場の理論にmapすることが可能で、そこで anomaly 
an
ellationを考
察すると、anomalyが 
an
elする条件として 
avorが 16個というのがでてきます。その意味でも nf が 16個
というのはでてくるし、ひもの摂動論を受け継ぐという意味でも 16個というのはでてきます。最後に s
aling
の問題があります。 lim g2(2k)℄ = 
onst (4.17)
行列模型は、ある意味で離散化された理論です。この模型の連続極限をどうやってみつけるかという問題にな

ります。これは dynami
sに関わった問題で、指数 ℄をどういった形に選ぶかというのは難しい問題です。厳63



密に理論が解ける場合には、この指数は厳密解への s
aling limitをとる条件から決定することができるわけで
す。いまの場合は解ける形ではないので、数値的に決定せざるを得ません。3 Green-S
hwarz superstrings and the S
hild a
tion
ここまでで IIB行列模型及び USp行列模型の導入を行いました。素粒子の性質を取り扱おうとしますと、gauge理論、open stringの自由度を必ずひねり出さなければなりません。そのため 
 proje
tionをして 
losedstringに対応する自由度を減らし、その代わりに基本表現の自由度を入れるという形で、open stringの自由度

を取り出すことにしました。

行列がどうして stringかというのは introdu
tionで述べた、
ommutator [ , ℄の極限としての �、�の PoissonBra
ketに関係しているわけです。ここでは Green-S
hwarz formulationという spa
etime 
ovariantな 1本の
ひもに対する formulationから出発した際、行列模型がこの formulationをどういう形でどういう部分に引き継
いでいくのかをお話ししたいと思います。Green-S
hwarz formulationは、NSRの formulationつまり ve
tor添
字をもつ worldsheet fermionsとは全く違ったもので、spa
etime spinorを用いた formulationであります。そ
の string 
oordinateは、XM と �1; �2です。�1; �2は最初から spa
etime spinorの足をもったMajorana-Weylspa
etime spinorです。�1; �2は同じ 
hiralityを持っているとします。10次元の Gamma matirix �M を用い
て、2次元metri
 gMN を除去した形では、Green-S
hwarz a
tionは、SGS = 12��0 Z d2� "r�12�2� + i�ab�aXM ��1�M�b�1 + �2�M�b�2�+ i�ab�1�M�a�1�2�M�b�2# (4.18)
という形をとります。ここで、�MN� � �ab�Ma �Nb ; �Ma = �aXM � i�1�M�a�1 + i�2�M�a�2 (4.19)
です。a
tion (4.18)がもっている lo
alな対称性として、N = 2の spa
etime susy、8>>><>>>: Æsusy�1 = �1Æsusy�2 = �2ÆsusyXN = i�1�M�1 � i�2�M�2 (4.20)
と lo
al �対称性 8>>><>>>: Æ��1 = �1Æ��2 = �2Æ�XM = i�1�M�1 � i�2�M�2 (4.21)
があります。この �対称性は �xすることが可能です。gauge �xing 
onditionとして �1 = �2 =  をとります。
そうすると a
tion (4.18)の一部は、その gauge �xingのおかげで消えてしまいます。こうやって gauge �xし
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た Green-S
hwarz a
tionは、S(�x)GS = � 12��0 Z d2� r�12�2 + 2i�ab�aXM �M�b != � 12��0 Z d2� r�12�2 + 2i �M fXM ;  gP:B:! (4.22)
となります。�MN は、 �MN = �abXM�bXN � �XM ; XN	P:B: (4.23)
となり、とりもなおさず indu
ed metri
に対応しています。したがって、area elementは Poisson bra
ketで
書くことができます。よって、a
tion(4.22)はすべて Poisson bra
ketで書けています。(4.22)はあくまでも、reparametrization invariantな南部型でありますが、gaugeを �xしたために susyの
変換則は変更を受けて、8<: Æ(1)XM = 4i��M Æ(1) = � 12p 12�2�MN�MN � 8<: Æ(2)XM = 0Æ(2) = � (4.24)
となります。これは 10次元の N = 2の susyですから 16� 16の susyをもっているわけですが、これを第一
種 Æ(1)と第二種 Æ(2)というふうに分けると、第二種の susyというのは spinorを 
onstantだけ shiftする susy
になります。

一方、S
hild typeの a
tionを考えることができます。それは南部 typeの a
tionで p をとった a
tion
です。 SS
hild � 12��0 Z d2��12�MN�MN + 2i �M fXM ;  gP:B:� (4.25)(4.25)は、reparametrization invariantな a
tionでありません。つまり分母の数が �の integrationよりも多い
ですから、一般に任意の reparametrizationを行うと不変にはならない。しかしながら areaを一定に保つとい
う gaugeの範囲内ではさらに不変性があります。a
tion (4.25)と以前に述べた gauge �xした Green-S
hwarza
tion (4.22)は運動方程式の意味で等価になっています。運動方程式は、ÆS(�x)GS ) �a � 1p�2 ��2� (�aXM )�+ (fermions) = 0 (4.26)ÆSS
hild ) �a � ��2� (�aXM )�+ (fermions) = 0 (4.27)
となります。S(�x)GS はp が入っていますから

p
の変分をとると必ず 1=p というのがきます。一方、SS
hild

は最初から
p

がとれていますから、 1p�2 がないわけです。(4.25)と (4.22)が運動方程式として等価である
ためには、 �a ��2� = 0 (4.28)
つまり �2 = 
onstantであればいい。(4.28)が成り立つことは、昔 S
hildによって、運動方程式と identity�bXM � � 12�2�� (�aXM ) = Æab�2 (4.29)65



を使って示されていました。条件 �2 = 
onstantの下で、S
hildの stringというのは南部 stringと古典運動
方程式の levelで等価な stringであります。そのため、Polyakovの formulationでは、うまく a
tionが Xの 2
次で収まったいたわけですけれども、(4.25)は �MN 自身が X の 2次ですから a
tion自身は X の 4次になっ
てしまって、摂動としては取り扱いづらい a
tionの形をしています。S
hild a
tionというのは与えられたけれ
ども、結局 70年代後半から発展していません。しかしながら、ここで行列として取り扱う場合には、Poissonbra
ketという解釈が可能なために都合がいいわけです。4 APD and matrix twistIIB行列模型の naiveな large k limitというのが S
hild a
tionになっているということを、厳密性を抜きに
して見てみましょう。 limk!1SIIB = SS
hild (4.30)
これは、SU(2k)の k !1で得られる SU(1)という代数が、area preserving di�eomorphism(APD) algebra
になっていることを反映しています。area preserving di�eomorphism(APD) algebraは、2つの添字 m1; m2 で指定される generator L�!m ; �!m =(m1;m2)T に対する代数です。 [L�!m ; L�!n ℄ = (m1n2 �m2n1)L�!m+�!n (4.31)SU(2k) ! SU(1)で APDになっているということを認めますと、IIB行列模型に与えられた行列というの
は、generator L�!m で展開されるわけです。 vM = v�!mML�!m (4.32)
展開係数 v�!mM の Fourier変換を evM (�!� )とします。この evM (�!� )を使ってもとの行列というのを書き換えてみ
ます。 vM = Z d2�!�(2�)2 evM (�!� )X�!m e�i�!m��!� L�!m � Z d2�(2�)2 evM (�!� )eL(�!� ) � eLevM (4.33)(4.33)より vM は evM で代表される APDの generator eLevM になっています。定義式 (4.31)よりもむしろ使い
やすいのは以下の式です。 [eLf ; eLg℄ = �eLff;ggP:B: (4.34)
これを用いて IIB matrixの a
tionは S
hildの a
tionになっていることがわかります。limk!1Tr[vM; vN℄[vM; vN℄ = Z d2�!�(2�)2 fevM (�!� ); evN (�!� )g2P:B: = Z d2�!�(2�)2�MN�MN (4.35)Tr	�M [vM ;	℄についても同様に示すができます。こうして、行列の large k 極限をとって S
hildの a
tionが
得られたわけであります。こういう形で両者の IIB行列模型の k !1極限が確かに S
hild a
tionになってい
るということを表せました。generator eLf が APDの generatorであるということは、微分演算子つまり Lie66



derivativeとしてもみることができます。代数を実現する微分演算子は、eLf = �ab �f(�!� )��b ���a (4.36)
という形になります。一般の di�eoですと、�ab �f(�!� )��b のところに任意関数が 
oordinateの数だけあるわけで
すが、この場合 �abで 
ontra
tさせてやって一関数だけの di�eoになります。もともとは 2次元の surfa
eで2個 di�eoの自由度があったわけですが、そのうちの 1個だけが keepされている代数です。
これで一応、行列がどうしてひもになっているかということを説明をしました。どうして F という不変 tensor

が 
の matrix analogであるかは、Spの対称及び反対称表現の満たす定義式が、(4.7)と (4.9)であることか
らほぼ明らかです。別の説明の仕方もあります。APDの式 (4.31)の transposeをとります。[LT�!m ; LT�!n ℄ = ((�m1)n2 �m2 (�n1))LT�!m+�!n (4.37)
それに F と F�1を両側からかけてその代数がもとに閉じるということを要求しますと、LT�!m = L�!mT ; �!mT = (�m1;m2) (4.38)
となります。それにより、vM の transposeは、vTM � Z d2�!�(2�)2 evM ��1; �2� eLT ��1; �2�= Z d2�!�(2�)2 evM ��1; �2� eL ���1; �2�= Z d2�!�(2�)2 evM ���1; �2� eL ��1; �2� (4.39)
となり、確かにひもの矢印を入れ替える操作に対応しています。従って transposeの演算は、ひもの矢印を入
れ替えるという操作に翻訳することができます。F はもともとの行列と transposeをとった行列との間の変換
行列であります。Spの adjoint条件あるいは antisymmetri
条件というのは、nonorientabilityの条件を表し
ています。5 [ susy, proje
tor ℄ = 0
つぎに susyです。
losed string sideの IIB matrix modelというのは 16+ 16の susyをもっています。確か

に S
hild a
tion (4.25)の susyは第一種 Æ(1)と第二種の Æ(2) の両方があって、それを考慮しますと 16個+16
個の susyをもちます。では摂動論的な Type Iに習って、
 proje
tionを課した後、8+ 8の susyを keepする
ことを考えます。一例として bosoni
な行列及び fermioni
な行列に対して、spe
i�
な proje
tion ((4.16)の�b ; �f )を課すと 8+ 8 susyが保てることを言いました。果たしてそれがどのぐらい uniqueなのかということ
が当然問題になってきます。いっぱい作れるのであれば、何もこの 
hoi
eに限る必要はないわけで、どれだけuniqueかという問題が浮かび上がってきます。
この uniquenessの問題は実は代数的に処理できることが判明しました。いままで道具として導入したのはproje
torと susyです。IIB sideでは susyは 16+ 16が keepされている。もとの bosoni
及び fermioni
な行67



列を、�b ; �f という演算を施して mapしたわけです。一般的には、mapによって 8+ 8 susyは保たれません。proje
torと susy両方の演算が交換していたら保たれているだろうけれども、一般には交換しない。8 + 8のgeneratorに対しては交換する量であってほしい。16 + 16 susyは、 8>>>>>><>>>>>>: Æ(1)vM = i��M	Æ(1)	 = i2[vM ; vN ℄�MN �Æ(2)vM = 0Æ(2)	 = � (4.40)
です。16+16 susyのうちの 8+8 susyが生き残る条件というのはどういうものか。各 1々6+16の susy parameter
というのは、�と �というMajorana-Weyl spinorで指定されるわけです。条件8<:��̂b�; Æ(1)(2)� vM = 0��̂f�; Æ(1)(2)�	 = 0 (4.41)
を課すことによって、どの spinorの 
omponentが生き残るかということを逐一 
he
kすることができます。�̂(M)b� = �(M 2M�) �̂� + �(M 2 M+) �̂+�̂(A)f� = �(A 2 A�) �̂� + �(A 2 A+) �̂+ (4.42)
この �b というのは、ve
tor の足に作用するわけです。�f というのは spinor の足に作用するわけです。各
omponentに応じて ��か �+かどちらかが選ばれる。M がM�に属する場合は ��、M がM+に属する場
合は �+、fermionに対しても同様です。M�;M+は unionが全体であり、interse
tionが空集合であります。M� [M+ = ff0; 1; 2; : : :9gg; M� \M+ = ; (4.43)
条件 (4.41)が満たされるのはどういう場合かを知りたいわけです。これはM�;M+及び A�; A+がどういう
集合をとった場合に、�や �が nontrivialな解として存在するかという代数的な問題になります。そのために、
逐一いろいろなものを考察してみて、nontrivialな解が得られるかどうか mathemati
aで 
he
kします。nontrivialな解を見つけるのは思ったほど容易ではありません。理由 (の 1つ)は 
omponent formalismで
の susy変換則は linearではないことです。super�eldだと linearですけれども。Wess-Zumino gaugeを持った
omponent formalismでは、 の変換は ve
tor vM の 
ommutatorに比例します。この方程式は、nonlinearで
非常に nontrivialな方程式です。例えば一例として、vM が両方とも反対称表現をとったとしますね。反対称表
現の 
ommutatorは、反対称表現に行かなくて対称表現つまり Lie代数になってしまう。それ故 
omponent全
部を反対称表現にとるような 
hoi
eというのはあっという間に殺されてしまう。このように susyと proje
tor
の選び方というのは、非常に厳しい縛りを理論に与えています。結局我々が最初に提示した解とそれ以外に何

人かの人たちが heteroti
 M theoryという 
ontextで提示していた解の 2つがあるのみです。
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our
ase 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
�̂b� = diag (�;�;�;�;�;+;+;�;+;+)�̂f� = �̂�I(4) 
0BBBBBB� I2 0 I2 0

1CCCCCCA+ �̂+I(4) 
0BBBBBB� 0 I2 0 I2
1CCCCCCA (4.44)

Mhetero 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
�̂b� = diag (+;+;+;+;�;+;+;�;+;+)�̂f� = �̂�I(4) 
0BBBBBB� I2 0 0 I2

1CCCCCCA+ �̂+I(4) 
0BBBBBB� 0 I2 0 I2
1CCCCCCA (4.45)

(4.45)の解は、8個が +で 2個が �、8個が antisymmetri
で 2個が adjointである、ところが fermionに関
しては数がつりあっているという、きわめて奇妙な 
hoi
eです。6 Loop operator via matrix
ここでは、もとの行列および fundamental表現の自由度というものから離れて、loop operatorという新し
い変数を導入して理論を書き換える、という話をします。とくに、S
hwinger-Dyson方程式を立てるさいには、loop変数というのは非常に有効である、ということがおもちゃのmatrix modelの場合でも成り立っていました。
いま 
losed loopと open loopを考えるんですが、open loopの場合、端点に fundamental表現に属する ve
tor

の自由度をのせるので、16個の Qと 16個の eQというのを縦に並べたQ(f) =8<:Q(f)F�1 eQ(f�nf ) ;  Q(f) = 8<: Q(f)F�1 eQ(f�nf ) (4.46)
を導入します。

これを使って loopを定義します。IIBの場合 
losed loopだけですが、USpの場合は 
losed loopと open loop
両方存在します。どうやってつくるかと言うと、vM とか 	に対応する 
onjugateな sour
e pMn 、�nを導入し
て、path-ordered exponetialをつくってやります。行列ですから一般に他の行列とは非可換で、どういう順序
で作用するかに依存します。
losed loop �の定義は�[pm; �;n1; n0℄ � Tr  �n 1Yn=n0 exp ��ipMn vM � i�n	� (4.47)
です。(4.47)自身は行列ではありませんから transposeをとったものは、(4.47)そのものです。Trの中の順序
を変えて transposeをとっていきます。transposeをとるという演算は向きを変える演算になっていました。Sp
の表現行列ですから、transposeをとったものを F�1; F ではさむと�でもとに戻ってきます。したがって、n069



から n1へいくという loopは n1から n0へいく loopと引数の pM の添字、�の自由度を除いてもとに戻って
いくということがわかります。 �[pm; �;n1; n0℄ = �[�pm; �;n0; n1℄ (4.48)�というのは adjointか antisymmetri
かどちらかを選ぶということに対応します。(4.48)は、向き n0から n1
まで走っていたのと n1から n0まで走っていたものは同じだよ、ということを意味していまして、それはこの
losed loop (4.47)が nonorientableであるということを意味します。図 10はそれを表しています。=

図 10: Nonorientable 
losed loop
一方、open loopをつくるためには、端っこに Chan-Paton fa
torに対応する 
avorの足を導入しておくこ

とが必要であります。さきほど (4.46)で導入した  を、path-ordered exponentialの両端につけておきます。
そういう形で USp singletの obje
tをつくります。� ��(f) � ��Q(f) + F�1��Q�(f)�+�� Q(f) + F�1� �Q(f)� (4.49)open loopは、添字として f と f 0をもつ loopであります。	f 0f [pM ; �;n1; n0; �0�℄ � �0 ��(f 0)FU [� � � ℄� ��(f) (4.50)f と f 0の入れ替えを行うと、	f 0f [pM ; �;n1; n0; �0�℄ = �	ff 0 [pM ;��;n1; n0; ��0℄ (4.51)open loopの添字を入れ替えたものともとの loopは �の signで結びついています。しかしながら、Spの場合
は signが �で反対称で入ってきます。それが pointであります。もともとの行列模型として Spを Lie代数に
選びますと、Chan-Paton fa
torは反対称になります。もともとの Lie代数として SOを選びますと、Chan-Paton fa
torは +です。摂動論的なひもの理論を継承しさらにこれを構成論的に拡張するというのであれば、Chan-Paton fa
torは時空の gauge対称性をつくっていなければいけなくて、それは SOでなければならない。SOでなければならないということは、この signは �でなければならない。したがって、もとの Lie代数と
いうのは Spでなければいけません。それが Spでなければならない理由であります。図 11はそれを表してい
ます。
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PSfrag repla
ements f
f 0 = �PSfrag repla
ements f

f 0
図 11: Nonorientable open loop with antisymmetri
 Chan-Paton fa
tor7 Spa
etime dynami
s and Berry phase

残り時間を使って 2つのことを話します。一つは、行列模型が量子重力であるというのはどういう意味か、
どういう形で outputとしての時空を与える理論になりうるのかという話と、もう一つは、loop変数を使って、
その場の方程式というのはどういう形で姿を現すのか、という話です。

いま、行列模型が与えられました。計算できることは行列を積分することです。a
tionを書いて path integral
をする。path integralと言いましたけれども、path integralどころか単に時間も空間も引数になにももってい
ない行列です。0次元の系、つまり量子力学ですらない系です。変数としては、bosoni
な行列 vM と fermioni

な行列	A、さらに USpの場合には fundamental表現に属する bosoni
及び fermioni
な行列を考えます。い
ま vM を対角化したとします。

vM = u(M)0BBBBBBBBBBBB�
X(1) . . . X(k) �X(1) . . . �X(k)

1CCCCCCCCCCCCAu(M)�1 (4.52)
つまりその固有値とその固有 ve
torというふうに分けたとします。(4.52)の固有値分布というのが時空の分布
を表すだろう、というのが主張です。固有値分布に関する e�e
tive a
tionを求めようと思うと、残りの部分は
全部積分するべきです。これは言うのは簡単ですけれども、vM に関して 4次ですから厳密にやるのは非常に
難しい。

一番ひどい近似として u(M) = 1とおいて、さらに fundamental bosonを無視して、fermionだけをすべて積
分することはすぐできます。なぜなら a
tionは fermionに関しては bilinearだからです。これは、fermionが
つくり出すゆらぎを調べていることに対応します。

ちょっと余談になりますけれども、次の表に関する話を少しの間します。x (spa
e) t (time)quantum me
hani
s dynami
al variable parameterQFT parameter parameterredu
ed model d.v. d.v.71



行列模型が一体どういう力学系かと言いますと、これは奇妙な力学系です。量子力学ですらないわけですが、確

かに力学系です。量子力学では、spa
eというのは力学変数でした。したがって、xの期待値は計算できて、そ
の不確定性とかを議論しました。一方、時間というのは、parameterであります。時間と空間とは、asymmetri

に取り扱われているわけです。relativisti
 invarian
eを保証するために、相対論的な場の理論ではこれをどち
らも parameterにしてしまう。その代わりに場の演算子を導入します。いま考えているmatrix modelでは、時
空は dynami
al variableで引数はありません。時間も空間も dynami
al variableである力学系です。
以下 fermionの積分を実行してみましょう。a
tionのうち fermion bilinearの部分は、3つの項から成ってい

ます。 Sfermion = SMW + Sgf + SYukawa (4.53)
どれも bilinearなので、対角化することができます。fermioni
な eigenmode ��`` を作って固有値 �`を求めて
必ず次のように書けます。 Sfermion =X�` X̀�`��`` ��`` (4.54)
一般に固有値は縮退しているので、その縮退の度数だけの eigenmodeが一つの固有値に関してあって、それが
おもしろい物理を作ります。ここで �`は縮退した eigenmodeを labelする添字です。これ以下は行列の問題と
いうよりは、むしろ多体問題の一般的な取り扱いということになります。

普通は積分するのですが、どういうゆらぎが発生しているかというのを見たいので、一粒子状態だけを考察

することにします。一粒子状態だけをみるという意味で、`番目の固有状態だけを proje
tした P̂��0` を見ると

いうことにします。 P̂��0` � �y�` j
ih
j��0` ; ��̀ =XA bA �̀A (4.55)
これを行列で評価したいのですが、行列というのは量子力学ですらないんで、単に積分するという以外に方法

がない。tri
kとして、0次元の系というのは、1次元の量子力学系の short time limitとして得られるという事
実を利用することにします。つまりわざと対応する量子力学から出発して、その系の path integralで時間の幅
が 0であるような limitをとることにします。それでもって 0次元の系ができていると考えます。そうすると
量子力学の計算が使えます。X0 = 0の gaugeを採用します。proje
tor P̂��0` の期待値は時間方向を periodi

にとると、fermionの状態空間の tra
eを用いてhhP̂��0` ii� = lim�!0Trfermion �(�)F e�i R �0 d�0H(�0)P��0` � (4.56)
と書けます。これは演算子という立場からの表記ですけれども、これを一粒子状態の波動関数に移ってその値

を評価します。 hhP̂��0` ii� = lim�!0 P exp"�i Z �0 d�0E` (XM (�0))� i I�A` (XM )#!��0 (4.57)(4.57)の exponentの第 1項はいわゆる dynami
al phaseというものです。この設定では、energy level E`は
時間間隔 �の間変化する parameter XM の関数となっています。(4.57)の第 2項は Berry 
onne
tionと呼ば72



れるもので、holonomyに由来する項です。A` (XM )��0 = �iXA  �y`Ad �0`A (4.58)
ここで exterior derivativeは parameter空間XM 上で与えられています。いまの場合、一般に固有値は縮退し
ていますから、Berryの 1-formというのは添字を持っていて、それは nonabelian Berry phaseを与えます。��0
はもともと spinorを labelする添字で、それを対角化することによって得られた添字です。この表式で � ! 0
にもっていきますと、(4.57)の exponentの第 1項は 0になりますが、(4.57)の第 2項は �には直接依存せずXMだけに依存する量ですから、short timeであるということには依存しません。従って one-parti
le proje
tor
は、一般に nonabelian Berry phaseで与えられることがわかりました。hhP̂��0` ii� = P exp ��i I�A` (xM )���0 (4.59)
あとは generi
な表式 (4.59)をふまえて、(4.53)の各寄与を評価してやればいい。いま、bosonの成分は対
角成分だけをとる近似をしています。

XM = 0BBBBBBBBBBBB�
x1M . . . xkM � �x1M� . . . � �xkM�

1CCCCCCCCCCCCA (4.60)
Spの場合には 6個を adjoint、4個を antisymmetri
ととりました。� : x� ! �x�; � = 0; 1; 2; 3; 4; 7xn ! xn; n = 5; 6; 8; 9 (4.61)6個の� signは、USp行列模型の referen
e geometryが、6個の方向に orientifold proje
tionを施した geometry
であることを意味しています。

次に対角化するという操作ですが、pointは 6個の行列と 4個の行列は表現が違いますし、さらに fundamental
表現に属する ve
torもあります。この詳細は我々の論文にゆずることにして、結局次の 3つの typeのLagrangian
を考察することに帰着します。LI (�;�;xM ; yM ) � 2 �� +���M (xM � yM ) (� + �) (4.62)LII (�;�;xM ; yM ) � 2 �� +���M (xM � � (yM )) (� + �) (4.63)LIII (�;x�) � ���x�� (4.64)
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行列の o�diagonal entriesを �、Æ、?と 3種類に分類すると0BBBBBBBBBBBB�
0 � � ? Æ Æ� 0 � Æ ? Æ� � 0 Æ Æ ?? Æ Æ 0 � �Æ ? Æ � 0 �Æ Æ ? � � 0

1CCCCCCCCCCCCA (4.65)
特に ?部分は、反対称表現には自由度がありませんけれども、adjointには自由度があります。したがって、6
個の行列では積分があるのだけれども、4個の行列に関しては積分がないわけです。そのことを反映しまして、
この寄与を評価するときに用いる Lagrangianつまり (4.64)の LIII typeは、� = 0; 1; 2; 3; 4; 7の 6個の方向に
だけのびています。このような時空の asymmetryが、ここですでにつくられていることがわかります。ほかは
全部 10次元的なものなのですが。
あとやることは、Lagrangian (4.62)、(4.63)、(4.64)から nonabelian Berry phaseを計算することです。ま

ず、LIII から得られる Hamiltonian H = 1g2 X�=1;2;3;4;7x�
� (4.66)
から計算します。そして、proje
tion operatorをP� � 12 (14 � y�
�) (4.67)
と定義し、 y� � x�jxj (4.68)
とします。eigenfun
tionは、  � = 1N�P+e� (4.69)
という形をしています。ここで N�は normalization fa
torです。
それで Berryの公式 (4.59)に代入してやりますと、iA = 0�e1e41AM (e1e4) ; M = 1N P y+d 1N P+ (4.70)

となります。exterior derivativeを wavefuntionではさんで計算します。一般に、X0 = 0とおきますから、残
りは 5次元空間で、(4.68)で導入した yは、絶対値で割った 
oordinateですから S4を parametrizeします。S4
を parametrizeするので、さらにそいつを stereographi
 proje
tionでもって、R4に移ると、ziという variable
で Aは A = 12 11 + z2 (zidzj � zjdzi)�ij (4.71)
という形をしていることがわかります。これはよく知られている instanton解を quartanionの notationで書
いたものです。5次元上で点に見える nonabelian monopoleの 
onne
tionは、S4 ! R4の mapをしてやると74



instantonになっているという現象です。monopoleという立場から見ると、これはいわゆる 5次元空間内に住
んでいるYang monopoleです。Berry 
onne
tionというのは topologi
alに nontrivialな wave fun
tion、つま
り se
tionから作られます。極座標表示をとって書いてみると、北極からつくった 
onne
tionが南極にいくと
かならず発散しているのが見られます。必ず pat
hが最低 2枚必要になります。詳細は省略します。
同様の計算を空間 9次元全部あるような HamiltonianHF = 1g2	�MxM	 (4.72)

に関しても行うことができて、同様の 
onne
tionが得られます。A = 12 (1 + z2)2 (zidzj � zjdzi) �ij (4.73)(4.73)は R9上 SO(8) monopoleと考えることができます。これらの nonabelian monopoleの topologi
al sta-bilityは、homotopyの考察により �3 (SU(2)) = Z, �7 (SU(8)) = Zによって保証されています。この議論は、
一般に任意の奇数次元に可能です。topologi
alな stabilityは、nを evenとして Rn+1で �n�1 �SU(2n2�1)�がnonzeroであることを保証してくれる。例えば n = 2の場合、これは R3上の Dira
 monopoleです。これはも
ともとの Berry 
onne
tionです。Berry phaseを計算するのが我々の最終目標ではなくて、fermionの積分をやってみてどういうゆらぎが発生
しているかを見てみたかった。今得たゆらぎが時空分布の立場からどういうものであるか考えましょう。まと

めますと、ある se
tor、いくつか要請するうちのある se
torたちの寄与をよせあわせると、nonabelian Berryphaseを集めたものになっている。hhY`2I+X� P̂��` ii� = Y`2I+Tr`P exp��i I�A` (xM )� (4.74)nonabelian Berry phaseの引数にいろいろな時空点の引数が入っているわけです。USp matrix modelでは 2 種類の nonabelian Berry phaseが現れます。一つは SU(8) monopoleで、IIBmatrix modelでも出てくるものです。それに加えて USp matrix modelでは、X�にだけ依存する、時間を除
いて残りの 5方向のみに依存する Yang monopoleというのがあって、それは antisymmetri
に選んだ 4方向
には依っていない、このような時空に asymmetryを生み出すような 
on�gurationが発生しているということ
がわかります。susyという縛りから 6個は adjoint、4個は antisymmetri
と最初から決定されていました。こ
れを反映して時空の levelで asymmetryがでます。Yang monopoleをどのように解釈するか。Yang monopoleは、この 
ontextでは、X� にだけに依存しま
す。したがって、antisymmetri
な表現に選んだ 4方向に関しては、どれだけ歩いていこうとも、translationinvariantです。つまり、singularityが存在すればそれは singularityであり続けるわけです。これは、singularity
で表される solitoni
 obje
tがあって、それが時空 4次元的に拡がったものであることを意味します。つまり、singularな plateがいっぱいあるわけです。これが、時空が 4次元であることと関係があると思われます。Berry 
onne
tionの singularityは、argument(引数)が 0である場合に発生しています。LI;II から求まるpointlike monopoleは、10次元の時空点 2点が一致した場合 xaM � xbM = 0に発生しています。Spの場合に75



は、xa � � �xbM� = 0で一緒になる場合に発生しています。LIII から求まる Yang monopoleの場合は、板と
して一致する場合 2xa� = 0に singularityが発生しています。m(f) という parameterを導入しましたけれど
も、それは実は orientifold planeからの距離を表す parameterです。この parameterが引数に入ってくる場合、xa��m(f)Æ�4もあります。この計算が精密な計算であるというわけではもちろんないけれども、時空を output
として与える行列模型を demonstrateするための 
al
ulationとして意味があると思っています。8 S
hwinger-Dyson equation
では、最後に行列から生じる S
hwinger-Dyson方程式について話をしたいと思います。行列模型から出発し
て、時空点に対する dynami
sを取り扱うのがいま言った話ですが、それをやると行列の量子重力としての側
面がかなり見えます。ひもの構成論的定式化という面を強調しようと思うと、loopという変数を使って理論を
見直すということが重要になります。そちらをお話します。IIBの場合には 
losed loopだけで閉じた運動方程式がたちます。USpの場合、
losed loopと open loopを
含めた理論になります。それには以前述べた loop変数 �とか 	を基本的な dynami
al variableとみなして、
行列や ve
tor Qの自由度が現れないように理論を再定式化します。
みなさんご存知かもしれませんが、Ward-Takahashi identityと同様の考え方をします。一般的な処方とし

て、S
hwinger-Dyson 方程式とは何かと申します。a
tionそのものから e�e
tive a
tionを得るのではなくて、
理論に可能なすべての相関関数たちからなる空間というのを考えます。その相関関数はお互いにもちろん運動

方程式によって関係づけられています。ですが、もともとの運動方程式は取り扱わずにその相関関数たちの関

係のみを議論して、それを閉じた方程式系として解いていくという立場を取ります。それが S
hwinger-Dyson
方程式です。

出発点として次のものをとります。0 = Z d� ��XrTr (U [(1)℄T rU [(1)℄)�[(2)℄ � � ��[(N)℄	[(1)℄ � � ��[(L)℄e�S (4.75)
何個かの 
losed loopと open loopを考えて、a
tionを掛けて全体をXr = vrM or 	rで微分し、その後 fu
ntionalintegralをしてやります。微分した自由度に関してすぐに積分するから、total derivativeを無視すると 0です。0 = … という形の式です。
第一番目の loop Tr (U [(1)℄T rU [(1)℄)は完全な loopではなくて、path-ordered exponentialの間に generatorT rが埋めこまれています。微分 ��Xr がたたく部分が 3つあります。まず a
tionをたたく場合が、次に最初に

細工をした 
losed stringをたたく場合、最後にそのまま置いておいた N � 1個の 
losed loopあるいは L個のopen loopをたたく場合、以上です。
細工する場所によって 3つの S
hwinger-Dyson方程式を考えることができます。一つは (4.75)で、もう一

つは0 = Z d� ��Xr�(1)0 ��f (1)0 (U [(1)℄T rU [(1)℄) �(1) ��f (1)�[(1)℄ � � ��[(N)℄	[(2)℄ � � ��[(L)℄e�S (4.76)76



0 = �! [1℄+ �!+ �! 12 0B� + 1CA [2℄+ �! 12 0B� + 1CA [3℄+ �! 12  + ! [4℄
図 12: Figure 
orresponding to (4.75)

です。(4.75)で考えた 
losed loopの代わりに open loopを考えて、open loopの真中にやはり generatorをは
さんでやります。Xr = vrM or	rです。最後は、0 = Z d� ��Z(f)i �U [(1)℄�(1) ��f (1)�i�[(1)℄ � � ��[(N)℄	[(2)℄ � � ��[(L)℄e�S (4.77)
で、今度は (4.75)の 
losed loopのかわりに open loopの端を取り去ったものを考えて、全体を ve
torでたた
くという操作をします。ここで Z(f)i = Q(f)i or Q(f)i です。これらを loop変数あるいはそれに幾何学的な微
分演算をほどこしたもので全部書き換えます。すると 0 =(loopおよびその変形からなる相関関数)に書くこと
ができて、つりあいの式を表しているわけです。いろんな可能性があるけれども、それらは全部足しあわせる

と 0になっている。これらを一番基本的なものとみなします。これが S
hwinger-Dyson 方程式の立場です。
式 (4.75)は図 12がその様子を示しています。矢印は Xrによる微分を表しています。��Xr が a
tionをたたくと、一番目の loopに幾何学的変形をほどこしたものと書くことができます。それが

図 12の [1℄です。
それ以外にもたたくところがあります。(4.75)の第一番目の loopの中にある U というところをたたいたと

します。U の行列の積のどこかをたたくと、そこの generatorがでてきます。T rと generatorが 2個間隔をお
いて存在します。generatorに関して和をとる際、完全性の条件が使えます。2k2�kXr=1 (T r)i j (T r)k ` = 12 �Æi`Æjk � F�1ik F `j� (4.78)U(2k)の場合は Krone
ker deltaの添字の reshu�ingですが、USpの場合それに加えて F という項が入ってき
ます。(4.75)の 1番目の loopというのは tra
eですが、添字の reshu�ingが起こってこれは 2つの tra
eに分
かれます。これはもともと 1つの loopであったものが 2つの loopに分裂することを表しています。F の添字
で reshu�ingするということは向き付けのない場合にのみ可能で、loopの組み換えを行い、矢印の流れを変え
ることに対応しています。これは nonorientableな intera
tionを表します。これが図 12の [2℄です。77



次に細工をしていない 
losed loopをたたく場合があります。この場合にははじめに 2つの tra
eがあって、tra
eのなかに 1個ずつ generatorが座っていてその generatorに関する和があるわけです。やはり完全性の条
件から添字の reshu�ingが起こり、2つあった tra
eが 1つに合体するということが起こります。もともと 2
つあった loopが 1つに合体する、あるいはねじれて合体する、という場合です。したがってこれらは、なにか
losed loopの intera
tionを表しているということがわかります。これは図 12の [3℄です。
最後に、細工をしていない open loopをたたくという場合があります。そのときも合体が起こって、同様に

考えることができます。これは図 12の [4℄です。
これらをまとめたのが式 (4.79)です。0 = [1℄ kineti
 term 1g2 hÆ�[(1); Xr℄�[(2)℄ � � ��[(N)℄	[(1)℄ � � � i+ [2℄ splitting and twisting term ℄(loop) in
reased by 1+ [3; 4℄ joining with a 
losed and an open string ℄(loop) de
reased by 1 (4.79)
重要なことは、[1℄だけですと単に loopの数は増えず、linearな運動方程式が出るだけです。[2℄、[3℄、[4℄のお
かげで、loopの数が減ったり増えたりします。loopに関する intera
tingな運動方程式が相関関数の levelで現
れているわけです。

次に (4.76)の S
hwinger-Dyson方程式を考察します。図 13がそれを表しています。まず、open loopの微
小変形が出てきます。これは図 13の [1℄です。open loopの中に細工して T rを挿入してありますから、Xrで
この open loopをたたきますと、
losed loopが飛び出してきます。それが図 13の [2℄です。
losed loopとかopen loopとかをたたきますと、open loopと 
losed loopが合体あるいは open loop 2つの組み換えが起こり
ます。これが図 13の [3℄、[4℄です。0 = �! [1℄+ �!+ �! 12  + ! [2℄+ �! 12  + ! [3℄+ �! 12  + ! [4℄

図 13: Figure 
orresponding to (4.76)
最後に (4.77)の S
hwinger-Dyson 方程式を考えます。それは図 14が表しています。説明はもうあまりしま

せんけれども、この微分が作用するすべての可能性を考察することによって、図 14のすべての場合が生成さ
れます。そしてこれらが全体としてつりあって、0になるという表式が得られます。78



0 = �!PSfrag repla
ements�+ �!+ �!
図 14: Figure 
orresponding to (4.77)

相互作用の elementary pro
essとしては、図 15 の 2通りで尽きていることがわかります。�! 12  + ! !
図 15: Fundamental intera
tionS
hwinger-Dyson方程式をいま得られた相互作用を無視する linearizedな levelで見てみましょう。loop spa
e

の freeの運動方程式になります。すると 	;�は、parameterとして導入した pに関するVirasoro条件を満たし
ているということがわかり、さらに open stringの端点の自由度に関しては、6個の方向は Diri
hlet boundary
onditionに従い、4個の方向は Neumann boundary 
onditionに従うことが示せます。行列から出発したのだ
けれども、loop変数をとることによって、stringの場の理論の考察を与えていることがわかります。
これでおしまいにしたいと思います。最後の 1時間は seminar形式になってしまいましたが、行列の定義の

ところまでは essentialな部分を選んでできるだけ丁寧に話しました。最初にも言いましたが、ここに座ってい
るみなさん全員が、ひもの理論はどうあるべきかと考えて研究を進めていくことはちょっと考えにくい。にも

拘わらず講義前半で話したことは、素粒子物理全体という立場から見ても基本的な事柄になりつつあります。

例えば純粋に gauge理論をやるにしても、open string及び関連する brane 
on�gurationを用いる議論がしば
しば行われています。点粒子の量子力学と同様、1本のひもの量子論もまた、少し勉強すれば誰でも取り扱え
る題材になりつつあります。これをふまえて、さらに一般のひもの多体問題、純然たる非摂動効果を可能にす

るひもの理論の構成、そして我々の見る自然界との一致に関してさらなる発展がなされていくでしょう。
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