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強い相互作用で不安定なハドロン
共鳴状態の記述：ハミルトニアンの固有状態
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ほとんどのハドロンは不安定（ハドロン崩壊の閾値より上）

http://pdg.lbl.gov/

メソン209種バリオン162種
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共鳴状態の記述：ハミルトニアンの固有状態
不安定な原子核

安定核 (~300)、不安定核 (~2000)

安定核

…アングルカメラ
　該当番号の解説図の視点を示しています。

中性子数
（横軸は同じ元素）

結合エネルギー

中性子ハロー

ベータ崩壊

中性子スキン

最も安定
（一番低い）

日本初の元素発見

アルファ崩壊

安定の島

ナトリウム 27～32
ヘリウム 8等

ヘリウム 6、リチウム 11、
ベリリウム 11,14、ホウ素 17,19
炭素 19等ヘリウム 6

ヘリウム 4

リチウム 6

陽子数
（元素の種類）

不安定核
未発見の原子核
理研で発見した原子核

鉄56
魔法数 20

ｒ過程、
超新星爆発

魔法数

113番元素

ウラン 235

ウラン 238
トリウム 234

？

中性子

水素
ヘリウム

リチウム

ベリリウム

ホウ素

炭素
窒素

酸素
フッ素

ネオン
ナトリウム マグネシウム

アルミニウム
ケイ素
リン 硫黄

塩素 アルゴン

カリウム カルシウム
スカンジウム

チタン
バナジウム

クロム
マンガン鉄

コバルト

ニッケル

銅
亜鉛

ガリウム
ゲルマニウム

ヒ素
臭素

クリプトン
ルビジウム

ストロンチウム
イットリウム
ジルコニウム

ニオブ
モリブデン
テクネチウム
ルテニウム
ロジウム
パラジウム

カドミウム
インジウム

スズ
アンチモン

テルル

ヨウ素
キセノン
セシウム
バリウム
ランタン
セリウム

プラセオジム
ネオジム

プロメチウム
サマリウム

ガドリニウム
テルビウム

ジスプロシウム
ホルミウム

エルビウム
ツリウム

イッテルビウム
ルテチウム
ハフニウム

タンタル
タングステン

レニウム
オスミウム
イリジウム

白金

金
水銀
タリウム

鉛
ビスマス
ポロニウム
アスタチン

ラドン
フランシウム

ラジウム
アクチニウム

プロトアクチ
ニウム

トリウム

ウラン
ネプツニウム
プルトニウム
アメリシウム

ユウロピウム

銀

セレン

C h a r t  o f  N u c l i d e s
　皆さんご存知の周期表は
元素を原子番号順に並べた表ですが、
性質の似た元素が縦に揃うよう工夫してあるため、
凹型という不思議な形状をしています。
　一方、核図表は単純に原子番号 (つまり陽子※2 の数 ) を縦軸に、中性
子※3 の数を横軸に並べた原子核の表です。原子核は陽子数と中性子数の
数によっておよそ 1万種類あると言われています。同じ陽子数（元素）で
も様々な中性子数の原子核が存在することがこの表からわかります。同
じ元素で、違った中性子数である元素を「同位元素※4」と言います。
　この表の " 高さ "、というか " 谷の深さ " はそれぞれの原子核の結合
エネルギーを示しています（低い方が強い)。結合力の強い安定核（黒）が、
あたかも谷筋を流れる川のようなので、これを「ハイゼンベルク※5 の
谷」と呼びます。

※ハイゼンベルクの谷の核図表※ハイゼンベルクの谷の核図表

監修：理化学研究所 仁科加速器研究センター
URL：http://www.nishina.riken.jp/
この表は2012年 7月現在のものです。
改訂版などの情報は上記サイトよりご確認ください。

　今から 137 億年前、ビッグバンによって私たちの宇宙は生まれました。でもそ
の時に存在した元素は水素とヘリウムだけ。それから３億年ほど経て星が生まれ
ると、その中で重い元素が創られ始め、星の終焉に起きる超新星爆発では、より重
い元素が一気に創られたと考えられています。私たちの体を含め、宇宙を構成す
る物質は全てこれらの元素から出来ています。一方、元素の本体は陽子と中性子
からなる原子核です。陽子と中性子の微妙なバランスからなる原子核の成り立ち
を調べることは、物質の起源を調べることにほかなりません。ここに示す核図表
は全ての原子核を示した地図であり、元素合成と宇宙の歴史も刻まれています。
原子核は果たしてどのように生まれたのか、またどのようなものなのか、核図表
を一緒に見てみましょう。

「全原子核の地図」核図表とは 私たちの体は星くずでできている原子核の大きさ
　縦軸は陽子数であり、元素の種類でもあります。下から上に向
かって陽子数が増えていくため、周期表の順番と一緒です。横軸は
中性子数で左から右に向かって中性子の数が増えていきます。つま
り横一線では同じ陽子数で、違う中性子数で構成される同位元素に
なります。
　黒い所は安定核※6 といい、天然に存在する原子核です。オレンジ
色の所はこれまでに発見・合成された原子核です。白い所は理論的
に存在するとされる原子核で未発見の原子核です。高さは結合エネ
ルギー※7 を表していて、高いほど原子核が不安定といえます。

核図表の見かた

真上からみた立体核図表

（1兆分の1cm）

髪の毛
0.1mmφ

酸素原子核

中性子
陽子

人間地球

（0.1cm） （1億分の1cm）

170cm13.000km

Ỉ

Ỉศ子

酸素原子

原子核
電子

水素原子
酸素原子

䠍ࠥ 䠌䠌䠌ศ䛾1 䠍ࠥศ䛾1

　原子の大きさは約 1000 万分の１mm。最新鋭の顕微鏡でぎりぎり見え
る大きさです。しかし元素の本体は原子の中心にある原子核です。原子核
の大きさは原子のさらに 10 万分の１ですから、まったく見ることは出来
ません。たとえ見えなくても私たちは原子核が陽子 (＋の電気を持つ ) と
中性子 ( 電気を持たない ) という２種類の粒子の塊であることを知ってい
ます。

次世代の恒星ができる
（例えば太陽系）

恒星ができる

宇宙に散らばった
水素・ヘリウムが
重力でだんだん
集まってくる

恒星内で鉄までの元素が作られる

作られた元素が
宇宙にばらまかれる

この瞬間に
ウランまでの元素が
一気に作られる

超新星爆発

星間物質

星の終焉
例えばヘリウム 4では

原子核の表記方法

He4
2

例えば炭素 13では

と表す。（※右の核図表
では陽子数は省略）

C136

元素記号陽子+中性子数
陽子数

宇宙の始まり
137億年前

水素とヘリウムだけ
他の元素はない

ビッグバン

重力で
星間物質が

だんだん集まってくる

宇宙では常に元素合成を繰り返
しています。宇宙誕生時には水
素とヘリウムしかありませんで
した。それから３億年ほどで星
が誕生し、その星の内部や、星の
爆発で原子番号が大きい元素は
作られています。

下記核図表は見やすくするため高さを抑えて
表現してありますが、これくらい深い谷を示します。※1

陽
子
数

中性子数

1

5

6

4

2

3

ヘリウム4
×92
×143

陽子中性子

ウラン235

×2
×2

原子核は陽子と中性子の集合体でできてい

ます。例えばヘリウム 4 は 2 つの陽子と 2

つの中性子からなり、ウラン235は 92個

の陽子と 143 個の中性子からなっていま

す。陽子と中性子の数はそれぞれの原子核

ごとに安定する値があり、そのバランスが

崩れると原子核が壊れて別の原子核へと変

化していきます。

21 原子核＝陽子+中性子

9

8

仁科センターの森田浩介研究員らの

グループは世界でこれまで未確認だった

新しい113番元素の発見に成功しました。

新元素の発見は、目的とする原子核のできる確率が極端に小

さいためとても困難で、世界中でその発見を競っています。

113番元素の場合、亜鉛とビスマスの原子核同士を100兆

回も衝突させる必要がありました。この発見により、日本で初

めて元素の名前を付ける権利を得ることができそうです。

9 日本史上初の元素発見「113番元素」

線形加速器リニアック
（RILAC）からのビーム

入射粒子
原子番号30番

亜鉛
標的核

原子番号83番
ビスマス

励起状態
（高温の複合核）

279[113]*

基底状態の核
（目的核種）
278[113]

目的核種の娘核
274[111]

中性子を放出して冷却

アルファ崩壊核反応

時
間
経
過

原子核の構成要素

中性子

陽子

核図表で最も安定した元素は鉄 56 です。し

たがって鉄は谷の中で最も低い位置にあり

ます。宇宙での元素合成は水素・ヘリウムを

材料としてまずは恒星内の核融合反応に

よって進みます。あたかも山の頂に

あるような水素から鉄までは谷を

下るように合成されるのです。し

かし鉄より先は登りですから、何

らかの力を借りる必要があり、そ

の一つとして超新星爆発の力を借

りて谷を登るように合成されて

いったと考えられています。
（※大きな核図表は紙面の都合で谷の

スケールを低く調整してあり、

一方この核図表は一般的

な「ハイゼンベルクの谷」

を表現しています。）

10 鉄はターニングポイント

鉄56
（最も谷底にあり最も安定）

恒星内で進行した
核融合反応

超新星爆発での
原子核合成

水素

ウラン

↓

↓

10

11

7

原子核には色々な形が存在することがわかって

います。球状だけでなく、バナナ型やミカン型な

ど様々です。特に上記に示した原子核は特徴的

です。中性子スキンは過剰な中性子が原子核の

外にしみ出して中性子だけの皮を作っています。

中性子ハローはしみ出した中性子が大きく広

がってしまい、おぼろげに存在します。

65 塊だけじゃない─色々な原子核

中
性
子
ス
キ
ン

中
性
子
ハ
ロ
ー

※分割断面

周りが中性子で
覆われている 周りに中性子がおぼろげに存在

ウラン235,238
（最も重い安定核）

水素↓

　　本来、超重原子核は非常に不安定ですが、理論的に

このような離れた位置に安定核が存在するかもしれな

いとされています。このあたりに魔法数が存在すると思

われているからです。周りは全て不安定原子核の海のよ

うになっていることから、安定の島と呼ばれています。

8 安定の島

再び安定した原子核が
現れるかもしれない！？

鉄までの原子核は恒星内で生まれました。鉄より重い元素はど

のようにしてできたのでしょうか。これまでの研究でその半分

位は超新星爆発によってできたと考えられています。この時の

爆発的な元素合成の道筋が左図の青色のラインで、ｒ過程と呼

ばれます。超新星爆発の際に発生する大量の中性子を通常の原

子核が沢山取り込み、一気に重たい中性子過剰核へと変貌。途中

から中性子の取り込みと中性子が陽子に変わる反応（ベータ崩

壊）のバランスで複雑なラインを描くことになると考えられて

います。爆発が落ち着き中性子の供給が止まると、ベータ崩壊に

よってまさに谷を下るように安定核へと変化する道筋を緑色の

ラインで示しました。RIBF※8 ではこの中性子過剰核を作り、そ

れを調べる事ができます。

11 不安定核を介して鉄より重い元素が出来る

超新星爆発での
r過程の経路

鉄

中性子過剰になると
安定に向かう

水素

ウラン

↓

原子核はとても固く簡単には壊

せません。しかし不安定核はより

安定な原子核へと自らを変化さ

せます。その際に起きる現象を

「崩壊」と呼びます。崩壊にはアル

ファ (α)、ベータ (β)、ガンマ

(γ) の３種類あります。α崩壊は

左上図のように、原子核からヘリ

ウム原子核（陽子２、中性子２）が

飛び出す現象です。当然軽くなり

原子番号が２つ減ります。また飛

び出たヘリウム原子核をα線と

呼びます。β崩壊は左下図のよう

に、原子核内の中性子が陽子に変

化する反応です。その時、電子と

反ニュートリノを放出します。重さはほぼ変わりませんが、陽子がふえ

ますから、原子番号が１つ増えます。飛び出た電子をβ線と呼びます。

なお崩壊した直後の原子核は興奮して熱くなっています。これが冷え

る時に光を出します、この光をγ線と呼びます。

43 原子核の崩壊─アルファ崩壊、ベータ崩壊

ウラン238
放射性同位体

トリウム234
放射性同位体

α崩壊

α線（ヘリウム4）

ヘリウム6
放射性同位元素

リチウム6
安定同位元素

反ニュートリノ

β崩壊

β線（電子）

中性子→陽子

　　原子核の安定には陽子数と中性子数のバランスが大切

です。それとともに、陽子・中性子が好む数字があり、

これを魔法数と呼びます。今知られているのは

2、8、20、28、50、82、126です。

例えば、カルシウムは陽子数20

ですから魔法数です。そのため

バランスが崩れる程

中性子が多くても、

安定な原子核が

あるのが分かり

ます。

7 魔法数（マジックナンバー）

2
2

20

20

28

28

50

50

82

126

82

8

8

カルシウム

中性子が多くても
安定核が存在

ニッケル

スズ

鉛

酸素
ヘリウム

11

10

8

※断面図

※1「核図表」：誌面中央の核図表は都合で高さの違いが分かりにくいのですが、一般に「ハイゼンベルクの谷」は誌面左
上図のように深い谷で表現します。なお、深い谷にすると内側が見えなくなってしまう．．．というのが都合です。
※2,3「陽子」「中性子」：原子核はほぼ同じ重さの２種類の粒子で出来ています。プラス電荷を持つのが陽子、電荷を持た
ないのが中性子です。通常は原子核は電子で取り囲まれていて、その電子はマイナス電荷を持ち重さは陽子の約 2000 分

の１という軽さです。
※4：「同位元素」：同位体ともいいます。同位元素には放射性崩壊を起こす「放射性同位元素」（RI）と、崩壊しない「安
定同位元素」とがあります。
※5「ハイゼンベルク」：ドイツの理論物理学者、ヴェルナー・カール・ハイゼンベルク。行列力学と不確定性原理によって

量子力学を完成させた一人です。
※6「安定核」：崩壊しない原子核のことを安定核といいます。ただし、ウランなどのように半減期が地球の年齢よりも長
く採掘も可能なものは、この表では安定核としています。
※7「結合エネルギー」：陽子と中性子がバラバラではなく、結合し原子核になったときに失われるエネルギーを結合エネ

ルギーと言います。低い所にある原子核ほど失ったエネルギーが大きく壊れにくい、つまり安定になります。
※8「RIBF」：RI ビームファクトリー。理研仁科加速器研究センターの日本を代表する原子核研究施設の総称。 初

　
版

https://www.nishina.riken.jp/enjoy/kakuzu/index.html

- クラスター、ハロー原子核、エフィモフ効果
不安定核の構造
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共鳴状態と散乱問題
共鳴状態の記述：ハミルトニアンの固有状態

共鳴状態とは？
- 量子力学的に準安定な”状態”
- 時間がたつと崩壊する

 閾値K̄N

πΣ → K̄N
K̄N → K̄N K̄N → πΣ

πΣ → πΣ

- チャンネル：遷移できる状態（ ）πΣ, K̄N, …

非弾性散乱
- 同じ量子数を持つ異なる終状態へ遷移（ ）πΣ → K̄N, …

散乱問題の用語

- 閾値：散乱が始まる最低エネルギー
- 弾性散乱：始状態＝終状態

- 共鳴状態：閾値より上のエネルギーを持つ

Λ(1405)

エ
ネ
ル
ギ
ー

 閾値πΣ
 散乱πΣ → πΣ

束縛領域
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- １チャンネル問題 ( )P

-0.8 0 0.8 1.6 2.4 3.2 4 4.8

-2.5

2.5

共鳴状態の記述：ハミルトニアンの固有状態
共鳴状態の分類

1) 形状（ポテンシャル）共鳴

2) フェッシュバッハ共鳴

起源が異なる両者を区別する方法？ —> 講義３の複合性

- トンネル効果で崩壊

E

- ポテンシャル障壁で E > 0 r

- チャンネル遷移で崩壊
-  の束縛状態だが Q EP > 0

VQ

- チャンネル結合問題 ( )P+Q

E

r

Δ

VP

VP

（束縛状態）

 の状態を実現する方法E > 0
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共鳴状態の記述：ハミルトニアンの固有状態
共鳴をどう特徴づけるか

共鳴状態の様々な定義

σ(E )

E

1) スペクトル、散乱断面積のピーク

E

δ(E )

π
2

2) 位相差が  を切るエネルギーπ/2

Im E
Re E

4) 散乱振幅の極
3) 複素エネルギー固有状態：H |R⟩ = ER |R⟩, ER ∈ ℂ

示すこと
- 3) と 4) は等価で理論的に不定性のない定義
- 1) と 2) は理想的な極限でのみ 3) と 4) に一致
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共鳴状態の記述：ハミルトニアンの固有状態
ガモフ理論

- 複素エネルギー
G. Gamow, Z. Phys. 51, 204 (1928)204 

Zur Quantentheor i e  des  A t o m k e r n e s .  
Von G. G a m o w ~  z. Zt. in GSttingen. 

Mit 5 Abbildungen. (Eingegangen am 2. August 1928.) 

Es wird der Versuch gemacht, die Prozesse der a-Ausstrahlung auf Grund der 
Wellenmeehanik n~her zu untersuchen und den experimentell festgestel]ten Zu- 
sammenhang zwisehen Zerfallskonstante und Energie der a-Partikel theoretisch zu 

erhalCen. 

w 1. Es ist schon ~tters* die Vermutung ausgesproehen worden, 
dal] im Atomkern die nichtcoulombschen Anzlehungskr~fte eine sehr 
wiehtige Rolle spielen, lJber die Natur dieser KrKfte kSnnen wir viele 
ttypothesen macken. 

Es kSnnen die Anziehungen zwisehen den magnetischen Momenten 
der einzelnen Kernbauelemente oder die yon elektriseher und magne- 

U 

E! 

\ 

Fig. 1. 

fischer Polarisation herriihren- 
den Krafte sein. 

Jedenfalls nehmen diese 
Krgfte mit waehsender Ent- 
fernung yore Kern sehr schnell 
ab, und nur in unmittelbarer 
Nahe des Kernes fiberwiegen 
sie den Einflul] der Cou lomb-  
schen Kraft. 

Aus Experimenten fiber 
Zerstreuung der ~-Strahlen 
k~nnen wir schliel]en, dal], far 
sehwere Elemente, die An- 

ziehungskr~fte bis zu einer Entfernung ~ 10 -12 em noch nicht merklich 
sin& So kSnnen wir das auf Fig. 1 gezeichnete Bild far den Verlauf 
der potentiellen Energie annehmen. 

Hier bedeutet ~'" die Entfernung, bis zu weleher experimentell nach- 
gewiesen ist, daft Coulombsche Anziehung allein existiert. Von ~" be- 
ginnen die Abweiehungen ( r '  ist unbekannt und viel]eicht viel klelner 
als r " )  und b e i r  o hat die U-Kurve ein Maximum. Far ~, ~ r o herrschen 
schon die Anziehungskrafte ,:or, in diesem Geblet w~irde das Teilchen 
den Kernrest wie ein Satellit umkreisen. 

* J. Frenkel,  ZS. f. Phys. 87, 243, 1926; E. Rutherford, Phil. Mag. 
4, 580, 1927; D. Enskog, ZS. f. Phys. 45, 852, 1927. 

208 O. Gamow, 

So sehen wir, dab die Amplitude der durchgegangenen Welle um so 
kleiner ist, ie klelner die Gesamtenergie ~ ist, und zwar spielt der 
Faktor : 

~ .  ~ 1/Voo _ E. ~ e - l k t  ~ e h 

in dieser Abhangigkeit die wichtigste Rolle. 
w 3. Jetzt k(innen wit das Problem fiir zwei symmetrische Potential- 

schwellen (Fig. 3) 15sen. Wir werden zwei Liisungen suchen. 
Eine L~sung sell ~ r  positive q gelten und fiir q ~ qo ~- I die 

Welle : 
2t e* 

geben. Die andere L~sung gilt ~iir negative q und gibt lfir q ~ - -  (qo + / )  
die Welle 

21. : ( ~ t  + q" ' -~  

Dann kSnnen wir die beiden L~sungen an der Grenze q - -  0 niehf 
stetig aneinanderfiigen, denn wlr haben bier zwei Grenzbedingungen zu 

~ s  

q( 

// 

~r 

e 

Fig. 3. 

effiillen und nur eine Konstante a zur Ver~gung. Die physikalisehe 
Ursaehe dieser UnmSglichkeit ist, dal~ die aus diesen zwei Liisungen 
konstruierte W-Funktlon dem Erhaltungssatz 

+ (qo +/) 
O---/Oj" _._ _--h 

- -  (qo + l)  
nicht genfigt. 

Um diese Schwierigkeit zu ilberwinden, miissen wir annehmen, dal] 
die Schwingungen ged~mpft sin(t, und E komplex setzen: 

hZ 

we E o die gewShnliche Energie ist und 9[ das D~mpfungsdekrement 
(Zer~allskonstante). ])ann sehen wir aber aus den Relationen (2 a) und (2 b), 

ハミルトニアンの“固有状態”としての共鳴状態

- 時間依存性：存在確率が時間とともに減少

206 6. Gamow, 

hSher die zu tiberwindende Potentialschwelle ist. Um diese Tatsache 
zu erl~utern, wollen wir ein einfaches Beispiel untersuchen. 

Wir haben eine rechteckige Potentialschwelle und wit wollen die 
LSsung der Sch rSd inge r schen  Gleichung linden, welche den Durchgang 
der Partikel yon rechts nach links darstellt. Ftir die Energie E schreiben 
wir die Wellenfunktion $ in der folgenden Form: 

= ~ ( q ) .  e+ ~-~, 
wo ~ (q) der Amplitudengleichung : 

O '~ *; 8 a: 2 m 
O q' + ---fV- ( E -  U) ~ ~--- 0 (1) 

geniigt. 
Fiir das Gebiet I haben wir die L(isung 

~ - -  A cos  (k q + ~), 

wo .4. und a zwei beliebige Konstanten sind und 

k _--  2 ~ ~ /2 -~   9 1 / E  (2 a) 
h 

bedeutet. In dem Gebiet I I  lantet die LSsung 
~t-rlI _.7_ Ble-k 'q  + B~e+k'q, 

WO 

ist. 
h 

An der Grenze q ----- 0 gelten die Bedingungen: 

la~'T] [o~,q 
~PI(O) ~ ~w(O) und [ - ~ q  3 q = o ~  [ Oq Jq=o'  

woraus wir leicht 
A A 

B1 - -  2 s i n g S i n ( a + # ) ;  B 2 - -  2 sin @ Sin (u - -  #) 

erhalten, wo 
1 

sin # ~ - -  
1 + \ k ' /  

is~. 
Die Liisung im Gebie~ l [  lautet daher: 

A 
~lrlI - -  2 sin ~ [sin (c~ + #) .  e -  k, q _ sin (e, - -  #) e+ k, q]. 

In I I I  haben wir wieder: 

(2 b) 

W m  ~ C cos (k q +/~).  

∝ e+2πiE0t/he−(λ/2)t, |ψ |2 ∝ e−λt
e−λt

t

|ψ |2

- 定義域を拡張すると複素固有値を持つことができる

- 固有値が実数なのはヒルベルト空間（～2乗可積分な関数空間）
エルミート演算子の固有値は実数では？

∫ |ψ (r) |2 d3r < ∞
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井戸型ポテンシャル問題
共鳴状態の記述：ハミルトニアンの固有状態

s波の動径波動関数のシュレディンガー方程式（ ）ℏ = 1, m = 1

−
1
2

d2χ(r)
dr2

+ V(r)χ(r) = Eχ(r)

- 散乱解（ 、連続固有状態、境界条件 ）E > 0 χ(r = 0) = 0

注）散乱解は規格化できない

χ(r) =
C sin( 2(E + V0)r) (0 ≤ r ≤ b)

A−(p)e−i 2Er + A+(p)e+i 2Er (b < r)

- 井戸型ポテンシャル

V(r) = {−V0 (0 ≤ r ≤ b)
0 (b < r) V0

b r
- 波動関数は ψℓ,m(r) = χℓ(r)

r Ym
ℓ ( ̂r)
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束縛解
共鳴状態の記述：ハミルトニアンの固有状態

束縛解（ 、離散固有状態）E < 0

-  は純虚数p = 2E

p = iκ, κ = 2 |E | > 0

 での波動関数（固有運動量 ）r → ∞ p = 2E

χ(r) → A−(p)e−ipr + A+(p)e+ipr

内向き波 外向き波

離散固有状態は  で外向き境界条件を満たすr → ∞

—> ：内向き波が消える条件、解の条件式に対応A−(iκ) = 0

- 波動関数が2乗可積分：境界条件 ψ(r → ∞) = 0

-  での波動関数r → ∞

χ(r) → A−(iκ)e+κr + A+(iκ)e−κr

e+κr

r

e−κr

r

r

eipr

e−ipr
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共鳴解
共鳴状態の記述：ハミルトニアンの固有状態

束縛解の純虚数の運動量 p = iκ

- 物理的な散乱の運動量  は実数p

—> 束縛状態は運動量を純虚数に解析接続して得られた解

共鳴解：運動量  を複素数に解析接続した解p

- 外向き境界条件： A−(p) = 0, p ∈ ℂ

-  の場合の数値解V0 = 10b−2表 1: 式 (4)で V0 = 10b−2の場合の数値解（引力井戸型ポテンシャルの離散固有状態）。

p [b−1] E = p2/2 [b−2]

束縛状態 B + 3.68i − 6.78

第 1共鳴 R1 1.06− 1.02i 0.05− 1.08i

第 2共鳴 R2 6.29− 1.41i 18.8 − 8.86i

第 3共鳴 R3 9.90− 1.69i 47.6 − 16.8i
...

• 境界条件：χ(r)が 2乗可積分 → 発散する成分 e+κrを消去

A−(iκ) = 0

p = iκに対して、内向きの波（e−ipr）が消えて外向きの波（e+ipr）のみになる

• A−(p) = 0：外向き境界条件（outgoing boundary condition）

tan(
√
p2 + 2V0 b) = −i

√
p2 + 2V0

p
(4)

p = iκを代入すると通常の井戸型ポテンシャルの解の条件 κ = −k cot(kb)

共鳴解

• 束縛状態：pが純虚数で式 (4)を満たす解
↔物理的な散乱は実で正の pで起こる
⇒束縛解は (4)の解析接続から得られる

• 共鳴状態：pが複素数で式 (4)を満たす解

• 引力井戸型は無限個の共鳴解を持つ [24, 10]

表 1：V0 = 10b−2の場合の式 (4)の数値解
複素 p平面で 1/|A−(p)|をプロットしたときの極（図 6、左）

• 固有運動量の虚部が負

p = pR − ipI , pR, pI > 0

波動関数の振る舞い

χ(r)→ A+(p)eipr ∝ eipRr
︸ ︷︷ ︸
振動

e+pIr︸ ︷︷ ︸
増大

χ(r)は r →∞で振動しながら発散、2乗可積分でない（図 6、右）

11

� � ��

-�

-�

�

�

� B

R1

R2 R3

Re p [b−1]

Im
p

[b
−1

]

複素  平面の p 1/ |A−(p) |
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共鳴解の波動関数
共鳴状態の記述：ハミルトニアンの固有状態

複素  平面の p 1/ |A−(p) |

波動関数が2乗可積分でないので複素固有値が許される

� � ��

-�

-�

�

�

� B

R1

R2 R3

Re p [b−1]

Im
p

[b
−1

]

p = pR − ipI, pR, pI > 0

- 共鳴解は複素  平面の
   下半面（ ）に存在

p

Im p < 0

��� ��� ��� ��� ��� ���

���

���

���

	��

Re
χ(

r)
[b

−1
/2

]

r [b]

- 波動関数の振る舞い
χ(r) → A+(p)eipr ∝ eipRre+pIr

振動 増大
—>  で振動しながら発散する
　　通常の規格化ができない

r → ∞

V0 = 10b−2
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物理量の期待値の計算
共鳴状態の記述：ハミルトニアンの固有状態

束縛状態の波動関数による期待値の計算
N = ⟨B |B⟩ = ∫ [ψB(r)]*ψB(r)d3r = ∫ |ψB(r) |2 d3r ≥ 0

⟨r2⟩ = ⟨B |r2 |B⟩ = ∫ [ψB(r)]*r2ψB(r)d3r ∈ ℝ

—> 観測量（エルミート演算子）の期待値は実数

共鳴状態の場合（ガモフベクトルの定義と内積の拡張）

H |R⟩ = ER |R⟩, ER ∈ ℂ, ⟨R |R⟩ → ∞
N. Hokkyo, Prog. Thoer. Phys. 33, 1116 (1965), T. Berggren, Nucl. Phys. 109, 265 (1968)

エネルギーと同様に期待値は複素数 —> 解釈？

N = ⟨R̃ |R⟩ = ∫ ψR(r)ψR(r)d3r ∈ ℂ, ⟨r2⟩ = ⟨R̃ |r2 |R⟩ ∈ ℂ, …

⟨R̃ |H = ⟨R̃ |ER <— 同じ  を持つように定義ER

有限
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ハミルトニアンの離散固有状態は「外向き境界条
件」で与えられる

共鳴状態の波動関数

講義２のまとめ（前半）
共鳴状態の記述：ハミルトニアンの固有状態

- 束縛状態：固有運動量を純虚数にした解
- 共鳴状態：固有運動量を複素数にした解

- 遠方で発散する規格化できない波動関数

—> 固有エネルギーが複素数

- 内積を拡張した期待値は複素数になる
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講義１：導入

講義２：共鳴状態の記述

講義３： 共鳴の構造Λ(1405)

目次

目次

- ハドロンの複合性
-  散乱振幅と共鳴状態K̄N

- エキゾチックハドロンの現状

- ハミルトニアンの固有状態
- 散乱振幅と共鳴状態

- カイラル対称性と有効場の理論
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散乱理論：設定
最も基本的な散乱

- 回転対称性（球対称ポテンシャル、  ）[H, L] = 0

- 非相対論的、質量  の粒子の2体散乱m1, m2

- 弾性散乱、内部自由度（スピン、フレーバーなど）なし

- 短距離力（ポテンシャルが遠方で十分はやく消える）

散乱を特徴づけるパラメーター2つ
- エネルギー  または運動量の大きさ （  と  は1対2対応）E p E p

- 散乱角 θ
m1 m2

m2

m1

−pp

p′ 

−p′ 

θ

図 8: 散乱のキネマティクスの模式図。

状態ベクトル

• 運動量表示：始状態 |p 〉、終状態 〈p′ |、規格化は

〈p′ |p 〉 = δ3(p′ − p) (6)

これらはH0の固有状態（H0|p 〉 =
p2

2µ
|p 〉）

• 角運動量表示：始状態 |E, ",m 〉、終状態 〈E′, "′,m′ |、規格化は

〈E′, "′,m′ |E, ",m 〉 = δ(E′ − E)δ!′!δm′m (7)

• 両者の関係：

〈p′ |E, ",m 〉 = 1
√
µp
δ(E′ − E)Y m

! (p̂), p̂ =
p

p
(8)

問題 2

1) 規格化条件 (6)から座標表示の波動関数が 〈 r |p 〉 = eip·r/(2π)3/2であることを示せ。ただし座標基底の
完全系は 1 =

∫
dr| r 〉〈 r |とする。

2) 〈 r |E, ",m 〉は相互作用のない場合の解なので、球ベッセル関数と球面調和関数の積に比例する。規格
化条件 (7)から 〈 r |E, ",m 〉の表式を求めよ。ただし以下の球ベッセル関数の関係式を用いて良い：

∫ ∞

0
dr r2j!(p

′r)j!(pr) =
1

2

π

p2
δ(p′ − p).

3) 平面波を球面調和関数で表現し式 (8)を示せ。

2.2 散乱振幅
• 散乱演算子：始状態と終状態の遷移

S = Ω†
−Ω+ = lim

t→+∞
[eiH0te−iHt] lim

t→−∞
[eiHte−iH0t] (9)

Ω±：Møller演算子

15

E =
p2

2μ
, μ =

m1m2

m1 + m2

- 部分波分解すれば  は角運動量 θ ℓ

共鳴状態の記述：散乱振幅と共鳴状態
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散乱理論：物理量
散乱を表す物理量の関係

- 部分波  の散乱振幅（T行列の定義より）ℓ fℓ(p) ∈ ℂ

- 部分波  のS行列要素 ～ 入射波がどれだけ散乱されたかℓ

- 部分波  の位相差 ℓ δℓ(p) ∈ ℝ

fℓ(p) =
sℓ(p) − 1

2ip

sℓ(p) ∈ ℂ

sℓ(p) = exp{2iδℓ(p)}

- 散乱断面積（全断面積）
σ(p) = ∑

ℓ

4π(2ℓ + 1) | fℓ(p) |2 = ∑
ℓ

σℓ

J.R. Taylor, Scattering theory (Wiley, New York, 1972)

<— 部分波  の断面積ℓ

共鳴状態の記述：散乱振幅と共鳴状態
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波動関数との関係
散乱の波動関数の漸近形（以下角運動量  を考える）ℓ = 0

- ヨスト関数 ：内向きの波  の振幅J(p) e−ipr

ψp(r) →
i
2

[J(p)e−ipr − J(−p)e+ipr] (r → ∞)

- 外向きの波の振幅は  で与えられる−J(−p)

- regular solutionという規格化をした場合の漸近形

S行列、散乱振幅とヨスト関数

s(p) =
J(−p)
J(p)

f(p) =
s(p) − 1

2ip
=

J(−p) − J(p)
2ipJ(p)

～ 内向き振幅で規格化した外向き振幅

共鳴状態の記述：散乱振幅と共鳴状態
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離散固有値の条件
固有値の条件：外向き境界条件

-  はS行列の極pR

s(pR) =
J(−pR)
J(pR)

→ ∞

-  は散乱振幅の極pR

f(pR) =
J(−pR) − J(pR)

2ipRJ(pR)
→ ∞

ψp(r) →
i
2

[J(p)e−ipr − J(−p)e+ipr] (r → ∞)

- ヨスト関数のゼロ点  ただし  は複素数J(pR) = 0 pR

共鳴状態の記述：散乱振幅と共鳴状態

ヨスト関数の性質  —>  が解なら  も解J(−p*) = [J(p)]* p −p*
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複素エネルギーとリーマン面
エネルギー  と運動量  の関係E p

-  が  のとき  は θp 0 → 2π θE 0 → 4π

-  と （  と  ）は同じ  に写像されるp −p θp θp + π E

E =
p2

2μ

- 運動量を複素数にする： p = |p |eiθp

=
|p |2

2μ
e2iθp

共鳴状態の記述：散乱振幅と共鳴状態

- エネルギーの位相 θE

= |E |eiθE

2θp = θE

 の有理型関数（ ）は  の２枚のリーマン面上で定義p s(p), f(p) E

- ：  の第１リーマン面（  の上半面）0 ≤ θE < 2π E p

- ：  の第２リーマン面（  の下半面）2π ≤ θE < 4π E p
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離散固有状態（虚軸上）
複素  平面と複素  平面での純虚数の解（  ）p E p = − p*

共鳴状態の記述：散乱振幅と共鳴状態

p E(I) E(II)

Re

Im

Re

Im

Re

Im

B

B

- 束縛状態（ ）：  で第１リーマン面B EB < 0

Re [pB] = 0, Im [pB] > 0

V V

- virtual状態（ ）：  で第２リーマン面V EV < 0

Re [pV] = 0, Im [pV] < 0
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離散固有状態（複素平面）
複素数の解（  、必ず対で存在）p ≠ − p*

共鳴状態の記述：散乱振幅と共鳴状態

p E(I) E(II)

Re

Im

Re

Im

Re

Im

V V

B

B

R R

- 共鳴状態（ ）：  で第２リーマン面R Re [ER] > 0, Im [ER] < 0

Re [pR] > 0, Im [pR] < 0

R̄

R̄

- anti-resonance（ ）：  で第２リーマン面R̄ Re [ER̄] > 0, Im [ER̄] > 0

Re [pR̄] < 0, Im [pR̄] < 0
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共鳴極と実軸上での散乱振幅
 の共鳴極のまわりでローラン展開E = ER

共鳴状態の記述：散乱振幅と共鳴状態

f(E) =
C−1

E − ER
+

∞

∑
n=0

Cn(E − ER)n

Breit-Wigner項 非共鳴項

 とすれば、Breit-Wigner項はER = MR − iΓR /2

fBW(E) = −
ΓR

2p
1

E − MR + iΓR /2

= −
ΓR

2p
E − MR−iΓR /2

(E − MR)2 + Γ2
R /4

—>  で散乱振幅の実部が0、虚部が極大E = MR

- 非共鳴項が  に比べて無視できると仮定した場合fBW

 は  で発散するが非共鳴項は正則fBW E = ER

Im E

Re E

Im f

ΓR /2 MR

Re f

ER
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断面積と位相差への影響
 で散乱振幅の虚部が極大E = MR

共鳴状態の記述：散乱振幅と共鳴状態

どちらも非共鳴項が小さく無視できると仮定した場合のみ成立

- 光学定理
Im f(E) =

p
4π

σ(E)

- 散乱断面積  がピーク —> 共鳴の定義 1)σ

σ(E )

E

 で散乱振幅の実部が0E = MR

-  より  で位相差が   —> 共鳴の定義 2)s = e2iδ E = MR δ = π/2

0 = Re [ f(MR)] = Re [ s(MR) − 1
2i 2μMR ]

E

δ(E )

π
2

- 分子が実であれば良いので Im [s(MR)] = 0
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共鳴状態：散乱振幅の極＝複素固有状態

非共鳴項が無視できる理想的な場合には共鳴のエ
ネルギーで断面積がピーク、位相差が  となるπ/2

講義２のまとめ（後半）
共鳴状態の記述：散乱振幅と共鳴状態

T. Hyodo and M. Niiyama Progress in Particle and Nuclear Physics 120 (2021) 103868

Fig. 2. Definition of resonances in the Schrödinger equation and in scattering theory. Resonances are identified as the generalized eigenstates with a
complex eigenenergy by solving the Schrödinger equation with the outgoing boundary condition. This procedure is common to usual bound states.
It follows from the asymptotic behavior of the scattering wave function (47) that the outgoing boundary condition is equivalent to the zero of the
Jost function in scattering theory. From Eqs. (49) and (50), this condition gives the pole of the s matrix and the scattering amplitude.

where MR > 0 and �R > 0 are interpreted as the ‘‘mass’’ and ‘‘width’’ of the state (see the effect of the Breit–Wigner
term discussed below).5 Because ER is the eigenenergy of the Hamiltonian, one might wonder why the complex number is
allowed as an eigenvalue. To show the reality of the eigenvalue of an hermitian (strictly speaking, self-adjoint) operator,
one must consider the Hilbert space in a mathematically strict sense, i.e., the complete inner product space. Roughly
speaking, the reality of the eigenenergy is guaranteed for the square integrable wave functions

R
dr|�0,pR (r)| < 1. For

pR 2 C satisfying Eq. (58), the corresponding wave function is

�0,pR (r) ! A+(pR)eiRe[pR]r e�Im[pR]r (60)

This function is square integrable for Im [pR] > 0, and therefore no complex energy state can appear in the upper half
plane of p. In fact, only bound state solutions are allowed for Im [pR] > 0, which are Re[pR] = 0 and Im[pR] =  . On
the other hand, in the lower half plane (Im [pR] < 0), the wave function is not square integrable, and therefore complex
eigenenergy is allowed. Therefore, the resonance solutions found in this region can be understood as the eigenstates of
the Hamiltonian, just as in the case of the bound state solutions. At the same time, we have to keep in mind that the
resonance wave functions (whose amplitude increases at large distance) does not fit in the ordinary Hilbert space, so the
resonances may be called ‘‘generalized’’ eigenstates.

Because A�(p) is the amplitude of the incoming wave, Eq. (58) is referred to as the outgoing boundary condition. This
reminds us of the zero of the Jost function (51) discussed in the previous section. In fact, by comparing the normalization
of the wave functions, we find the relation of A�(p) and the Jost function f 0(p) as

f 0(p) = A�(p)
��
C=

2p

i
p

p2+2µV0

=

"
cos(b

p
p2 + 2µV0) � i

p
p
p2 + 2µV0

sin(b
p
p2 + 2µV0)

#
eipb (61)

Thus, Eq. (58) is equivalent to the vanishing of the Jost function (51). As a consequence, the S matrix and the scattering
amplitude diverge at pR. In other words, the resonance eigenstate is expressed by the pole of the S matrix/scattering
amplitude. These relations are schematically summarized in Fig. 2.

We have shown that the theoretically well-defined characterization of resonances is to determine the pole position
of the scattering amplitude in the complex energy plane. On the other hand, physical scattering occurs only for real and
positive energies, and therefore the pole at the complex energy is not directly accessible in experiments. Whereas the
pole position is in principle uniquely determined, it is practically useful to show the characteristic behavior of observable
quantities. Suppose that there is a resonance at E = ER = MR � i�R/2 in the `th partial wave. The scattering amplitude,
having a pole at E = ER, can be expressed by the Laurent series around ER as

f`(E) = f`,BW(E) + f`,BG(E), (62)

where f`,BW(E) is the Breit–Wigner term containing the pole contribution

f`,BW(E) =
ZR

E � ER
=

ZR(E � MR �
i
2�R)

(E � MR)2 +
1
4�

2
R

, (63)

5 From the analytic properties of the Jost function, one can show that the existence of a pole at p = pR indicates another pole at p = �p⇤

R . This
means that there should be a pair of poles at E = ER and E = E⇤

R in the complex energy plane. In other words, there is a pole with Im [ER] > 0 as
well as the one with Im [ER] < 0 shown in Eq. (59). Recalling the time dependence of the wave function  E (t) / e�iEt , one finds that the pole with
Im [ER] < 0 represents the state with decreasing probability | ER (t)|

2
/ e��Rt , while the other one denotes the state with increasing probability.

These solutions are interpreted as the decaying resonance state and its time reversal, respectively.
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