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概 要
本論文はWittenの開弦の場の理論における解析解の最近の進展について基礎的な部

分からまとめたものである。主要な目的は、解の変形 (marginal deformation)という技
術を使って一般的な解の構成法を議論した後、Schnabl解やこれまで知られていた近似
解がそれらの枠組みで理解できることを示すことである。
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1 序論
1915年、Einsteinが提出した一般相対性理論は、重力や光の古典的記述や天体のマクロな
記述に関してNewton理論を凌駕する成果を上げ、自然法則を幾何学の言葉で記述するとい
うパラダイムを打ち立てた。他方、1900年の Planckの光量子仮説に始まる量子論の集大成
として 1960年代にできあがった標準模型は重力以外のミクロな相互作用の精緻な記述に成
功し、ミクロな自然法則はゲージ原理の上に繰り込み可能な場の理論で記述されるというパ
ラダイムの原型になった。しかし、驚くべきことに、輝かしい成果を上げたそれら二つの理
論・原理は水と油のように相容れない。重力理論を量子場の理論として実現しようとすると
繰り込み不可能な発散を伴うのである。

それら二つの理論を融合させる、言わば水と油を混ぜるエタノールの役割を果たすような
理論の候補として今日まで生き残っているのが弦理論である1。1974年、弦にはゲージ粒子
と重力子に相当するものが含まれていることが発見され [1]、さらにその 10年後超弦理論に
は重力を含んだ量子論的に矛盾のない理論が存在することが示され [2]、最終的に 5つの理論
(Type I、Type IIA、Type IIB、SO(32) Heterotic、E8 × E8 Heterotic) に絞られた。

しかし、これらの見事な結果から先へと進んで現実や実験と結びつけるには弦理論の非摂
動的な理解が不可欠である。すなわち、例えばこれら 5つの理論から実際に現実を表す理論
を選び出したり超対称性を破って理論のモジュライに真空期待値を与え結合定数を決めたり
することは、摂動論的な議論だけでは不可能である。

そのような困難に直面したこともあり、1990年代は弦理論の非摂動的な側面に対する研究
が進んだ。弦理論のソリトン解であるDブレーンの発見 [3]や、M理論に象徴される双対性
の発見 [4]などである。実際、前述した 5つの理論はM理論と呼ばれる 11次元の理論の異
なる真空に対応すると現在では考えられている。また弦理論を媒介にしたゲージ/重力対応
の提唱 [5]は、弦理論が量子重力理論として正しい道を歩んでいることを確認させると同時
に、弦理論が現実を理解する上で役に立つ理論であることを示唆する数少ない応用の一つで
もあった。

1990年代の弦理論の非摂動的な研究における疾風怒濤のごとき進展とは裏腹に、1974年
の光円錐弦の場の理論 [6]に始まり 1985年の共変的弦の場の理論 [7, 8] を通じて非摂動効果
が取り入れられた理論として期待されたはずの弦の場の理論は、その進展に対してほとんど
何も貢献することはできなかった。そのような当時の状況は、弦の場の理論の専門家をして
「不遇な時代」と言わしめた程である [9]。

しかしながら、そのような弦の場の理論の暗黒時代に終止符を打ったのが、1999年の Sen

による開弦の場の理論におけるタキオン凝縮に関するある予想であった [10]。その予想とは
次のようなものである。

予想 (Sen,1999)

1. タキオンポテンシャルは、ある局所的に安定な真空をもつ。その真空のエネルギー密

1もちろん弦理論は重力の量子化に役立てばよいのであって、最終的に残っている必要はない。水と油を混
ぜた後にエタノールは蒸発させられるように。
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度 V の大きさは不安定な真空から計るとD25ブレーンの張力の値に一致する:

V = −T25 . (1)

2. D25ブレーン背景におけるソリトン解は、それより低い次元のDブレーンを表す。

3. その真空ではD25ブレーンは消滅しており、したがって開弦は物理的に観測されない。
その局所的に安定な真空は純閉弦理論を表す。

この予想における不安定な真空を摂動的真空(perturbative vacuum)と呼び、準安定な真
空をタキオン真空(tachyon vacuum)と呼ぶ。Sen予想を図にしたものを図 1に示す。

図 1: Sen予想を表す図。摂動的な真空ではD25ブレーンが空間全体を埋め尽くしており開
弦のみが存在する。タキオン真空ではD25ブレーンは消滅しておりもはや開弦は存在せず閉
弦のみが存在する。

そもそも摂動的な弦理論においてタキオンが存在して真空が不安定であることは知られて
いたが、Senはそれが Dブレーンの不安定性を示すものであるという画期的な ideaを提示
し、タキオン凝縮によってDブレーンの消滅が記述できることを予想した2。

Senの予想が出た後、この予想の 1と 3の前半部についてはその後のレベル切断近似によ
る解析でかなりの精度で肯定的な結果を得た [11, 12]。しかし、残りの予想については近似的
な解析だけでは手が届かず厳密な解析により突破口が開かれることが待ち望まれていた。そ

2そもそもDブレーンは Polchinskiの発見なくしてはあり得なかったのだから、当時の弦の場の理論の憂き
目は仕方のないことだったのかもしれない。
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のような中、2005年Wittenの開弦の場の理論においてある解析解が提示されその解で Sen

予想の 1と 3の前半部が解析的に証明された [13, 14]。その後、そこで明らかになった技術を
用いて相関関数の計算や様々な弦の場の理論の解析解が行われて現在に至る。

本論文はWittenの開弦の場の理論における解析解を基礎から理解することに焦点を絞って
まとめたものである。以下に本論文の構成を示す。第 1章の序論に続き、第 2章ではWitten

の共変的弦の場の理論の構成を行う。第 3章ではその ∗積の計算法とその部分空間を調べる。
第 4章ではその解析解の構成を行って種々の具体例に適用する。第 5章では本論文で得た結
論を述べる。

注意すべき記号の慣例は補遺に与えておいた。注意深い読者は本文を読む前に確認をして
おいて欲しい。
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2 Wittenによる開弦の場の理論

1986年、Wittenは開弦の場の理論に関する記念碑的な論文を発表した [8]。今日、その場
の理論は cubic string field theory(CSFT)と呼ばれる。一般に、弦の場の理論は弦の励起状
態から生成される無限個の粒子すべてを含んだ場の理論であり、相互作用を含む場合にはそ
れは非局所 (nonlocal)になる。特にこのCSFTは、相互作用を有限個 (3次まで (cubic))取り
入れた共変的な (ゲージ対称性が顕わに見える)場の理論である、という特徴を持つ。

この理論の本質を見極めるため、CSFTの代数的構造を抜き出す (節 2.1)。しかし、もち
ろんこのままでは「もぬけの殻」(abstract nonsense)であって、実体はない。実りある理論
にするためには、彫り出された「仏 (木偶)」に魂を入れる必要がある。

CSFTにおいてその役割を果たすのが、弦の第一量子化と境界上の共形場理論 (boundary

conformal field theory(BCFT))である。すなわち、背景時空を一つ固定し、その中を運動す
る開弦とその境界条件 (Dブレーン)を考えるのである。そうして初めて弦の場の理論として
のCSFTの実体が顕わになる (節 2.2)。弦理論として顕わになったCSFTのFeynman図を図
2に前もって示す。それは点粒子の場の理論であるChern-Simonsゲージ理論の Feynman図
を 1次元ふくらませたようなものと考えられる。CSFTは Planckスケール程度の高エネル
ギー (短距離)でその効果が見える。

図 2: CSFTの Feynman図。Chern-Simons型ゲージ理論の短距離効果を見ていると考えら
れる。

弦理論として顕わになったCSFTには、弦理論に由来する様々な対称性があることが分か
る (節 2.3)。対称性は拘束条件としてその理論で起こる物理に厳密な制限を与えることがで
きる。

CSFTが解析に成功した物理はタキオン凝縮 (tachyon condensation)である。そのタキオ
ン解の普遍的な性質がCSFTを通して浮き彫りにされる (節 2.4)。その普遍性はタキオン解
がブレーンという物理的な物体を表すことを強く示唆するものでもある。
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2.1 代数的構造
Wittenが導入したCSFTの作用は次のようなものである:

S = −1

2

∫ (
Ψ ∗QΨ +

g

3
Ψ ∗Ψ ∗Ψ

)
. (2)

もしくは、変数変換Φ = gΨをして次のような形である:

S = − 1

g2

∫ [
1

2
Φ ∗QΦ +

1

3
Φ ∗ Φ ∗ Φ

]
. (3)

この形は、さながらChern-Simonsゲージ理論を思わせる。以下、CSFTの作用として主
に (3)の方を用いる。
この作用を基軸に概念の解説をしていく。以下の式において、A,B,CなどはAの任意の

元を表すものとする (∀A,B,C ∈ A) 。

公理 2.1 Φ は、次数付き結合的代数 (graded associative algebra) (A, ∗, G)の次数 1の元で
ある:

∗ : A⊗A → A
(A ∗B) ∗ C = A ∗ (B ∗ C) (4)

G : A → Z

GA∗B = GA +GB, (5)

公理 2.2 gは何かこの理論を特徴づける parameterである。

公理 2.3 QはAの、べき零な、次数 1の微分演算子 (derivation)である:

Q : A → A
Q2A = 0, (6)

Q(A ∗B) = (QA) ∗B + (−1)GAA ∗ (QB), (7)

公理 2.4
∫
はAの双対空間の元 (

∫ ∈ A∗ ≡ A → C) であって次の性質を満たす3:

(Stokes)
∫
QA = 0, (8)

(cyclicity)
∫
A ∗B = (−)GAGB

∫
A ∗B, (9)

(anomaly) GA 6= 3 ⇒ ∫
A = 0. (10)

公理 2.5 (AがHilbert空間になること)

〈A,B 〉 :=

∫
A ∗B (11)

と定めると、〈 〉は内積の性質を満たす。4

3性質 (anomaly)から, 作用 (3) は Φ の次数が 1の場合以外は消えてしまうことに注意する。この条件は、
disk amplitudeを消さないために、c-ゴーストを 3つ挿入することに対応している。

4数学的に正確な表現を用いるならば少なくともAは C∗代数になる必要があるが、本論文では数学的に厳
密な表現に拘泥しない。

6



この公理系が主張するところは、作用が (3)の形をした理論がこの公理系を満たす場合、
この理論はゲージ不変な理論である、というものである。

作用 (3)は次数 0のパラメータΛ ∈ Aを用いた次の変換の下に不変である:

δΛΦ = QΛ + Φ ∗ Λ− Λ ∗ Φ . (12)

証明は以下の通りである。作用の微小変換を、後に導く (34)を用いることにすれば、(34)

に (12)を代入して

−g2δΛS = 〈QΛ + Φ ∗ Λ− Λ ∗ Φ, QΦ + Φ ∗ Φ 〉
= 〈QΛ, QΦ 〉

+ 〈QΛ,Φ ∗ Φ 〉+ 〈Φ ∗ Λ− Λ ∗ Φ, QΦ 〉 (13)

+ 〈Φ ∗ Λ− Λ ∗ Φ,Φ ∗ Φ 〉

を得る。(13)のうち、第 1,２,３段とも公理 2.3、2.4を用いることにより消すことができる。
したがって、題意が示された。
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2.2 具体的実現
CSFTを具体的に弦理論として実現することを始める [8]。

背景時空は、26次元 (臨界次元)の平坦 (flat)なMinkowski時空Mとし、BCFTの物質場、
ゴースト場になるものは時空座標Xµ、ゴースト, 反ゴースト (ghost, antighost)座標 c, b で
ある。ゴースト, 反ゴースト座標を入れておくのは共変的な弦の場の理論を作りたいからで
あった。

• Aはこの空間を運動する開弦の場全体を含む空間とする。

特に、このうちの次数が nの空間をA(n)とかくことにする。

• 次数Gはゴースト数とする。規格化は cが 1、bが−1、SL(2,R)真空 |0〉は 0とする。

この定義により、ゴースト数の偶奇とGrassmann数の偶奇が同じになることが分かる。

• Φは、開弦の場Φとし、これは物質場Xµ, c, bの微分 “多項式”とする5。

するとΦはゴースト数が 1であるため、成分場にゴースト数をもたせない場合、次のよう
に展開できる:

Φ = Φ[X, c, b]

= t(X)c+ Aµ(X) (i
√

2∂Xµ)c+ u(X)∂c+

+ [Bµν(X)(i
√

2∂Xµ)(i
√

2∂Xν) +Bµ(X)(i
√

2∂2Xµ)]c

+ Cµ(X)(i
√

2∂2Xµ)∂c+ v1(X)
1

2
∂2c+ v2(X)bc∂c+ · · · . (14)

∂Xµ, ∂cなどがあるが、もちろんこの時点で ∂に意味はなく、∂Xµ, ∂cなどを一つの場とし
て理解しなくてはいけない。ここではレベル 2まで書き下しており、レベル 0の場 t(X)がタ
キオン場であり、レベル 1の場Aµ(X), u(X) はそれぞれゲージ場とNakanishi-Lautrup場に
相当するものであり、レベル 2以降の場はすべて質量をもった場である。

• QはBRST作用素とする: Q = QBRST .

特に、今は臨界次元での弦理論を考えているので、BRST作用素はべき零になる。

• ∫
は、次のように期待値を取る操作とする:

5解析力学で現れる点粒子の Lagrangean密度も、座標に関する 1階の (時間)微分多項式である。Newton
理論では、初期条件として粒子の初期位置と初速度を決めれば後の時間発展は完全に決まると考えるため 1階
という条件をつけるが、弦の場の理論ではそのような条件はつけない。また、“多項式”と書いているが、これ
は数学的には「べき級数」の意味で用いている。
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∫
Φ = 〈f 360◦ ◦ Φ[X(0), c(0), b(0)]〉6 (15)

ここに、f 360◦はCaylay変換7h(z) = z−i
z+i
を用いて次のように定義される:

f 360◦(z) = h−1(h(z)2) =
2z

1− z2
(16)

• gは、開弦の結合定数とする。

• star積 ∗は、Aにおける完全系∑
r |φc

r〉〈φr| = id8を用いて次のように定義する:

Φ ∗Ψ =
∑

r

〈Φ,Ψ, φr〉φc
r (17)

ただし、〈Φ,Ψ,Ξ〉は、共形変換 f1, f2, f3を

f
(3)
1 (z) = h−1(e−

2πi
3 h(z)2/3) = tan

(−1
3
π + 2

3
arctan(z)

)

f
(3)
2 (z) = h−1(h(z)2/3) = tan

(
2
3
arctan(z)

)
(18)

f
(3)
3 (z) = h−1(e

2πi
3 h(z)2/3) = tan

(
1
3
π + 2

3
arctan(z)

)

を用いて次のように定義するものとする:

〈Φ,Ψ,Ξ〉 = 〈f (3)
1 ◦ Φ(0) f

(3)
2 ◦Ψ(0) f

(3)
3 ◦ Ξ(0)〉 . (19)

A(1)はHilbert空間になるが、この空間を braket表示を用いて書いておくと便利である。
その ket表示は

|Φ〉 ≡ Φ[X(0), c(0), b(0)]|0〉 (20)

で与えられる。状態 |Φ〉は、物理的には弦 Φが時刻 −∞において SL(2,R)真空 |0〉に挿入
された漸近状態 (asymptotic state)を表す。これを図に表したものを図 3に示す。

またこのことによりHilbert空間A(1)の ket表示 |A(1)〉は

|A(1)〉 =
⊕

C(M)µ1···µi
αµ1
−n1

· · ·αµi
−ni

b−p1 · · · b−pl
c−m1 · · · c−mj

|0〉
= : H(1)

C(M) (21)

となる。ただし、C(M)µ1···µi
は、今考えている時空M における考えられる実数値に値を取

る成分場全体を表すものとし、直和
⊕
は次を走るものとする:

ni ≥ 1 , mi ≥ −1 , pi ≥ 2 , j − l = 1 . (22)

6ここには明示的に書いていないが、弦の場を世界面に挿入する際には補遺 Aで用いたような正則化を常に
行うものとする。これは弦の運動を単純に表すと場の値が発散してしまうからである。

7Caylay変換は複素平面を単位開円板に移す複素 1次分数変換である。
8Aは Hilbert空間になること (正確には、その可分性)を既に用いている。
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図 3: 状態 |Φ〉を表す図。弦Φが時刻 −∞に相当する z = 0に挿入されている。点線はその
後の時間発展した弦の様子を表す。

(14)を Fourier変換をすると |Φ〉は以下のように書ける:

|Φ〉 =
∫
d26p{t(p) + Aµ(p)αµ

−1 + u(p)b−1

+Bµν(p)α
µ
−1α

ν
−1 +Bµ(p)αµ

−1+

+Cµ(p)αµ
−1c0b−1 + v1(p)c−1b−1 + v2(p)b−2c0 · · · }c1|p〉 . (23)

したがって、Hilbert空間 |A(1)〉の運動量表示では以下のように書ける:

|A(1)〉 =
⊕

C(M?)µ1···µi
αµ1
−n1

· · ·αµi
−ni

b−p1 · · · b−pl
c−m1 · · · c−mj

|p〉
= : H(1)

C(M?) (24)

となる。ただし、C(M?)µ1···µi
は、今考えている時空における考えられる成分場の運動量表

示全体を表すものとし、直和
⊕
は次を走るものとする:

p ∈M? , ni ≥ 1 , mi ≥ −1 , pi ≥ 2 , j − l = 1 . (25)

以上の定義の下に、この理論が節 2.1で掲げたCSFTの公理系を満たす理論であることが
示される [8, 19]。したがって、この理論はゲージ不変な理論であることが分かる。Witten

は 26次元 (臨界次元)の平坦な時空で示したが、Schwarzと Sen [19]は、物質場の中心電荷
(central charge)が 26、ゴースト場の中心電荷が−26であるような一般のCFTで節 2.1の公
理系が成立することを示した。ここでの定義は Schwarz-Senのものを用いている。また、振
動子代数を用いた定義による証明は [20]にある。
この主張の証明の鍵となる定理が一般化貼り付け定理 (generalized gluinig-resmoothing

theorem(GGRT)) であることだけを述べるだけにとどめ、その証明は原論文に譲ることにす
る9。

これらの定義から相関関数の計算に有用な次の公式が導かれる。
9GGRTの原論文は [26]。[19]にも tree levelでの証明がある。また [21]では 1 loopでの証明も行われてお

り、all-loopでも成立することを予想している。

10



まず 2点関数は次のように計算すればよいことが分かる:
∫

Φ ∗Ψ = 〈Φ ,Ψ〉 = 〈I ◦ Φ(0) Ψ(0)〉 . (26)

ただし、I(z)は反転 (inversion):I(z) = −1
z
とする。

図 4: 2点関数の図示。単位円板上で表すためにCaylay変換 hを付け加えている。

3点関数は次のように計算すればよい:
∫

Φ ∗Ψ ∗ Ξ = 〈Φ ,Ψ ∗ Ξ〉 = 〈Φ ,Ψ ,Ξ〉 . (27)

図 5: 3点関数の図示。単位円板上で表すためにCaylay変換 hを付け加えている。
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一方、CFTの性質から３点関数における循環性 (cyclicity)が導かれる:

〈Φ ,Ψ ,Ξ〉 = 〈Ψ ,Ξ ,Φ〉 (28)

証明は次の通りである。S(z)を

S(z) = h−1(e
2πi
3 h(z)) =

z +
√

3

−√3z + 1
(29)

と定めると、共形変換 fiたちはその形から次を満たす:

f
(3)
3 (z) = S ◦ f (3)

2 (z) = S2 ◦ f (3)
1 (z) (30)

(29) の形から S(z) は SL(2,R) 変換であることがわかるので、(30) は共形変換 fi たちが
SL(2,R)変換で移り合うことを表す。他方、上半平面上の相関関数は SL(2,R)変換で不変
であり、相関関数の中の場はすべてゴースト数が 1なので循環させても符号は変わらない。
よって (28)が示された。

最小作用の原理を用いて、運動方程式を導いておく。作用は、

S(Φ) = − 1

g2

[
1

2
〈Φ , QΦ〉+

1

3
〈Φ , Φ ∗ Φ〉

]
. (31)

である。見やすくするため、作用を運動項S1 = − 1
2g2 〈Φ , QΦ〉と相互作用項S2 = − 1

3g2 〈Φ , Φ∗
Φ〉の二つに分けると、それぞれの部分で微小変換は以下のようになる:

δS1 = − 1

2g2

[
〈 δΦ, QΦ 〉+ 〈Φ, QδΦ 〉

]

= − 1

g2
〈 δΦ, QΦ 〉 (32)

δS2 = − 1

3g2

[
〈 δΦ,Φ,Φ 〉+ 〈Φ, δΦ,Φ 〉+ 〈Φ,Φ, δΦ 〉

]

= − 1

g2
〈 δΦ,Φ,Φ 〉 (33)

二つを加えることによって、

δS = − 1

g2

[
〈 δΦ, QΦ + Φ ∗ Φ 〉

]
. (34)

を得る。従って、運動方程式は以下のようになることが分かる:

F (Φ) ≡ QΦ + Φ ∗ Φ = 0 .10 (35)

特に相互作用のない場合 (Φ/g:fix , g → 0)で考えると、運動方程式はQΦ = 0であり、ゲー
ジ自由度は δΛΦ = QΛとなる。したがって、自由な弦の場の古典論は、弦の世界面の理論を
再現している。

10Φをゲージ場と思うと、これは field strengthF (Φ)がゼロになることを意味する。他方、この方程式はさ
ながらMaurer-Cartan方程式を思わせる。従って、Qを複素微分と思い、Φを複素構造の変形のパラメータと
思うと、この理論は古典的には複素構造の変形理論を考えていることに相当する。すなわち、弦の相互作用の
導入は、数学的に言えば、複素構造の変形に対応しているのである。
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2.3 対称性と拘束条件
前節ではCSFTを具体的な弦の場の理論として実現した。この節では、具体化されたCSFT

の背後にある対称性を調べる。

2.3.1 ゲージ対称性

CSFTがゲージ対称性をもつことについては、既に節 2.1で触れた。便宜のためゲージ対
称性の主張をもう一度掲げる:

作用 (3)、従って運動方程式 (35)は次数 0のパラメータΛ ∈ A;GΛ = 0を用いた次の変換
(微小ゲージ変換)の下に不変である:

δΛΦ = QΛ + Φ ∗ Λ− Λ ∗ Φ . (36)

点粒子の場の理論同様に、ゲージ対称性をもつ場の理論に関して重要な点は、その理論で
摂動計算する際にはゲージを固定する必要がある、という点である。世界面の開弦理論では、
物理的状態 (physical state)のゲージ固定条件として Feynman-Siegelゲージ

b0|phys〉 = 0 (37)

が取れることが知られている。実際、このゲージを取ることでBRST量子化 [22]と共変的量
子化 (old covariant quantization(OCQ))の等価性が示される。このことは、2つあるVock真
空 |c1〉 , c0|c1〉のうち、BRST-exactの方ではない |c1〉 の方によって作られるVock空間を物理
的な状態として選ぶことを意味する。以下、このゲージをFSゲージと呼ぶ。実は、off-shell

の理論であるCSFTにおいても、自由な理論の近傍では on-shellの部分を除いてこのゲージ
が取れることが分かる。すなわち、

on-shellの部分を除いた弦の場は、その値が 0の近傍において、1次のオーダーでFeynman-

Siegelゲージにとれる。

証明は以下の通りである。まず、|Φ〉が FSゲージ条件を満たしていなかったとしよう。
|Φ〉は、on-shellのところを除いて考えているので、ゴースト数 0の次のゲージパラメータ
|Λ〉 = − b0

L0
|Φ〉がうまく定義される (well-defined)。このゲージパラメータで |Φ〉を動かして

できた状態 |Φ̃〉 = |Φ〉+ |δΛΦ〉が FSゲージ条件を満たすことを示せば十分である:

b0|Φ̃〉 = b0|Φ〉+ b0|δΛΦ〉 ??
= 0 . (38)

第 2項を書き下すと、

b0|δΛΦ〉 = b0Q

(
− b0
L0

|Φ〉
)

+ b0

[
|Φ〉 ∗

(
− b0
L0

|Φ〉
)
−

(
− b0
L0

|Φ〉
)
∗ |Φ〉

]
(39)

となる。このうち第 1項は {Q, b0} = L0 , [Q,L0] = [L0, b0] = 0を用いることで−b0|Φ〉にな
り、第 2項は、|Φ〉が微小量だと思うと 2次の微小量なので無視すると、

b0|Φ̃〉 = b0|Φ〉 − b0|Φ〉+O(|Φ〉2) = 0 +O(|Φ〉2) (40)
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となり、題意が示された。

これによりすべてのゲージ自由度が固定されたか気になるが、このことを調べるには FS

ゲージ条件を満たすゲージパラメータ |Λ′〉が次の条件を満たす場合、どれだけその自由度が
残っているか調べればよい:

b0|Φ〉 = 0 , b0|δΛ′Φ〉 . (41)

第 2式の左辺は
b0|δΛ′Φ〉 = L0|Λ′〉+O(|Φ〉) (42)

となるので、上の条件は
L0|Λ′〉 = 0 (43)

となる。したがって、これはΛ′の on-shell以外の部分は 0になって消えてしまう。したがっ
て、FSゲージに関しては on-shell以外は FSゲージで固定されている。

物理的状態をFSゲージに限った場合、BRST作用素のFSゲージにおける運動項における
計算は次のようにしてよい:

FS〈Φ′|Q|Φ〉FS = FS〈Φ′|L0c0|Φ〉FS (44)

このことを示すには、任意のΦに対して c0の作用で消える φ, ψ が存在して、

|Φ〉 = b0|φ〉+ |ψ〉 (45)

とかけることに注意する。というのも |Φ〉 = {b0, c0}|Φ〉 = b0c0|Φ〉+ c0b0|Φ〉 において、|φ〉 =

c0|Φ〉 , |ψ〉 = c0b0|Φ〉と置くことができるからである。
この記号を用いると、

|Φ〉FS = b0|φ〉 . (46)

である。さて、(45)を示す。

FS〈Φ′|Q|Φ〉FS = 〈φ′|b0Qb0|φ〉
= 〈φ′|b0{Q, b0}|φ〉
= 〈φ′|b0L0|φ〉
= 〈Φ′|L0{c0, b0}|φ〉
= 〈Φ′|L0c0b0|φ〉
= FS〈Φ′|L0c0|Φ〉FS (47)

これにより、(45)が示された。
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2.3.2 twist対称性

弦は、その幾何学的形状からも推察されるように、向き付けをすることが一般に可能であ
る。世界面の parity変換は次のように定義される:

P :

{
τ → τ

σ → σ̄ − σ
(48)

ここで、今は開弦を考えているので、0 ≤ σ ≤ σ̄ = π である。(334)により、この変換に
対し共形次元 hの primary場は次のように振る舞う:

P ◦ φ(z) =

(
∂P
∂z

)h

φ(Pz). (49)

今は開弦を考えているので、φ = Xµ, c, bである。これを振動子表示で書くと次のようになる:

P ◦ αµ
n = (−)nαµ

n

P ◦ cn = (−)ncn (50)

P ◦ bn = (−)nbn .

SL(2,R)真空 |0〉に対する符号だが、twist-oddとする:

UP |0〉 = −|0〉11 . (51)

これはVock vacuum|c1〉が twist evenになることを意味する。これを用いると以下のことが
示せる:

P ◦ Ln = (−)nLn

P ◦Q = Q

〈 P ◦ A , P ◦B 〉 = 〈A , B 〉
P ◦ (A ∗B) = (−)AB (P ◦B) ∗ (P ◦ A) . (52)

第 1式、第 2式は、Ωの性質 (50)同様、レベルの分だけ符号を稼ぐ、という性質である。
第 3式は、内積が twist対称性をもつことを意味する。第 4式は、∗積に対する性質である。
twist作用は弦の向き付けを逆にするので ∗積の順番を入れ替える。

(52)を弦の場に適用して以下の結果を得る:

P ◦ (Φ ∗ Φ) = (P ◦ Φ) ∗ (P ◦ Φ) (53)

これを弦の場の理論の作用に適用すると作用の twist対称性を得る:

S(P ◦ Φ) = S(Φ) . (54)

この対称性により、次のようにCSFTにおける物理を制限することができる:

11[52]の記号では UP = Ωである。
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1. CSFTに現れるスペクトラムを twist-evenなものに制限しても consistentな理論になる。

2. CSFTにおける運動方程式の解として、twist-evenなものが存在する。

この twist対称性は、相互作用項を計算するに当たっても有用である。まず、弦の場Φを
twist-even項 Φevenと twist-odd項 Φoddに分解し、相互作用項に代入すると、相関関数の循
環性を用いて、

〈Φ,Φ,Φ 〉 = 〈Φeven,Φeven,Φeven 〉+ 3〈Φeven,Φeven,Φodd 〉+

+ 3〈Φeven,Φodd,Φodd 〉+ 〈Φodd,Φodd,Φodd 〉 (55)

となる。(52)を用いると、

〈A,B,C〉 = (−1)AB+BC+CA〈P ◦ C,P ◦B,P ◦ A〉 . (56)

が求まる。このA,B,CにΦevenもしくは、Φoddを代入することで、

〈Φeven,Φeven,Φeven〉 = 〈Φeven,Φodd,Φodd〉 = 0 (57)

が示されるので、(55)は

〈Φ,Φ,Φ 〉 = 3〈Φeven,Φeven,Φodd 〉+ 〈Φodd,Φodd,Φodd 〉 (58)

となる。具体的には、Φodd ∼ tc1 + · · ·、Φeven ∼ A · α−1c1 + · · · であるから、ttAやAAAと
いった項は作用に現れないことが分かる。
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2.3.3 SU(1,1)対称性

FSゲージを取ることにより生じる対称性が存在する [23, 24]。FSゲージにおいて 3点関数
は、(45)の記号を用いると、

〈V3||Φ,Φ,Φ〉FS = FS〈V3||φ, φ, φ〉 . (59)

となる。ここに FS〈V3|は小節 3.1.1で定義される 3弦頂点 〈V3|を用いて定義されるものであ
りゴースト部分だけ抜き出すと

FS〈V3| = 〈V3|b(1)
0 b

(2)
0 b

(3)
0

= N〈c|(3)〈c|(2)〈c|(1)(exp
( 3∑

r,s=1

∑
m≥1
n≥1

b(r)m Xrs
mn c

(s)
n

)
. (60)

となる。この 3弦頂点 〈v3|のゴースト部分のNeumann係数に対しXrs
nm = n

m
Xsr

mn , n,m ≥ 1

が成立することが分かる [24]。したがって、FS〈V3|における expの肩の部分は
∑
m≥1
n≥1

b(r)m Xrs
mn c

(s)
n =

1

2m

∑
m≥1
n≥1

Xsr
mn

(
mb(r)m c(s)n + nb(s)n c(r)m

)
. (61)

のようになるが、これは次の連続変換の下に不変であることが直接計算することにより示さ
れる。

(
nb

(r)
n (θ)

c
(r)
n (θ)

)
=

(
cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)

)(
nb

(r)
n

c
(r)
n

)
(62)

したがって、c(r)n , b
(r)
n を c

(r)
n (θ), b

(r)
n (θ)で置き換えた 3弦頂点を FS〈V3(θ)|と書くことにすれば、

この不変性は次のU(1)不変性
FS〈V3(θ)| = FS〈V3| (63)

を意味する。一方で、この連続変換 (62)を無限小変換の生成子 S1を用いて書くと
(
nb

(r)
n (θ)

c
(r)
n (θ)

)
= eθS1

(
nb

(r)
n

c
(r)
n

)
e−θS1 (64)

となる。ただし、S1は

S1 =
3∑

r=1

∞∑
n=1

(
−n b(r)n b

(r)
−n +

1

n
c(r)n c

(r)
−n

)
. (65)

で与えられる。証明は両辺を θで微分すればよい。この S1は SL(2,R)真空 |0〉を消すこと
が分かるので、

FS〈V3(θ)| = FS〈V3|e−θS1 (66)

が言える。(63)と合わせれば
FS〈V3|S1 = 0 (67)

17



となる。

他方、 FS〈V3|はその形からゴースト数を保存する。そのゴースト数を定めるU(1)変換の
生成子 Gは

G =
3∑

r=1

∞∑
n=1

(
b(r)n c

(r)
−n − c(r)n b

(r)
−n

)
. (68)

と書けるから、(67)のときと同様
FS〈V3|G = 0 (69)

が言える。

(67)、(69)により FS〈V3|は S1、G で生成される Lie代数の変換よって不変に保たれること
が分かる。この Lie代数を調べる。まず、S1と Gの交換関係は

[S1 , G ] = 2S2 (70)

となる。ただし、S2は

S2 =
3∑

r=1

∞∑
n=1

(
n b(r)n b

(r)
−n +

1

n
c(r)n c

(r)
−n

)
(71)

である。さらに交換関係を調べていくと

[S2 , G ] = 2S1 , [S1 , S2 ] = −2G (72)

となることが分かる。したがって、{S1,S2,G}で生成される Lie代数は su(1, 1)であること
が分かった12 。以上により FSゲージをとった 3弦頂点は SU(1, 1)不変である。この対称性
により、CSFTに現れるスペクトラムを SU(1, 1)不変なものに制限しても consistentな理論
になる。

12{S1,S2,G}を線形変換してX = (S2 − S1)/2、Y = (S2 + S1)/2、H = G と書くことにすると、それらの
交換関係は Lie代数 sl(2, R)のそれと一致する: [X, Y ] = H, [H, X] = 2X, [H, Y ] = −2Y .
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2.4 タキオン解
具体的にCSFTにおけるタキオンポテンシャルを tree levelで計算することを考える。こ
れを行うには、点粒子のスカラー場の理論で有効ポテンシャルを求めるときのように次の性
質を利用する:

場を時空に依存しないものとすると、作用が体積因子 (volume factor)とポテンシャル (に
−をかけた)項に因子化される。

このことは、仮定により作用の被積分関数が定数になることから分かる。
このとき求めたポテンシャルの停留点は、作用の停留点、すなわち運動方程式の解になり、
停留点での値をその場の真空期待値 (vacuum expectation value)と考える13。このとき、ポ
テンシャルの停留点は一般に複数個あることが考えられるので、考察したい真空に応じてど
の停留点を選ぶか決める必要がある。例えば Lorentz不変な真空を得たければ、時空の足を
もった場 (ゲージ場など)は真空期待値をもつべきではないので、それらの値が 0になるよう
な停留点を探すべきである。

もちろん、ポテンシャルの概形から決めるのではなく、時空に依存しない運動方程式の解
を先に求めて、それを作用に代入し、上の性質を利用して、ポテンシャルの値を読み取る、
という方法も考えられる。どちらの方法も、順序は違えど本質的に等価なので、状況に応じ
て使い分ければよい14。

いずれにおいても、弦の場の理論において困難な点は、構成している場が無限個あるため
計算が無限に続くところである。この困難を解消、軽減するにはどうしたらよいか。
まず、我々が得たい真空は Lorentz不変な真空なので、スカラー場以外 (ゲージ場など)の

場はすべて真空期待値をもたない、と仮定する。以下、そういう性質を満たす”非自明な”15運
動方程式の解を総称してタキオン解と呼ぶことにする。タキオン解を探す際、真空期待値
をもたないようなスカラー場が最初から分かると、それらを 0においてタキオン解を探すこ
とができるのでいくらか簡単になる。そのようなスカラー場を探すにはどうしたらよいか。
それには、次の補題を利用するとよい。この補題により、作用の中の 2次以上になっている
スカラー場は最初から 0においてタキオン解を探すことができる。

作用の中で 2次以上になっているスカラー場はその運動方程式において自明な解をもつ。

証明は以下の通りである。作用の中で 2次以上になっているスカラー場を s2と書くことに
する。s2を変分して運動方程式を導くと、すべての項には少なくとも一つ s2が含まれてい
て s2に関する定数項がない。したがって、s2 = 0がこの運動方程式の解になる。これで主張
が示された。

より具体的にタキオン解に現れるスカラー場を調べる。そのようなスカラー場を総称して
タキオン成分場と呼ぶことにする。タキオン成分場を係数にもつHilbert空間をH1とし、そ

13量子補正を取り入れたポテンシャルを得たければ、停留点からの揺らぎを考えて経路積分を実行すればよ
い。

14本論文で紹介する Schnablの方法は、運動方程式の解を 1-parameterで先に求めてからそれを用いてタキ
オンポテンシャルを計算している。

15正確には、自明な解とゲージ同値でない、という条件を満たすこととする。

19



うでない、非タキオン成分場を係数にもつHilbert空間をH2としたとき、これらのHilbert

空間を具体的にVock空間として表示することを考える。
出発点となるHilbert空間は、弦の場の漸近状態全体のなすHilbert空間 (24)である。

H(1) =
⊕

R αµ1
−n1

· · ·αµi
−ni

b−p1 · · · b−pl
c−m1 · · · c−mj

|p〉 . (73)

(p ∈M′ , ni ≥ 1 , mi ≥ −1 , pi ≥ 2 , j − l = 1 .) (74)

すでに係数の運動量依存性は落とした。まず物質場のなすHilbert空間を考える。このうち、
スカラー場を考えるのであれば、αµ1

−n1
· · ·αµi

−ni
の部分は時空の足がつぶれている必要がある。

したがって、この部分は αµ
−nα−m,µで生成されてればよいが、実はこの部分は物質場からつ

くられるVirsoro生成子 LX
−nで生成される16:

HX(1)
scalar =

⊕

ni≥1 ,k∈M′
R αµ1

−n1
α−m1,µ1 · · ·αµi

−ni
α−mi,µi

|k〉

=
⊕

ni≥2 ,k∈M′
R LX

−n1
· · ·LX

−ni
|k〉 . (75)

すなわち、スカラー場を表すHilbert空間の物質場の部分は、最高重み状態を |k〉にする物質
場によるCFTのVerma moduleになる、ということができる。
以上の設定の下、H1,H2の物質場の部分は次のように書ける [27]:

HX
1 =

⊕
ni≥2

R LX
−n1

· · ·LX
−ni
|k = 0〉 , (76)

HX
2 =

⊕

ni≥2 ,kµ 6=0

R LX
−n1

· · ·LX
−ni
|k〉 . (77)

すなわち、H1は運動量をもたない状態のなす空間であり、H2は運動量をもつ状態のなす
空間である。この主張が成立することは 2点関数、3点関数の運動量保存則から分かる。す
なわち、運動量をもつ状態の粒子が入射してきたとき、出て行く粒子のうち少なくとも一つ
は運動量をもっている必要があるからである。

これでH1の物質場の部分を具体的に振動子で表示することができた。H1,2 のゴースト部
分Hbc

1,2は時空の足に依らないからH(1)のゴースト部分と同じにしてよい:

Hbc
1,2 = H(1),bc =

⊕

mi≥−1 ,pi≥2 ,j−l=1

R b−p1 · · · b−pl
c−m1 · · · c−mj

|0〉 (78)

この Hilbert空間は、最高重み状態を |c〉として b−pj
c−mj

で生成されているといえるが、実
はこの部分はゴースト場、反ゴースト場からつくられるVirsoro生成子Lbc

−nで生成される17:

(78) =
⊕
ni≥1

R Lbc
−n1

· · ·Lbc
−ni
|c〉 . (79)

16数学的に証明する場合には、自明な包含関係 Span[αµ
−nα−m,µ]n,m=1,2,···|k〉 ⊃ Span[LX

−n]n=2,3,···|k〉がある
ことを利用し、各レベルごとに次元が等しいことを言えばよい。

17数学的に証明する場合には、自明な包含関係 Span[b−nc−m]n=1,2,··· ,m=0,1,···|c〉 ⊃ Span[Lbc
−n]n=1,2,···|c〉が

あることを利用し、各レベルごとに次元が等しいことを言えばよい。
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すなわち、タキオン成分場を係数にもつHilbert空間のゴースト場の部分は、最高重み状態
を |c〉にするゴースト場によるCFTのVerma moduleになる、ということができる。

以上により、タキオン成分場を係数にもつHilbert空間H1が分かった。これをH(1)
univと書

くことにしよう。

H(1)
univ =

⊕
mi≥···m1≥2 ,nj≥···n1≥1

R LX
−mi

· · ·LX
−m1

Lbc
−nj

· · ·Lbc
−n1
|c〉 .18 (80)

すなわち、タキオン成分場を係数にもつHilbert空間は、最高重み状態を |c〉にする全ての
場を含めたCFTのVerma moduleになる、ということができる。この形を導くに当たって、
BCFTの構成物Xµ, b, cを具体的に用いたが、最終的な結果は最高重み状態以外BCFTの構
成物に依っていない。すなわち、この結果はどのようなBCFTにおいても成立する普遍的な
形である。タキオン成分場、それゆえタキオンポテンシャルは、BCFTを構成している物質
場、ゴースト場によらないのである。

18LX,bc
−n をこの順序に並び替えることを数学的に証明したければ、Poincarè-Birkoff-Wittの定理をもちいれ

ばよい。
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3 CSFTにおける∗積
Wittenの開弦の場の理論における ∗積の特徴は、幾何学的には「相互作用点」を開弦の中
点にとることにある。すなわち、開弦の中点によって左部分 (left part)と右部分 (right part)

に分けたとき、二つの弦の相互作用は一方の弦の左部分ともう一方の弦の右部分をくっつけ
る (glue)ことによって表される。一般に作用素OのモードOnの右部分と左部分は次のよう
に定義される:

OR
n =

∫

CR

dzzn−h−1O(z) , OL
n =

∫

CL

dzzn−h−1O(z) . (81)

ここに hは演算子Oの共形次元であり、CRは複素平面では原点から見て単位円周の右側に
ある−iから iまでの部分であり、CLはその左側である。

図 6: 弦の左部分と右部分。二重化のトリックを使っているため下半平面が存在する。

図 7: ∗積の幾何学的意味。∗積の左側にある弦の右部分と ∗積の右側にある弦の左部分を
くっつけて新しい弦ができる。

この図からも見て取れるように ∗積は非可換である。
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3.1 ∗積の計算法
3点関数、∗積の計算は、節 2.2においてCFTを用いて定義したが、実際にはこれと等価

な方法がいくつかある。そのうちの一つが、振動子代数 (oscillator algebra)を用いた方法で
ある (小節 3.1.1)。これは、世界面の理論において相関関数を計算する際、CFTを用いても
振動子代数を用いても等価だったことからうかがえる。その二つの方法において本質的に異
なる点は、CFTによる方法が、一つのHilbert空間をいくつかの共形変換で写像することに
よって弦たちをくっつけていたのに対し、振動子代数による方法は、いくつかのHilbert空
間のコピーを「頂点」なるものでくっつけて弦たちの相互作用を記述している点にある。

いずれにせよ、primaryでないVirasoro descendantの相関関数を直接計算することは、そ
れらのレベルが高くなっていくにしたがって難儀になっていく。しかし、保存則をうまく用
いることで比較的容易にそれらを primary場の相関関数に帰着させられることが分かる (小
節 3.1.2)。これにより、3点関数の計算が簡略化される。

一方、∗積の計算は、相関関数を上半平面から共形変換 z̃ = arctan(z)で移した先 (sliver

frame)で評価する非常に簡略化される (小節 3.1.3)。このことは、3点関数を定義したとき
の共形変換 fi(z)(i = 1, 2, 3)が、sliver座標では affine変換になることからうかがえる。この
siver座標系の特徴として他に挙げられるのは、上半平面上では弦の相互作用点である中点が
iに位置していたのに対し、sliver上ではその点が i∞点になっていることも挙げられる。

図 8: 状態 |φ̃〉を arctanで sliver座標に移したもの。sliver上では弦の中点が i∞点にある。
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3.1.1 振動子代数による方法

異なるHilbert空間たちを貼り合わせる「頂点」なるものを定義する。CSFTにおける相
互作用と関連するのは、3つのHilbert空間たちを貼り合わせる 3弦頂点 (3-string vertex)で
ある。3弦頂点の定義は次で与えられる:

〈V3|A〉(1)|B〉(2)|C〉(3) : = 〈A,B,C〉 .

この方程式を、〈V3|を 3つのHilbert空間の振動子でVock表示して解くことを考える。そ
の際、次のような解の仮定 (ansatz)を置く19。

〈V3| = N (〈c|c0)(3)(〈c|c0)(2)(〈c|c0)(1)

∫
d26p(1)d26p(2)d26p(3)(2π)26δ26(p(1) + p(2) + p(3))

exp
( 3∑

r,s=1

∑
n,m≥0

α(r)
m · N rs

mn α
(s)
n

)
exp

( 3∑
r,s=1

∑
m≥0
n≥1

b(r)m Xrs
mn c

(s)
n

)
.

ここに出てくる未定係数N , N rs
mn, X

rs
mnを (82)におけるA,B,Cに適当な上昇演算子を代入す

ることによって決める。特に、係数N rs
mn, X

rs
mnはNeumann係数と呼ばれる。結果は次のよ

うになる [26]:

N = 〈c1, c1, c1〉 = 〈V3|c1〉(1)|c1〉(2)|c1〉(3) =
39/2

26

N rs
00 =

{
1
2
log |∂f (3)

r (0)| r = s
1
2
log |f (3)

r (0)− f
(3)
r (0)| r 6= s

N rs
0m =

i

4
√

2m

∮
dw

2πi

∂f
(3)
s (w)

wm

1

(f
(3)
r (0)− f

(3)
s (w))

.

N rs
nm =

1

2nm

∮
dz

2πi

∂f
(3)
r (z)

zn

∮
dw

2πi

∂f
(3)
s (w)

wm

1

(f
(3)
r (z)− f

(3)
s (w))2

.

Xrs
mn =

∮
dz

2πi

(∂f
(3)
s (z))2

zn−1

∮
dw

2πi

(∂f
(3)
r (w))−1

wm+2

1

f
(3)
s (z)− f

(3)
r (w)

∏3
I=1(f

(3)
r (w)− f

(3)
I (0))∏3

J=1(f
(3)
s (z)− f

(3)
J (0))

.

同様にして 2つの Hilbert空間を貼り合わせる 2弦頂点 (2-string vertex)についても求ま
る。結果だけ書いておくと次のようになる:

〈V2|A〉(1)|B〉(2) : = 〈A,B〉 .
〈V2| =

∫
d26p(1)d26p(2)

(〈c; p|(1)〈c; p|(2)) (c
(1)
0 + c

(2)
0 )δ26(p(1) + p(2))

exp

(
−

∞∑
n=1

(−1)n

[
1

n
α(1)

n · α(2)
n + c(1)n b(2)n + c(2)n b(1)n

])
.

19この”Gaussian ansatz”は、〈V3|が満たすべき保存則 (100)などから考えると自然である。
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3.1.2 保存則による方法

この小節ではWard-Takahashi恒等式 (W-T identity)が保存則を導き、それにより ∗積や
3点関数の計算に役立つことを示す [28]。基本となるW-T恒等式を確認する:

〈
∮

C
j(z)dz · · · 〉 = 0 . (82)

ただし、· · · には作用素が挿入されていることを表す。また、j(z)dzは、作用素が挿入され
ている点を除いて正則な大域 1形式 (global 1-form)もしくは大域カレント (global current)

とし、積分路 Cは挿入されている場所をすべて囲む閉路とする。

図 9: Ward-Takahashi恒等式における積分路は挿入されている点をすべて囲む閉路とする。
二重化のトリックを使っているため下半平面が存在する。

この主張は、もともとあった Cの位置から無限遠点まで j(z)は正則であるので、積分路を
無限遠点に縮小 (deform)していくと最終的につぶれて 0になることからしたがう。

具体的にこの定理を SFTの 3点関数に対して適用して

〈
∮

C
j(z)dzf1 ◦ Φ1(0)f2 ◦ Φ2(0)f3 ◦ Φ3(0) 〉 = 0 (83)

を得る。今、簡単のため fi = f
(3)
i と書いた。j(z)dzは挿入点 f1(0) = −√3, f2(0) = 0, f3(0) =√

3を除き正則な大域カレントとする。3点関数は小節 3.1.1において 3弦頂点を用いても書
けたから、このW-T恒等式は以下のようにも書ける:

〈V3|
∮

C
j(z)dz = 0 . (84)

SFTにおいて現れる場は BCFTにおける場、すなわち、stress tensorT (z)、ゴースト場
c(z)、反ゴースト場 b(z)である。これらを用いて大域カレントを作るには、stress tensorT (z)

と反ゴースト場 b(z)に対してはこれらの共形次元が 2であることから、挿入点を除いて正則
な大域ベクトル場 v(z)を用意して

j(z) = T (z)v(z) or b(z)v(z) (85)
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図 10: Ward-Takahashi恒等式を SFTの 3点関数に適用した図。積分路は挿入されている点
−√3, 0,

√
3をすべて囲む。

とし、ゴースト場 c(z)に対しては共形次元が−1であることから、挿入点を除いて正則な大
域 2次微分 (global quadratic differential)q(z)を用意して

j(z) = c(z)q(z) (86)

とすればよい。
以下、具体的に中心電荷がある場合の stress tensorに適用する。

〈
∮

C

dz

2πi
T (z)v(z)f1 ◦ Φ1(0)f2 ◦ Φ2(0)f3 ◦ Φ3(0) 〉 = 0 . (87)

ただし、v(z)は挿入点 f1(0), f2(0), f3(0)を除き正則な大域ベクトル場とする。
左辺の積分を評価するため、積分路 Cを挿入点 f1(0), f2(0), f3(0)近くの閉路 Ci, (i = 1, 2, 3)

に分解する:

C = C1 + C2 + C3　 . (88)

このとき、(87)の左辺は

〈
∮

C1

dz

2πi
T (z)v(z)f1 ◦ Φ1(0)f2 ◦ Φ2(0)f3 ◦ Φ3(0) 〉

+〈 f1 ◦ Φ1(0)

∮

C2

dz

2πi
T (z)v(z)f2 ◦ Φ2(0)f3 ◦ Φ3(0) 〉

+〈 f1 ◦ Φ1(0)f2 ◦ Φ2(0)

∮

C3

dz

2πi
T (z)v(z)f3 ◦ Φ3(0) 〉 (89)

となる。この各項の積分を評価していく:
∮

Ci

dz

2πi
T (z)v(z)fi ◦ Φi(0) = fi ◦ (

∮

Ci

dz

2πi
f−1

i ◦ T (z)v(z)
dz

2πi
Φi(0)) (90)

(322)により、

f−1
i ◦ T (z)v(z) =

(
df−1

i (z)

dz

)
v(i)(f−1

i (z))[T (f−1
i (z))− c

12
S(z, f−1

i (z))] (91)
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であるから、局所座標 zi = f−1
i (z)を導入すると

(91) =

(
dzi

dz

)
v(i)(zi)[T

(i)(zi)− c

12
S(fi(zi), zi)] . (92)

となる。Sは Schwarz微分であって、今の場合、

S(fi, zi) = −10

9

1

(1 + z2
i )

2
= −10

9
+

20

9
z2

i −
10

3
z4

i +
40

9
z6

i + · · · , i = 1, 2, 3. (93)

となる。Schwarz微分 Sが iに依存しないのは、(28)により fi(zi)たちが SL(2, R)変換で移
り合うことと整合的である。この座標変換により、積分路 Ciは変更を受けるが、変換 f−1

i は
挿入点近傍の局所双正則同相 (local biholomorphism)なので、 積分路 Ciを fi(0)まわりで十
分小さくとっておけば、変換後の積分路は zi = 0まわりの小さな閉路になる。したがって、

K(i): =

∮

0

dzi

2πi
v(i)(zi)[T

(i)(zi)− c

12
S(fi(zi), zi)] . (94)

と置くと、(89) は

(89) = 〈 f1 ◦K(1)Φ1(0)f2 ◦ Φ2(0)f3 ◦ Φ3(0) 〉+ 〈 f1 ◦ Φ1(0)f2 ◦K(2)Φ2(0)f3 ◦ Φ3(0) 〉
+〈 f1 ◦ Φ1(0)f2 ◦ Φ2(0)f3 ◦K(3)Φ3(0) 〉 (95)

= 〈K(1)Φ1,Φ2,Φ3 〉+ 〈Φ1, K
(2)Φ2,Φ3 〉+ 〈Φ1,Φ2, K

(3)Φ3 〉 (96)

= 〈Φ1, K
?Φ2 ∗ Φ3 〉+ 〈Φ1, KΦ2 ∗ Φ3 〉+ 〈Φ1,Φ2 ∗KΦ3 〉 (97)

= 〈V3|(K(1) +K(2) +K(3))|Φ1,Φ2,Φ3〉 (98)

となる。(87)によりこれは 0になるので、次のVirasoro保存則が導かれる:

〈K(1)Φ1,Φ2,Φ3 〉+ 〈Φ1, K
(2)Φ2,Φ3 〉+ 〈Φ1,Φ2, K

(3)Φ3 〉 = 0 . (99)

これは任意のΦ1,Φ2,Φ3で成り立つ。したがって、次のようにも書ける:

K?(Φ2 ∗ Φ3) +KΦ2 ∗ Φ3 + Φ2 ∗KΦ3 = 0 . (100)

〈V3|(K(1) +K(2) +K(3)) = 0 . (101)

Virasoro保存則が 3点関数の計算に役立つことを示す。条件を満たす大域ベクトル場 v(z)

が局所座標で表したとき次のように取れたとしよう:

v(1)(z1) =
∑
n≥0

v(2)
n zn+1

1 .

v(2)(z2) = z−k+1
2 +

∑
n≥0

v(2)
n zn+1

2 . k ∈ N

v(3)(z3) =
∑
n≥0

v(3)
n zn+1

3 . (102)
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このときのK(i)をそれぞれ求めると、

K(1) =
∑
n≥0

v(1)
n L(1)

n − c

12
Res

(
v(1)(z1)S(f1(z1), z1)

)
.

K(2) = L
(2)
−k +

∑
n≥0

v(2)
n L(2)

n − c

12
Res

(
v(2)(z2)S(f2(z2), z2)

)
.

K(3) =
∑
n≥0

v(3)
n L(3)

n − c

12
Res

(
v(3)(z3)S(f3(z3), z3)

)
. (103)

となる。この結果を (99)に代入すると以下の結果を得る:

〈Φ1, L
(2)
−kΦ2,Φ3 〉 = −

∑
n≥0

〈 v(1)
n L(1)

n Φ1,Φ2,Φ3 〉 −
∑
n≥0

〈Φ1, v
(2)
n L(2)

n Φ2,Φ3 〉

−
∑
n≥0

〈Φ1,Φ2, v
(3)
n L(3)

n Φ3 〉+ (cに比例する項) . (104)

今、3点関数の循環性により相関関数の第 1番目や第 3番目に書かれている弦の場を第 2

番目にもってこれる。したがってこの操作を繰り返すことによりVirasoro descendantの 3点
関数を primary場の 3点関数に帰着させることができる。
具体的にベクトル場を

v1(z) = −2

9
(z2 − 3) (105)

v2(z) = − 4

27

z2 − 3

z
(106)

のように取ったとすると、極は挿入点のみであり、他では正則である。∞点での正則性を確
かめるには、limz→∞ v(z)/z2 < ∞を満たすかどうか調べればよいが、明らかにこの条件を
満たす。よって、この v(z)は条件を満たすベクトル場である。これを局所座標で表せば20、
v1(z)の方は

v
(1)
1 (z1) = − 4

3
√

3
z1 +

8

27
z1

2 − 40

81
√

3
z1

3 +
40

729
z1

4 +
104

729
√

3
z1

5 +O
(
z1

6
)

v
(2)
1 (z2) = 1 +

11

27
z2

2 − 80

729
z2

4 +
1136

19683
z2

6 +O
(
z2

8
)

v
(3)
1 (z3) =

4

3
√

3
z3 +

8

27
z3

2 +
40

81
√

3
z3

3 +
40

729
z3

4 − 104

729
√

3
z3

5 +O
(
z3

6
)

(107)

となって、v2(z)の方は

v
(1)
2 (z1) = − 8

27
z1 − 80

81
√

3
z2
1 −

112

243
z3
1 −

304

729
√

3
z4
1 −

400

19683
z5
1 +O(z6

1)

v
(2)
2 (z2) = z−1

2 +
16

27
z2 − 19

243
z3
2 +

800

19683
z5
2 +O(z6

2)

v
(3)
2 (z3) = − 8

27
z3 +

80

81
√

3
z2
3 −

112

243
z3
3 +

304

729
√

3
z4
3 −

400

19683
z5
3 +O(z6

3) (108)

20以下の計算の一部はMathmaticaを用いている。
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と書ける。これを、系 104に適用して次を得る:

〈Φ1, L
(2)
−1Φ2,Φ3〉 =

〈
( 4

3
√

3
L0 − 8

27
L1 +

40

81
√

3
L2 − 40

729
L3 − 104

729
√

3
L4 + · · ·

)(1)

Φ1,Φ2,Φ3 〉

+〈Φ1,
(
−11

27
L1 +

80

729
L3 − 1136

19683
L5 + · · ·

)(2)

Φ2,Φ3 〉

+〈Φ1,Φ2,
(
− 4

3
√

3
L0 − 8

27
L1 − 40

81
√

3
L2 − 40

729
L3 +

104

729
√

3
L4 + · · ·

)(3)

Φ3 〉 (109)

〈Φ1, L
(2)
−2Φ2,Φ3〉 =

〈
( 8

27
L0 − 80

81
√

3
L1 +

112

243
L2 − 304

729
√

3
L3 +

400

19683
L4 + · · ·

)(1)

Φ1,Φ2,Φ3 〉

+〈Φ1,
(
− 5

54
c − 16

27
L0 +

19

243
L2 − 800

19683
L4 + · · ·

)(2)

Φ2,Φ3 〉

+〈Φ1,Φ2,
( 8

27
L0 +

80

81
√

3
L1 +

112

243
L2 +

304

729
√

3
L3 +

400

19683
L4 + · · ·

)(3)

Φ3 〉 (110)

これを用いると、〈LX
−2c−1, c1, c1〉のようなタキオン解に現れる 3点関数はすぐに計算でき

る。まず、相関関数を物質場のものとゴースト場のものに分離する:

〈c1, LX
−2c−1, c1〉 = 〈1, LX

−21,1〉X〈 c1, c−1, c1 〉bc (111)

物質場の相関関数は、(110)により、

〈1, LX
−21,1〉 = − 5

54
cX (112)

となる。cX は物質場における CFTの中心電荷で値は 26である。一方、ゴースト場の相関
関数は、まず上昇演算子である c−1をVirasoro descendantの形で表す:

c−1|0〉 =
1

2
L2
−1c1|0〉 (113)

これにより、(109)を用いて、

〈 c1, c−1, c1 〉 =
1

2

[
〈 c1,−11

27
L1L−1c1, c1 〉

+ 〈 4

3
√

3
L0c1, L−1c1, c1 〉+ 〈 c1, L−1c1,− 4

3
√

3
L0c1 〉

]

=
1

2

(
−11

27

)
〈 c1, 2L0c1, c1 〉

=
11

27
〈 c1, c1, c1 〉 (114)

となる。二つをかければ (111)が求まって、次のようになる:

〈c1, LX
−2c−1, c1〉 = − 55

1458
cX 〈 c1, c1, c1 〉 (115)
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一方、ベクトル場 v
(i)
n (zi)を次のように選んだとする:

v(i)
n (zi) = zn+1

i + (−zi)
−n+1 . (116)

すると、このベクトル場は、各 local patchで貼り合って大域ベクトル場になる。というの
も、各 local patchは zizj = −1, i 6= jで張り合っているので21、v(i)

n (zi) = v
(j)
n (zj)

dzi

dzj
を満たす

ことをいえばよいが、これは簡単な計算で分かる。またこのベクトル場を大域座標で表した
とき、∞点での正則性は limz→∞ v(z)/z2 <∞と等価であるが、これはどこかの局所座標で
書き直すことにより分かる。したがって、このベクトル場は条件を満たす。このとき、K(i)

は (117)より
K(i) = L(i)

n − (−)nL
(i)
−n = :K(i)

n (117)

となる。K(i)?
n = −K(i)

n であることに注意すると、(100)により次の結果を得る:

Kn(Φ ∗Ψ) = KnΦ ∗Ψ + Φ ∗KnΨ . (118)

これはKnが ∗積の微分演算子であることを意味している。

以上の結果は、途中の結果 (115)を除き、中心電荷を 0にして、反ゴースト場 b(z)に対し
ても全く同様の計算で成立する。一部結果を書いておく。

まずVirsoro保存則に対応して反ゴースト保存則が導かれる:

B(i) =

∮

0

dzi

2πi
v(i)(zi)b

(i)(zi) . (119)

に対し、次の式が成立する。ただし、(−)Φ1 = (−1)GΦ1 とする。

〈B(1)Φ1,Φ2,Φ3 〉+ (−)Φ1〈Φ1, B
(2)Φ2,Φ3 〉+ (−)Φ1+Φ2〈Φ1,Φ2, B

(3)Φ3 〉 = 0 . (120)

Bnを
Bn : = bn − (−)nb−n . (121)

で定義すると ∗積の微分演算子になる:

Bn(Φ ∗Ψ) = BnΦ ∗Ψ + (−)ΦΦ ∗BnΨ . (122)

ゴースト場 c(z)については、stress tensorT (z)であったところを c(z)に、大域ベクトル場
v(z)であったところを正則 2次微分 q(z)に置き換えるだけで同じ議論ができる。結果を一部
書いておくとまずVirsoro保存則に対応してゴースト保存則が導かれる:

C(i) =

∮

0

dzi

2πi
q(i)(zi)c

(i)(zi) . (123)

21このことは GGRTからも分かる。
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に対し、次の式が成立する。

〈C(1)Φ1,Φ2,Φ3 〉+ (−)Φ1〈Φ1, C
(2)Φ2,Φ3 〉+ (−)Φ1+Φ2〈Φ1,Φ2, C

(3)Φ3 〉 = 0 .

C(1) ? (Φ2 ∗ Φ3) +
(
C(2)Φ2

) ∗ Φ3 + (−)Φ2Φ2 ∗ C(3)Φ3 = 0 .

具体的に正則 2次微分を

q1(z) = −9
√

3

2
z−1(z +

√
3)−3 (124)

q2(z) = −9
√

3 (z −
√

3)−1(z +
√

3)−3 (125)

のように取ったとすると、極は挿入点のみであり、他では正則である。∞点での正則性を確
かめるには、limz→∞ v(z)/z4 < ∞を満たすかどうか調べればよいが、明らかにこの条件を
満たす。よって、この q(z)は条件を満たす正則 2次微分である。これを局所座標で表せば、
q1(z)の方は、

q
(1)
1 (z1) = − 27

16z3
− 3

√
3

8z2
+

11

16z
+

2

3
√

3
− 5z

9
− 44z2

81
√

3
+

355z3

729
+ · · ·

q
(2)
1 (z2) =

1

z
− 2√

3
− z

27
+

100z2

81
√

3
+

13z3

729
+ · · ·

q
(3)
1 (z3) =

4

3
√

3
+

16z

27
− 56z2

81
√

3
− 368z3

729
+ · · · (126)

となって、q2(z)の方は、

q
(1)
2 (z1) = − 27

16z3
+

3
√

3

8z2
+

11

16z
− 2

3
√

3
− 5z

9
+

44z2

81
√

3
+

355z3

729
+ · · ·

q
(2)
2 (z2) = − 4

3
√

3
+

16z

27
+

56z2

81
√

3
− 368z3

729
+ · · ·

q
(3)
2 (z3) =

1

z
+

2√
3
− z

27
− 100z2

81
√

3
+

13z3

729
+ · · · (127)

と書ける。これをゴースト保存則に適用して次を得る:

−
(
−27

16
c−1 − 3

√
3

8
c0 +

11

16
c1 +

2

3
√

3
c2 − 5

9
c3 + · · ·

)?

(Φ2 ∗ Φ3)

=

(
c1 − 2√

3
c2 − 1

27
c3 + · · ·Φ2

)
∗ Φ3 + (−)Φ2Φ2 ∗

( 4

3
√

3
c2 +

16

27
c3 + · · ·

)
Φ3 .

−
(
−27

16
c−1 +

3
√

3

8
c0 +

11

16
c1 − 2

3
√

3
c2 − 5

9
c3 + · · ·

)?

(Φ2 ∗ Φ3)

=

(
− 4

3
√

3
c2 +

16

27
c3 + · · ·Φ2

)
∗ Φ3 + (−)Φ2Φ2 ∗

(
c1 +

2√
3
c2 − 1

27
c3 + · · ·

)
Φ3 .

これを用いると、|0〉 ∗ c1|0〉や c1|0〉 ∗ c1|0〉のような状態を |0〉 ∗ |0〉 に振動子が作用してい
るような状態に書き直せる。具体的には、(128)のΦ2,Φ3に |0〉 を代入すれば、

|0〉∗c1|0〉 =
(27

16
c1+

3
√

3

8
c0− 11

16
c−1− 2

3
√

3
c−2+

5

9
c−3+

44

81
√

3
c−4+ · · ·

)
(|0〉∗c1|0〉) (128)
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が導かれる。また (128)のΦ2,Φ3に |0〉, |c〉を代入すれば、

c1|0〉 ∗ c1|0〉 =
(27

16
c1 +

3
√

3

8
c0 − 11

16
c−1 − 2

3
√

3
c−2 +

5

9
c−3 +

44

81
√

3
c−4 + · · ·

)
(|0〉 ∗ c1|0〉)

となり、さらに (128)を用いれば

c1|0〉 ∗ c1|0〉 =
81
√

3

64

(
c0 − 16

27
c−2 +

352

729
c−4 + · · ·

)

(
c1 − 11

27
c−1 +

80

243
c−3 + · · ·

)(|0〉 ∗ |0〉) . (129)

を得る。

正則 2次微分 q
(i)
n (zi)を次のように選んだとする:

q(i)
n (zi) = zn−2

i + (−)nz−n−2
i . (130)

すると、この正則 2次微分は、各 local patchで張り合って大域正則 2次微分になる。各 local

patchは zizj = −1, i 6= jで貼り合っているから、q(i)
n (zi) = q

(j)
n (zj)

(
dzj

dzi

)2

を満たすことをい
えばよいが、これは簡単な計算で分かる。またこの正則 2次微分を大域座標で表したとき、
∞点での正則性は limz→∞ q(z)z4 <∞と等価であるが、これはどこかの局所座標で書き直し
てしまえばすぐに分かる。したがって、この正則 2次微分は条件を満たして、反ゴースト場
b(z)の時と同様、

C(i)
n : = c(i)n + (−)nc

(i)
−n (131)

は ∗積に対する微分となる:

Cn(Φ ∗Ψ) = CnΦ ∗Ψ + (−)ΦΦ ∗ CnΨ . (132)

特に n = 0の場合、C0 = 2c0となるので、c0は微分演算子になる。
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3.1.3 sliver座標による方法

∗積の計算は、後に sliver座標と呼ぶ座標に移って評価すると簡単になる [13]。３点関数
〈φ1, φ2, φ3 〉 は (19)より

〈φ1, φ2, φ3 〉 = 〈 f (3)
1 ◦ φ1(0) f

(3)
2 ◦ φ2(0) f

(3)
3 ◦ φ3(0) 〉UHP (133)

であった。ここに、f (3)
i は

f
(3)
1 (z) = tan

(
−1

3
π +

2

3
arctan(z)

)

f
(3)
2 (z) = tan

(
2

3
arctan(z)

)
= : f (3)(z) (134)

f
(3)
3 (z) = tan

(
1

3
π +

2

3
arctan(z)

)

であり、相関関数の右下についている添え字はどこの空間で相関関数を評価しているかを明
示するために書いている。相関関数を上半平面上から f (∞)(z) : = arctan(z)で移した、円周
π、高さ無限大の円筒 Cπ上で評価すると、

(133) = 〈 f̃1 ◦ f (∞) ◦ φ1(0) f̃2 ◦ f (∞) ◦ φ2(0) f̃3 ◦ f (∞) ◦ φ3(0) 〉Cπ (135)

となる。ただし、f̃iは sliver座標 z̃ = f (∞)(z)で fiを評価したもので、

f̃
(3)
1 (z̃) = −1

3
π +

2

3
z̃

f̃
(3)
2 (z̃) =

2

3
z̃ = : f̃ (3)(z̃) (136)

f̃
(3)
3 (z̃) =

1

3
π +

2

3
z̃

となる。これは sliver上の affine変換である。これにより、

φ̃i : = tan ◦φi (137)

とおくと、
〈 φ̃1 , φ̃2 , φ̃3 〉 = 〈 f̃ (3)

1 ◦ φ1(0) f̃
(3)
2 ◦ φ2(0) f̃

(3)
3 ◦ φ3(0) 〉Cπ (138)

である。計算を進めて、

〈 φ̃1 , φ̃2 , φ̃3 〉 = 〈φ1

(
−π

2

)
φ2 (0) φ3

(π
2

)
〉C 3π

2

(139)

を得る。
以上の計算はすべて CFTによって行ったが、SL(2,R)真空 |0〉を用いて表示すると計算
途中に 〈0|Uf (3) のような状態が現れる。このような状態を、この場合はとくに 〈3|とかき、
くさび状態(wedge state)と呼ぶことにする。一般には次のように定義する:

〈r| : = 〈0|Uf (r) , f (r)(z) = tan

(
2

r
arctan(z)

)
(140)
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くさび状態の詳しい性質とその重要性はおいおい判明する。
(139)において、作用素を sliver上で−π

4
だけ平行移動して22全体を 2

3
倍縮小すると、

(139) = 〈 f̃ (3) ◦ φ1

(
−3π

4

)
f̃ (3) ◦ φ2

(
−π

4

)
f̃ (3) ◦ φ3

(π
4

)
〉Cπ (141)

反転は sliver座標で Ĩ(z̃) = z̃− π
2
と書けることに注意して、上半平面上の相関関数に戻すと、

(141) = 〈 I ◦ f (3) ◦ φ̃1(0) f (3) ◦ φ2

(
−π

4

)
f (3) ◦ φ̃3

(π
4

)
〉UHP

= 〈 f (3) ◦ φ̃1 , f
(3) ◦ φ2

(
−π

4

)
f (3) ◦ φ̃3

(π
4

)
〉

= 〈 φ̃1 , U
?
3U3φ2

(
−π

4

)
φ̃3

(π
4

)
〉 (142)

と２点関数の表示になる。ただし、U3|0〉 = |0〉, 〈0|U?
3 = 〈0|を用いた。したがって、(138)は

(27)より ∗積を用いて
〈 φ̃1 , φ̃2 , φ̃3 〉 = 〈 φ̃1 , φ̃2 ∗ φ̃3 〉 (143)

とかけるので、(142)の結果と合わせて次が示された:

φ̃2 ∗ φ̃3 (0) = U?
3U3 φ̃2

(
−π

4

)
φ̃3

(π
4

)
(144)

|φ̃2〉 ∗ |φ̃3〉 = U?
3U3 φ̃2

(
−π

4

)
φ̃3

(π
4

)
|0〉 (145)

上は頂点作用素表示、下は状態表示である23。
弦の左部分と右部分の計算に関する規則は次のようにまとめられる:

L̃L
−1 (Φ1 ∗ Φ2) =

(
L̃L
−1Φ1

)
∗ Φ2

L̃R
−1 (Φ1 ∗ Φ2) = Φ1 ∗

(
L̃R
−1Φ2

)
(146)

(
L̃R
−1Φ1

)
∗ Φ2 = −Φ1 ∗

(
L̃L
−1Φ2

)

これらの式が成立することは、図 3より見て取れる。
ここで後の解析解の構成で必要となる次の補題を証明しておく:

補題 3.1 L̃0Φ = L̃0Ψ = 0となるΦ,Ψに対し次が成立する:

L̃0 (Φ ∗Ψ) =
(π

2

)
Φ ∗ L̃L

−1Ψ . (147)

証明は以下の通りである。まず作用素D := L̃0− L̃?
0は ∗積に対する微分演算子となる。と

いうのも (345)を用いることによりDを Lnで表すと、

D = 2
∞∑

k=1

(−1)k+1

(2k − 1)(2k + 1)
(L2k − L−2k) . (148)

22sliver上での平行移動は上半平面上では SL(2,R)変換なので、この変換の下に相関関数は不変である。
23より複雑な ∗積の公式を知りたければ [13]が参考になる。
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となる。さらに (117)を用いて

= 2
∞∑

k=1

(−1)k+1

(2k − 1)(2k + 1)
K2k (149)

となるが、各K2kは ∗積にたいする微分演算子であるからである。
一方、(362)を利用することで L̃0はD, L̃R

−1, L̃
L
−1を用いて書くことができる:

L̃0 = −L̃?
0 +

π

2
(L̃R

−1 − L̃L
−1)

= −L̃0 +D +
π

2
(L̃R

−1 − L̃L
−1)

=
1

2
D +

π

4
(L̃R

−1 − L̃L
−1) . (150)

これを (3.1)の右辺に代入すると、

L̃0 (Φ ∗Ψ) =

(
1

2
D +

π

4
(L̃R

−1 − L̃L
−1)

)
(Φ ∗Ψ) (151)

となる。第一項に出てくるD (Φ ∗Ψ)を計算すると、Dは微分演算子であるから

D (Φ ∗Ψ) = (DΦ) ∗Ψ + Φ ∗ (DΨ) (152)

である。仮定 L̃0Φ = L̃0Ψ = 0より、

=
(
(−L̃0 − L̃?

0)Φ
)
∗Ψ + Φ ∗ (−L̃0 − L̃?

0) (Ψ)

= −
(π

2
(L̃R

−1 − L̃L
−1)Φ

)
∗Ψ− Φ ∗

(π
2
(L̃R

−1 − L̃L
−1)Ψ

)
(153)

となる。これを (151)に代入し、(146)を用いれば

(151) =
(π

2

)
Φ ∗ L̃L

−1Ψ (154)

を得る。これにより補題 (3.1)が示された。

以上の結果は、同様の計算でLを bに取り替えても成立する。ただし、反ゴースト場と弦
の場を入れ替えるときに符号がでることに注意する。

b̃L−1 (Φ1 ∗ Φ2) =
(
b̃L−1Φ1

)
∗ Φ2,

b̃R−1 (Φ1 ∗ Φ2) = (−)Φ1Φ1 ∗
(
b̃R−1Φ2

)
, (155)

(
b̃R−1Φ1

)
∗ Φ2 = −(−)Φ1Φ1 ∗

(
b̃L−1Φ2

)

補題 3.2 b̃0Φ = b̃0Ψ = 0となるΦ,Ψに対し次が成立する:

b̃0 (Φ ∗Ψ) = (−)Φ1

(π
2

)
Φ ∗ b̃L−1Ψ . (156)
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3.2 ∗積の部分代数空間
本節ではいくつか知られている ∗積における部分代数空間 (普遍部分空間 (小節 3.2.1)、表

面状態空間 (小節 3.2.2)、くさび状態空間 (小節 3.2.3))を調べる。
特に、くさび状態空間については後の解析解の構成で重要となる部分空間である。

3.2.1 普遍部分空間

節 2.4に現れた空間H(1)
univにゴースト数 1の条件を除いた空間

Huniv ≡
⊕

ji≥2,ki≥2,li≥−1

R LX
−j1

. . . LX
−jp

b−k1 . . . b−kq c−l1 . . . c−lr |0〉 (157)

は ∗積の部分代数空間になる:

Huniv ∗ Huniv ⊆ Huniv . (158)

証明には小節 3.1.2で得られた種々の保存則を利用する。まずHunivに属する二つの元
∑

LX
−j1

. . . LX
−jp

b−k1 . . . b−kq c−l1 . . . c−lr |0〉∑
LX
−j′1

. . . LX
−j′

p′
b−k′1 . . . b−k′

q′
c−l′1 . . . c−l′

r′
|0〉

をとってきてその ∗積を考える:
∑

LX
−j1

. . . LX
−jp

b−k1 . . . b−kq c−l1 . . . c−lr |0〉 ∗
∑

LX
−j′1

. . . LX
−j′

p′
b−k′1 . . . b−k′

q′
c−l′1 . . . c−l′

r′
|0〉

Virasoro保存則と反ゴースト保存則を用いることにより、ここに現れている LX
−jp
や b−kq と

いった振動子を ∗積をとった後に作用する LX
−j′′

p′′
や b−k′′

q′′
として実現できる:

=
∑

LX
−j′′1

. . . LX
−j′′

p′′
b−k′′1 . . . b−k′′

q′′
(
∑

c−l1 . . . c−lr |0〉 ∗
∑

c−l′1 . . . c−l′
r′
|0〉 .

さらにゴースト保存則を用いることによりここに現れている c0, c−1, c−2, · · · といった振動子
を ∗積をとった後に作用する c0, c−1, c−2, · · · として実現できる:

=
∑

LX
−j′′1

. . . LX
−j′′

p′′
b−k′′1 . . . b−k′′

q′′
c−l′′1 . . . c−l′′

r′′
|X〉 . (159)

ここに、|X〉は |0〉に c1が作用していたかしていなかったかで次の 4通りある:

|X〉 = |0〉 ∗ |0〉 , c1|0〉 ∗ |0〉 , |0〉 ∗ c1|0〉 or c1|0〉 ∗ c1|0〉 . (160)

これらは (128)、(129)により |0〉 ∗ |0〉に c1, c0, c−1, c−2, · · · が作用しているものとして実現で
きる:

|X〉 =
∑

c−m1 . . . c−ms (|0〉 ∗ |0〉) . (161)

最後に残った |0〉 ∗ |0〉については、後の小節 3.2.3で導く結果である (171)を用いれば |0〉に
LX
−jp
や Lbc

−kq
が作用しているものとして実現できる:

|0〉 ∗ |0〉 =
∑

LX
−i1

. . . LX
−ip L

bc
−k1

. . . Lbc
−kq
|0〉 (162)
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したがって、
(159) =

∑
LX
−J1

. . . LX
−JP

b−K1 . . . b−KQ
c−L1 . . . c−LR

|0〉 . (163)

となるので、これはHunivに属する24。したがって、主張が示された。

今、Hunivを次数ごとに分解する:

Huniv =
⊕
n∈Z

H(n)
univ . (164)

このとき、次数 0の部分H(0)
univは (158)よりHunivの部分代数空間になる25。

よりいっそう小さい普遍部分空間として、CFT全体の場で作られるVirsoro生成子L−jで
生成される次数 0の空間

H(0)(L) ≡
⊕
ji≥2

R L−j1 . . . L−jp |0〉 (165)

はH(0)
univの部分代数空間になる。証明はVirsoro保存則を用いてHunivで証明したときと同じ

ようにやればよい。

24無限和もHuniv に含まれているとしている。
25より強くHuniv のイデアルであると言える。
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3.2.2 表面状態空間

共形変換 f を何か取ってきたとき補遺BでやったようなUf が存在する場合がある。この
とき次のような状態

|f〉 : = U?
f |0〉 (166)

を共形変換 f の表面状態(surface state)と呼ぶ。

表面状態を二つ |f〉, |g〉と取ってきたとき、それらの ∗積がまた共形変換 f, gによって定ま
る表面状態 |f ∗ g〉になることがGGRTによって保証される。したがって、表面状態空間

Hsurf = [ |f〉 | f は共形変換] (167)

は ∗積の部分代数空間になる。
小節3.2.1で現れた部分代数空間との関係で言えば表面状態空間は一番小さい空間でH(0)(L)

に含まれる。
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3.2.3 くさび状態空間

小節 3.1.3で出てきたくさび状態をもう一度書くと、

|r〉 = U?
r |0〉 (168)

であった。Ur|0〉 = |0〉を用いると、

(168) = U?
rUr|0〉 (169)

となるが、ここで (357)と L̃−1|0〉 =
(
L̃R
−1 + L̃L

−1

)
|0〉 = 0を用いると、

|r〉 = e(r−2)(π
2 )L̃L

−1|0〉 (170)

が示される。
これを通常のVirasoro生成子 Lnで展開すれば

|r〉 = exp
(
−r

2 − 4

3r2
L−2 +

r4 − 16

30r4
L−4 − (r2 − 4)(176 + 128r2 + 11r4)

1890r6
L−6 + · · ·

)
|0〉 (171)

のようになる。計算にはMathmaticaを用いた。

この式の形から明らかに、
|r〉 ∗ |s〉 = |r + s− 1〉 (172)

となる。これを図示すると図 11のようになる。

図 11: |r〉 ∗ |s〉 = |r + s− 1〉を図示したもの。

したがってくさび状態空間Hwedge = [ |r〉 | r ≥ 1] は可換部分代数をなす26。
以前の小節で現れた部分代数空間との関係で言えばくさび状態空間は一番小さい空間で表
面状態空間Hsurfに含まれる。特に、|1〉はこの空間の単位元となる。これを恒等状態(identity

state)と呼ぶ。

この恒等状態 |1〉はすべての弦の状態 (∈ H)に対して ∗積の単位元として振る舞うだろう
か。この答えは否定的であることが知られている。このことをRastelli-Zwiebach[28]にした
がって保存則を用いて議論する。

26rが 1より小さいところでもくさび状態は形式的に定義できるかもしれないが、そのようなくさび状態が
Virasoro生成子で表示できて状態として意味を持つかどうかは分からない。

39



まずW-T恒等式と同様の議論で

〈0|
∮

C

dz j(z) = 0 (173)

が、挿入点を除いて大域的に正則なカレント j(z)に対して言える。この方程式を、恒等状態
をつくる共形変換 (16)で写像することによって恒等状態に対するW-T恒等式

〈1|
∮

C

dz′ j′(z′) = 0 (174)

を得る。ただし、j′(z′)は大域カレント j(z)を局所座標 z′ = (f 360◦)−1(z)で表した局所カレ
ントとし、カレントには量子異常がないとしている。
このカレントとしてまず (86)を選んだとすると、

〈1|
∮

C

q′(z′)c′(z′) = 0 (175)

が言える。ただし、q′(z′)は正則２次微分 q(z)を局所座標 z′で表した局所正則 2次微分とし、
q(z)は挿入点を除いて大域的に正則であるとする。
今、この大域正則 2次微分として

q(z) = z−n (176)

を選んできたとしよう27。大域的に正則であるためには n ≥ 4であれば十分である。n = 4

のときのこのカレントの局所表示は

q′(z′) =
(1 + z′2)2

2z′4
(177)

となる。これを (175)に代入すれば

〈1| c0 +
1

2
(c2 + c−2) = 0 (178)

が成立し、さらにこの両辺BPZ共役をとれば

c0 +
1

2
(c2 + c−2)|1〉 = 0 (179)

を得る。
さて、任意の状態として |A〉を取ってきたとき、恒等状態 |1〉がこの状態に対し左から恒

等的に作用するとすると、
|1〉 ∗ |A〉 = |A〉 (180)

である。両辺に c0を作用させれば、これが (132)より微分作用素であることから

(c0|1〉) ∗ |A〉+ |1〉 ∗ (c0|A〉) = c0|A〉 (181)

となる。 いま、恒等状態が状態 (c0|A〉)に対しても左から恒等的に作用するとすると、

(c0|1〉) ∗ |A〉 = 0 (182)
27以前用いた局所カレント q′(z′) = z′n−2 + (−)nz′−n−2 は z = iで正則性の条件を満たさない。
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となる。ここで、状態 |A〉として特に恒等状態をもってきたとする。恒等状態が状態 (c0|1〉)
に対して右から恒等的に作用するとすると、

c0|1〉 = 0 (183)

となり、これは明らかに (179)に矛盾している。
したがって、恒等状態はすべての状態に対し恒等的に作用するとは限らない。

他方、このカレントとして (85)を選んだとすると、

〈1|
∮

C

v′(z′)T ′(z′) = 0 (184)

が導かれる。ただし、v′(z′)は正則ベクトル場 v(z)を局所座標 z′で表した局所正則ベクトル
場とし、v(z)は挿入点を除いて大域的に正則であるとする。
以前 stress tensorT (z)保存則を導く際に用いた (116)を参考にすると、

v′(z′) = z′n+1 + (−z′)−n+1 (185)

は以前と同じ計算で Riemann球の各局所座標で貼り合って大域ベクトル場になる。正則性
については、∞点については limz→∞ v(z)/z2 <∞と等価であり局所座標で書き直すことで
分かる。したがって、このベクトル場は (184)に適用できる。したがって、

Kn = Ln − (−)nL−n , Bn = bn − (−)nb−n (186)

となるので、

〈1|Kn = 0 , 〈1|Bn = 0

〈1|Ln = 〈1|L?
n , 〈1| bn = 〈1| b?n (187)

を得る。この式を用いれば

〈1|L̃n = 〈1|L̃?
n , 〈1| b̃n = 〈1| b̃?n (188)

を得る。
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4 解析解
本章ではこれまでの章の結果を踏まえて、解の変形 (marginal deformation)と呼ばれる手
法を用いてCSFTの解析解を構成する (節 4.1)。この手法で構成される解析解の特徴は、∗積
の部分代数空間として最も小さかったくさび状態空間の上に作用素を挿入して構成されてい
るという点である。

この解析解を構成する技術は、2005年、SchnablがCSFTのある解析解を提示したことに
はじまる [13] (節 4.2)。Schnablが提示した解がそれ以前に知られていたCSFTおける解析解
[31, 32] と比べて改善されているところは、そのポテンシャルエネルギーが厳密に計算でき
る、という点である。したがって、以前の解析解では成し遂げることができなかった Sen予
想の正否の判定が可能になり、実際 Schnablが提示した解で Sen予想の第 1と第 3の前半部
が正しいことが示された28。

Schnablの論文以降、その技術を応用して様々なCSFTにおける解析解が構成される [37,

38]。過去にレベル切断近似によって調べられていた近似解の性質が解析解を用いて考察する
ことが可能になった (節 4.3)。転がるタキオン (rolling tachyon)解の様子が厳密解を通じて
解析される。

28ここでは論文 [13]に従って「証明された」と言い切ったが、この解の表示が本当に tachyon解を表してい
るかどうかについてはまだ疑問の余地がある。
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4.1 解析解の構成法　～解の変形～
運動方程式 (35)を解くことを考える。明らかに Φ = 0は解であるから、その自明な解か
ら少しずつずらしていって解を構成する。すなわち、弦の場Φを

Φ =
∞∑

n=1

λnφn (189)

と展開する。ただし、λは実数を動くパラメータとする。明らかに、λ = 0は自明な解であ
る。これを運動方程式 (35)に代入して各 λの次数ごとに係数を比べる。すると、運動方程式
(35)を解くことが次の連立微分方程式系を解くことに帰着する:

QBφ1 = 0 , (190)

QBφn+1 = −
n∑

m=1

φm ∗ φn+1−m , n ≥ 1 . (191)

この連立微分方程式系の特徴は、(190)をみたす φ1を与えれば、残りの φn(n ≥ 2) は φ1に
よって書けてしまっている点である。すなわち、この方程式の解の自由度はBRST-cohomology

分だけある29。以下、この初期条件が BRST-cohomologyとして自明な場合と非自明な場合
に分けて調べる。

29CSFTの運動方程式は、複素構造の変形をあらわすMaurer-Cartan方程式とも考えられたから、その意味
では複素構造の変形の自由度が BRST-cohomology分だけある、ともいえる。
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4.1.1 初期条件がBRST-exactな場合

BRST-cohomologyとしてまず一見すると自明である場合を考える:

φ1 = QBϕ . (192)

ただし、ϕはゴースト数が 0であるとする。これは明らかに (190)をみたす。これを用いて
残りの (191)をみたす φn(n ≥ 2)を構成する。

まず、n = 2の場合である

QBφ2 = −φ1 ∗ φ1 (193)

を解く。右辺は (192)を代入すると、

−QBϕ ∗QBϕ = QB(QBϕ) ∗ ϕ (194)

となるので、(193)はゴースト数が 1のBRST不変な任意の状態 ρ1を用いて

φ2 = (QBϕ) ∗ ϕ+ ρ1 (195)

と解ける。

次に、n = 3の場合である

QBφ3 = −φ2 ∗ φ1 − φ1 ∗ φ2 (196)

を解く。右辺は (192)、(222)を代入すると、

− ((QBϕ) ∗ ϕ+ ρ1) ∗QBϕ−QBϕ ∗ ((QBϕ) ∗ ϕ+ ρ1)

= QB ((QBϕ) ∗ ϕ ∗ ϕ+ ρ1 ∗ φ1 − φ1 ∗ ρ1) (197)

となるので、(196)はゴースト数が 1のBRST不変な任意の状態 ρ2を用いて

φ3 = (QBϕ) ∗ ϕ ∗ ϕ+ ρ2 (198)

と解ける。

以下同様にして φnが ϕとゴースト数が 1の BRST不変な任意の状態 ρn−1 を用いて書け
る。今簡単のため ρ1 = · · · = ρn−1 = 0である場合を考える。すると、φnは ϕだけで表せて

φn = (QBϕ) ∗ ϕ ∗ ϕ ∗ . . . ∗ ϕ︸ ︷︷ ︸
n−1

= (QBϕ) ∗ ϕn−1 = φ1 ∗ ϕn−1 (199)

となるので、これを (189)に代入すると、

Φ =
∞∑

n=1

λn(QBϕ) ∗ ϕn−1

= λ (QB ϕ) ∗ 1

1− λϕ
(200)
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となる。ここでさらに
eX =

1

1− λϕ
, e−X = 1− λϕ (201)

とおくと、
(QBe

−X) = −λQB ϕ (202)

となるから、(230)に代入すれば

Φ = −(QBe
−X) ∗ eX

= e−X ∗ (QBe
X) = : Φλ (203)

となる。ここで、

X = − ln (1− λϕ) =
∞∑

n=1

λn

n
ϕn (204)

をゲージパラメータと考えれば、このように構成された解は形式的に純粋ゲージ (pure gauge)

の形をしている。すなわち、このように構成された解はゲージパラメータが意味を持つ範囲
で自明な解とゲージ同値である。
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4.1.2 初期条件がBRST-exactでない場合

初期条件が BRST-cohomologyとして非自明である場合を考える。具体的に、φn(n ≥ 2)

を φ1で表していく際、次のように sliver座標における FSゲージ条件を課す [13]:

b̃0φ1 = 0 or φ1 = φ1FS. (205)

このゲージを以下 b̃0ゲージと呼ぶ。すると、方程式 (190)、(191)は両辺に b̃0をかけることで、

L̃0φ1 = 0 , (206)

L̃0φn = −
n−1∑
m=1

b̃0 (φm ∗ φn−m) , n ≥ 2 . (207)

まで簡略化される。

まず、n = 2の場合である

L̃0φ2 = −b̃0 (φ1 ∗ φ1) . (208)

を解く。両辺に L̃0の逆作用素 1
L̃0
をかければ、

φ2 = − b̃0

L̃0

(φ1 ∗ φ1) . (209)

となり、形式解が得られる。ここに、 b̃0
L̃0
は伝搬関数もどき (semi-propagater)であって30次の

ように Schwingerパラメータを用いて計算する。

b̃0

L̃0

= b̃0

∫ Λ

0

dτe−τL̃0 (210)

ここにΛは正則化パラメータである。これを形式解に代入すれば

φ2 = −b̃0
∫ Λ

0

dre−τL̃0 (φ1 ∗ φ1) . (211)

であるが、補題 3.1と補題 3.2を用いればこの右辺が変形できて、

= φ1 ∗
(π

2

)
b̃L−1

∫ Λ

0

dτe−τ(π
2 )L̃L

−1φ1 (212)

となる。(170)を用いて、
∫ Λ

0

dτe−τ(π
2 )L̃L

−1 =

∫ Λ

0

dτe−τ(π
2 )L̃L

−1|1〉 =

∫ 1

−Λ+1

dτ |τ〉 (213)

となることより、
A(x, y) : =

∫ x

y

dτ
(π

2

)
b̃L−1|τ〉 (214)
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図 12: 作用素A(x, y)を表す図。

とおくと、
(212) = φ1 ∗ A(1,−Λ + 1) ∗ φ1 (215)

となる。この作用をA(x, y)を図にしたものを図 12に示す。

これが実際に解になっていることをいうには、正則化がしっかり行われていることを確認
する必要がある。(215)の両辺にQを作用すると、右辺は (190)により

−φ1 ∗QBA(1,−Λ + 1) ∗ φ1 (216)

となるが、
QBA(x, y) = |x〉 − |y〉 (217)

を示すことができるので、
φ1 ∗ | − Λ + 1〉 ∗ φ1 = 0 (218)

を仮定すれば (215)は確かに (191)を満たしていて解になっている31。

φn , n ≥ 3については、帰納的に

φn+1 = φn ∗ A(1,−Λ + 1) ∗ φ1 (219)

とすればよい。
Aφn : = A(1,−Λ + 1) ∗ φn (220)

とおくと、この方程式に左からA(1,−Λ + 1)をかけたものは

Aφn+1 = Aφn ∗ Aφ1 (221)

となる。

30本当の伝搬関数は b̃0
L̃0

Q
b̃?
0

L̃?
0
である [13, 36]。

31φ1 は sliverにおける FSゲージを取っていたので c̃0 を含まない。したがって小節 3.2.3において見つかっ
た cゴーストの 0モードによる恒等状態の異常はここでは現れない。
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これを (189)に代入すると、

Φ =
∞∑

n=1

λnφn

= λφ1 +
∞∑

n=1

λn+1φn ∗ A(1,−Λ + 1) ∗ φ1

= λφ1 + Φ ∗ A(1,−Λ + 1) ∗ λφ1 (222)

となる。これをΦについて解いて

Φ = λφ1 ∗ 1

1− A(1,−Λ + 1) ∗ λφ1

(223)

を得る32。

この解は b̃0ゲージ条件を満たすはずであるが、それを確認するには (3.2)を用いて帰納的
に証明すればよい。まず φ1は b̃0ゲージ条件を満たす。φnが b̃0ゲージ条件を満たすとする。
(219)の両辺に b̃0を作用すると

b̃0φn+1 = b̃0(φn ∗ A(1,−Λ + 1) ∗ φ1) (226)

となる。(155)を用いると

= −π
2
φn ∗ b̃L−1A(1,−Λ + 1) ∗ φ1 (227)

となるが、b̃L−1A(1,−Λ + 1) = 0により b̃0φn+1 = 0となり φn+1も b̃0ゲージ条件を満たす。し
たがって、数学的帰納法により φnは b̃0ゲージ条件を満たすことが示された。それゆえ、こ
の解は b̃0ゲージ条件を満たす。

32(220)に BRST作用素をかけると

QB
Aφ1 = φ1 − | − Λ + 1〉 ∗ φ1 (224)

を得るので代入すれば、
Φ = λ (QB

Aφ1 + | − Λ + 1〉 ∗ φ1) ∗ 1
1− λAφ1

(225)

となるのだが、剰余項がうまく正則化されない限り純粋ゲージの形に書き直すことができない。
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4.2 Schnabl解
Schnablが導いた解は、初期条件がBRST-cohomologyとして自明な場合 (小節 4.1.1)で

ϕ = b̃L−1|c〉 (228)

としたものである [13, 33]。この ϕを sliver座標で図示すると図 13のようになる。

図 13: ϕ = b̃L−1|c〉を arctanで sliver座標に移したもの。

以下、論文 [13, 33]と記号をそろえるため

Φλ =
∞∑

n=1

λnφn →
∞∑

n=0

λn+1φn (229)

と φnの添え字を−1だけずらした指数付けをする。このとき解Φλは展開パラメータ λ、も
しくはゲージパラメータXが意味を持つ範囲で純粋ゲージの形をもつ:

Φλ = λ (QB ϕ) ∗ 1

1− λϕ

= e−X ∗ (QBe
X) . (230)

ゲージパラメータXが意味を持つ範囲を調べると

〈0|c̃−1c̃0c̃1X|0〉 =
π

2(1− λ)
(231)

となることが分かるので、このゲージパラメータは λ = 1で特異な振る舞いをする。すなわ
ち、この解Φλは λ = 1で純粋ゲージではない非自明な解になり、この解の表示は意味を持
たない。

そこで、λ = 1での正則化を定める。まず φnは (199)より

ψn : = ψ0 ∗ ϕn =
2

π
|c〉 ∗ (b̃L−1)|n〉 ∗ |c〉 , ψ0 =

2

π
|c〉 (232)

なる ψnを用いて
φn = ∂nψn (233)
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図 14: ψnを arctanで sliver座標に移したもの。

と書ける。ψnを図示すると図 14のようになる。
この ψnを用いて、解Φλの λ = 1での正則化を次で定める:

Φλ=1 = lim
N→∞

(
N∑

n=0

∂nψn − ψN

)
. (234)

これが Schnablが提示した解析解である。これを以下 Schnabl解と呼ぶ。

Schnabl解が運動方程式を満たすことについてだが、それについては

lim
N→∞

ψN = 0 (235)

を言えば十分である。(373)と b̃0|0〉 = 0を用いることにより

ψN = − 1

π2
|c〉 ∗ (b̃0 + b̃?0)|N〉 ∗ |c〉

= − 1

π2
|c〉 ∗ 2

N
U?

N b̃
?
0|0〉 ∗ |c〉

→ 0 (N →∞)

が言える。よって、Schnabl解はCSFTの解である。

一方で、Schnabl解はBernoulli数を用いることで別の表示をもつ。ψnは

ψn = en∂rψr|r=0 (236)

と書き直すことができるので、解Φλに代入すると

Φλ =
∞∑

n=0

λn+1∂nψn =
∞∑

n=0

λn+1en∂r∂rψr|r=0

=
λ∂r

1− λe∂r
ψr|r=0 (237)
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となる。ここにBernoulli数に関する公式

x

ex − 1
=

∞∑
n=0

Bn

n!
xn (238)

を用いると、

Φλ=1 = lim
N→∞

(
N∑

n=0

−Bn

n!
∂n

r ψr|r=0 − ψN

)
(239)

となる。
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4.2.1 ポテンシャルエネルギー　～Sen予想 1の証明～

Schnble解が表す真空のポテンシャルエネルギーを計算する33。

−S(Φ) =
1

g2

[
1

2
〈Φ, QBΦ 〉+

1

3
〈Φ,Φ ∗ Φ 〉

]
(240)

運動方程式 (35)を用いると、
(240) =

1

6 g2
〈Φ, QBΦ 〉 (241)

Schnabl解を代入すると、〈Φ, QBΦ 〉の部分は、

〈Φ, QBΦ 〉 = lim
N→∞

[
〈ψN , QBψN 〉 − 2

N∑
m=0

〈ψN , QB∂mψm 〉+
N∑

n=0

N∑
m=0

〈 ∂nψn, QB∂mψm 〉
]
.

(242)

となる。このことより、2点関数 〈ψn, QBψm 〉を計算することができれば、後はその式を微
分することにより (242)のすべての項を求めることができる。BRST作用素QB の計算は ∗
積に対して微分作用素として振る舞うことを利用ればよい。π

2
QBψmを図示すると図 15のよ

うになる。

図 15: π
2
QBψmを arctanで sliver座標に移したもの。

実際に 〈ψn, QBψm 〉を求めると次のようになる:

〈ψn, QBψm 〉 =
1

π2

(
1 + cos

(
πr

p

))(
−1 +

p

π
sin

(
2π

p

))
+ (243)

+2 sin2

(
π

p

)[
−p− 1

π2
+

(p− 2)2 − r2

4π2
cos

(
πr

p

)
+

pr

2π3
sin

(
πr

p

)]
.

33以下の計算の一部はMathmaticaを用いている。
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ただし、p = m+ n+ 2 , r = m− nとした。
これにより (242)の第一項は、

lim
N→∞

〈ψN , QBψN 〉 =
1

2
+

2

π2
. (244)

と求まる。
一方、第２項は (243)の両辺をmで微分したものを必要とする。すなわち、

〈ψn, QB∂mψm 〉 = (∂r + ∂p)(243)

=
1

2p2π3

[
−2p2π + 2(−2 + p)pπ cos

[
2π

p

]
+ 2

(
p2 + 2(−1 + p)π2

)
Sin

[
2π

p

]

+ Cos

[
πr

p

]{
pπ

(
(−2 + p)p− r2

)
+pπ

(−4− (−2 + p)p+ r2
)
Cos

[
2π

p

]

+
(
4pπ2 − p2(−2 + π2) + π2(−4 + r2)

)
Sin

[
2π

p

]}

+
1

2

{
−p3(−2 + π2) + pπ2(−4 + r)r − π2r3 + p2

(
2r + π2(4 + r)

)

+
(
p3(−2 + π2) + pπ2(4− (−4 + r)r) + π2r(−4 + r2)− p2(2r + π2(4 + r))

)

+ Cos

[
2π

p

]
− 4p2πSin

[
2π

p

]}
Sin

[
πr

p

] ]
. (245)

このmに関する無限和を評価するため、x = m/N, p = N(1 + x) + 2, r = (x − 1)N とおい
て、xを固定したままN を無限大にしていくと、漸近形は

lim
N→∞

N∑
m=0

(245) = lim
N→∞

N∑
m=0

1

N

[
4πx

(1 + x)4
sin

(
π

1− x

1 + x

)]
+O

(
1

N2

)
(246)

となる。したがって、limN→∞
∑N

m=0
1
N
F (m

N
) =

∫ 1

0
dxF (x)を用いて評価することができて、

結局

lim
N→∞

[
N∑

m=0

〈ψN , QB∂mψm 〉
]

=

∫ 1

0

dx
4πx

(1 + x)4
sin

(
π

1− x

1 + x

)
=

1

2
+

2

π2
(247)

となる。

同様に第３項もやる。第３項は、(243)の両辺をmと nで微分したものを必要とする。す
なわち、

〈 ∂nψn, QB∂mψm 〉 = −4(p− 1)

p4
cos

(
2π

p

)
+

1

8p4
[fp(r + 2)− fp(r) + fp(−r + 2)− fp(−r)]

(248)

ここで、fp(r)は次で定義される:

fp(r) = − (
(p− 2)2 − (r − 2)2

)
(p2 − r2) cos

(
πr

p

)
. (249)
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(248)のmと nに関する無限和を評価する。
∑N

n=0

∑N
m=0は次のような

N∑
n=0

N∑
m=0

=
N+2∑
p=2

p−2∑

r= −p + 2
step 2

+
2N+2∑

p=N+3

2N−p+2∑

r= −2N + p− 2
step 2

.

二つの和に分解される。このとき、式の形から
p−2∑

r= −p + 2
step 2

(248) = 0. (250)

が分かる。残りの和を評価すると、

2N+2∑
p=N+3

2N−p+2∑

r=−2N+p−2
step 2

(248) =
N∑

j=1

4

(2 + j +N)4

[(
j2 − (N + 1)2

)
cos

(
2π

2 + j +N

)
+

+(j2 − 1)(N + 1)2 cos

(
π(j −N)

2 + j +N

)
+ j2N(N + 2) cos

(
2jπ

2 + j +N

)]
.(251)

この jに関する無限和を評価するため、 x = j/N とおいて、xを固定したままN を無限大
にしていくと、漸近形は

lim
N→∞

(251) = lim
N→∞

N∑
m=0

1

N

[
4πx

(1 + x)4
sin

(
π

1− x

1 + x

)]
+O

(
1

N2

)
. (252)

したがって、limN→∞
∑N

m=0
1
N
F (m

N
) =

∫ 1

0
dxF (x)を用いて評価することができて、結局

lim
N→∞

[
N∑

n=0

N∑
m=0

〈 ∂nψn, QB∂mψm 〉
]

=

∫ 1

0

dx
8πx2

(1 + x)5
sin

(
π

1− x

1 + x

)
=

1

2
− 1

π2
. (253)

となる。

以上を合わせることにより、この解があらわす真空のエネルギーは

−S(Φλ=1) =
1

6 g2
o

〈Φ, QBΦ 〉

=
1

6 g2
o

[
1

2
+

2

π2
− 2

(
1

2
+

2

π2

)
+

1

2
− 1

π2

]
× (vol)

= − 1

2π2g2
× (vol) = −T25 × (vol) (254)

となる。ただし、(vol) = (2π)26δ26(0)とおいた。したがって、この解が表す真空のポテンシャ
ルエネルギー密度 V (Φ) = −S(Φλ=1)/(vol) はD25ブレーンの張力に−をつけたものと一致
する。これで Sen予想 1が tree levelで証明された。
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4.2.2 開弦自由度の消滅　～Sen予想 3の証明～

前小節では、Schnabl解の表す真空のポテンシャルエネルギーが自明な解の表す真空に比
べてD25ブレーンの張力の大きさだけ小さいことが示された。今、自明な解が表す真空には
D25ブレーンが存在し、かつそのD25ブレーン上のタキオン場は不安定であることが分かっ
ているから、Schnabl解が表す真空ではD25ブレーンが消滅していることが予想される。実
際に Schnabl解が表す真空では開弦自由度の物理的な自由度が消滅していることを示す [14]。

ある真空における開弦の物理的状態は、その真空のまわりで定義される BRST作用素の
cohomologyで表される。真空 Φ1のまわりで定義される BRST作用素QΦ1 とは次のように
定義される。まず、力学変数である弦場Φを真空Φ1とそのまわりの揺らぎを表す場Ψで

Φ = Φ1 + Ψ (255)

と書き直す。これをCSFTの作用

S = − 1

g2

∫ [
1

2
Φ ∗QBΦ +

1

3
Φ ∗ Φ ∗ Φ

]
= S[Φ, QB] (256)

に代入すると、

S[Φ, QB] = S[Ψ + Φ1, QB]

= − 1

g2

∫ [
1

2
(Ψ + Φ1) ∗QB (Ψ + Φ1) +

1

3
(Ψ + Φ1) ∗ (Ψ + Φ1) ∗ (Ψ + Φ1)

]

となるが、これを運動方程式QBΦ1 + Φ1 ∗ Φ1 = 0を用いて書き直すと

= − 1

g2

∫ [
1

2
Ψ ∗ (QBΨ + Ψ ∗ Φ1 + Ψ ∗ Φ1) +

1

3
Ψ ∗Ψ ∗Ψ

]
+ S[Φ1] (257)

となる。したがって、真空Φ1まわりのBRST作用素を

QΦ1A : = QBA+ Φ1 ∗ A− (−)AA ∗ Φ1 (258)

で定義すると、最終的な作用の形は

S[Φ, QB] = − 1

g2

∫ [
1

2
Ψ ∗QΦ1Ψ +

1

3
Ψ ∗Ψ ∗Ψ

]
+ S[Φ1]

= S[Ψ, QΦ1 ] + S[Φ1, QB] (259)

となる。最初の作用 (3)と比べると、定数項とBRST作用素以外完全に同じ形をしている。

このようにして構成された作用素 QΦ1 は、節 2.1において出てきた Qについての公理を
満たす。証明だが、QΦ1 のべき零性については、運動方程式QBΦ1 + Φ1 ∗ Φ1 = 0を使うこ
とでQ2

Φ1
A = 0 が分かる。QΦ1 が Leibniz則を満たすことと公理 2.4における Stokesの性質

をみたすことについては式を書き下すと見て取れる。このことから、節 2.1の結果より作用
S[Ψ, QΦ1 ] + S[Φ1, QB]によって表される弦の場の理論はゲージ不変な理論であることが分
かる。
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Schnabl解Φλ=1において開弦の自由度がなくなっていることをいうには、Schnabl解Φλ=1

のまわりで定義されるBRST作用素QΦ1の cohomologyが消えることをいえばよい。このこ
とに関して次の補題が便利である。

補題 4.1 BRST作用素QΦの cohomologyが消えることと、QΦA = |1〉となる弦の場Aが存
在することは等価である。

証明は次の通りである。まず、QΦを恒等状態 |1〉に作用させることにより、

QΦ|1〉 = QB|1〉+ Φ ∗ |1〉 − |1〉 ∗ Φ = QB|1〉 = 0 (260)

を得るが、|1〉はQB-closedであったからこの右辺は消える。すなわち、|1〉はQΦ-closedで
ある。したがってQΦの cohomologyが消えるとすると、|1〉はQΦ-exactになるため、ある弦
の場AがあってQΦA = |1〉をみたす。
逆にQΦA = |1〉をみたす弦の場Aがあったとすると、QΦ-closedな任意の状態Λをもって
きたとき、

QΦ(A ∗ Λ) = (QΦA) ∗ Λ = |1〉 ∗ Λ = Λ (261)

となる。この形からΛはQΦ-exactであることが分かる。したがって、上の補題が示された。
このような作用素Aを homotopy作用素と呼ぶ。

この homotopy作用素を sliver座標における FSゲージを取ることで構成することを考え
る。すなわち、b̃0A = 0の条件の下

QΦ1A = |1〉 (262)

を解く。両辺に b̃0をかけると

L̃0A = b̃0|1〉 − b̃0(Φλ=1 ∗ A+ A ∗ Φλ=1) (263)

となるので、さらに 1
L̃0
をかけて

A =
b̃0

L̃0

|1〉 − b̃0

L̃0

(Φλ=1 ∗ A+ A ∗ Φλ=1) (264)

を得る。したがって、第一近似においてAは

A =
1

L̃0

b̃0|1〉 (265)

となる。これを書き換えていく。(188)を用いると、

=
1

L̃0

b̃0 + b̃?0
2

|1〉 (266)

となり、(377)と [L̃0, b̃0] = 0を用いることにより

=
1

2
(b̃0 + b̃?0)

1

L̃0 + 1
|1〉 (267)
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を得る。 1
L̃0+1

|1〉の部分は

1

L̃0 + 1
|1〉 =

∫ 1

0

rL̃0dr|1〉 =

∫ 1

0

dr U2/rU
?
1 |0〉

=

∫ 1

0

drU?
2−r|0〉 =

∫ 1

0

dr|2− r〉 =

∫ 2

1

dr|r〉

となる。これを代入すれば

=
1

2
(b̃0 + b̃?0)

∫ 2

1

dr |r〉

=
π

2
b̃L−1

∫ 1

2

dr |r〉 = A(1, 2) (268)

となる。これでAが第一近似で解けた。
方程式 (262)を完全に解くため、

A = A(1, 2) + A′ (269)

とおいて方程式 (262)に代入すれば

A′ = − b̃0

L̃0

(
Φλ=1 ∗ (A(1, 2) + A′) + (A(1, 2) + A′) ∗ Φλ=1

)
(270)

というA′に関する方程式になる。以下、この方程式に含まれるA(1, 2)∗Φλ=1やΦλ=1∗A(1, 2)

を計算する。そのためにはψn ∗A(1, 2)やA(1, 2) ∗ψnを計算して適当に微分して和を取れば
よい。

ψn ∗ A(1, 2) =

∫ 1

2

dr c1|0〉 ∗ b̃L−1|n〉 ∗ c1|0〉 ∗ b̃L−1|r〉, (271)

(155)を用いて

=

∫ 1

2

dr c1|0〉 ∗ b̃L−1b̃
R
−1(|n〉 ∗ c1|0〉 ∗ |r〉) (272)

となるが、b̃L−1b̃
R
−1 = b̃L−1(b̃−1 − b̃L−1) = b̃L−1b̃−1や b̃−1が Leibniz則を満たすことも用いると

=

∫ 1

2

dr c1|0〉 ∗ b̃L−1b̃−1(|n〉 ∗ c1|0〉 ∗ |r〉)

=

∫ 1

2

dr c1|0〉 ∗ b̃L−1(|n〉 ∗ |0〉 ∗ |r〉)

=

∫ 1

2

dr b̃R−1(c1|0〉 ∗ |n+ r〉) (273)

となる。A(1, 2) ∗ ψn についても同様に求めると、

A(1, 2) ∗ ψn =

∫ 1

2

dr b̃L−1(|r + n〉 ∗ c1|0〉) (274)
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となる。これらを両辺 nで微分して和
∑N

n=0を取れば

N∑
n=0

∂nψn ∗ A(1, 2) =
N∑

n=0

∫ 2

1

dr b̃R−1(c1|0〉 ∗ ∂r|n+ r〉)

=
N∑

n=0

b̃R−1(c1|0〉 ∗ {|n+ 1〉 − |n+ 2〉})

= b̃R−1c1|0〉 − b̃R−1(c1|0〉 ∗ |N + 2〉). (275)

A(1, 2) ∗
N∑

n=0

∂nψn = b̃L−1c1|0〉 − b̃L−1(|N + 2〉 ∗ c1|0〉). (276)

を得る。これらによりΦλ=1 ∗ A(1, 2) = limN→∞
(∑N

n=0 ∂nψn − ψN

)
∗ A(1, 2)などが計算で

きて
Φλ=1 ∗ A(1, 2) + A(1, 2) ∗ Φλ=1 = |0〉 − lim

N→∞
RN (277)

となる。ただし、RN は

RN = b̃R−1

{
c1|0〉 ∗

(
|N + 2〉 −

∫ 2

1

dr |N + r〉
)}

+b̃L−1

{(
|N + 2〉 −

∫ 2

1

dr |N + r〉
)
∗ c1|0〉

}
.

(278)

によって与えられる。ここでN を無限大にもっていくことを考えると

lim
N→∞

(
|N + 2〉 −

∫ 2

1

dr |N + r〉
)

= lim
N→∞

|N + 2〉 −
∫ 2

1

dr lim
N→∞

|N + r〉
= |∞〉 − |∞〉 = 0 (279)

となるので、結局 limN→∞RN = 0である34。結局、次が示された。

Φλ=1 ∗ A(1, 2) + A(1, 2) ∗ Φλ=1 = |0〉. (280)

これを (270)に代入すると

A′ = − b̃0

L̃0

(
Φλ=1 ∗ A′ + A′ ∗ Φλ=1 + |0〉

)
= − b̃0

L̃0

(
Φλ=1 ∗ A′ + A′ ∗ Φλ=1

)
(281)

となるが、このA′について方程式は明らかに自明な解A′ = 0をもつ。したがって、(262)を
みたすAが

A = A(1, 2) (282)

で構成された。それゆえ、上の補題 4.1によってSchnabl解Φλ=1のまわりで定義されるBRST

作用素QΦ1の cohomologyが消えることが言え、Schnabl解Φλ=1において開弦の自由度がな
くなっていることが示された。

34[14]によればレベル切断近似による計算は RN ∼ O(N−3)となる。
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4.3 他の解析解
Schnabl解とは異なる解析解として小節 4.1.2で紹介した初期条件がBRST-cohomologyと
して非自明な場合があった。この場合で解を構成する際次のような仮定をおいた:

φ1 ∗ | − Λ + 1〉 ∗ φ1 = 0 (283)

この左辺を図示すると次のようになる:

図 16: φ1 ∗ | − Λ + 1〉 ∗ φ1を arctanで sliver座標に移したもの。

今QBφ1 = 0と満たす φ1として
φ1(z) = c̃J̃(z) (284)

と選んだとしよう。ただし J(z)は物質場Xのみでできた共形次元 1の primary場とする。こ
れが (283)を満たすかどうかは J(z)どうしの演算子積の特異性 (singularity)によって決定さ
れる。
すなわち、J(z)どうしの演算子積が近づけたとき発散しなければ正則化パラメータ Λを

Λ = 1 + 0に取ることによって無条件で (283)を満たすことができる。というのも、Λを 1に
近づけることによって φ1(z) = c̃J̃(z)どうしが近づくが最終的に cゴーストどうしがぶつか
ると 0になるからである。
逆に、J(z)どうしの演算子積が近づけたとき発散すれば一般に (283)を満たすことはでき
ず正則化をきちんと定義する必要がある。その理由は、φ1(z) = c̃J̃(z)どうしが近づいて最
終的にぶつかった場合、演算子積が 0を返すとは限らないからである。
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4.3.1 OPEが非特異な場合

具体的な例として、物質場Xのみでできた作用素として次のように取ったものを考える:

J = eX0

. (285)

このように Jを選んだのには理由がある。実はこの JはCSFTにおいて相互作用がない場合
のタキオン場の運動方程式

(∂µ∂µ + 1)t = 0 (286)

において、タキオン場が空間に依存しない場合の解である35。タキオン場は時刻X0 = −∞
においては摂動的真空にあり、時刻X0 → ∞でタキオン場はポテンシャルの底なしの方向
に転がっていく。ここにCSFTの相互作用を考えたときにこのタキオン場がどのように振る
舞うかを解の変形 (marginal deformation)の技術を用いて調べようというのである。こうし
てできた解が次のような性質を持った解であるとDブレーン消滅の時間発展が記述できて望
ましい:

1. 変形パラメータ λが 0でタキオン場は摂動的真空にある。

2. 変形パラメータ λが特定の値 λ = λcでタキオン場に時間依存はなくなりタキオン真空
に落ち着く。

3. 変形パラメータ λが 0と λ = λcの間ではタキオン場は時間発展していて、時間が十分
経つとタキオン場はタキオン真空に漸近的に近づく。

この状況を図示すると図 17のようになる。
過去のレベル切断近似を用いた解析 [39, 40]ではこのような性質をもたないことが示唆さ

れていた。では解の変形を用いて構成される厳密解はこのような性質をもつであろうか。

まずこの作用素 J の性質は、まずXµ(z)のOPEの (313)から共形次元 1の primary場で
あることがわかる。したがって、

J̃(z) = tan ◦J(z) = cos−2 z J(tan z) (287)

となる。また、境界 (今は実軸)に挿入された場合のこの作用素の作用素積展開 (OPE)は、
Xµ(x)Xν(y) = ηµν log(x− y)2 + · · · より、

J(x)J(y) = (x− y)2J(x+ y) + · · · (288)

となり非特異である36。したがって、仮定 (283)を満たすので、φ1 = c̃J̃(0)|0〉 としたときの
運動方程式の解は (222)で与えられる:

Φλ =
∞∑

n=1

λnφn

35そもそも運動方程式 (190)は CSFTにおいて相互作用がない場合の厳密な運動方程式である。
36OPEにおいて · · · は非特異的な項を意味する。
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図 17: 予想されるタキオン凝縮の記述として、変形パラメータに対しその時間発展の様子を
矢印で書いたもの。

ここに φnは (219)より

φn = φn−1 ∗ A(1, 0) ∗ φ1 = · · · = φ1( ∗ A(1, 0) ∗ φ1)
n−1 (289)

で与えられる。ただし、Λ = 1 + 0とした。これにA(1, 0) =
∫ 1

0
dr

(
π
2

)
b̃L−1|r〉を代入すると

= φ1(0)|0〉 ∗
∫ 1

0

dr1

(π
2

)
b̃L−1|r1〉 ∗ φ1(0)|0〉 ∗ · · · ∗

∫ 1

0

drn−1

(π
2

)
b̃L−1|rn−1〉φ1(0)|0〉 (290)

となり、さらに ∗積を計算すると

=
(π

2

)n−1
∫ 1

0

dn−1rU?
pUpφ1(xn) · · ·φ1(x1) (291)

となる。ここに

p ≡
n−1∑

k=1

rk + 2 , xi ≡ π

4

(
n−1∑

k=1

rk − 2
i−1∑

k=1

rk

)
,

∫ 1

0

dn−1r ≡
∫ 1

0

dr1 . . .

∫ 1

0

drn−1

とおいた。ここで φ1 = c̃J̃(0)|0〉を代入し、物質部分とゴースト部分の分離 (matter-ghost

factorization)を行って計算すると

=
(π

2

)n−1
∫ 1

0

dn−1rU?
pUp

[
1

π
(b̃0 + b̃?0)c̃(xn)c̃(x1) +

1

2
(c̃(xn) + c̃(x1))

]
J̃(xn) · · · J̃(x1)|0〉

(292)

となる。これをさらに計算すれば最終的に次のような形になる:

= ane
nX0

c(0)|0〉+ . . . . (293)

61



ここに、第一項はタキオン場であって、. . .はそれより高次のレベルの場の項を表す。このタ
キオン場の係数 anを求めるには、これに作用素 limε→0〈0|I ◦ e−nX(ε)c−1c0を作用してやれば

lim
ε→0
〈0|I ◦ e−nX(ε)c−1c0 , (293)〉 = an

37 (294)

となり求まる。したがって、

an = lim
ε→0
〈0|I ◦ e−nX(ε)c−1c0 , (292)〉

=
(π

2

)n−1
∫ 1

0

dn−1r

(
2

p

)n2+n−2

cos2

(
2x1

p

)[
1− 4x1

pπ
− 1

π
sin

(
4x1

p

)]
×

×〈 I ◦ e−nX0(0)J̃

(
2xn

p

)
. . . J̃

(
2x1

p

)
〉 (295)

となる。物質場の相関関数はOPE(288)から求められ

〈 I ◦ e−nX0(0)J̃

(
2xn

p

)
. . . J̃

(
2x1

p

)
〉 =

n∏
i=1

1

cos2 2xi

p

∏
1≤i<j≤n

(
tan

2xj

p
− tan

2xi

p

)2

(296)

となる。ゆえに、

an =
(π

2

)n−1
∫ 1

0

dn−1r

(
2

p

)n2+n−2

cos2

(
2x1

p

)[
1− 4x1

pπ
− 1

π
sin

(
4x1

p

)]
×

×
n∏

i=1

1

cos2 2xi

p

∏
1≤i<j≤n

(
tan

2xj

p
− tan

2xi

p

)2

(297)

である。Mathmaticaでこの値を求めると表 1のようになる。ただし、ここではサンプル点
の最大数を 107とした。

n an

1 1

2 −0.152059

3 2.14766 · 10−3

4 −2.61925 · 10−6

5 2.79123 · 10−10

6 −2.80109 · 10−15

7 2.72865 · 10−21

8 −2.58949 · 10−28

表 1: サンプル点の最大数を 107としたときの anの値。

サンプル点の最大数を 105として anの絶対値を自然対数でプロットしたものを図 18 に
示す。

37ここには正確には体積要素が出てくるが、後に打ち消し合うので省略する。
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図 18: サンプル点の最大数を 105として横軸に nを縦軸に log |an|をプロットしたもの。

以上を総合して φ1 = c̃J̃(0)|0〉となる解のタキオン部分は

Φλ =
∞∑

n=1

λnane
nx0

c(0)|0〉+ . . . (298)

となる。. . .はそれより高次のレベルの場の項を表す。ここで λの絶対値に関しては時間 x0

の並進 x0 → x0 − log |λ|をすればその依存性は解から取り除けるので、物理的に意味がある
のはその符号である:

Φ± =
∞∑

n=1

(±)nane
nx0

c(0)|0〉+ . . . . (299)

anの符号は nが偶数のとき−で nが奇数のとき+であるから、λ = +の解はタキオンが安
定なタキオン真空の方向に転がっていく解であり、λ = −の解はタキオンがポテンシャルが
底なしの方向に転がっていく解である。また表 1や図 18から anは指数関数よりも速く減少
するように振る舞って見える38。もしそうであれば無限和Φ+は x0が任意の値で収束するの
で、振動したままの状態が続くことを意味する。タキオン解として望ましい性質は最終的に
タキオン真空に落ち着くものであったので、この解はその性質をもっていない39 。この結果
は、過去のレベル切断近似を行った解析 [39, 40]と整合的ではある。

他の例として論文 [38]には光円錐様作用素 (lightcone-like operator)J(z) = i∂(X0 +X1)を
用いた解析解の構成がなされている。

38論文 [37]によれば an ∼ n−0.38n2 でよくフィットされるようである。
39タキオンが転がって Dブレーンが崩壊した後には “タキオン物質”と呼ばれる、エネルギーはもつが圧力
をもたない流体ができる、という主張がある [41]。これは宇宙論的にはダークマターの候補になり得る。一方
で、Dブレーンの崩壊のエネルギーは閉弦の励起に用いられる、という主張もなされている [42]。
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4.3.2 OPEが特異的な場合

小節 4.3.1で行った場合とは異なり物質場Xのみでできた共形次元 1の primary場 Jどう
しの OPEが特異的である場合を考える [38]。具体的には次のような OPEをもつ場合を考
える:

J(z)J(w) =
1

(z − w)2
+ · · · . (300)

この場合もはや仮定 (283)は成立せず、φ2は正則化する必要がある。2ε = −Λ + 1とおくと

φ
(0)
2 = φ1 ∗ A(1, 2ε) ∗ φ1 (301)

であるが、このままでは運動方程式は満たせない。(283)の部分が 0にならず残るからである:

QBφ
(0)
2 = −φ1 ∗ φ1 + φ1 ∗ |2ε〉 ∗ φ1 . (302)

第 2項を計算する。まず ∗積を計算すると

φ1 ∗ |2ε〉 ∗ φ1 = U?
2ε+2U2ε+2φ1

(
−π

2
ε
)
φ1

(π
2
ε
)
|0〉 (303)

となる。ここで φ1(x) = c̃J̃(x)を代入してOPE(300)を計算すると

φ1

(
−π

2
ε
)
φ1

(π
2
ε
)

=
1

επ
c̃∂̃c̃(0) +O(ε) =

1

επ
QB c̃(0) +O(ε) (304)

となる。ここで注意すべき点は発散部分がBRST-exactである、ということである。したがっ
て、この部分を (302)の左辺にもってくれば

QB(φ
(0)
2 − U?

2ε+2U2ε+2
1

επ
c̃(0)) = −φ1 ∗ φ1 +O(ε)

= :QB(φ
(0)
2 + φ

(1)
2 ) (305)

となって ε→ 0の極限で運動方程式が解けたことになる。
しかし、話はここで終わるわけではない。状態 φ

(0)
2 + φ

(1)
2 が ε → 0の極限で有限な状態

になっているか確かめる必要がある。もし発散があった場合にはそれを取り除いたものが本
当の解 φ2である。(305)を見ると、この右辺は ε → 0の極限で有限な状態であるからもし
ε→ 0の極限で φ

(0)
2 + φ

(1)
2 に発散が合った場合にはその項はBRST-closedな状態であるはず

である。このことを念頭に φ
(0)
2 の発散項を計算すると

φ
(0)
2 =

π

2

∫ 1

2ε

drU?
2ε+2U2ε+2

(
J̃

(
−π

4
r
)
c̃J̃

(π
4
r
)
− b̃L−1c̃J̃

(
−π

4
r
)
c̃J̃

(π
4
r
))
|0〉

=
π

2

∫ 1

2ε

dre−
π
4
r(LR

−1−LL
−1)

(
c̃(0)

1(
π
2
r
)2 − ∂̃c̃(0)

1(−π
4
r
) − 1(

π
2
r
) b̃L−1c̃∂̃c̃(0)

)
|0〉

=
1

πε
c̃(0) + log(2ε)(b̃L−1c̃∂̃c̃(0)− L̃L

−1c̃(0)) +O(ε0)

=
1

πε
c̃(0) + log(2ε)(−QB b̃

L
−1c̃(0)) +O(ε0) (306)
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となる。第 1項は φ
(1)
2 から生じる部分であり、第 2項

log(2ε)(−QB b̃
L
−1c̃(0)) = − log(2ε)ψ′0 = : − φ

(2)
2 (307)

は求めたかった φ
(0)
2 + φ

(1)
2 にある BRST-closedな発散項である。以上により、運動方程式

(191)を満たす φ2として
φ2 = lim

ε→0
(φ

(0)
2 + φ

(1)
2 + φ

(2)
2 ) (308)

が構成できた。

同じような手続きで φ3まで構成できることが知られている。
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5 結論
本論文では、Wittenが導入した bosonicな開弦の場の理論における近年の進展を取り扱っ

た。その中でも特にその解析解の構成法に焦点を絞り、そこで必要となる技術的な事柄を含め
解説を行い実際に解析解の構成を行った。こうしてできた解析解の構成法の枠組みでSchnabl

解や過去に知られていた近似解が捉えられることを具体的に示した。それと同時に Schnabl

解はそのエネルギー密度がD25ブレーンの張力を与えることや、Schnabl解のまわりで定義
されるBRST作用素の cohomologyが消えることを示し、Sen予想の 1と 3の一部が Schnabl

解で正しいことを示した。
今後の課題、方向性や本論文に収めることができなかった話題などを思いつくままに挙げ
てみる。

1. Schnabl解における Sen予想の残りの証明
証明すべき事柄は、Schnabl解を背景にするソリトン解はそれより低い次元のDブレー
ンを表すことと、Schnabl解は純閉弦理論を表すことの 2点である。

2. 境界弦の場の理論 (BSFT)との関係
BSFTは弦理論の off-shellの情報を世界面の理論全体の中から引きだそうとするもの
である [43]。これは世界面が表すCFTの変形と SFTの解、もしくはその変形との関係
を調べることに相当すると考えられるがよく分かっていない。

3. 真空弦の場の理論 (VSFT)とCSFTの Schnabl解との関係
CSFTは弦の場の原点が摂動的真空に対応していた理論であったのに対し、VSFTは
弦の場の原点をタキオン真空に対応させた理論として提唱された理論である [44]。こ
れと Schnabl解との関係があるのかないのか調べることも仕事として残っていると思
われる。

4. Bataline-Vilkoviski形式 (BV形式)

BV形式 [45]とは、ゲージ不変な場の理論を得る方法である。弦の場の理論はゲージ不
変な場の理論であるため、BV形式に則って定式化することが可能である。

5. 閉弦の場の理論との関係
現在閉弦の場の理論として挙げられるものとして、Witten型の中点相互作用をする非
多項式弦の場の理論 (nonpolynomial SFT)[46]と、パラメータをもたされた弦が相互作
用をするHIKKO型の弦の場の理論 [47]がよく知られている。閉弦の場の理論の特徴
として、その運動方程式のべき等性が提唱されている [48]。これはVSFTにおける物
質場とゴースト場の分離の仮説とも整合的である。

6. 超弦の場の理論との関係
超対称性をもった弦の場の理論もいくつか考案されているが、そのうち問題が最も少
ない模型として知られているのがBerkovitsによって構成されたWess-Zumino-Witten

型の超弦の場の理論である [49]。現在では、超弦の場の理論であるWZW型の超弦の
場の理論についても解の変形の技術を用いて解析解が構成されている [50]。
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他にも行列模型や非可換幾何などの分野との関係を調べることも興味深い。
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A 世界面での開弦理論の簡単な解説と記号
補遺Aでは、開弦理論の第一量子化の簡単な解説と記号を確認する [52, 53]。bosonicな開
弦の Euclid化された Polyakov作用は、

S =
1

2

∫
d2σ

2π

√
γγab∂aX

µ∂bXµ, (309)

である。本論文では bosonicな開弦理論のみしか扱わないため本文では bosonicと断らない。
ここで、γは世界面上の Euclidean metricであり、開弦の張力 T は

T =
1

2πα′
=

1

πl2s
=

1

2π
(310)

と規格化した。本論文を通じてこの規格化を用いる。この作用には世界面における座標変換
不変性とWeyl対称性があるので、共形ゲージ (confromal gauge)をとって経路積分量子化を
行うと、Faddev-Popov行列式からゴースト場と反ゴースト場 ca, babがでてくる。座標 σ1, σ2

を複素座標w = σ1 + iσ2 , w̄ = σ1 − iσ2に組んで作用を表すと、

S =

∫
d2w

2π
(∂wX

µ∂w̄Xµ + bww∂w̄c
w + bw̄w̄∂wc

w̄) (311)

となる。ここから２点関数が求まって、上半平面 (UHP)上の座標{
z = − exp(−iw)

z̄ = − exp(iw̄)
(312)

で表示すると、

〈Xµ(z1, z̄1)X
ν(z2, z̄2) 〉 = −η

µν

2
log |z12|2

〈 c(z1)b(z2) 〉 =
1

z2
12

, 〈 c̃(z̄1)b̃(z̄2) 〉 =
1

z̄2
12

(313)

となる。ここに、z12 = z1− z2、c(z) = cz(z), b(z) = bzz(z), c̃(z̄) = cz̄(z̄), b̃(z̄) = bz̄z̄(z̄)と書い
た。これ以外の場の組み合わせで相関はない。
一方、(311)から運動方程式を導き境界上のカレント保存則

∂X(z) = ∂̄X(z̄) , c(z) = c̃(z̄) , b(z) = b̃(z̄) on z = z̄ (314)

を満たすように解くと、

Xµ(z, z̄) = Xµ
L(z) +Xµ

R(z̄)

Xµ
L(z) = xµ

L −
i√
2
α0 log z +

i√
2

∑

n6=0

αµ
n

n
z−n

Xµ
R(z̄) = xµ

R −
i√
2
α0 log z̄ +

i√
2

∑

n6=0

αµ
n

n
z̄−n

c(z) =
∑
n∈Z

cnz
−n+1 , c̃(z̄) =

∑
n∈Z

cnz̄
−n+1

b(z) =
∑
n∈Z

bnz
−n−2 , b̃(z̄) =

∑
n∈Z

bnz̄
−n−2 (315)
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である。Xµ
R(z̄), c̃(z̄), b̃(z̄)も同様である。ここで、二重化のトリック (doubling trick)を用

いて、z̄平面を下半平面にもってきて境界を (314)で貼り合わせると、上半平面上の場たち
Xµ(z, z̄), c(z), b(z), c̃(z̄), b̃(z̄)が複素平面C上の場たちXµ(z), c(z), b(z)で表せる。本論文を
通じて二重化のトリックを用いて場を表している。これらの場の相関が (313)をみたすこと
から、次の振動子代数が導かれる:

[xµ, pν ] = iηµν , [αµ
m, α

ν
n] = mηµνδm+n , {cn, bm} = δn+m (316)

その他の代数関係は消える。

漸近状態を作るのに必要な SL(2,R)真空 |0〉は次で定義される:

αµ
n|0〉 = 0, n ≥ 0 .

bn|0〉 = 0, n ≥ −1

cn|0〉 = 0, n ≥ 2 . (317)

αµ
0 は、運動量演算子を pµとして

√
2pµと等しいので、|0〉は運動量が 0の状態であること

が分かる。運動量が kµの固有状態 |k〉は、|k〉 = exp[ikµx
µ]|0〉である。

規格化は、
〈 k|c−1c0c1|q 〉 = (2π)dδd(k + q) (318)

とする。これは 2点関数の運動量保存則を意味する。

他方、共形ゲージを取った作用 (311)にはまだ共形変換不変性が残っている。ここで、∂X, c, b
の共形次元はそれぞれ 1,−1, 2である。このことから、stress tensorT (z)を求めると、

T (z) = TX(z) + T bc(z)

= (−:∂X · ∂X: + :(∂b)c:− 2∂:bc:) (z) (319)

となる。ただし、正則化 :φ1φ2:(z) ≡ limw→z (φ1(z)φ2(w)− 〈φ1(z)φ2(w) 〉) を行っている。
このことから、stress tensorT (z)は正則な座標変換に対して次のように振る舞うことが分

かる:

Tw(w) =

(
dz

dw

)2

T (z) +
c

12
S(z, w) . (320)

ただし、c = cX +cbcとしたが、今の場合 cX = −cbc = 26なので c = 0である。またS(z, w)

は Schwarz微分 (Schwarzian)である:

S(z, w) =
dz
dw

d3z
dw3 − 3

2

(
d2z
dw2

)2

(
dz
dw

)2 . (321)

したがって、共形変換w = f(z)に対する変換は次のようになる:

f ◦ T (z) =

(
df(z)

dz

)2 [
T (f(z))− c

12
S(z, f(z))

]
. (322)
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Virasoro生成子 Lnを T (z) =
∑

n Lnz
−n−2から求めると、

Lm = LX
m + Lbc

m

=
1

2

∑
n

:αm−n · αn: +
∑

n

(2m− n):bncm−n: (323)

となる。特にm = 0の場合、

L0 = LX
0 + Lbc

0

= p2 +
∞∑

n=1

α−n · αn +
∑

n

(−n):bncm−n: (324)

である。

Lnと αµ
n, cn, bnの Lie代数は、(316)を用いて

[Lm, α
µ
n] = −nαµ

n+m

[Lm, cn] = (−2m− n)cn+m

[Lm, bn] = (m− n)bn+m

である。特にm = 0の場合、

[L0, α
µ
n] = −nαµ

n

[L0, cn] = −ncn
[L0, bn] = −nbn

となる。作用素 L0は Hamiltonianに相当するものであったから、SL(2,R)真空 |0〉はエネ
ルギー基底状態 (Vock真空) にはならず、|c〉: = c1|0〉, c0|c〉 = −QB|c〉が Vock真空となる。
Vock空間は Vock真空の上に上昇演算子 αµ

n, cn, bn, n ≤ −1を作用させて張られる空間であ
り、L0の固有値で分類されるが、L0の固有値に 1を足したものをレベルと呼ぶ。
Ln同士のなす Lie代数も同様に、

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12
(m3 −m)δm+n (325)

となる。今の場合 c = 0である。

BRSTカレントは

jB = cTX +
1

2
:cT bc: +

3

2
∂2c = cTX + :bc∂c: +

3

2
∂2c

であり、ここからBRST作用素が

QB =

∮
dz

2πi
jB(z) =

∞∑
n=−∞

cnL
X
−n +

∞∑
n,m=−∞

(m− n)

2
◦◦ cmcnb−m−n

◦◦ − c0 (326)
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と求まる。その代数関係は

[QB, X
µ(z)] = c∂Xµ(z)

{QB, c(z)} = c∂c(z)

{QB, b(z)} = T (z) (327)

[QB, T (z)] =
c

12
∂3c(z)

となる。特に今の場合 c = 0なのでQBはべき零作用素になることがわかる。

(327)において 0モードの関係を抜き出すと

{QB, b0} = L0 (328)

を得る。この式は本論文中でよく用いられる。

BPZ共役は次で定義される:

φ(z)? : = I ◦ φ(z) (329)

右辺の意味は (333)による。共形次元 hの primary場 φ(z) =
∑∞

n=−∞ φnz
−n−h に対しては

φ?
n = (−)n+hφ−n (330)

となることが分かる。
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B 共形変換群の表現
複素平面上の有限共形変換の primary場への作用を構成する。
共形次元 dの primary場 Ψ(z) の定義は、微小共形変換 δv(z)に対して次のように振る舞う

ことである:

δv(z)Ψ(z) = (v(z)∂ + d∂v(z)) Ψ(z) . (331)

ただし、v(z)は原点まわりで正則なベクトル場とする。微小共形変換の母関数である stress

tensorを使って書けば、

T (z′) Ψ(z) =
dΨ(z)

(z′ − z)2
+

∂Ψ(z)

(z′ − z)
+ · · · (332)

である。

ここから primary場 Ψ(z)に対する有限共形変換の作用へと持ち上げる (lift)と、

f ◦Ψ(z) = [f ′(z)]d Ψ(f(z)). (333)

となる。ただし、左辺については

f ◦Ψ(z) : = UfΨ(z)U−1
f

Uf : = e
H

dz
2πi

v(z)T (z) (334)

とおき、右辺については、
f(z) = ev(z)∂z .40 (335)

とおいた。
このことを示したければ、(333)の両辺の微分をとると (331)を再現することと、合成則

g ◦ (f ◦Ψ(z)) = (g ◦ f) ◦ Ψ(z)を満たすことを確認すればよい。ただし、注意しておくべき
ことは、(335)で得られた f(z)は明らかに原点まわりで正則な有限共形変換であるので、有
限共形変換の合成 g ◦ f(z)も原点まわりで正則でないと、この有限共形変換にたいする v(z)

が存在しない。この条件を満足させるため、最初のベクトル場に v(0) = 0の条件を課してお
く。そうすれば、(335)で得られる有限共形変換は原点を固定するので、この合成も原点ま
わりで正則になる。

これで有限共形変換の作用が特定の有限共形変換で定義できた。これを一般化して、一般
の有限共形変換 f(z)が与えられたとき、この primary場への作用を (333)によって定義する。
この場合、一般に (335)を満たす v(z)が定まるとは限らず、したがって Uf が存在するとは
限らない。しかし、上の場合のように共形変換 f, gやその合成 g ◦ f の作用もVirasoro生成
子で書ける場合、

Uf◦g = UfUg (336)

が成立する。

40この式は、Julia 方程式 v(z)∂zf(z) = v(f(z)) を満たす。証明は、(左辺) = (v(z)∂z) e(v(z)∂z)z =
e(v(z)∂z) (v(z)∂z) z = (右辺)である。最後の等式は、∂ が微分であることからしたがう。
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この f(z)に対し、(335)を満たす v(z)を logitf(z)と書くことにすると、次が成立する [55]:

logitf−1 = −logitf (337)

logit(φ−1 ◦ f ◦ φ) =
1

φ′
((logitf) ◦ φ) . (338)

ただし、φ(z)は原点を固定する、原点近傍の局所双正則同相とする。
証明は定義を用いて計算するだけである。
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C sliver座標におけるVirasoro代数と相関関数
くさび状態の定義で使われる共形変換

f (r)(z) = tan

(
2

r
arctan z

)
(339)

に (338)を適用すると、logitf(z)、すなわち Uf (r)を求めることができる [30]:

logitf (r)(z) = logit

[
arctan−1 ◦2

r
◦ arctan

]
(z)

= log

(
2

r

)
(1 + z2) arctan z. (340)

ここで、logit
(

2
r

)
= log

(
2
r

)
を用いた。したがって、(334)より、

Uf (r) = e
H

dz
2πi

logitf (r)(z)T (z)

= elog(
2
r )

H
dz
2πi

(1+z2) arctan zT (z) (341)

となる。sliver座標 z̃ = arctan zを用いると、
∮

dz

2πi
(1 + z2) arctan zT (z) =

∮
dz̃

2πi
T̃ (z̃) = L̃0 (342)

となるので、

(341) =

(
2

r

)L̃0

= :Ur (343)

となる。sliver座標を導入すると極めて簡潔に書ける点に注意すべきである。この表示から、
(336)を用いて、

UrUs = U rs
2
,

U2 = 1 (344)

U−1
r = U 4

r

がすぐにしたがう。一方、実際の計算によく現れる UrU
?
s のような作用素を計算するには、

L̃0と L̃0
?の交換関係を必要とする。(342)により L̃0を具体的に計算すると、

L̃0 = L0 + 2
∞∑

k=1

(−1)k+1

(2k − 1)(2k + 1)
L2k (345)

となるので、Virasoro代数 (325)を用いて、

[L̃0, L̃0
?
] = L̃0 + L̃0

?
(346)

が示される。これにより、有限共形変換の作用Urの、無限小共形変換の作用 L̃0に対する随
伴表現が計算できる:

Ur L̃
?
0 U

−1
r =

2− r

r
L̃0 +

2

r
L̃?

0, (347)
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これと (344)を用いることで、

U−1
r L̃?

0 Ur =
r − 2

2
L̃0 +

r

2
L̃?

0, (348)

を得る。両辺 ?をとれば、

U?−1
r L̃0 U

?
r =

2

r
L̃0 +

2− r

r
L̃?

0, (349)

U?
r L̃0 U

?−1
r =

r

2
L̃0 +

r − 2

2
L̃?

0.

を得る。
さて、UrU

?
s を計算する。

a =
2

r
, b =

2

s
(350)

とおけば、(343)より
UrU

?
s |0〉 = aL̃0bL̃0

?|0〉 = :X (351)

と書ける。これを計算するには、X の a, bに関する微分方程式をたてて解けばよい。(349)

を用いると、

a∂aX = UrL̃0U
?
s |0〉

= Ur

(
2

s
− 1

)
L̃0

?
U?

s |0〉
= (b− 1) b∂bX (352)

を得るので、初期条件 X(a = 1) = U?
s |0〉のもとに (352)を解くと、

X =

(
b

b+ a(1− b)

)L̃0
?

|0〉. (353)

となる。(350)を用いて、変数を rと sに直せば、

(351) = U?
2+ 2

r
(s−2)

|0〉. (354)

を得る。これと、(346)の代数関係から、

UrU
?
s = U?

2+ 2
r
(s−2)

Ux (355)

と置くことができる。この両辺で ?をとって |0〉に作用すると、x = 2 + 2
s
(r− 2)を得る。す

なわち、次が示された:

UrU
?
s = U?

2+ 2
r
(s−2)

U2+ 2
s
(r−2) (356)

特に、r = sの場合には U?
rUrは別の表示をもち、L̃0 + L̃0

?で生成されることが予期され
る。このことは、Baker-Campbell-Hausdorffの公式からも分かるが、UrU

?
s を求めたときと

同様に微分方程式を用いて求めることにする。
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(350)を用いると、(343)より

U?
rUr = aL̃0

?

aL̃0 = :X (357)

と書ける。これを計算するには、Xの aに関する微分方程式をたてて解けばよい。(348)を
用いることにより、

a∂aX = −1

a

(
L̃0 + L̃0

?
)
X (358)

を得るので、(350)を用いて、変数を rに直せば、

∂rX = −1

2

(
L̃0 + L̃0

?
)
X . (359)

初期条件 X(r = 2) = 1のもとに (359)を解くと、

X = exp

[
−1

2
(r − 2)

(
L̃0 + L̃0

?
)]

. (360)

となる。よって、
U?

rUr = exp

[
−1

2
(r − 2)

(
L̃0 + L̃0

?
)]

. (361)

となるが、実は、この expの肩の部分 L̃0 + L̃0
?は L̃L

−1, L̃
R
−1で書き直せる:

L̃0 + L̃?
0 =

π

2

(
L̃R
−1 − L̃L

−1

)
. (362)

証明は、定義にしたがって L̃R
−1 を計算すると、L̃R

−1 = 1
2
L̃−1 + 1

π

(
L̃0 + L̃?

0

)
を得るので、

L̃−1 = L̃R
−1 + L̃L

−1を用いて結果がしたがう。

これにより、(361)は次のように書けることが分かる:

U?
rUr = exp

[
− (r − 2)

π

4

(
LR
−1 − LL

−1

)]
. (363)

一般に、sliver上のVirasoro生成子は (334)より次のように書ける:

L̃n = UtanLnU
−1
tan = tan ◦Ln =

∮
dz̃

2πi
z̃n+1 T̃ (z̃) (364)

=

∮
dz̃

2πi
z̃n+1 cos−4 z̃ T (tan z̃)

=

∮
dz

2πi
(1 + z2) (arctan z)n+1 T (z) (365)
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一部Mathematicaで計算したものを書いておくと

L̃2 = L2 − 1

15
L6 +

64

945
L8 + · · ·

L̃1 = L1 +
1

3
L3 − 7

45
L5 +

29

315
L7 + · · ·

L̃0 = L0 +
2

3
L2 − 2

15
L4 +

2

35
L6 + · · ·

L̃−1 = L−1 + L1 (366)

L̃−2 = L−2 +
4

3
L0 +

11

45
L2 − 8

189
L4 · · ·

L̃−3 = L−3 +
5

3
L−1 +

3

5
L1 − 31

945
L3 · · ·

となる。特に n = −1の場合、(117)により L̃−1 = K1となるので、L̃−1は ∗積に対する微分
演算子になる。

したがって、sliver上のVirasoro代数は (325)より
[
L̃n, L̃m

]
= (n−m)L̃n+m (367)

となる。
特に、L̃0と L̃−1の交換関係は [

L̃0, L̃−1

]
= L̃−1, (368)

であり、両辺 ?をとって、 [
L̃?

0, L̃−1

]
= −L̃−1. (369)

を得る。(346)と合わせると、L̃0, L̃
?
0, L̃−1は部分 Lie代数をなすことが分かる。

以上のことは、一部Virasoro生成子Lnを反ゴースト生成子 bnに変えて同じ議論、計算が
使える。一部結果を書いておく:

b̃n = UtanbnU
−1
tan = tan ◦ bn =

∮
dz̃

2πi
z̃n+1 b̃(z̃)

=

∮
dz̃

2πi
z̃n+1 cos−4 z̃ b(tan z̃)

=

∮
dz

2πi
(1 + z2) (arctan z)n+1 b(z) (370)
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一部Mathematicaで計算したものを書いておくと

b̃2 = b2 − 1

15
b6 +

64

945
b8 + · · ·

b̃1 = b1 +
1

3
b3 − 7

45
b5 +

29

315
b7 + · · ·

b̃0 = b0 +
2

3
b2 − 2

15
b4 +

2

35
b6 + · · ·

b̃−1 = b−1 + b1 (371)

b̃−2 = b−2 +
4

3
b0 +

11

45
b2 − 8

189
b4 · · ·

b̃−3 = b−3 +
5

3
b−1 +

3

5
b1 − 31

945
b3 · · ·

となる。特に n = −1の場合、(119)により b̃−1 = B1となるので、b̃−1は ∗積に対する微分演
算子になる。

b̃0 + b̃?0は、b̃R−1, b̃
L
−1で書き直せる:

b̃0 + b̃?0 =
π

2

(
b̃R−1 − b̃L−1

)
. (372)

b̃0に対する Ur, U
?
r の作用は

Ur b̃
?
0 U

−1
r =

2− r

r
b̃0 +

2

r
b̃?0,

U?−1
r b̃0 U

?
r =

2

r
b̃0 +

2− r

r
b̃?0,　

U−1
r b̃?0 Ur =

r − 2

2
b̃0 +

r

2
b̃?0,

U?
r b̃0 U

?−1
r =

r

2
b̃0 +

r − 2

2
b̃?0 (373)

である。

ゴースト場の振動子 cnの場合、共形次元がLn, bnとは異なるため sliver座標での振る舞い
は異なる:

c̃n = UtancnU
−1
tan = tan ◦ bn =

∮
dz̃

2πi
z̃n+1 c̃(z̃)

=

∮
dz̃

2πi
z̃n−2 cos2 z̃ c(tan z̃)

=

∮
dz

2πi
(1 + z2)−2 (arctan z)n−2 c(z) . (374)
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Mathmaticaにより計算すると

c̃2 = c2 − 2c4 + · · ·
c̃1 = c1 − 5

3
c3 +

101

45
c5 + · · ·

c̃0 = c0 − 4

3
c2 − 8

5
c4 + · · ·

c̃−1 = c−1 − c1 +
16

15
c3 − 1072

945
c5 + · · · (375)

c̃−2 = c−2 − 2

3
c0 +

29

45
c2 − 608

945
c4 · · ·

c̃−3 = c−3 − 1

3
c−1 +

1

3
c1 − 61

189
c3 + · · ·

となる。

b̃nと c̃mの交換関係は、振動子代数の式より

{c̃n, b̃m} = δn+m (376)

{c̃n, c̃m} = {b̃n, b̃m} = 0

である。

一方、BPZ共役を取ったものとそうでないものとの Lie代数は、いったん上半平面上の
モードに直して計算する必要がある。ただし、L̃0と b̃?0の交換関係は (346)から

[
L̃0, b̃

?
0

]
= b̃0 + b̃?0 (377)

が分かるので、両辺BPZ共役を取って
[
L̃?

0, b̃0

]
= −(b̃0 + b̃?0) (378)

を得る。
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上半平面の相関関数を f (∞)(z) : = arctan(z)で移した、円周 π、高さ無限大の円筒 Cπ上
の sliver座標で評価する:

〈φ1(x̃1) . . . φn(x̃n) 〉Cπ = 〈 φ̃1(x̃1) . . . φ̃n(x̃n) 〉UHP. (379)

これと 〈 c(x)c(y)c(z) 〉UHP = (x− y)(x− z)(y − z)を利用すると

〈 c(x)c(y)c(z) 〉Cπ = sin(x− y) sin(x− z) sin(y − z) (380)

が示される。sliver座標では反転は−π
2
の平行移動になるから

〈 Ĩ ◦ c(x)c(y)c(z) 〉Cπ = cos(x− y) cos(x− z) sin(y − z)

〈 Ĩ ◦ c(x)Ĩ ◦ c(y)c(z) 〉Cπ = sin(x− y) cos(x− z) cos(y − z) (381)

〈 Ĩ ◦ c(x)Ĩ ◦ c(y)Ĩ ◦ c(z) 〉Cπ = sin(x− y) sin(x− z) sin(y − z)

が順に示される。これらを p
2
だけスケール変換すれば

〈 c(x)c(y)c(z) 〉C π
2 p

=

(
2

p

)−3

sin

(
2

p
(x− y)

)
sin

(
2

p
(x− z)

)
sin

(
2

p
(y − z)

)

〈 Ĩp ◦ c(x)c(y)c(z) 〉C π
2 p

=

(
2

p

)−3

cos

(
2

p
(x− y)

)
cos

(
2

p
(x− z)

)
sin

(
2

p
(y − z)

)

〈 Ĩp ◦ c(x)Ĩp ◦ c(y)c(z) 〉C π
2 p

=

(
2

p

)−3

sin

(
2

p
(x− y)

)
cos

(
2

p
(x− z)

)
cos

(
2

p
(y − z)

)

〈 Ĩp ◦ c(x)Ĩp ◦ c(y)Ĩp ◦ c(z) 〉C π
2 p

=

(
2

p

)−3

sin

(
2

p
(x− y)

)
sin

(
2

p
(x− z)

)
sin

(
2

p
(y − z)

)

を得る。ただし、Ĩpは円周 π
2
p、高さ無限大の円筒 Cπ

2
pで見たときの反転を表す。ゴースト

部分の相関関数の計算はこれらの相関関数に帰着する。
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D Dpブレーンの張力
付録Cにおいて bosonicなDpブレーンの tree levelでの張力を SFTを用いて導出する [27,

15]。本論文では、弦の世界面の理論で知られている T双対性を用いることにより、弦の場
の 3点関数を計算せずに求めている。
まず、Dpブレーンが伸びている p個の空間方向をコンパクト化してそこにDpブレーンを

巻き付けておく。そうすると、コンパクト化されていない座標から見ればそのDpブレーン
は点粒子のように振る舞う。一般にDpブレーン上の場の理論はYang-Mills理論を再現する
から、このDpブレーンを記述する有効作用の運動項は次のように書ける:

S2(Φ) = − 1

2g2
YM

〈Φ , QΦ〉 . (382)

さらに、コンパクト化していなかった残りの座標もコンパクト化して、このときの点粒子
と見たDpブレーンの（非相対論的）質量を求める。というのも、今の場合、Dpブレーン上
の Lorentz対称性があるので、Dpブレーンの質量と張力が等しくなるからである。点粒子
と見たときのDpブレーンの集団座標X iは、弦の世界面にある T双対性を用いるとDpブ
レーン上にいたゲージ場の横軸方向の成分 (transverse component)Aiに対応することが分か
る [52]:

X i = −2πAi . (383)

したがって、Dpブレーンの質量を求めるには、弦の場のうちこの成分の時間に依存する
部分だけを見れば十分である:

|Φ〉 = Ai(t)α
i
−1|c〉

= − 1

2π

∫
dk0X

i(k0)α
i
−1 c1|k0〉 . (384)

これを作用に代入して、運動項の係数を求めればよい:

S2(Φ) = − 1

2g2
Y M

〈Φ , QΦ〉

= − 1

2g2
YM

(
1

2π

)2 ∫
dk0dk

′
0〈k′0| (−αj

1) c−1X
j(k′0)QX

i(k0)α
i
−1 c1|k0〉

(44)により、QはFeynman-Siegelゲージ条件を満たす状態に対しては、Q = c0L0とおいて
計算できた。L0は今の場合、L0 = k2になる。さらに、規格化が 〈k0| c−1c0c1 |k′0〉 = 2πδ(k0+k

′
0)

であったことにも注意して計算すると

=
1

2g2
YM

(
1

2π

)2

2π

∫
dk0X

i(−k0) k
2
0X

i(k0) (385)

となる。X i(k0)を Fourier変換してX i(t)で書き直す:

∫
dk0X

i(−k0) k
2
0X

i(k0) =
1

2π

∫
dt ∂tX

i ∂tX
i . (386)
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これを (385) に代入すると、

S2(Φ) =
1

2g2
YM

(
1

2π

)2 ∫
dt ∂tX

i ∂tX
i . (387)

従って、Dpブレーンの質量が次のようになることが分かった:

M =
1

g2
YM

(
1

2π

)2

(388)

YM理論の結合定数と gYMと開弦の結合定数 gは、g = gYM

√
2 の関係があることが分か

るので [52](p.187) 、Dpブレーンの質量は最終的に次のように書ける:

M =
1

2π2 g2
. (389)

よって、Dpブレーンの張力は次のようになる:

Tp =
1

2π2 g2
. (390)

この議論は、最後のところで、開弦の結合定数 gを on shellでのタキオンの 3点の結合定
数 gT に入れ替えても成立する [57]。
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