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概要

近年、カイラル理論を用いたK中間子・核子間相互作用に関する研究が盛んに行なわれ
ている。カイラル理論では、K中間子・核子間相互作用は質点と質点の相互作用として記
述される。本論文では現実の粒子が大きさを持っているということに注目し、構造を持っ
た核子と構造を持たないK中間子の相互作用を導出する。その手段として、核子をソリ
トンという構造を持ったものとして扱う Skyrme模型を用いる。その結果、s-波の基底状
態のK中間子に対する相互作用は非局所的かつ、K中間子のエネルギーに依存する相互
作用となり、相互作用には斥力芯と見られる構造があることがわかった。得られた相互作
用を用いて反K中間子と核子の束縛エネルギーを求めると、10MeVから 80MeV程度の
値が得られた。
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第1章 序論

1.1 研究の背景

1.1.1 K中間子原子核

K中間子原子核とは反K中間子が原子核中に強い相互作用によって束縛したものであ
る。反K中間子と核子の間には強い引力が働いており、その引力の効果でヘリウム 3な
どの軽い原子核に反K中間子を入れると、原子核が圧縮されることが理論的に予言され
ている [1, 2, 3, 4]。これは、原子核密度は一定でそれ以上の圧縮はできないという原子核
の性質 (原子核密度の飽和性)に反する驚くべき予言である。
また、反 K中間子と核子間の強い引力の結果、反 K中間子と核子が束縛状態を作り

Λ(1405)の共鳴状態ができると考えられている [5, 6, 7]。Λ(1405)はストレンジネスS = −1

を持ち、アイソスピン I = 0、スピン・パリティー JP = 1/2−を持つバリオンの共鳴状
態である。Λ(1405)は同じスピン・パリティー JP = 1/2−を持つバリオンの共鳴状態の
中で最も軽く、ストレンジ・クォーク含まない核子の第一励起状態N(1535)よりも軽い。
クォーク模型ではストレンジ・クォーク (s)は、アップ・クォーク (u)とダウン・クォー
ク (d)に比べて質量が約 100MeV重いはずである。したがって、Λ(1405)のこのような性
質をクォーク模型で記述することは難しい。しかし、カイラル理論ではΛ(1405)の性質の
記述が可能である。カイラル理論では Λ(1405)は反K中間子と核子の束縛状態として扱
われている [5, 6, 7]。
K中間子原子核の理論予想は 1963年にNogamiが初めて発表した [8]。彼はΛ(1405)が
反K中間子と核子の束縛状態あるとして、反K中間子と 2つの核子の束縛状態が存在する
ことを理論的に予言した。2002年にはAkaishiとYamazakiが現象論的に構成したポテン
シャルを用いて、反K中間子と少数の核子との束縛状態の存在を予言した [1, 2]。反K中
間子と少数の核子との束縛状態に関する研究は多数なされている [10, 11, 12]。また、反K

中間子と重い原子核 (質量数A=16-208)との束縛状態に関する研究もなされている [13]。
これらの研究手法により得られた結果のうち、特に軽いK中間子原子核に分類される

K−ppの束縛状態についての結果を表 1.1にまとめる。表 1.1よりK−ppの束縛状態に関
する理論研究は様々な方法で行われており、その結果も様々な値を取っていることがわか
る。これは、実験結果が確定していないという理由もあるが、反K中間子と核子間の相
互作用が正しく求められていないことが最大の理由である。K中間子原子核の性質を理解
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表 1.1: K−ppの束縛状態に関する理論予測

束縛エネルギー 崩壊幅 導出方法
[MeV] [MeV]

Akaishi and Yamazaki [1] 48 61 Variationa method

Ivanov, Kienle, Marton [9] 118 58 Penomenological model

and Widmann

Shevchenko, Gal and Mares [10] 55∼70 95∼110 Coupled-channel

Faddeev calculation

Doté, Hyodo and Weise [11] 19± 3 40∼70 Chiral SU(3)

coupled-channel dynamics

Nishikawa and Kondo [12] Skyrmion同士の Skyrme model

相対距離に依存

するためには、反K中間子・核子間の相互作用を正しく理解することが必要不可欠であ
ると言える。

1.1.2 反K中間子・核子間相互作用

反K中間子・核子間相互作用を求める方法として、まずAkaishiとYamazakiの行った
方法を説明する [2]。彼らは Λ(1405)が反K中間子と核子をアイソスピン I = 0となるよ
うに組んだ場合の束縛状態であると仮定した。そして、その束縛状態の束縛エネルギー、
崩壊幅、MartinによるKN 散乱実験のデータ [14]、およびK中間子水素の基底状態のエ
ネルギーシフトに関する実験データ [15, 16]を再現するようなポテンシャルを構成した。
次に、カイラル理論による導出方法を述べる。真空の対称性が自発的に破れることに
よって、π中間子やK中間子などのNambu-Goldstonボソン (NGボソン)が生成される
[17, 18, 19, 20]。u, d, sの 3種類のクォークが中心的な役割をする低エネルギー領域では、
この NGボソンと他の粒子との性質は低エネルギー定理によって記述される [21]。そし
て、NGボソンの一つである反 K中間子と核子の性質は低エネルギー定理の一つである
Weinberg-Tomozawa定理 (WT定理)[22, 23]を基礎にして求められいる [24, 25, 26]。カイ
ラル理論における反K中間子と核子間の相互作用は、最低次のFeynmanダイアグラムで
は図 1.1のように書ける。図 1.1は局所的な 4点相互作用を表しており、このような相互
作用をWeinberg-Tomozawa型 (WT型)の相互作用とよぶ。カイラル理論では、このWT

型の相互作用を基礎にしてK中間子・核子間相互作用の研究がおこなわれている。
このように、K中間子・核子間相互作用は現象論的な手法やカイラル理論を用いて研
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図 1.1: Weinberg-Tomozawa型の相互作用

究されている。本研究では、これらの方法ではなく Skyrme模型 [27]を用いたK中間子・
核子間相互作用の導出を行う。Skyrme模型は量子色力学の低エネルギー有効理論であり、
フレーバー SU(2)のハドロンの性質をよく記述する [28]。具体的な方法としては Callan

とKlebanovが提唱した束縛法 [29, 30]を用いてK中間子・核子間相互作用の導出を行う。
Skyrme模型では核子を構造を持つものとして扱うので、K中間子・核子間相互作用はカ
イラル理論のWT型相互作用のような局所的な相互作用にはならない。つまり、本研究
では構造を持つ核子と構造を持たないK中間子との相互作用を導出する。これによりカ
イラル理論とは異なる描像が得られると期待できる。

1.2 本論文の構成
本論文の構成は以下の通りである。まず、第 2章でカイラル対称性とその破れの復習を
行う。その後、カイラル理論においてにおける反K中間子・核子間相互作用研究の基礎と
なるWeinberg-Tomozawa型相互作用 [22, 23]の導出を行う。第 3章では Skyrme模型 [27]

のレビューを行い、集団量子化についてその概略を述べる。第 4ではCallanとKlebanov

が提案した束縛法 [29, 30]のレビューを行う。第 5章でCallanとKlebanovとは異なる手
法を用いて、反K中間子・核子間の相互作用を導出し、その結果を考察する。最後に、第
6章で本研究で得られた結果をまとめ今後の展望を議論する。
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第2章 カイラル対称性

この章では、カイラル理論を用いたK中間子・核子間相互作用研究の基礎となるWeinberg-

Tomozawa(WT)定理 [22, 23]の復習をする。WT定理は、自発的対称性の破れによって生
じる Nambu-Goldstoneボソン (NGボソン)[18, 19, 20] と他の粒子の相互作用を決める、
低エネルギー定理 [21]と呼ばれる定理の 1つである。

2.1 フェルミオン Lagrangian

質量mを持つフェルミオンの自由場の Lagrangianは以下で与えられる。

L = ψ (i∂/−m)ψ (2.1)

ただし、

∂/ ≡ ∂µγ
µ (2.2)

ψ ≡ ψ†γ0 (2.3)

である。ここで、γµ(µ = 0, 1, 2, 3)は以下の関係式を満たす 4× 4のDirac行列である。

γµγν + γνγµ = 2ηµν14×4 (2.4)

ただし、ηµν = diag(+1,−1,−1,−1)とする。
(2.4)式を満たす 1組の行列は、

γ0 =

(
1 0

0 −1

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
(2.5)

で与えられる。ここで、γ0に現れる 1は 2× 2の単位行列 1 = 12×2であり、σi(i = 1, 2, 3)

は Pauliのスピン行列

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
(2.6)

である。
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また、ψは幾つかの内部自由度を持ち、以下では uクォークと dクォークからなる 2つ
の内部自由度を持つものとする。つまり、

ψ =

(
u

d

)
(2.7)

とする。ここで、uと dはそれぞれ uクォークと dクォークの場を表し、どちらも 4成分
のDiracスピナーである。

2.2 左巻きフェルミオン・右巻きフェルミオン
γ5を次のように定義し、

γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 (2.8)

以下のような 2つの演算子を導入する。

PL =
1− γ5

2
, PR =

1 + γ5
2

(2.9)

γ5は(2.5)式を用いると以下のように書ける。

γ5 =

(
0 1

1 0

)
(2.10)

ここでも、1は 2× 2の単位行列を表すものとする。
(2.9)式の演算子は以下のような射影演算子としての性質をもつ。

P 2
L = PL, P 2

R = PR, PL + PR = 1,

γ5PL = −PL, γ5PR = PR

PLPR = PLPR = 0, γµPL = PRγµ, γµPR = PLγµ

(2.11)

(2.9)式で導入した PLと PRを用いて、フェルミオン場 ψと ψを

ψ = ψL + ψR, ψ = ψL + ψR (2.12)

と 2つに分ける。ここで、

ψL ≡ PLψ, ψR ≡ PRψ, ψL ≡ ψPR, ψR ≡ ψPL (2.13)

と定義した。(2.11)式の性質を用いると、

γ5ψL = −PLψ = −ψL, γ5ψR = PRψ = ψR (2.14)

が得られる。このことから ψLと ψRは γ5の固有状態になっており、その固有値が±1に
なっていることがわかる。ψLを左巻きフェルミオン、ψRを右巻きフェルミオンと呼ぶ。
(2.11)式、(2.12)式を使うと、Lagrangian(2.1)式は、

L = ψLi∂/ψL + ψRi∂/ψR − ψLmψR − ψRmψL (2.15)

のように左巻きフェルミオンと右巻きフェルミオンを用いて書くことができる。
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2.3 カイラル変換とカイラル対称性
この節では、カイラル変換及びカイラル対称性の定義を説明する。前の節で導入した左
巻きフェルミオン・右巻きフェルミオンに対して以下の 2つの演算子による変換を考える。

gV = exp [iT · θ]
gA = exp [iT · φγ5]

(2.16)

ここで、θとφは実数の定数ベクトルであり、T はこの変換の生成子と呼ばれるものであ
る。gV による変換をアイソスピン変換と呼び、gAによる変換を軸性変換と呼ぶ。
(2.16)式の微小変換の下で ψLと ψRは以下のように変換する。

ψL → gV ψL = exp [iT · θ]ψL ≃ (1 + iT · θ)ψL

ψR → gV ψR = exp [iT · θ]ψR ≃ (1 + iT · θ)ψR

(2.17)

ψL → gAψL = exp [iT · φγ5]ψL ≃ (1 + iT · φγ5)ψL = (1− iT · φ)ψL

ψR → gAψR = exp [iT · φγ5]ψR ≃ (1 + iT · φγ5)ψR = (1 + iT · φ)ψR

(2.18)

ここで、(2.18)式を導く際に (2.11)式を用いた。
アイソスピン変換 (2.17)式と軸性変換 (2.18)式を用いて以下の (微小)変換を作る。

gV + gA
2

ψL ≃
(
1 + iT · θ − φ

2

)
ψL ≡ gLψL

gV − gA
2

ψL ≃ iT · θ + φ

2
ψL

gV + gA
2

ψR ≃
(
1 + iT · θ + φ

2

)
ψR ≡ gRψR

gV − gA
2

ψR ≃ iT · θ − φ

2
ψR

(2.19)

さらに、(2.19)式において変換パラメーター θとφを以下のように取る。

• 左巻きフェルミオンに対しては θ = −φ ≡ l

• 右巻きフェルミオンに対しては θ = +φ ≡ r

これは、左巻きフェルミオンに対してはアイソスピン変換と軸性変換は、それぞれ同じだ
け逆方向に回転させることに対応し、右巻きフェルミオンに対してはアイソスピン変換と
軸性変換は、それぞれ同じだけ同じ方向に回転させることに対応する。上で導入した lと
rを使って (2.19)式の gLと gRによる変換を書き直すと、左巻きフェルミオンに対しては

gLψL =

(
1 + iT · l + l

2

)
ψL = (1 + iT · l)ψL

gRψL =

(
1 + iT · l− l

2

)
ψL = ψL

(2.20)



18 第 2章 カイラル対称性

が得られ、右巻きフェルミオンに対しては

gLψR =

(
1 + iT · r − r

2

)
ψR = ψR

gRψR =

(
1 + iT · r + r

2

)
ψR = ψ = (1 + iT · r)ψR

(2.21)

が得られる。したがって、(2.20)式、(2.21)式から gLは ψLにのみ作用し、gRは ψRにの
み作用することがわかった。そこで、gLによる変換を左変換、gRによる変換を右変換と
呼ぶことにする。ただし、アイソスピン変換 gV と軸性変換 gA、左変換 gLと右変換 gRは
変換パラメーターが異なるだけで互いに等価な変換であることに注意する。
アイソスピン変換 (2.17)式と軸性変換 (2.18)式、そして、それに等価な左変換 (2.20)式
と右変換 (2.21)式のように、左巻きフェルミオン・右巻きフェルミオンそれぞれに独立な
変換を施すことをカイラル変換という。系がカイラル変換の下で不変になる場合には、そ
の系にカイラル対称性があるという。

2.4 カイラル対称性の破れ
前の節で定義したカイラル対称性が成り立たない場合に、それをカイラル対称性の破れ
と呼ぶ。カイラル対称性の破れには、明示的な破れと自発的な破れが存在する。

2.4.1 カイラル対称性の明示的破れ

アイソスピン変換 (2.17)式と軸性変換 (2.18)式、そして、左変換 (2.20)式と右変換 (2.21)

式がどのような場合に対称性を破るのかを確認する。まず最初に質量がゼロの場合を考え
る。このとき Lagrangian(2.15)式は

L = ψLi∂/ψL + ψRi∂/ψR (2.22)

となる。この Lagrangianは各変換の下で以下のように変換する

• アイソスピン変換
(2.17)式より

ψLi∂/ψL + ψRi∂/ψR

→ ψL (1− iT · θ) i∂/ (1 + iT · θ)ψR + ψR (1− iT · θ) i∂/ (1 + iT · θ)ψL

≃ ψLi∂/ψL + ψRi∂/ψR
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• 軸性変換
(2.18)式より

ψLi∂/ψL + ψRi∂/ψR

→ ψL (1− iT · φ) i∂/ (1 + iT · φ)ψL + ψR (1− iT · φ) i∂/ (1 + iT · φ)ψR

≃ ψLi∂/ψL + ψRi∂/ψR

• 左変換
(2.20)式より

ψLi∂/ψL + ψRi∂/ψR → ψL (1− iT · l) i∂/ (1 + iT · l)ψL + ψRi∂/ψR

≃ ψLi∂/ψL + ψRi∂/ψR

• 右変換
(2.21)式より

ψLi∂/ψL + ψRi∂/ψR → ψLi∂/ψL + ψR (1 + iT · r) i∂/ (1− iT · r) i∂/ψR

≃ ψLi∂/ψL + ψRi∂/ψR

したがって、ゼロ質量のフェルミオンはここで考えた全てのカイラル変換に対して不変に
なる。
次に、質量のあるフェルミオンに対する変換性を調べる。質量を持つフェルミオンの

Lagrangianは (2.15)式で与えられる。しかし、第 1項と第 2項は (2.22)式と同じなので、
考えるべきは質量mに比例する項だけである。よって、それぞれの変換に対する変換性
は以下のようになる。

• アイソスピン変換
(2.17)式より

mψLψR +mψRψL

→ mψL (1− iT · θ) (1 + iT · θ)ψR +mψR (1− iT · θ) (1 + iT · θ)ψL

≃ mψLψR +mψRψL

• 軸性変換
(2.18)式より

mψLψR +mψRψL

→ mψL (1 + iT · φ) (1 + iT · φ)ψR +mψR (1− iT · φ) (1− iT · φ)ψL

≃ mψLψR +mψRψL + 2im
(
ψLT · φψR − ψRT · φψL

)
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• 左変換
(2.20)式より

mψLψR +mψRψL → mψL (1− iT · l)ψR +mψR (1 + iT · l)ψL

= mψLψR +mψRψL − im
(
ψLT · lψR − ψRT · lψL

)

• 右変換
(2.21)式より

mψLψR +mψRψL → mψL (1 + iT · r)ψR +mψR (1− iT · r)ψL

= mψLψR +mψRψL + im
(
ψLT · rψR − ψRT · rψL

)

以上より質量のあるフェルミオンに対してはアイソスピン変換に対する対称性のみが残る
ことが示された。このようにフェルミオンに質量があることでカイラル対称性が破れるこ
とを明示的な対称性の破れと呼ぶ。

2.4.2 カイラル対称性の自発的破れ

前小節で見たように、フェルミオンの質量がゼロでないならば対称性は明示的に破れ
る。明示的な破れとは異なる対称性の破れとして自発的対称性の破れ [17, 18, 19]が存在
する。ここでは自発的対称性の破れについて説明する。系に変換 U に対する対称性が存
在するときには、系の Lagrangianを L、HamiltonianをHとすると、

L = ULU † (2.23)

H = UHU † (2.24)

が成り立つ。次に a†と b†をそれぞれ生成演算子として、

|A⟩ = a† |0⟩ , |B⟩ = b† |0⟩ (2.25)

と定義される状態 |A⟩と |B⟩を考える。さらに、これら 2つ生成演算子は以下の関係で結
ばれているとする。

b† = Ua†U † (2.26)

このとき状態 |A⟩は U の下で

|A⟩ → U |A⟩ = Ua† |0⟩

= Ua†UU † |0⟩

= b†U |0⟩ (2.27)
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と変換する。
もし、真空 |0⟩が U の下で不変ならば、

U |0⟩ = |0⟩ (2.28)

なので、状態 |A⟩と |B⟩のエネルギーは、(2.24)式、(2.26)式より

EA ≡ ⟨A|H |A⟩ = ⟨0| aHa† |0⟩

= ⟨0|U †UaU †UHU †Ua†U †U |0⟩

= ⟨0| bUHU †b† |0⟩

= ⟨B|H |B⟩ ≡ EB (2.29)

となる。これは 2つの状態 |A⟩と |B⟩が縮退していることを意味する。ここで重要なこ
とは、(2.28)式が成り立つこと、つまり真空が U の下で不変であるということである。
Hamiltonianの持つ対称性 U の下で真空が不変になる場合には、(2.27)式より

|A⟩ → U |A⟩ = |B⟩ (2.30)

となり異なる 2つの状態は U によって結びつけられる。
一方で、真空が U の下で不変でない場合には

|0⟩ ̸= U |0⟩ (2.31)

となる。この場合には状態 |A⟩と |B⟩の縮退は起こらない。(2.31)式は真空が対称性U を
破っていることを表しており、自発的対称性の破れと呼ばれる [17, 18, 19]。ハドロンのカ
イラル対称性の場合には、軸性変換が自発的に破れていることが知られており、これをカ
イラル対称性の自発的破れと呼ぶ。対称性が自発的に破れると、破れた対称性の数と同じ
だけゼロ質量の中間子が生成される。この生成された中間子のことをNambu-Goldstone

ボソン (NGボソン)と呼ぶ [18, 19, 20]。
構成粒子としてアップ・クォーク (u)、ダウン・クォーク (d)、ストレンジ・クォーク (s)

の 3種類のクォークを含む SU(3)カイラル対称性の場合には、

SU(3)L × SU(3)R → SU(3)V (2.32)

と自発的に破れる。したがって生成されるNGボソンの数は 8種類である。表 2.1に、ス
ピン s = 0の基底状態の 8種類のNGボソンをまとめた。表中の Iはアイソスピンの大き
さを表し、I3はアイソスピンの第 3成分を、Sはストレンジネスをそれぞれ表す。
表 2.1において各NGボソンはゼロ質量ではないが、これは質量による明示的なカイラ
ル対称性の破れにより、破れた対称性、SU(3)Aが完全な対称性ではないからである。し
かし、u, d, sの 3種類のクォークが構成粒子として中心的な役割を果たす低エネルギー領
域では、典型的なエネルギースケールが約 1GeVであることから、これらのNGボソンは
ゼロ質量とみなすことができる。また SU(3)V の対称性も各クォークの質量差によって完
全な対称性ではないので、NGボソンの間にも質量差が生じている [31]。
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表 2.1: SU(3)カイラル対称性の自発的破れによって生成されるNGボソン
質量 [MeV] 構成クォーク I I3 S

K+ 493.7 su 1/2 1/2 1

K0 497.6 sd 1/2 −1/2 1

π+ 139.6 du 1 1 0

π0 135.0 1√
2

(
−uu+ dd

)
1 0 0

π− 139.6 −ud 1 −1 0

η 547.9 1√
6

(
uu+ dd− 2ss

)
0 0 0

K
0

497.6 ds 1/2 1/2 −1

K− 493.7 us 1/2 −1/2 −1

2.5 SU(3)メソンとSU(3)バリオン
Gell-Mannの八道説より SU(3)の中間子及びバリオンはどちらも 8重項に属すると考
えることができる。u、d、sの 3種類のクォークから構成されるバリオンのうちスピンが
s = 1/2の基底状態のバリオンを表 2.2にまとめる。Iなどの記号の意味は表 2.1と同じで
ある。

表 2.2: u、d、sの 3種類のクォークから構成されるバリオン
質量 [MeV] 構成クォーク I I3 S

p 938.3 uud 1/2 1/2 1

n 939.6 udd 1/2 −1/2 1

Λ0 1115.7 uds 0 0 0

Σ+ 1189.4 uus 1 1 0

Σ0 1192.6 uds 1 0 0

Σ− 1197.4 dds 1 −1 0

Ξ0 1314.9 uss 1/2 1/2 −1

Ξ− 1321.7 dss 1/2 −1/2 −1

表 2.2から以下のことが読み取れる。まずバリオン中に含まれる sクォークの数が増え
るほど、質量が約 100MeVずつ重くなっていることがわかる。これはuクォーク、dクォー
クに比べ sクォークが約 100MeV重たいことの反映である。次に、同じアイソスピンの多
重項の中では、dクォークの数が多い方が質量がわずかに重たい。これは dクォークが u

クォークよりわずかに重たいことに加えて、アイソスピン対称性を破る電弱相互作用の効
果も反映されている [32]。
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表 2.1及び表 2.2に挙げた中間子及びバリオンは全て以下の関係式

Q = I3 + Y/2 (2.33)

を満たす。この式は、中野-西島-Gell-Mannの公式 [33, 34]と呼ばれている。ここで、Q

は陽子電荷を単位とした電荷で、I3はアイソスピンの第 3成分、Y はハイパーチャージで
あり

Y = B + S (2.34)

で定義される量子数である。ここでBはバリオン数である。上で挙げた 8種類のバリオ
ンを I3と Y を軸にしてプロットすると図 2.1、及び図 2.2が得られる。

Y K+

K�
K

0

K0

⇡0⇡� ⇡+⌘

I3

図 2.1: SU(3)メソン

Y

⌃+⌃0⌃�

⌅� ⌅0

⇤

pn

I3

図 2.2: SU(3)バリオン

図 2.2の六角形を正六角形にするために、

H1 = I3, H2 =
√
3Y/2 (2.35)

と新しい座標軸を導入すると図 2.3、及び図 2.4が得られる。

⌃+

n p

⌃� ⌃0

⌅0⌅�

H1

H2

⇤

図 2.3: バリオンの 8重項

H1

⇡+⇡0

H2

⇡� ⌘

K0 K+

K�
K

0

図 2.4: メソンの 8重項
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ここで導入した新しい座標軸は、SU(3)の生成子 Ta(a = 1, 2, · · · , 8)を用いると、

H1 = T3, H2 = T8 (2.36)

と書くことができる [35]。ここで、Taは Ta = λa/2の関係を満たし、λaはGell-Mann行
列と呼ばれる以下のような 8種類の行列である。

λ1 =

⎛

⎜⎜⎝

0 1 0

1 0 0

0 0 0

⎞

⎟⎟⎠ , λ2 =

⎛

⎜⎜⎝

0 −i 0

i 0 0

0 0 0

⎞

⎟⎟⎠ , λ3 =

⎛

⎜⎜⎝

1 0 0

0 −1 0

0 0 0

⎞

⎟⎟⎠

λ4 =

⎛

⎜⎜⎝

0 0 1

0 0 0

1 0 0

⎞

⎟⎟⎠ , λ5 =

⎛

⎜⎜⎝

0 0 −i

0 0 0

i 0 0

⎞

⎟⎟⎠ , λ6 =

⎛

⎜⎜⎝

0 0 0

0 0 1

0 1 0

⎞

⎟⎟⎠

λ7 =

⎛

⎜⎜⎝

0 0 0

0 0 −i

0 i 0

⎞

⎟⎟⎠ , λ8 =
1√
3

⎛

⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 −2

⎞

⎟⎟⎠ (2.37)

図 2.3及び図 2.4は SU(3)のルート図と同じ形をしている [35]。(2.37)式を使って以下
のような演算子を定義する。

I± =
1√
2
(T1 ± iT2)

V± =
1√
2
(T4 ± iT5) (2.38)

U± =
1√
2
(T6 ± iT7)

V+

V� U�

U+

I+I�
H1

H2

図 2.5: SU(3)群の昇降演算子
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ここで、(2.39)式で導入した演算子と、H1、H2つまり、T3とT8には以下の関係がある。

[T3, I±] = ±I±, [T8, I±] = 0

[T3, V±] = ±1

2
V±, [T8, V±] = ±

√
3

2
V± (2.39)

[T3, U±] = ∓1

2
U±, [T8, U±] = ±

√
3

2
U±

したがって、I±、V±及びU±はH1-H2平面上での昇降演算子として振る舞うことがわか
る (図 2.5)。図 2.3及び図 2.4のようにまとめたバリオンと中間子を図 2.5の昇降演算子と
対応付けると SU(3)のリー代数の行列の形で

B =
1√
2

8∑

a=1

Baλa =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1√
2
Σ0 +

1√
6
Λ Σ+ p

Σ− − 1√
2
Σ0 +

1√
6
Λ n

Ξ− Ξ0 − 2√
6
Λ

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(2.40)

φ =
1√
2

8∑

a=1

Maλa =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1√
2
π0 +

1√
6
η π+ K+

π− − 1√
2
π0 +

1√
6
η K0

K− K
0 − 2√

6
η

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(2.41)

と書くことができる [36]。

2.6 非線形表現Lagrangian

2.4節で見たようにカイラル対称性は自発的に破れる。対称性が自発的に破れた場合に、
NGボソンと他の粒子との相互作用を求める方法の 1つに非線形表現 Lagrangianを用い
る方法がある [21]。Callan-Coleman-Wess-Zuminoの方法 (CCWZの方法)[37, 38]を用い
ると、 SU(3)の場合の非線形表現 Lagrangianは

L = tr
(
BiD/B

)
−m0tr

(
BB

)
+

F

2
tr
(
Bγ5 [a/,B]

)
+

D

2
tr
(
Bγ5 {a/,B}

)
(2.42)

と書ける [36]。ここで、m0はバリオンの質量、F,Dは任意のパラメーターであり、

B =
1√
2

8∑

a=1

Baλa =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1√
2
Σ0 +

1√
6
Λ Σ+ p

Σ− − 1√
2
Σ0 +

1√
6
Λ n

Ξ− Ξ0 − 2√
6
Λ

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(2.43)
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φ =
1√
2

8∑

a=1

Maλa =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1√
2
π0 +

1√
6
η π+ K+

π− − 1√
2
π0 +

1√
6
η K0

K− K
0 − 2√

6
η

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(2.44)

U = ξ2 = exp (iφ/fπ) (2.45)

DµB = ∂µB + i [vµ, B] (2.46)

vµ =
1

2

(
ξ†∂µξ + ξ∂µξ

†) (2.47)

aµ =
1

2

(
ξ†∂µξ − ξ∂µξ

†) (2.48)

である。(2.42)式の第 1項は (2.46)の共変微分で定義されたバリオンの運動項であり、第
2項はバリオンの質量項である。

2.7 Weinberg-Tomozawa型相互作用
2.4節で述べたように、対称性が自発的に破れたとき破れた対称性の数と同じ数のNG

ボソンが生成される。低エネルギー領域において、このNGボソンと他の粒子との相互作
用は幾つかの低エネルギー定理によって規定される [21]。Weinberg-Tomozawa定理 (WT

定理)[22, 23]は、低エネルギー定理の 1つである。
以下では、バリオンとして核子を考え、NGボソンとしてK中間子を考える。つまり

B =

⎛

⎜⎜⎝

0 0 p

0 0 n

0 0 0

⎞

⎟⎟⎠ =

(
02×2 N

0 0

)
(2.49)

φ =

⎛

⎜⎜⎝

0 0 K+

0 0 K0

K− K
0

0

⎞

⎟⎟⎠ =

(
02×2 K

K† 0

)
(2.50)

とする。ただし、

N =

(
p

n

)
, K =

(
K+

K0

)
(2.51)
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とした。また、(2.42)式のバリオンの運動項は

L = tr
(
BiD/B

)
= tr

(
Bi∂/B

)
− tr

(
Bγµ [vµ, B]

)
(2.52)

と書ける。ただし、

vµ =
1

2

[
ξ† (∂µξ) + ξ

(
∂µξ

†)]

ξ2 = exp

(
i
φ

fπ

)

である。ここで、

Lint = −tr
(
Bγµ [vµ, B]

)
(2.53)

と定義すると、この項はバリオンとメソンの 4点相互作用を表す。このLintに (2.49)式と
(2.50)式を代入すると、

Lint =
1

2f 2
π

[
N
τ

2
γµN ·

(
∂µK

†τ

2
K −K†τ

2
∂µK

)]

+
1

2f 2
π

3

4

[
NγµN ·

(
∂µK

†K −K†∂µK
)]

(2.54)

が得られる。(2.54)式の第 1項は核子のアイソスピンカレントとK中間子のアイソスピン
カレントの積になっている。中間子とフェルミオンの相互作用がこのような形になること
をWT定理という。(2.54)式の第 2項は核子のアイソスカラーとK中間子のアイソスカ
ラーの積になっている。そして、(2.53)式の LagrangianをWeinberg-Tomozawa型 (WT

型)の相互作用 Lagrangianという。

N N

K K

図 2.6: Weinberg-Tomozawa型の相互作用
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(2.53)式のWT型 Lagrangianを用いれば、核子とK中間子の相互作用を求めることが
できる。WT型Lagrangianは図 2.6のように局所的な 4点相互作用になる。カイラル理論
では、このWT型 Lagrangianを基礎としてK中間子・核子間を導出する。
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第3章 Skyrme模型

本研究は Skyrme模型を用いた研究である。具体的な研究方法に入る前に、この章で参
考文献 [27, 28, 39]に基づいて Skyrme模型のレビューを行う

3.1 モデルLagrangian

Skyrme模型は低エネルギー領域での有効理論であり、Skyrmeが 1961年に提唱した模
型である [27]。Skyrmeはメソンを基本的な粒子として、バリオンとメソンの相互作用を
記述しようとした。Skyrmeはメソンとしてπ中間子を選び、π中間子を基本的な粒子と
して Skyrme模型を作り上げた。Skyrme模型ではバリオンはメソンからなるソリトンと
いう形で現れる。π中間子の質量がゼロの場合の Skyrme模型の Lagrangianは以下のよ
うに与えられる [27]。

LSkyrme =
1

16
Fπ

2tr
[
∂µU

† (x) ∂µU (x)
]
+

1

32e2
tr
[
∂µU (x)U † (x) , ∂νU (x)U † (x)

]2
(3.1)

ここで、U はπ中間子からなる非線形な場で

U (x) = exp

[
i
2

Fπ
τ · π (x)

]
(3.2)

である。ただし、τ はアイソスピン行列であり、その値は pauliのスピン行列 (2.6)式と同
じ値をとる。Fπと eはそれぞれ理論のパラメーターであり、Fπはπ中間子の崩壊定数、
eは Skyrmeパラメーターと呼ばれる。ここではAdkins達の値を採用する [28]。

Fπ = 129[MeV], e = 5.45 (3.3)

これらのパラメーターは、後述する核子とΔ粒子の質量を再現するように選ばれている。
(3.1)式の右辺第 1項は (4.6)式を代入すれば、

1

16
Fπ

2tr
[
∂µU

†∂µU
]

≃ 1

16
Fπ

2tr

[
∂µ

(
1− i

2

Fπ
τ · π

)
∂µ
(
1 + i

2

Fπ
τ · π

)]

=
1

16
Fπ

2tr

[
4

F 2
π

τaτb∂µπa∂
µπb

]

=
1

2
∂µπa∂

µπa =
1

2
(∂µπ)

2 (3.4)
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となるので、この項はπ中間子の運動項を表す。場の配位U (x)に対して、定数 aを用い
て x → y = axなるスケール変換を施す。このとき、時間に依存しないエネルギーを

E2 =

∫
d3x

1

16
Fπ

2tr
[
∂µU

† (x) ∂µU (x)
]

(3.5)

と定めると、E2はスケール変換によって

E ′
2 =

∫
d3y

1

16
Fπ

2tr
[
∂µU

† (y) ∂µU (y)
]

= a

∫
d3x

1

16
Fπ

2tr
[
∂µU

† (x) ∂µU (x)
]
= aE2 (3.6)

となる。これは、配位を小さくすればするほどエネルギーが減少し、最終的に配位が潰
れてしまうことを意味している。この状況を避けるためには、配位を小さくするにつれ
てエネルギーが増加する項を加えればよく、この役割をしているのが (3.1)式の右辺第 2

項の Skyrme項と呼ばれる項である。Skyrme項は微分の 4次の項なので、スケール変換
x → y = axによって

E4 =

∫
d3x

1

32e2
tr
[
∂µU (x)U † (x) , ∂νU (x)U † (x)

]2
(3.7)

は

E ′
4 =

∫
d3y

1

32e2
tr
[
∂µU (y)U † (y) , ∂νU (y)U † (y)

]2

=
1

a

∫
d3x

1

32e2
tr
[
∂µU (x)U † (x) , ∂νU (x)U † (x)

]2

=
1

a
E4 (3.8)

となるので、確かに aを小さくするとエネルギーE4は大きくなる。したがって、エネル
ギーの和E = E2 + E4はスケール変換 x → y = axの下で

E = E2 + E4 → E ′ = aE2 +
1

a
E4 (3.9)

となるので有限の aに対して最小値を持つ (図 3.1参照)。

3.2 Hedgehog解
Lagrangian(3.1)式から得られる運動方程式は π+, π−, π0の 3つの自由度を持つが、π中
間子の 3つの自由度をそのまま扱うと運動方程式は非常に複雑になる。そこで、Skyrme

はπ中間子の 3つの自由度のうち 2つを角度変数 r̂に関係づけ、、残りの 1つを動径方
向の距離 rにのみ依存する関数を用いて表すことにした。このようにして作られたのが、
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図 3.1: ソリトンのエネルギー:Skyrme項を加えると有限の aに対して、エネルギーは最
小値を持つ。

Hedgehog解という特別な配位である。Hedgehog解はπ中間子のアイソスピンベクトル
と、動径ベクトルが平行になるような配位として定義され、以下のような形をとる。

UH = exp [iF (r)τ · r̂] = cosF + iτ · r̂ sinF (3.10)

ここで、(3.10)式のF (r)はProfile functionと呼ばれる rにのみ依存する関数である。F (r)

は以下のようにして求められる。まず系の Lagrangain(3.1)式

L =
1

16
F 2
π tr
(
∂µU∂

µU †)+ 1

32e2
tr
[
∂µUU †, ∂νUU †]2 (3.11)

の U に (3.10)式を代入すると、

L = −1

8
F 2
π

[
F ′2 + 2

sin2 F

r2

]
− 1

2e2
sin2 F

r2

[
sin2 F

r2
+ 2 (F ′)2

]
(3.12)

となる。ソリトンの質量を

M =

∫
d3xL (3.13)

と定義すると、(3.12)式から

M =

∫
d3xL

= 4π

∫ ∞

0

dr r2
{
1

8
F 2
π

[
F ′2 + 2

sin2 F

r2

]
+

1

2e2
sin2 F

r2

[
sin2 F

r2
+ 2 (F ′)2

]}
(3.14)

が得られる。F → F + δF と変分をとり r̃ ≡ eFπr,M ≡ mFπ/eと無次元量 r̃, mを導入す
ると (3.14)式から以下のような F (r̃)についての運動方程式が得られる。
(
1

4
r̃2 + 2 sin2 F

)
F ′′ +

1

2
r̃F ′ + sin(2F ) (F ′)2 − 1

4
sin(2F ) +

sin2 F

r̃2
sin(2F ) = 0 (3.15)
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以下の境界条件の下で (3.15)式を解くと、profile functionF (r)が得られる。

F (r = 0) = π, F (r = ∞) = 0 (3.16)

この境界条件はπ中間子のソリトンのバリオン数が 1になるために必要な条件である。バ
リオン数が 1の場合のπ中間子のソリトンのことを Skyrmionと呼ぶ。図 3.2は、運動方
程式 (3.15)式を数値計算を用いて解いた結果である。

図 3.2: 境界条件 (3.16)式の下での Profile function F (r)のグラフ

次にHedgehog解に対するアイソスピン回転と空間回転を考える。初めにHedgehog解
のアイソスピン回転を考える。アイソスピン回転の生成子を τ 行列を用いて I = τ/2と
書くと、アイソスピン変換を引き起こす演算子は

A = exp (iφ · I) (3.17)

と書ける。ここで、φは実数の定数ベクトルである。この Aを用いると、アイソスピン
回転の下でのHedgehog解は

UH → AUHA
† = exp

[
iF (r)Aτ · r̂A†]

= exp
[
iF (r)AτaA

†r̂a
]

= exp [iF (r)τbRbar̂a] (3.18)

と変換する。Rbaはアイソスピン空間でのベクトルの回転を表す 3× 3の直交行列で、

Rba =
1

2
tr
[
τbAτaA

†] (3.19)

と書ける。
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次に Hedgehog解を空間回転させる。空間回転の生成子を Lと定義する。空間回転に
よって r̂a → Dabr̂bと変化するので、空間回転の下でHedgehog解は

UH = exp [iF (r)τar̂a] → exp [iF (r)τaDabr̂b] (3.20)

と変換する。ただし、Dabは実空間でのベクトルの回転を表す 3× 3の直交行列である。
最後に、アイソスピン回転と空間回転を同時に行う場合を考える。(3.18)式、(3.20)式
より

UH → AUHA
† = exp [iF (r)τaRabDbar̂a] (3.21)

となる。したがって、アイソスピン回転と空間回転を同じ角度だけ、それぞれ逆方向に回
転させる場合にはRabDba = 1なる。このとき (3.21)式よりRabDba = 1なのでUHは不変
になる。I + L = T で定義される T を導入すると、このことはHedgehog解は T の下で
の回転で不変になることを意味している。つまり、Hedgehog解は T = I +L = 0となっ
ている。アイソスピンとスピンの大きさをそれぞれ I, Lとすると、Hedgehog解は I = L

の状態、すなわちアイソスピンとスピンが同じ大きさの状態 (例えば、核子やΔ粒子)を
記述することができる。

3.3 量子化
前節で扱ったHedgehog解は古典解であるので、スピンとアイソスピンという量子数を
持たないので物理状態ではない。したがって古典的な配位である UH から、どのように
して核子やΔ粒子といった物理状態を作るのかが問題になる。これは Hedgehog解をど
のようにして量子化するかという問題に他ならない。Hedgehog解の量子化は半古典量子
化を用いて行われる。これは、古典解周りの微小なゆらぎを量子化する方法である。今、
Lagrangian(3.1)式にはアイソスピン回転に対する対称性と空間回転に対する対称性が存
在する。したがって、これら 2つの変換に起因するゆらぎは系のエネルギーを変えないゼ
ロモードである。低エネルギー領域ではこのゼロモードが重要な役割を果たすので、半古
典量子化ではアイソスピン回転と空間回転に起因するゆらぎを量子化する。しかし前節で
述べたようにHedgehog解は I +L = 0なので、アイソスピン空間での回転、若しくは実
空間での回転のうちどちらか片方を考えれば十分である。したがって、以下のような回転
しているHedgehog解を考える。

U (t,x) = A (t)U (x)A† (t) (3.22)

ここで、

A (t) ∈ SU(2) (3.23)
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であり、A (t)を集団座標系の力学変数として扱う [28]。(3.22)式を (3.1)式に代入すると、

L = −M + Λtr
[
ȦȦ†

]
(3.24)

が得られる。ここで、M は (3.14)式で与えられるソリトンの質量であり、

Λ =
2π

3

1

e3Fπ
λ (3.25)

λ =

∫
dr̃ r̃2 sin2 (F )

[
1 + 4

(
(F ′)2 +

sin2 (F )

r̃2

)]
(3.26)

である (ただし、r̃ ≡ eFπr)。Aは SU(2)に含まれるので

A = a0 + iaaτa (3.27)

と書くことができる。ただし、
3∑

i=0

ai
2 = 1

の制限を持つ。このとき、

tr
[
ȦȦ†

]
= tr

[
ȧ20 + ȧ2a + iϵabcȧaȧbτc

]
= 2

3∑

i=0

(ȧi)
2

となるので、

L = −M + 2Λ
3∑

i=0

(ȧi)
2 (3.28)

となる。(3.28)式を使うと、ai に共役な運動量 πi は πi = ∂L/∂ȧi = 4Λȧi となるので、
HamiltonianHは、

H = πiȧi − L = M + 2Λ
3∑

i=0

(ȧi)
2 = M +

1

8Λ

3∑

i=0

(πi)
2 (3.29)

となる。量子力学の規則に従い、共役運動量 πiを微分演算子−i∂/∂aiに置き換えると、
Hamiltonian演算子は

Ĥ = M +
1

8λ

3∑

i=0

(
− ∂2

∂ai2

)
(3.30)

となる。Lagrangian(3.24)式に対して空間回転とアイソスピン回転を施すと、Noetherの
定理より Noetherチャージとしてスピン演算子 Jaとアイソスピン演算子 Iaが得られる
[39]。

Ja = iΛtr
[
τaȦ

†A
]

(3.31)



3.3. 量子化 35

Ia = iΛtr
[
τaȦA

†
]

(3.32)

また、Hedgehog解をフェルミオンとして量子化した場合の規格化された波動関数は

|p ↑⟩ = 1

π
(a1 + ia2) , |p ↓⟩ = − 1

π
(a0 − ia3)

|n ↑⟩ = i

π
(a0 + ia3) , |p ↓⟩ = − 1

π
(a1 − ia2)

|∆++, Jz =
3

2
⟩ =

√
2

π
(a1 + ia2)

3

|∆+, Jz =
1

2
⟩ = −

√
2

π
(a1 + ia2)

(
1− 3

(
a20 + a23

))
(3.33)

と与えられる [28]。ここで JZはスピンの Z成分を表す。(3.30)式に (3.33)を代入すると、
核子の質量MN とΔ粒子の質量M∆として

MN = M +
1

2Λ

3

4
, M∆ = M +

1

2Λ

15

4
(3.34)

が得られる。(3.3)式のパラメーターは (3.34)式の質量がそれぞれ

MN = 939MeV, M∆ = 1232MeV (3.35)

となるように選ばれている [28]。
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第4章 束縛法

束縛法はCallanとKlebanovが1985年に提唱した模型である [29, 30]。フレーバーSU(3)

のSkyrme模型 [40, 41, 42]とは異なり、束縛法ではSU(3)の対称性を仮定しない。つまり、
uクォークと dクォークと、sクォークを区別して扱う。この章では参考文献 [29, 30, 43]

に基づき束縛法のレビューを行う。

4.1 モデルLagrangian

初めに束縛法の特徴を述べる。

• SU(3)の対称性を仮定しない
束縛法では SU(3)の対称性を仮定しないので、クォークの質量による対称性の破れ
が存在する。

• π中間子のソリトンを背景場として扱う
束縛法ではπ中間子のソリトンを背景場とし、K中間子をπ中間子のソリトンのゆ
らぎとして扱う。

π中間子のソリトンはO (Nc)であり、その揺らぎであるK中間子はO (N0
c )である。そ

して、量子化をした後にできる核子はO (1/Nc)であるので、CallanとKlebanovの方法
は 1/Nc展開に忠実に理論を構成している。
系を記述するための Lagrangianは以下の条件に従って定義される。

1. SU(3)対称性が破れていないなら、通常の Skyrmeモデルの Lagrangian[27]と同じ
であると仮定する。これにより、Lagrangianは

LSkyrme =
1

16
Fπ

2tr
[
∂µU

†∂µU
]
+

1

32e2
tr
[
∂µUU †, ∂νUU †]2 (4.1)

と書ける。ここで、U = U (x, t)は SU(3)の値をとる。Fπはπ中間子の崩壊定数、
eは Skyrmeパラメーターと呼ばれるパラメーターである。ここではAdkins達の値
を採用する [28]。

Fπ = 129[MeV], e = 5.45 (4.2)
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2. 質量による明示的なカイラル対称性の破れは以下のLagrangianにより表される [40,

41, 43]。

Lmass =
1

48
F 2
π

(
m2

π + 2m2
K

)
tr
[
U + U † − 2

]
+

√
3

24

(
m2

π −m2
K

)
tr
[
λ8
(
U + U †)]

(4.3)

ここで、mπとmKはそれぞれπ中間子とK中間子の質量を表す。本論文ではCallan

とKlebanovの論文に従い、uクォークと dクォークの質量をゼロにとり、sクォー
クの質量を有限の大きさにとる [29, 30]。これにより、mπ = 0となる。

K中間子に質量を与えることで対称性が明示的に破れた場合の場の配位として、K中間
子が励起し、なおかつ純粋なπ中間子のソリトンに近い配位を選ぶ。解としてはカイラル
対称性の非線形表現 [37, 38]を用いて以下のものを考える [29, 30]。

U =
√
NUK

√
N (4.4)

ここで、N は SU(3)に埋め込んだπ中間子のソリトン解であり以下のように定義する。

N =

(
Uπ 0

0 1

)
(4.5)

Uπ ≡ ξ2 = exp

[
i
2

Fπ
τ · π

]
(4.6)

UK = exp

[
i
2

Fπ
λaKa

]
, a = 3, 4, 5, 6 (4.7)

τ はアイソスピン行列であり、その値は pauliのスピン行列 (2.6)式と同じ値をとる。そし
て、λa(a = 4, 5, 6, 7)は (2.37)式のGell-Mann行列である。(2.37)式を用いて λaKaを以
下のように書く。

λaKa =
√
2

(
02×2 K

K† 0

)
(4.8)

ただし、Kは 2成分アイソスピナー

K =

(
K+

K0

)
(4.9)

である。
(4.1)式、(4.3)式に (4.4)式を代入し、Kの 2次まで展開すると

L = LSU(2) + LK (4.10)
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LSU(2) =
1

16
Fπ

2tr
[
∂µU

†
π∂

µUπ

]
+

1

32e2
tr
[
∂µUπU

†
π, ∂νUπU

†
π

]2
(4.11)

LK = L(2)
K +

1

(eFπ)2
L(4)
K −m2

KK
†K (4.12)

L(2)
K = (DµK)† DµK −K†a†µa

µK (4.13)

L(4)
K = −K†Ktr

[
∂µUπU

†
π, ∂νUπU

†
π

]2 − 2 (DµK)†DνKtr (aµaν)

−1

2
(DµK)†DµKtr

(
∂νU

†
π∂

νUπ

)
+ 6 (DνK)† [aν , aµ]DµK (4.14)

となる。ここで、

aµ =
1

2

(
ξ†∂µξ − ξ∂µξ

†)

(4.15)

vµ =
1

2

(
ξ†∂µξ + ξ∂µξ

†)

DµK = ∂µK + vµK (4.16)

である。
(4.11)式は SU(2)での Skyrmeモデルの Lagrangianであり、この Lagrangianは量子化
を行うことで核子の性質を記述する [28]。(4.12)式は K中間子の場とπ中間子のソリト
ンの相互作用を表す Lagrangianである。以下ではこの Lagrangian(4.12)式について議論
する。

4.2 束縛状態
π中間子の場をHedgehog解という特別な配位にとった場合にK中間子とπ中間子のソ
リトンとの束縛状態を考える。つまり、

Uπ = UH = exp [iF (r)τ · r̂] (4.17)

とする。(4.12)式、(4.13)式、及び (4.14)式から、LagrangianはK中間子の時間並進に対
して不変になる。したがって、K中間子のエネルギーは保存するのでK中間子の場を

K = K (r) exp(−iEt) (4.18)

と書くことができる。
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前節で述べたように、Hedgehog解は T の下での回転に対して不変になる。このとき、
T = I +Lが良い量子数になるのでK中間子の場を T とLを用いて部分波展開をすると、
K (r)の一般解は

K (r) =
∑

T,L,Tz

CTLTzYTLTz(θ,φ)kTL(r) (4.19)

と書ける [29, 30]。ただし、CTLTz は展開係数である。また、YTLTz(θ,φ)は

YTLTz(θ,φ) =
∑

m

(L m 1/2 Tz −m|T Tz)YLm (θ,φ)χTz−m (4.20)

で与えられ、χTz−mは Tz −m = ±1/2に対して

χ1/2 =

(
1

0

)
(4.21)

χ−1/2 =

(
0

1

)
(4.22)

と与えられる。また、LはK中間子の軌道核運動量の大きさ、mは軌道核運動量の第 3成
分、1/2はK中間子のアイソスピンの大きさ、Tz −mはK中間子のアイソスピンの第 3

成分、つまり Tz −m = ±1/2をとる。そして、(L m 1/2 Tz −m|T Tz)は、軌道核運動
量 Lとアイソスピン 1/2を合成してスピン T を作るときの Clebsch-Gordan係数であり、
YLm(θ,φ)は球面調和関数である。以下では、部分波の個々のモードの性質を調べていく
ことにする。

K (r) → YTLTz(θ,φ)kTL(r) (4.23)

(4.12)式、(4.13)式、(4.14)式、及び (4.23)式を用いるとLagrangianは以下のように書
ける。

−
∫

dΩLK ≡ −L̃K = h(r)k∗
TL

′k′
TL + k∗

TLkTL

(
m2

K − f(r)E + Veff (r)
)

(4.24)

ここで、

f(r) = 1 +
1

(eFπ)2
{2s(r) + d(r)} , h(r) = 1 +

2

(eFπ)2
s(r) (4.25)

d(r) =

(
dF (r)

dr

)2

= (F ′)2, s(r) =
(
sin2 F/r

)2
, c(r) = sin2 F

2
(4.26)
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Veff (r) = −1

4
(d+ 2s)− 2s

(eFπ)2
(s+ 2d) +

l(l + 1) + 2c2 + 4cI ·L
r2

+
1

(eFπ)2
d+ s

r2
(
l(l + 1) + 2c2 + 4cI ·L

)

+
1

(eFπ)2
6

r2

{
s
(
c2 + 2cI ·L− cI ·L

)
+

d

dr
((c+ I ·L)F ′ sinF )

}

(4.27)

である。ただし、IはK中間子のアイソスピン演算子である。
I ·Lの値は以下のようにして求められる。まず、T = I +Lなので

T 2 = (I +L)2 = I2 +L2 + 2I ·L (4.28)

となるから、その固有値は

T (T + 1) = I(I + 1) + l(l + 1) + 2I ·L (4.29)

である。したがって、I ·Lは

I ·L =
1

2
[T (T + 1)− I(I + 1)− l(l + 1)] (4.30)

により定まる。ここで、T は T = I + Lの大きさを表す。そして、I はK中間子のアイ
ソスピンの大きさ (I = 1/2)を表し、l(l = 0, 1, 2, · · · )はK中間子の軌道角運動量の大き
さを表す。
(4.27)式に I ·Lという構造が現れている。これは、スピン軌道相互作用 (いわゆる LS

力)に類似するものである。Lagrangianに LS力が存在する場合には J = L+ Sが良い量
子数になる。それと同様に、今回は I ·Lという構造が存在するので T = I + Lが良い量
子数になるはずである。そして、Hedgehog解は T = I + Lによる変換のもとで不変にな
るので、T は確かに良い量子数となっている。
以下では簡単のために kTL を k と書くことにする。(4.24)式より角度積分された La-

grangianが求められたので、作用 Sは

−S ≡ −
∫

dt d3xLK = −
∫

dt drr2L̃K (4.31)

と書ける。k → k + δkとして変分をとると、最小作用の原理から

−δS ≃ −
∫

dr r2
[
h(r) (k∗′δk′ + δk∗′k′) + (k∗δk + δk∗k)

(
m2

K − E2f(r) + Veff (r)
)]

= −
∫

drδk∗
[
− d

dr

(
r2h(r)k′)+ r2

(
m2

K − E2f(r) + Veff (r)
)
k

]

−
∫

drδk

[
− d

dr

(
r2h(r)k∗′)+ r2

(
m2

K − E2f(r) + Veff (r)
)
k∗
]

= 0 (4.32)
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となるので、kについての運動方程式として

− 1

r2
d

dr

(
h(r)r2

dk

dr

)
− E2f(r)k +

(
m2

K + Veff (r)
)
k = 0 (4.33)

が得られる。ここで、h(r), f(r), Veff (r)はそれぞれ (4.25)式、(4.27)式で定める。(4.33)

式には通常のシュレーディンガー方程式と異なり運動エネルギーに対応する部分に h(r)

が含まれているが、これはK中間子がソリトンという構造に由来する背景場の中を運動
していることに由来する。
以下では、束縛状態のK中間子の波動関数の振る舞いを見るために、原点付近と無限遠
での振る舞いを調べる。まず、r → ∞の場合を考える。このとき、(4.25)式、(4.26)式、
及び (4.27)式より、

f(r) → 1, h(r) → 1

d(r) → 0, s(r) → 0, c(r) → 0

となるので、

Veff → 0 (4.34)

となる。また、無限遠では
1

r2
d

dr

(
r2
dk

dr

)
→ d2k

dr2
(4.35)

となるので、運動方程式 (4.33)式は

−d2k

dr2
+
(
m2

K − E2
)
k = 0 (4.36)

となり、無限遠では K中間子は自由粒子として振る舞うことがわかる。束縛状態では
mK > Eなので、境界条件 k(r = ∞) = 0より正則解として

k(r) = exp

(
−
√

m2
K − E2r

)
(4.37)

が得られる。
次に、原点付近での振る舞いを調べる。F (r)についての運動方程式 (3.15)式を原点付
近で展開すると、aを定数として

F (r ∼ 0) = π − ar (4.38)

と振る舞ことがわかる。この式を用いると (4.25)式、(4.26)式、及び (4.27)式から原点付
近で

f(r) → 1 +
2a2

(eFπ)
2 , h(r) → 1 +

2a2

(eFπ)
2
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d(r) → a2

(eFπ)
2 , s(r) → a2

(eFπ)
2 , c(r) → 1− a2r2

4 (eFπ)
2

となるので、

Veff →
(
1 +

2a2

(eFπ)
2

)
l(l + 1) + 4I ·L+ 2

r2
(4.39)

となる。したがって、運動方程式 (4.33)式は原点近傍で

− 1

r2
d

dr

(
(1 +

2a2

(eFπ)
2 )r

2dk

dr

)
+

(
1 +

2a2

(eFπ)
2

)
l(l + 1) + 4I ·L+ 2

r2
k = 0 (4.40)

つまり、

− 1

r2
d

dr

(
r2
dk

dr

)
+

leff (leff + 1)

r2
k = 0 (4.41)

となる。ここで、

leff (leff + 1) = l(l + 1) + 4I ·L+ 2 (4.42)

と定義した。(4.41)式はK中間子が原点付近で斥力の (有効)遠心力ポテンシャルの影響
を受けていることを示している。(4.41)式より、原点付近で波動関数は

k(r ∼ 0) = rleff , r−(leff+1) (4.43)

と振る舞うので、原点付近での正則解として

k(r ∼ 0) = rleff (4.44)

が得られる。
(4.30)式を用いて I ·Lを求めると、l = 1のときに leff = 0となることがわかる (表 4.1

参照)。これはK中間子が p波の場合に、π中間子のソリトンに最も強く束縛することを
意味している。水素原子の量子力学と同様に考えると、leff = 0の部分波、つまり p-波が
最小エネルギー状態をとると考えられる。

表 4.1: l, T ごとの leff の値 (l = 3まで)

l T I ·L leff (leff + 1) leff

0 1/2 0 2 1

1 3/2 1/2 6 2

1 1/2 −1 0 0

2 5/2 1 12 3

2 3/2 −3/2 2 1

3 7/2 3/2 20 4

3 5/2 −2 6 2
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4.3 Wess-Zumino項
前節の Lagrangianでは K中間子と反 K中間子を区別する情報がなかったので、K中
間子と反K中間子の束縛状態に対してそれぞれ同じ相互作用が得られる。しかし、これ
はクォーク模型に反している。この矛盾はWess-Zumino項を考慮に入れることで解決で
きる。Wess-Zumino項とはカイラルアノーマリーを表す項であり、以下のように書ける
[44, 45]。

LWZ = − iNc

240π2
εµναβγ

∫
d5x tr

[(
U †∂µU

) (
U †∂νU

) (
U †∂αU

) (
U †∂βU

) (
U †∂γU

)]
(4.45)

ここで、Ncはカラーの数でありNc = 3である。(4.45)式に (4.4)式を代入しUπをHedgehog

解にすると、

LWZ = −i
Nc

F 2
π

Bµ
[
(DµK)†K −K† (DµK)

]
(4.46)

となる。ここで、Bµは SU(2)のバリオンナンバーカレントで

Bµ =
εµναβ

24π2
tr
[(
U †
π∂νUπ

) (
U †
π∂αUπ

) (
U †
π∂βUπ

)]
(4.47)

である [28]。(3.10)式より Hedgehog解には時間依存性がないので、ν,α, βは 1, 2, 3の場
合にのみゼロでない値を持つ。したがってB0のみがゼロでない値を持ち、その値は以下
で与えられる。

B0 = − 1

2π2

sin2 F

r2
dF

dr
(4.48)

前節と同様にK中間子の場を部分波展開し、その中の 1つの部分波を考えると (4.23)式
よりWess-Zumino項は∫

dΩLWZ =

∫
dΩ

2NcE

F 2
π

B0K†(r)K(r)

= −NcE

π2F 2
π

sin2 F

r2
dF

dr
k∗k (4.49)

となる。ここでも、簡単のために kTL(r)と書くべきところを kと書いた。(4.49)式に対し
て k → k+ δkと変分をとると、Wess-Zumino項に由来するK中間子の運動方程式への寄
与は

−NcE

π2F 2
π

sin2 F

r2
dF

dr
k = 0 (4.50)

と書ける。
(4.46)式は SU(2)のバリオンナンバーカレントと K中間子の相互作用を表している。
この項は、電荷を持った場とベクトルポテンシャルとの相互作用を記述し、この場合に
はストレンジネスが電荷の役割を担い、バリオンナンバーカレントがベクトルポテンシャ
ルの役割をしている [30]。したがって、核子とK中間子に関してはWess-Zumino項は斥
力的としての寄与を与え、核子と反K中間子の間では引力的な寄与をする。このように
Wess-Zumino項を加えることでK中間子と反K中間子を区別することができる。
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4.4 束縛状態の波動関数
4.2節で見たように、(T, l) = (1/2, 1)の状態が最低エネルギー状態になる。ここで、

T = I+Lで定義され、IとLはそれぞれK中間子のアイソスピンと軌道角運動量であり、
lは軌道角運動量の大きさである。K中間子の動径方向の運動方程式は (4.33)で与えられ、
Wess-Zumino項からの寄与は (4.50)で与えられる。前節で述べたように、Wess-Zumino

項はK中間子に対しては斥力的な寄与を与え、反K中間子に対しては引力的な寄与を与
えることに注意すると、K中間子の動径方向の運動方程式は

− 1

r2
d

dr

(
h(r)r2

dk

dr

)
− E2f(r)k +

(
m2

K + Veff (r)
)
k − AWZ(r)k = 0 (4.51)

となり、反K中間子の波動関数は

− 1

r2
d

dr

(
h(r)r2

dk

dr

)
− E2f(r)k +

(
m2

K + Veff (r)
)
k + AWZ(r)k = 0 (4.52)

となる。ただし、(4.25)式、(4.26)式、及び (4.27)式より

f(r) = 1 +
1

(eFπ)2
{2s(r) + d(r)} , h(r) = 1 +

2

(eFπ)2
s(r)

d(r) =

(
dF (r)

dr

)2

= (F ′)2, s(r) =
(
sin2 F/r

)2
, c(r) = sin2 F

2

Veff (r) = −1

4
(d+ 2s)− 2s

(eFπ)2
(s+ 2d) +

l(l + 1) + 2c2 + 4cI ·L
r2

+
1

(eFπ)2
d+ s

r2
(
l(l + 1) + 2c2 + 4cI ·L

)

+
1

(eFπ)2
6

r2

{
s
(
c2 + 2cI ·L− cI ·L

)
+

d

dr
((c+ I ·L)F ′ sinF )

}

であり、(4.50)式から

AWZ(r) =
NcE

π2F 2
π

sin2 F

r2
dF

dr
(4.53)

である。K中間子の質量を 495MeVとして、Wess-Zumino項を含まない運動方程式 (4.33)

式と、Wess-Zumino項を含む運動方程式 (4.51)式と (4.52)式を数値計算で解くと、束縛状
態の規格化された動径方向波動関数として図 4.1が得られる。CallanとKlebanovが主張
したように、K中間子はWess-Zumino項からの寄与を加えると束縛しなかった [29, 30]。
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図 4.1: (l, T ) = (1, 1/2)の場合のK中間子の動径方向波動関数:Wess-Zumino項を含まな
い場合の波動関数 (without WZ term) と反K中間子の波動関数 (with WZ term)。K中間
子はWess-Zumino項の寄与を加えると束縛しない。

次に束縛状態のポテンシャルと束縛エネルギーを求める。束縛状態をとるのはWess-

Zumino項を考えない場合と、反K中間子に対してWess-Zumino項からの寄与を考えた
場合なので、以下ではこの 2つの場合を考える。(4.27)式の Veff はエネルギーの 2乗の次
元を持っている。同じようにWess-Zumino項からの寄与AWZもエネルギーの 2乗の次元
を持っている。ポテンシャルをエネルギーの 1次の次元を持つものとして求めたいので、
(4.33)式と (4.52)式をシュレーディンガー方程式と同じ形になるように変形する。(4.33)

式と (4.52)式は、以下のような形をしている。

− 1

r2
d

dr

(
h(r)r2

dk

dr

)
− E2f(r)k + (m2

K + Ṽ (r))k = 0 (4.54)

ここで、Ṽ (r)は Veff もしくは Veff + AWZ を表すものとする。

1

r2
d

dr

(
h(r)r2

dk

dr

)
=

h(r)

r2
d

dr

(
r2
dk

dr

)
+

1

r2
dh(r)

dr

(
r2
dk

dr

)

=
h(r)

r2
d

dr

(
r2
dk

dr

)
+

dh(r)

dr

dk

dr
(4.55)

であることを用いて、(4.54)式を

0 = − h

r2
d

dr

(
r2

d

dr
k

)
− dh

dr

d

dr
k +

(
mK

2 − E2f + Ṽ
)
k

= − 1

r2
d

dr

(
r2

d

dr
k

)
− h− 1

r2
d

dr

(
r2

d

dr
k

)
− dh

dr

d

dr
k +

(
mK

2 − E2f + Ṽ
)
k

(4.56)
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と変形する。さらに、K中間子の運動量を pK と書くとE2 = m2
K + p2

K なので、

E =
√
m2

K + p2
K = mK +

p2
K

2mK
+ · · · ≡ mK + ε (4.57)

と書くことができる。(4.57)式を使うと、

m2
K − E2f = m2

K − E2 − (f − 1)E2

= (mK − E) (mk + E)− (f − 1)E2

= −ε (2mk + ε)− (f − 1)E2 (4.58)

が得られる。この結果をもちると、(4.56)式は

0 = − 1

r2
d

dr

(
r2

d

dr
k

)
− h− 1

r2
d

dr

(
r2

d

dr
k

)
− dh

dr

d

dr
k

+
(
−ε (2mk + ε)− (f − 1)E2 + Ṽ

)
k

= − 1

r2
d

dr

(
r2

d

dr
k

)
− h− 1

r2
d

dr

(
r2

d

dr
k

)
− dh

dr

d

dr
k

−2mkεk −
(
ε2 + (f − 1)E2 − Ṽ

)
k

= − 1

r2
d

dr

(
r2

d

dr
k

)
+ Ueff (r)k − 2mkεk (4.59)

となる。ただし、

Ueff (r) = −h(r)− 1

r2
d

dr

(
r2

d

dr

)
− dh(r)

dr

d

dr
−
(
ε2 + (f(r)− 1)E2

)
+ Ṽ (r) (4.60)

である。(4.59)式の両辺を 2mK で割ると、

− 1

2mK

1

r2
d

dr

(
r2

d

dr
k

)
+

Ueff (r)

2mK
k = εk (4.61)

が得られる。したがって、エネルギーの 1次の次元を持つポテンシャルとしてUeff/2mK

が得られた。ここで、(4.25)式、(4.26)式、(4.27)式、及び (4.53)式より
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ueff (r) = −h(r)− 1

r2
d

dr

(
r2

d

dr

)
− dh(r)

dr

d

dr
−
(
ε2 + (f(r)− 1)E2

)
+ Ṽ (r)

f(r) = 1 +
1

(eFπ)2
{2s(r) + d(r)} , h(r) = 1 +

2

(eFπ)2
s(r)

d(r) =

(
dF (r)

dr

)2

= (F ′)2, s(r) =
(
sin2 F/r

)2
, c(r) = sin2 F

2

Veff (r) = −1

4
(d+ 2s)− 2s

(eFπ)2
(s+ 2d) +

l(l + 1) + 2c2 + 4cI ·L
r2

+
1

(eFπ)2
d+ s

r2
(
l(l + 1) + 2c2 + 4cI ·L

)

+
1

(eFπ)2
6

r2

{
s
(
c2 + 2cI ·L− cI ·L

)
+

d

dr
((c+ I ·L)F ′ sinF )

}

AWZ(r) =
NcE

π2F 2
π

sin2 F

r2
dF

dr

(4.62)
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であり、Ṽ (r)はWess-Zumino項を考えない場合には Veff (r)をとり、Wess-Zumino項を
考える場合にはVeff (r)+AWZ(r)をとる。また、Ueffは微分演算子を含んでいるので、ポ
テンシャルを

(Ueffk)

2mK

1

k
(4.63)

により定義する。そして、Wess-Zumino項からの寄与にエネルギー依存性があるので、そ
のエネルギーを束縛状態のK中間子のエネルギーとし、K中間子の波動関数を束縛状態
の波動関数とする。この場合のポテンシャルを図 4.2に示す。Ueff の無限遠での振る舞い
を調べると、(4.63)式から

Ueff (r = ∞) = −ε2 (4.64)

が得られる。したがって、無限遠でのポテンシャルの値は−ε2/2mKという負の値を持つ。
この寄与により図 4.2において、ポテンシャルは無限遠でゼロにならない。

図 4.2: K中間子の動径方向波動関数:Wess-Zumino項を含まない場合のポテンシャル (with-

out WZ term)と反K中間子のポテンシャル (with WZ term)。

反K中間子とπ中間子のソリトンとのポテンシャル (with WZ term)はWess-Zumino

項の引力的な寄与により、Wess-Zumino項の寄与を含まない場合 (without WZ term)に
比べポテンシャルが深くなっていることが見て取れる。Wess-Zumino項を含まない場合
の束縛エネルギーと、Wess-Zumino項を含む場合の反K中間子の束縛エネルギーを求め
ると以下の結果が得られた。ただし、パラメーターセットとしてFπ = 129MeV、e = 5.45

及びmK = 495MeVを用いている [29, 30]。
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表 4.2: 束縛エネルギー (B.E.)の大きさ
B.E. [MeV]

without WZ term 122.5

with WZ term 342.4

表 4.2からWess-Zumino項がある場合には、反K中間子はより強く束縛していること
がわかる。これはWess-Zumino項が反K中間子に対して引力的な作用を及ぼしている結
果であり、CallanとKlebanovの主張した通りである [29, 30]。
ここで、求めたポテンシャルはK中間子とπ中間子のソリトンとの相互作用であるの
で、現実の物理と比較できるものではない。現実の物理と比較するためには、π中間子の
ソリトンを量子化する必要がある。CallanとKlebanovは以下のように量子化を行ってい
る [29, 30]。

√
UHUK

√
UH → A

√
UHUK

√
UHA

† =
(
A
√

UHA
†
) (

AUKA
†)
(
A
√
UHA

†
)

(4.65)

ここで、UHはHedgehog解である。これは、π中間子のソリトンとK中間子を同時に回転
させていることに対応する。しかし、この方法で量子化を行うと束縛状態のK中間子の量
子数は (I, J) = (1/2, 0)となり、A

√
UHA†は量子数として (I, J) = (i, i), (i = 0, 1, 2, · · · )

を持つ [29, 30]。ここで、Iはアイソスピンの大きさであり、Jは軌道角運動量の大きさで
ある。これはK中間子が sクォークのように振る舞い、核子がダイクォークのように振
る舞うということを意味している。このように彼らの方法では、量子化を行ってもK中
間子・核子間相互作用は求めることはできない。しかしながら、彼らの方法で量子化を
行うと解A

√
UHUK

√
UHA†のもつ量子数は (I, J) = (i, i+ 1/2), (i = 0, 1, 2, · · · )となるの

で、i = 0, 1, 2, · · · に対応してΛ粒子、Σ粒子などのハイペロンの性質を記述することが
できる。
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前の章で述べたようにCallanとKlebanovの方法では量子化の結果、ハイペロンの性質
を記述できるが、K中間子・核子間相互作用は得られなかった。この章では、同じ束縛法
であるが CallanとKlebanovの方法とは異なる量子化の手法を用いて核子とK中間子の
相互作用を求める。

5.1 研究方法
基本的な考え方はCallanとKlebanovの方法 [29, 30]と同じであるので、彼らの方法と
の違いを以下に述べる。

• 初めに核子を作る
CallanとKlebanovの方法は、まず初めにπ中間子のソリトンを用意し、そこにK

中間子をゆらぎとして導入し、最後に量子化を行っている。一方、本研究での方法
は初めにπ中間子のソリトンを回転させ核子を用意する。その後、K中間子を導入
することでK中間子と核子の相互作用を求める。

• 1/Nc展開は壊れる
CallanとKlebanovの方法とは異なり、π中間子のソリトンを初めに核子にしてし
まうので 1/Nc展開は壊れてしまう。

このような方法を用いて、K中間子・核子間相互作用を導出していく。

5.2 Lagrangianと量子化の方法
考えるLagrangianは前章で与えたLagrangianと同じものである。しかし、この章では
核子とK中間子の相互作用を求めるために、以下のように量子化を行う。

U =
√

UHUK

√
UH →

(
A(t)

√
UHA

†(t)
)
UK

(
A(t)

√
UHA

†(t)
)

(5.1)

ただし、UH はHedgehog解

UH ≡ ξ2 = exp [iF (r)τ · r̂] (5.2)
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であり、A(t)はSU(2)の行列である。この量子化の方法によりHedgehog解 ξが核子とな
るので、核子とK中間子の相互作用を記述することができる。(4.12)式、(4.13)式、及び
(4.14)式から、K中間子と核子の相互作用を記述する LagrangianはWess-Zumino項を含
めて以下のようになる。

LK = L(2)
K +

1

(eFπ)2
L(4)
K −m2

KK
†K ± LWZ (5.3)

L(2)
K = (DµK)† DµK −K†a†µa

µK (5.4)

L(4)
K = −K†Ktr

[
∂µUπU

†
π, ∂νUπU

†
π

]2 − 2 (DµK)†DνKtr (aµaν)

−1

2
(DµK)†DµKtr

(
∂νU

†
π∂

νUπ

)
+ 6 (DνK)† [aν , aµ]DµK (5.5)

LWZ = −i
Nc

F 2
π

Bµ
[
(DµK)†K −K† (DµK)

]
(5.6)

ここで、

K = K (r) exp(−iEt) (5.7)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

aµ =
1

2

(
ξ†∂µξ − ξ∂µξ

†)

vµ =
1

2

(
ξ†∂µξ + ξ∂µξ

†)
(5.8)

DµK = ∂µK + vµK (5.9)

Bµ =
εµναβ

24π2
tr
[(
U †
π∂νUπ

) (
U †
π∂αUπ

) (
U †
π∂βUπ

)]
(5.10)

である。また、Wess-Zumino項の符号はK中間子か、反K中間子なのかによって変わる
ので±LWZ の形で Lagrangianに含んである。

5.3 K中間子・核子間相互作用
この節では前節で与えた Lagrangianを用いて本研究の目的であるK中間子・核子間相
互作用の導出を行う。計算の詳細はAppendixを参照。Hedgehog解を回転させると、

ξ → AξA† = A (cos (F/2) + iτ · r̂ sin (F/2))A† (5.11)
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となる。ここで、Aを

A (t) = exp
(
iω · τ

2
t
)
≡ exp (iΩ · τ t) (5.12)

と書けば、
Ȧ†A = iΩ · τ (5.13)

が得られる。ここで、ωは古典物理では角速度にあたる量である。この量は (3.31)式より、

Ȧ†A = − i

2Λ
τ · JN (5.14)

と書けるので、核子のスピン演算子JN に対応する量である。ここで、Λは (3.25)式で定
義される慣性モーメントである。
vµと aµはHedgehog解を回転させると

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

v0 = 2is2A [Ωbτb − r̂aτar̂bΩb]A†

vi =
i

r
ϵaibr̂as

2AτbA
†

a0 = 2icsA [ϵabcΩar̂bτc]A†

ai = i

[
δai

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]
AτaA†

(5.15)

となる。ただし、c ≡ cos (F (r)/2) , s ≡ sin (F (r)/2)である。
次に、(5.14)式の τ が作用する対象を確認しておく。上で得られた vµと aµは全て τaと
いう構造を持っており、これは (5.14)式の τ に由来するものである。τaは 2× 2の構造を
持っており、K中間子のアイソスピン成分に作用することで対応するアイソスピンの値に
変わる。つまり、(5.14)式の τ はK中間子のアイソスピン成分に作用する。そして、vµ

と aµに含まれる τaに関しても同じようにK中間子に作用する。
vµと aµにはAτaA†という構造が含まれているが、これは以下の恒等式を用いて

AτiA
† =

1

2
τjtr

[
τjAτiA

†] (5.16)

と書ける。上で述べたように vµと aµに含まれる τaはK中間子に作用するので、K中間
子に作用する行列を添字Kで表すと、左辺の τiは添字Kを持つ。一方で、右辺では τjが
2 × 2の構造を持っているので、右辺では τj が添字K を持つ。したがって添字を顕に書
くと

AτKi A† =
1

2
τKj tr

[
τjAτiA

†] (5.17)

となる。
次に以下の関係式 [28]

⟨N | tr
[
τiA

†τjA
]
|N⟩ = −2

3
⟨N | σiτj |N⟩ (5.18)
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を考える。(5.18)式は核子で行列要素を取っているので、右辺の σiと τjは核子に作用す
る行列であり、添字Nでこれを表す。以上を踏まえて、(5.17)式と (5.18)式を用いると以
下のような関係式が得られる。

⟨N |AτKi A† |N⟩ =
1

2
⟨N | τKj tr

[
τjAτiA

†] |N⟩

= −1

3
⟨N | τKj σN

i τ
N
j |N⟩

= −1

3
⟨N | σN

i

(
τK · τN

)
|N⟩ (5.19)

ここで、上付き添字N,Kはそれぞれ核子とK中間子を意味している。
(5.19)式から、AτKi A†という構造を ⟨N | , |N⟩で挟み行列要素をとることで、σN

i

(
τK · τN

)

という構造が得られることがわかる。τK · τN はK中間子のアイソスピンと核子のアイソ
スピンの積に対応する量である。別の言い方をすれば、K中間子と核子のアイソスピンの
情報はAτKi A†という構造から得られる。
Lagrangianの各項 (5.4)式、(5.5)式、及び (5.6)式に K中間子の場 (5.7)式を代入し、

Hedgehog解を (5.11)式のように回転させる。その後、⟨N | , |N⟩で挟み行列要素をとり、
(5.19)式を用いると、

L(2)
K = −K ′†K ′ + E2K†K − 8E

3Λ
s2INKK

†K

−2E

Λ
s2K†K +

{
1

4

(
2
sin2 F

r2
+ (F ′)2

)
− 2

s4

r2

}
K†K (5.20)

L(4)
K = − 2

r2
sin2 FK ′†K ′ +

(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
E2K†K

+K†K

[
2
sin2 F

r2

(
sin2 F

r2
+ 2(F ′)2

)
− 2

s4

r2

(
F ′2 +

1

r2
sin2 F

)]

− 6

r2
d

dr

{
s2 sinFF ′}K†K − 6

s4 sin2 F

r4
K†K

−8E

3Λ
s2
(
F ′2 +

4

r2
sin2 F

)
INKK

†K +
4E sinFF ′

Λ
INK

[
K†K ′ +K ′†K

]

−2E

Λ
s2
(
F ′2 +

5

r2
sin2 F

)
K†K +

3E sinFF ′

Λ

[
K†K ′ +K ′†K

]
(5.21)

LWZ =
3E

π2F 2
π

sin2 F

r2
F ′K†K − 3

π2F 2
π

sin2 Fs2

Λr2
F ′K†K (5.22)

が得られる。ここで、INK は

τK · τN = 4
τK

2
· τ

N

2
= 4IK · IN = 4INK (5.23)
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と定義しており、IK , IN はそれぞれK中間子のアイソスピン、核子のアイソスピンを表
す。また、今考えているものはK中間子と核子の相互作用なので、O (1/Nc)のオーダー
までの寄与を求めている。
上で述べたようにK中間子と核子のアイソスピンの情報は τK · τN = 4INK に含まれ
ている。全アイソスピンを Iとすれば、

I2 ≡
(
IK + IN

)2
=
(
IK
)2

+
(
IN
)2

+ 2IK · IN (5.24)

なので、

I(I + 1) =
3

4
+

3

4
+ 2IK · IN (5.25)

が得られる。したがって、INK の値は全アイソスピン I = 0, 1に対して

INK = IK · IN = −3

4
for I = 0

INK = IK · IN = +
1

4
for I = 1

(5.26)

となる。
K中間子は 2成分アイソスピナーであるが、(5.26)式を用いることで、K中間子と核子
のアイソスピンの合計さえ決めてしまえばアイソスピン行列の積 INK = IK · IN の値が
決まってしまう。したがって、K中間子を特徴付ける量としては軌道角運動量を考えれば
十分である。そこで、K中間子の場を以下のように書き

K = K (r) exp(−iEt) (5.27)

空間依存性を持つ部分を以下の様に置き換える。

K(r) →
∑

l,m,n

ClmnY
m
l (θ,φ)kn

l (r) (5.28)

これはK中間子の場をアイソスピン情報を持つ部分と、それ以外の情報を持つ部分に分
けた場合に後者を部分波展開したものに等しい。ここで、Clmn は部分波の重み、l(l =

0, 1, 2, · · · )は軌道角運動量の大きさ、m(m = 0,±1,±2, · · · ± l)は軌道角運動量の第 3成
分、n(n = 1, 2, · · · )は主量子数と呼ばれる量である。
以下では簡単のためにK中間子の波動関数として基底状態の s-波を考える。このとき

l = 0であるので自動的にm = 0となり、

Y 0
0 =

1√
4π

(5.29)

となる。展開係数Clmnは Lagrangianの中に常にKが 2乗で現れるのでこれを落とすと、
K中間子の場は

K(r, t) → 1√
4π

k e−iEt (5.30)
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と置き換えることができる。ここで、本来ならば kn
l と書くべきところを l = 0の状態を

考えていることを考慮して、lを書くことを省略した。nについては基底状態 n = 1を考
えることにして、書くことを省略する。
(5.3)式、(5.20)式、(5.21)式、及び (5.22)式より
∫

dΩL = L(2)
K +

1

(eFπ)2
L(4)

K −m2
KK

†K ± LWZ

= −
(
1 +

1

(eFπ)2
2

r2
sin2 F

)
k∗′k′ +

{
1 +

1

(eFπ)2

(
2

r2
sin2 F + F ′2

)}
E2k∗k

−m2
Kk

∗k + V (r)k∗k +
4

(eFπ)2
EF ′ sinF

Λ
INK (k∗k′ + k∗′k)

+
3

(eFπ)2
EF ′ sinF

Λ
(k∗k′ + k′∗k)± AWZ(r)k

∗k (5.31)

ただし、s = sin(F/2)として

V (r) =
1

4

(
2
sin2 F

r2
+ F ′2

)
− 2

s4

r2

+
1

(eFπ)2

[
2
sin2 F

r2

(
sin2 F

r2
+ 2F ′2

)
− 2

s4

r2

(
F ′2 +

sin2 F

r2

)]

− 1

(eFπ)2
6

r2

[
s4 sin2 F

r2
+

d

dr

{
s2 sinFF ′}

]

−2E

Λ
s2 − 1

(eFπ)2
2E

Λ
s2
(
F ′2 +

5

r2
sin2 F

)

−2E

Λ
s2
[
1 +

1

(eFπ)2

(
F ′2 +

5

r2
sin2 F

)]

−8E

3Λ
s2INK − 1

(eFπ)2
8Es2

3Λ

[
F ′2 +

4

r2
sin2 F

]
INK (5.32)

AWZ(r) =
3E

π2F 2
π

sin2 F

r2
F ′ − 3

π2F 2
π

sin2 Fs2

Λr2
F ′ (5.33)

と定義する。これらに加えて

h(r) = 1 +
1

(eFπ)2
2

r2
sin2 F (5.34)

f(r) = 1 +
1

(eFπ)2

(
2

r2
sin2 F + F ′2

)
(5.35)

P (r) = m2
K − f(r)E2 − V (r)∓ AWZ(r) (5.36)

Q(r) =
4

(eFπ)2
EF ′ sinF

Λ
INK +

3

(eFπ)2
EF ′ sinF

Λ
(5.37)
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と定義すると Lagrangianは

−
∫

dΩL = h(r)k∗′k′ +
[
m2

K − f(r)E2 − V (r)∓ AWZ(r)
]
k∗k −Q(r) (k∗k′ + k∗′k)

= h(r)k∗′k′ + P (r)k∗k −Q(r) (k∗k′ + k∗′k) (5.38)

となる。ここで、全空間積分のうち角度積分のみを行っている。(5.38)式において残って
いる動径方向の積分

∫
drr2を実行し、k → k + δkとして変分を取るとK中間子の運動方

程式として

− 1

r2
d

dr

(
r2h(r)

dk

dr

)
− E2f(r)k +

(
m2

K + Veff (r)
)
k ± AWZk = 0 (5.39)

が得られる。ただし、s = sin(F/2)であり、

h(r) = 1 +
1

(eFπ)2
2

r2
sin2 F, f(r) = 1 +

1

(eFπ)2

(
2

r2
sin2 F + F ′2

)
(5.40)

Veff (r) = −1

4

(
2
sin2 F

r2
+ F ′2

)
+ 2

s4

r2

− 1

(eFπ)2

[
2
sin2 F

r2

(
sin2 F

r2
+ 2F ′2

)
− 2

s4

r2

(
F ′2 +

sin2 F

r2

)]

+
1

(eFπ)2
6

r2

[
s4 sin2 F

r2
+

d

dr

{
s2 sinFF ′}

]

+
2E

Λ
s2
[
1 +

1

(eFπ)2

(
F ′2 +

5

r2
sin2 F
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+
8E

3Λ
s2INK +

1

(eFπ)2
8Es2

3Λ

[
F ′2 +

4

r2
sin2 F
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INK

+
1

r2
d
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[
r2
(

4

(eFπ)2
EF ′ sinF

Λ
INK +

3

(eFπ)2
EF ′ sinF

Λ

)]
(5.41)

である。また、AWZ はWess-Zumino項からの寄与であり、以下のように与えられる。

AWZ(r) =
3E

π2F 2
π

sin2 F

r2
F ′ − 3

π2F 2
π

sin2 Fs2

Λr2
F ′ (5.42)

(5.39)式において、+符号は反K中間子の運動方程式への寄与であり、−符号はK中間
子の運動方程式への寄与である。
Veff はエネルギーの 2乗の次元を持っているので、(5.39)式の運動方程式を前節と同様
に、シュレーディンガー方程式と同じ形になるように変形すると、

− 1

2mK

1

r2
d

dr

(
r2

d

dr
k

)
+

Ueff (r)

2mK
k = εk (5.43)

が得られる。ここで、K中間子の質量をmK とし、E = mK + εを満たす。また、

Ueff (r) = −h(r)− 1

r2
d

dr

(
r2

d

dr

)
− dh(r)

dr

d

dr
−
(
ε2 + (f(r)− 1)E2

)
+ Veff (r)± AWZ(r)

(5.44)
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である。h(r), f(r), Veff (r), AWZ(r)はそれぞれ (5.40)式、(5.41)式、および (5.42)式で定
める。AWZ の符号は反K中間子に対しては+AWZ を取り、K中間子に対しては−AWZ

をとる。(5.43)式のUeff/2mKが求めるべきエネルギーの 1乗の次元を持ったK中間子・
核子間相互作用である。

5.4 考察
この節では、前節で得られた相互作用の表式Ueff/2mKを用いてその結果を考察する。
まず初めに、Ueff/2mKの原点付近での振る舞いを見る。原点付近ではF (r) ≃ π− arと
書けることを用いると、(5.40)式、(5.41)式、および (5.42)式から、原点付近での運動方
程式を求めると (5.43)式より

− 1

2mK

1

r2
d

dr

(
r2
dk

dr

)
+

2

2mKr2
k = 0 (5.45)

が得られる。(5.45)式の第 2項は角運動量L = 1の場合の遠心力ポテンシャルと同様の構
造をしている。そして、この構造は (5.41)式の

Veff (r) = 2
s4

r2
+

2

(eFπ)2
s4

r2

(
F ′2 +

sin2 F

r2

)
(5.46)

から得られる。これらの寄与は全てO(N0
c )からの寄与であり、Lagrangian(5.3)式におい

ては、

K†v†i v
iK − 2

(eFπ)
2K

†v†i vjKtr
(
aiaj

)
− 1

2 (eFπ)
2K

†v†i v
iKtr

(
∂jU

†
π∂

jUπ

)
(5.47)

から得られる寄与である。したがって、ポテンシャルのO(N0
c )からの寄与が斥力芯に似

た構造を生んでいることがわかった。また、この議論は相互作用の表式のみを用いた議論
であるので、相互作用が (5.44)式の Ueff を用いて Ueff/2mK と表される限り必ずこのよ
うな斥力芯が生じることがわかった。
次に、(5.42)式、(5.44)式からわかるように、ポテンシャルは非局所的な相互作用であ
り、かつK中間子のエネルギーに依存していることがわかる。そこで、エネルギーとし
て束縛状態のエネルギーを考え、ポテンシャルを

(Ueffk)

2mK

1

k
(5.48)

と定めて、この関数形を評価することにする。ただし、4.4節と同様に無限遠でのポテン
シャルの値は−ε2/2mKという負の値になる。以下では、相互作用の表式Ueff/2mK含ま
れる 3つのパラメーター Fπ[MeV]、e、及びmK [MeV]をそれぞれ変えることで、相互作
用とK中間子の束縛エネルギーがどのように変化するのかを見る。ここで、今考えてい
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るものはK中間子と核子の 2体のポテンシャルであるので、K中間子の質量として換算質
量を用いた場合のポテンシャルを考えるためにmKをパラメータとしてあつかっている。
ただし、得られたポテンシャルの下で運動方程式を数値的に解いたところ、K中間子に
ついては束縛状態が存在しなかったので考えないものとする。

mK = 495MeVの場合

まず、K中間子の質量を 495MeVと共通の値にとった場合を考える。このとき、他のパ
ラメーターを以下のようにとる。

• (Fπ, e) = (129, 5.45)

このパラメーターセットはAdkins達が提唱したパラメーターセットで、核子の質量
として 939MeVを再現する [28]。

• (Fπ, e) = (186, 5.45)

このパラメーターセットはAdkins達のパラメーターセットから、π中間子の崩壊定
数 Fπを実験値の 186MeVに変えたものである。

• (Fπ, e) = (186, 4.82)

このパラメーターセットはπ中間子の崩壊定数 Fπ を実験値にとった場合に、Δ粒
子と核子の質量差を再現するように eを選んだものである。

これら 3つのパラメーターの下で得られたポテンシャルと束縛状態の規格化された反K中
間子の波動関数、及び束縛エネルギーを図 5.1と表 5.1に示す。

表 5.1: パラメーターごとの束縛エネルギー (B.E.)の大きさ：パラメーターセットは左か
ら順にそれぞれ (Fπ, e) = (129, 5.45)、(Fπ, e) = (186, 5.45)、(Fπ, e) = (186, 4.82)

B.E. [MeV]

I = 0 82.9

I = 1 43.1

B.E. [MeV]

I = 0 27.2

B.E. [MeV]

I = 0 32.9

図 5.1から、得られたポテンシャルには斥力芯に似た構造が見て取れる。これは上で述
べた通りの結果である。また、波動関数は p-波のように振舞っていることがわかる。波動
関数のこの振る舞いは、ポテンシャルの斥力の結果であると考えられる。
また図 5.1からポテンシャルのパラメーター依存性として、Fπ を大きくするとポテン
シャルは深くなり、eを小さくするとポテンシャルは浅くなることがわかった。2つのパ
ラメーター Fπと eはポテンシャルの中に複雑に入り込んでいるので、これらのパラメー
ターを変えることでポテンシャルの深さにどれだけの影響が出るのかといった定量的な予
言はできなかった。
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図 5.1: 本研究での方法により得られた反K中間子・核子間相互作用 (左列)と束縛状態の波動
関数 (右列)：K中間子の質量mK = 495MeVは共通。それ以外のパラメーターセットはそれ
ぞれ (Fπ, e) = (129, 5.45)(一行目)、(Fπ, e) = (186, 5.45)(二行目)、(Fπ, e) = (186, 4.82)(三
行目)

次に 2.7 節で導出したWeinberg-Tomozawa 型 (WT 型) の相互作用との比較を行う。
(2.54)式より、WT型の相互作用はπ中間子の崩壊定数 Fπの 2乗に反比例している。し
たがって、パラメーターセット (Fπ, e) = (129, 5.45)と (Fπ, e) = (186, 5.45)の下では相互
作用の大きさが 1/1292 : 1/1862 ≃ 1/4 : 1/9となっているはずである。これを確かめるた
めに、アイソスピン 0の場合のポテンシャルの積分値を求める。ただし、上で述べたよう
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に無限遠でのポテンシャルは−ε2/2mKという負の値を持つ。そこで、積分範囲を原点か
らポテンシャルが−ε2/2mKの値で一定になる距離までと定める。このような方法を用い
て得られたポテンシャルの積分値は、表 5.2のようになった。表 5.2よりポテンシャルの

表 5.2: パラメーターごとのポテンシャルの積分値

パラメーターセット 積分する距離 [fm] 積分値 [MeV−2]

(Fπ, e) = (129, 5.45) 4.5 −4.0× 10−5

(Fπ, e) = (186, 5.45) 3.9 −0.7× 10−5

平均値の比は 6 : 1なので、WT型相互作用の予言のようにはならなかった。この結果は、
本研究での研究手法は SU(3)を破っているのでWT定理は厳密に成立しないことを踏ま
えれば当然のことである。しかし、π中間子の崩壊定数 Fπを大きくするとポテンシャル
の積分値は小さくなっているので、π中間子の崩壊定数を大きくすると相互作用は小さく
なるというWT定理の傾向を満たしていることは確認できた。

mK を換算質量に変えた場合

次に、今考えている相互作用が核子とK中間子の 2体の相互作用であることを踏まえ
て、K中間子の質量を換算質量に変えた場合を考える。核子とK中間子の質量をそれぞ
れmN ,mK とすると、換算質量は以下のように定義される。

1

µK
=

1

mN
+

1

mK
(5.49)

ここで、核子の質量は各パラメーターごとに (3.34)式によって求められる。各パラメー
ターごと核子の質量mN と具体的なパラメーターセットは以下の通りである。

• (Fπ, e, µK) = (129, 5.45, 324.3) ,mN = 939

• (Fπ, e, µK) = (186, 5.45, 362.3) ,mN = 1351.6

• (Fπ, e, µK) = (186, 4.82, 371.1) ,mN = 1281.8

これら 3つのパラメーターの下で得られたポテンシャルと束縛状態の規格化された波動関
数、及び束縛エネルギーを図 5.2と表 5.3に示す。K中間子の質量として換算質量を用いた
場合には、(Fπ, e, µK) = (129, 5.45, 324.3) ,mN = 939の場合にのみ束縛状態が存在した。
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図 5.2: 本研究での方法により得られた反 K中間子・核子間相互作用 (左列)と束縛状態
の波動関数 (右列) ：K中間子の質量は換算質量を用いている。パラメーターセットは
(Fπ, e,mK) = (129, 5.45, 324.3)を用いている。

表 5.3: 束縛エネルギー (B.E.) の大きさ：パラメーターセットは (Fπ, e,mK) =

(129, 5.45, 324.3)を用いている。

B.E. [MeV]

I = 0 11.9

表5.1と表5.3より、K中間子の質量を換算質量に変えることで束縛エネルギーは70MeV

程度小さくなるということがわかった。この理由は以下のように考えられる。まず束縛状
態において、束縛エネルギーは運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの差によって
決まる。ただし、束縛エネルギーとポテンシャルエネルギーは負の値をとる。運動エネル
ギーはK中間子の運動量をP と書けば、P 2/2mと定義されるので、K中間子の質量が小
さくなると運動エネルギーは増加する。したがって、K中間子の質量を換算質量に変えた
結果、運動エネルギーが大きくなったので運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの差
で表される束縛エネルギーが小さくなったと考えられる。
本研究によって得られた、K中間子・核子間相互作用を用いて反K中間子と核子の束縛
状態を考えると、表 5.1と表 5.3から束縛エネルギー 10MeVから 80MeVの値をとること
がわかった。特に、π中間子の崩壊定数Fπを実験値と同じ 186MeVにとった場合には束縛
エネルギーは 30MeV程度になるという予言が得られた。π中間子の崩壊定数を 186MeV

にとった場合には核子の質量は実験値を再現しないがこれについては以下のように考える
ことができる。Skyrme模型では核子の質量は

MN = M +
1

2Λ

3

4
(5.50)

で与えられる。ここで、第 1項はソリトンの質量であり、第 2項はソリトンの回転に由来
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する寄与である。この 2つの項を 1/Nc展開の観点から見ると、第 1項はO (Nc)であり、
第 2項はO (1/Nc)である。ここで注目すべきことは、(5.50)式にはO (N0

c )の寄与が存在
していないということである。O (N0

c )の寄与は核子の質量を減少させる効果があると考
えられているので、π中間子の崩壊定数を 186MeVにとった場合にも核子の質量を再現
する可能性はある。しかし、O (N0

c )の寄与の導出は未だなされていない。
最後に、1/Nc展開をについて考察する。1/Nc展開において、Hedgehog解などのソリ
トンはNcのオーダーを持ち、K中間子はN0

c のオーダーを、核子は 1/Ncのオーダーをそ
れぞれ持つ。Ncはカラーの数であり、クォーク 1粒子につき 1つのカラーを持っている
ことを考慮すると、Ncは質量のようなものであると考えることができる。
第 3章で述べたように、Hedgehog解は回転させることで核子へと量子化される。した
がって、Hedgehog解と K中間子からなる 2体系を考えた場合には、K中間子から見て
Hedgehog解が回転しているように見えればHedgehog解は核子として振る舞う。つまり、
Hedgehog解がK中間子の軌道運動よりも速く回転していれば、Hedgehog解とK中間子か
らなる 2体系でHedgehog解を核子として量子化できる。これは、O (Nc)であるHedgehog

解がO (N0
c )のK中間子よりも速く動かなければならないことを意味している。しかし、

上で述べたようにNcは質量のようなものなので、1/Nc展開の枠組みの中ではHedgehog

解はK中間子より重たい。したがって、1/Nc展開を守るとHedgehog解はK中間子より
も速く動くことができず、Hedgehog解とK中間子からなる 2体系ではHedgehog解を核
子として量子化することができない。このような理由から、本研究のようにHedgehog解
とK中間子からなる系を考えて、その系においてHedgehog解を核子として量子化する場
合には 1/Nc展開は良い展開方法ではないと考えられる。
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第6章 まとめ

本研究では、CallanとKlebanovが提唱した Skyrme模型の束縛法の量子化の方法を変
えることでK中間子・核子間相互作用の導出した。これは、構造を持つ核子と構造を持
たないK中間子の相互作用を導出する方法であり、質点と質点の相互作用を記述するカ
イラル理論とは異なる手法である。その結果として、s-波の反K中間子の基底状態に対す
る相互作用は非局所的、かつ反K中間子のエネルギーに依存する相互作用となった。ま
た得られた相互作用には、O(N0

c )の寄与に由来する斥力芯のような構造が見られた。そ
してK中間子の波動関数として s-波を考えている限り、必ずこの斥力芯が生じることも
明らかになった。相互作用のパラメーター依存性についてはπ中間子の崩壊定数 Fπを大
きくすることでポテンシャルは深くなり、Skyrmeパラメーター eを小さくするとポテン
シャルが浅くなるという傾向があることがわかった。また、本研究で得られた相互作用
を用いて反K中間子と核子の束縛状態を考えると、反K中間子の束縛エネルギーとして
10MeVから 80MeV程度の値をとることがわかった。
本研究のように、Hedgehog解とK中間子からなる系においてHedgehog解を核子とし
て量子化するというような場合には 1/Nc展開はあまり良い展開方法ではないことについ
ても考察を行った。しかしながら、その考察は非常に定性的なものであったので、1/Nc

展開があまりよい展開方法ではないということに対する定量的な説明を与えることが今
後の課題である。
本研究の手法はアップ・クォークとダウン・クォークを軽いクォークだと扱い、ストレ
ンジ・クォークを重いクォークとして扱っている。この考え方で重要なことは、アップ・
クォークとダウン・クォークよりも重いクォークを区別して扱うことである。したがって、
ストレンジ・クォークの代わりにチャーム・クォークやボトム・クォークを用いて同様の
議論を行うことも可能である。チャーム・クォークやボトム・クォークを用いた場合に、
どのような相互作用が得られるのかを研究することも今後の課題としてあげられる。
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付 録A SU(2) Wess-Zumino term

第3章のSU(2) Skyrme模型の場合にはWess-Zumino項を考えなかったが、それはSU(2)

Skyrme模型の場合にはWess-Zumino項がゼロになるからである。ここではSU(2) Skyrme

模型の場合にWess-Zumino項がゼロになることを示す。Wess-Zumino項は以下のように
書ける [44, 45]。

LWZ = − iNc

240π2
εµναβγ

∫
d5x tr

[(
U †∂µU

) (
U †∂νU

) (
U †∂αU

) (
U †∂βU

) (
U †∂γU

)]
(A.1)

U が SU(2)であることから、

U = a0 + ia · τ (A.2)

と書ける。ただし、
∑

i=0,1,2,3

a2i = 1 (A.3)

を満たす。この U を用いると、

U †∂µU = (a0 − ia · τ ) (∂µa0 + i∂µa · τ )

= a0∂µa0 + ai∂µai + iτa (a0∂µaa − aa∂µa0 + ϵabcab∂µac)

= iτa (a0∂µaa − aa∂µa0 + ϵabcab∂µac) ≡ iτaXaµ (A.4)

となる。ここで、

∂µ

(
∑

i=0,1,2,3

a2i

)
= 2 (a0∂µa0 + ai∂µai) = 0 (A.5)

を用いた。(A.1)式に (A.5)式を代入すると

LWZ =
Nc

240π2
εµναβγ

∫
d5xXaµXbνXcαXdβXeγtr [τaτbτcτdτe]

=
2iNc

240π2
εµναβγ

∫
d5xXaµXbνXcαXdβXeγ [δabϵcde + δcdϵabe − δbeϵcda + δaeϵcdb]
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特に以下の量を考える。

εµναβγXaµXbνXcαXdβXeγ [δabϵcde + δcdϵabe − δbeϵcda + δaeϵcdb]

= εµναβγXaµXaνXcαXdβXeγϵcde + εµναβγXaµXbνXcαXcβXeγϵabe

−εµναβγXaµXbνXcαXdβXbγϵcda + εµναβγXaµXbνXcαXdβXaγϵcdb

= εµναβγXaµXaνXcαXdβXeγϵcde + εµναβγXaµXbνXcαXcβXeγϵabe

−εµναβγXaµXbνXcαXdβXbγϵcda + εµναβγXaµXbνXcαXdβXaγϵcdb

第 1項と第 4項は

εµναβγXaµXaνXcαXdβXeγϵcde + εµναβγXaµXbνXcαXdβXaγϵcdb

= εµναβγ (XaµXaνXcαXdβXeγ +XaµXaγXeνXcαXdβ) ϵcde

= εµναβγ (XaµXaνXcαXdβXeγ −XaµXaνXeαXcβXdγ) ϵcde

= 0 (A.6)

第 2項と第 3項は

εµναβγXaµXbνXcαXcβXeγϵabe − εµναβγXaµXbνXcαXdβXbγϵcda

= εµναβγ (XaµXbνXcαXcβXeγ −XaµXbαXcνXcγXeβ) ϵabe

= εµναβγ (XaµXbνXcαXcβXeγ −XaµXbνXcαXcβXeγ) ϵabe

= 0 (A.7)

となるので、

LWZ = 0 (A.8)

になる。
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ここでは、第 5章で用いたK中間子と核子の相互作用を記述する Lagrangainの導出を
行う。

B.1 導出のための準備
K中間子と核子の相互作用を記述するLagrangianはWess-Zumino項を含めて以下のよ
うになる。

LK = L(2)
K +

1

(eFπ)2
L(4)
K −m2

KK
†K ± LWZ (B.1)

L(2)
K = (DµK)† DµK −K†a†µa

µK (B.2)

L(4)
K = −K†Ktr

[
∂µUπU

†
π, ∂νUπU

†
π

]2 − 2 (DµK)†DνKtr (aµaν)

−1

2
(DµK)†DµKtr

(
∂νU

†
π∂

νUπ

)
+ 6 (DνK)† [aν , aµ]DµK (B.3)

LWZ = −i
Nc

F 2
π

Bµ
[
(DµK)†K −K† (DµK)

]
(B.4)

ここで、

Uπ = ξ2 = exp

[
i
2

Fπ
τ · π

]
(B.5)

K(r) = K(r)e−iEt

DµK ≡ ∂µK + vµK

vµ =
1

2

(
ξ†∂µξ + ξ∂µξ

†)

aµ =
1

2

(
ξ†∂µξ − ξ∂µξ

†)

である。UπをHeadgehog解とし、A(t) ∈ SU(2)を用いて

ξ → AξA† = A (c+ iτ · r̂s)A† (B.6)
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と ξを回転させる。ここで、c ≡ cos (F (r)/2) , s ≡ sin (F (r)/2)と定義した。さらに、

A (t) = exp
(
iω · τ

2
t
)
≡ exp (iΩ · τ ) (B.7)

と書けば、
Ȧ†A = iΩ · τ (B.8)

が得られる。ここで、ωは角速度である。角速度ωは以下のようにスピン演算子 J と対
応づけられる。

ω = 2Ω → − 1

Λ
J (B.9)

ここで、のちの計算のためにA(t)と JN
k の交換関係を調べておく。A(t)は

A(t) = a0(t) + iτiai(t), i = 1, 2, 3 (B.10)

と書ける。ここで、aµ (µ = 0, 1, 2, 3)には
3∑

µ=0

a2µ(t) = 1 (B.11)

という束縛条件が付く。A(t)を aµ(t) (µ = 0, 1, 2, 3)を用いて書けば、JN は

JN
k =

i

2

(
ak

∂

∂a0
− a0

∂

∂ak
− ϵklmal

∂

∂am

)

と書ける [28]。したがって、
[
JN
k , A

]
= JN

k A− AJN
k =

(
JN
k A
)
+ AJN

k − AJN
k = JN

k A

=
i

2

(
ak

∂

∂a0
− a0

∂

∂ak
− ϵklmal

∂

∂am

)
(a0 + iaaτa)

=
i

2
(ak − a0 (iτaδak)− ϵklmal (iτaδam))

=
i

2
(ak − ia0τk − ϵklmalτm)

=
1

2
(iak + a0τk − iϵklmalτm) (B.12)

が得られる。一方で、

Aτk = (a0 + iaaτa) τk

= a0τk + iaaτaτk

= a0τk + iaa (δak + iϵaklτl)

= a0τk + iak + iϵaklaaτl

= a0τk + iak + iϵlkmalτm

= a0τk + iak − iϵklmalτm (B.13)
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なので、(B.12)式、(B.13)式から、最終的なAと JN
k の交換関係として

[Jk, A] =
1

2
Aτk (B.14)

が得られる。
次に、Hedgehog解を回転させた場合の vµ,aµの各成分を具体的に計算する。

• v0 =
1

2

(
ξ†∂0ξ + ξ∂0ξ

†)

v0 =
1

2

(
ξ†∂0ξ + ξ∂0ξ

†)

→ 1

2

[
Aξ†A†

(
ȦξA† + AξȦ†

)
+ AξA†

(
Ȧξ†A† + Aξ†Ȧ†

)]

=
1

2

[
Aξ†A†ȦξA† + Aξ†A†AξȦ† + AξA†Ȧξ†A† + AξA†Aξ†Ȧ†

]

=
1

2

[
Aξ†A†ȦξA† + AȦ† + AξA†Ȧξ†A† + AȦ†

]

=
1

2
A
[
ξ†A†Ȧξ + 2Ȧ†A+ ξA†Ȧξ†

]
A†

=
1

2
A
[
−ξ†Ȧ†Aξ + 2Ȧ†A− ξȦ†Aξ†

]
A†

=
1

2
A [−i (c− ir̂aτas)Ωbτb (c+ ir̂cτcs) + 2iΩaτa − i (c+ ir̂aτas)Ωbτb (c− ir̂cτcs)]A

†

= iA
[
−c2Ωaτa − r̂ar̂cs

2Ωbτaτbτc + Ωaτa
]
A†

= is2A [−r̂ar̂cΩbτaτbτc + Ωaτa]A
†

= is2A [−r̂ar̂cΩb (δab + iϵabdτd) τc + Ωaτa]A
†

= is2A [− (r̂aΩar̂c + ir̂ar̂cΩbϵabdτd) τc + Ωaτa]A
†

= is2A [− (r̂aΩar̂cτc + ir̂ar̂cΩbϵabd (δdc + iϵdceτe)) + Ωaτa]A
†

= is2A [− (r̂aΩar̂cτc − r̂ar̂cΩbϵabdϵdceτe) + Ωaτa]A
†

= is2A [− (r̂aΩar̂cτc − r̂ar̂cΩb (δacδbe − δaeδbc) τe) + Ωaτa]A
†

= is2A [− (r̂aΩar̂cτc − (Ωbτb − r̂aτar̂bΩb)) + Ωaτa]A
†

= 2is2A [Ωbτb − r̂aτar̂bΩb]A
† (B.15)

• vi =
1

2

(
ξ†∂iξ + ξ∂iξ

†)

Pai =
δai− r̂ar̂i

r
(B.16)
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と定めると、

ξ†∂iξ = (c− ir̂aτas)

(
−s

F ′

2
r̂i + ir̂bτbc

F ′

2
r̂i + iPaiτas

)

= ic2
F ′

2
r̂ar̂iτa + icsPaiτa + is2

F ′

2
r̂ar̂iτa + s2Pair̂bτbτa

= iτa

[
δai

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)
+

s2

r
ϵabir̂b

]

(B.17)

ξ∂iξ
† = iτa

[
−δai

cs

r
− r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)
+

s2

r
ϵabir̂b

]

(B.18)

なので、

vi =
1

2

(
ξ†∂iξ + ξ∂iξ

†)

→ 1

2

(
Aξ†A†A∂iξA

† + AξA†A∂iξ
†A†)

=
1

2
A
[
ξ†∂iξ + ξ∂iξ

†]A†

=
i

r
ϵaibr̂as

2AτbA
† (B.19)

となる。

• a0 =
1

2

(
ξ†∂0ξ − ξ∂0ξ

†)

a0 =
1

2

(
ξ†∂0ξ − ξ∂0ξ

†)

→ 1

2

[
Aξ†A†

(
ȦξA† + AξȦ†

)
− AξA†

(
Ȧξ†A† + Aξ†Ȧ†

)]

=
1

2

[
Aξ†A†ȦξA† + Aξ†A†AξȦ† − AξA†Ȧξ†A† − AξA†Aξ†Ȧ†

]

=
1

2

[
Aξ†A†ȦξA† + AȦ† − AξA†Ȧξ†A† − AȦ†

]

=
1

2
A
[
ξ†A†Ȧξ − ξA†Ȧξ†

]
A†

= −1

2
A
[
ξ†Ȧ†Aξ − ξȦ†Aξ†

]
A†

= − i

2
A [(c− ir̂aτas)Ωbτb (c+ ir̂cτcs)− (c+ ir̂aτas)Ωbτb (c− ir̂cτcs)]A

†

= −iA [ir̂acsΩb (τbτa − τaτb)]A
†

= 2icsA [ϵbacr̂aΩbτc]A
†

= 2icsA [ϵabcΩar̂bτc]A
† (B.20)
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• ai =
1

2

(
ξ†∂iξ − ξ∂iξ

†)

ai =
1

2

(
ξ†∂iξ − ξ∂iξ

†)

→ 1

2

(
ξ†∂iξ − ξ∂iξ

†)A†

= i

[
δai

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]
AτaA

† (B.21)

以上をまとめると、
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

v0 = 2is2A [Ωbτb − r̂aτar̂bΩb]A†

vi =
i

r
ϵaibr̂as

2AτbA
†

a0 = 2icsA [ϵabcΩar̂bτc]A†

ai = i

[
δai

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]
AτaA†

(B.22)

が得られる。
(5.19)式より、

⟨N |AτKi A† |N⟩ = −1

3
⟨N | σN

i

(
τK · τN

)
|N⟩ (B.23)

が成り立つ。ここで、上付き添字N,Kはそれぞれ核子とK中間子を意味している。(B.23)
式は、AτKi A†という構造を ⟨N | , |N⟩で挟み行列要素をとることで、σN

i

(
τK · τN

)
という

構造が得られることを表している。τK · τN はK中間子と核子のアイソスピンの積を表し
ている。別の言い方をすれば、K中間子と核子のアイソスピンの情報はAτKi A†という構
造から得られる。
次にK中間子の場を

K(r, t) = K(r)e−iEt (B.24)

と書く。核子とK中間子のアイソスピン情報は全て、τN · τKの中に含まれていることに
注意すると、K中間子を特徴付ける量はスピンのみになる。したがって、K中間子の場を
以下のように置き換えることができる。

K(r) →
∑

l,m,n

ClmnY
m
l (θ,φ)kn

l (B.25)

ここで、Clmnは部分波の重み、l(l = 0, 1, 2, · · · )はスピンの大きさ、m(m = 0,±1,±2, · · ·±
l)はスピンの第 3成分、n(n = 1, 2, · · · )は主量子数と呼ばれる値である。
今は s-波を考えているので、l = 0であるので自動的にm = 0となり、このとき

Y 0
0 =

1√
4π

(B.26)
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である。展開係数Clmnは Lagrangianの中に常に 2乗で現れるのでこれを落とすと、K中
間子の場は

K(r, t) → 1√
4π

k e−iEt (B.27)

と書ける。ここで、本来ならば kn
l と書くべきところを l = 0の状態を考えていることを

暗黙の了解とすることで、lを書くことを省略した。nについては基底状態 n = 1のみを
考えたいので、書くことを省略する。

B.2 O(1/Nc)までの寄与を導出する
量子化 (回転)の前はO(N0

c )であり、このオーダーがLeading orderになっている。Hedge-
hog解を回転をさせ核子として量子化することで、新たな効果としてO(1/Nc)の寄与が
現れる。従って、核子とK中間子の相互作用を記述する LagrangianはO(1/Nc)の寄与ま
で考えれば良い。Hedgehog解 ξの回転の結果O(1/Nc)の寄与を生むものは以下のもので
ある。角速度 Ω ∼ 1/(Mass) ∼ O(1/Nc)なので、V0若しくは A0を 1つだけ含むもの。
Lagrangianの各項についてO(1/Nc)までの項を集め、さらに簡単のために s-波を考える。
このときK中間子の場の空間微分は、

∂iK =
∂K

∂r
r̂i − i

(r̂ ×L)i
r

K → ∂K

∂r
r̂i (B.28)

と書けることに注意する。
導出方法の概略を説明する。まず、AτaA†という構造は、公式 (B.23)を用いることで量
子化される。次に、AΩbτaA†という構造はΩbがスピン演算子に対応する量なので、A(t)

とスピン演算子 Jkとの交換関係 (B.14)式を用いて、

JN
k A− AJN

k =
1

2
AτKk

AJN
k = JN

k A− 1

2
AτKk (B.29)

と JN
k をAの左側に持って行く。その後、関係式 (B.23)を使えば良い。
以下で具体的に Lagrangian(B.1)式の各項からの寄与を求めていく。

B.2.1 微分の2次

(DµK)† (DµK)−K†a†µa
µK (B.30)

からの寄与を考える。
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(DµK)† (DµK)

(DµK)† (DµK) = ∂µK
†∂µK + ∂µK

†vµK +K†v†µ∂
µK +K†v†µv

µK

→ ∂µK
†∂µK + ∂µK

†vµK +K†v†µ∂
µK +K†v†i v

iK (B.31)

これがO(1/Nc)の寄与である。ここで、(B.31)式の第 1項は K中間子の運動項である。
第 2項、第 3項の空間成分は s-波の場合には、

∂iK
†V iK =

∂K

∂r
r̂i
i

r
ϵaibr̂as

2AτbA
† ∝ ϵaibr̂ir̂a = 0 (B.32)

よりゼロになる。よって、(DµK)† (DµK)から得られるO(1/Nc)の寄与は

∂µK
†∂µK + ∂0K

†v0K +K†v†0∂
0K +K†v†i v

iK (B.33)

となる。

• ∂0K†v0K +K†v†0∂
0K

v0 = 2is2A
[
Ωbτ

K
b − r̂aτ

K
a r̂bΩb

]
A†

→ − i

Λ
s2A

[
JN
b τ

K
b − r̂aτ

K
a r̂bJ

N
b

]
A†

= − i

Λ
s2
[
AJN

a τ
K
a A† − Ar̂aτ

K
a r̂bJ

N
b A†]

= − i

Λ
s2
[(

JN
a A− 1

2
AτKa

)
τKa A† − r̂ar̂b

(
JN
b A− 1

2
AτKb

)
τKa A†

]

= − i

Λ
s2
[
JN
a AτKa A† − 3

2
− r̂ar̂bJ

N
b AτKa A† + r̂ar̂b

1

2
AτKb τ

K
a A†

]

= − i

Λ
s2
[
JN
a AτKa A† − 3

2
− r̂ar̂bJ

N
b AτKa A† +

1

2

]

= − i

Λ
s2
[
JN
a AτKa A† − r̂ar̂bJ

N
b AτKa A† − 1

]
(B.34)

が得られる。次に、この v0を ⟨N | , |N⟩で挟み行列要素をとり、次のことに注意す
る。まず、

⟨N | JN
a AτKa A† |N⟩ =

∑

i=N,∆

⟨N | JN
a |i⟩ ⟨i|AτKa A† |N⟩ (B.35)

と書ける。しかし、スピン演算子JN
a はスピンの大きさを変えないので、⟨N | JN

a |i⟩ =
⟨N | JN

a |N⟩となる。つまり、中間状態としては i = N の状態のみが許される。この
ことに気をつけながら ⟨N |と |N⟩で挟むと (以下では、中間状態の ⟨N | , |N⟩は書く
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ことを省略する。)、

⟨N |− i

Λ
s2
[
JN
a AτKa A† − r̂ar̂bJ

N
b AτKa A† − 1

]
|N⟩

= − i

Λ
s2 ⟨N |

[
JN
a

(
−1

3
σN
a τN · τK

)
− r̂ar̂bJ

N
b

(
−1

3
σN
a τN · τK

)
− 1

]
|N⟩

(B.36)

JN = σN/2なので (B.35)式は、

− i

Λ
s2 ⟨N |

[
1

2
σN
a

(
−1

3
σN
a τN · τK

)
− r̂ar̂b

1

2
σN
b

(
−1

3
σN
a τN · τK

)
− 1

]
|N⟩

= − i

Λ
s2 ⟨N |

[
−1

2

(
τN · τK

)
+

1

6

(
τN · τK

)
− 1

]
|N⟩

= − i

Λ
s2 ⟨N |

[
−1

3

(
τN · τK

)
− 1

]
|N⟩

=
i

Λ
s2 ⟨N |

[
1

3

(
τN · τK

)
+ 1

]
|N⟩ (B.37)

したがって、

⟨N | ∂0K†v0K |N⟩ =
i

Λ
s2 ⟨N | ∂0K†

(
1

3

(
τN · τK

)
+ 1

)
K |N⟩

=
i

3Λ
s2 ⟨N | ∂0K† (τN · τK

)
K |N⟩+ i

Λ
s2 ⟨N | ∂0K†K |N⟩

(B.38)

が得られる。

• K†v†i v
iK

v†i v
i = vivi = −s4

r2
ϵaibr̂aAτbA

†ϵcidr̂cAτdA
†

= −s4

r2
ϵaibϵcidr̂ar̂cAτbτdA

†

= −s4

r2
(δbdδac − δbcδad) r̂ar̂cAτbτdA

†

= −s4

r2
(δbdδac − δbcδad) r̂ar̂cAτbτdA

†

= −s4

r2
(
AτbτbA

† − r̂ar̂bAτaτbA
†)

= −2
s4

r2
(B.39)

なので、

K†v†i v
iK = −2

s4

r2
K†K (B.40)
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となる。
よって、(B.33)式、(B.38)式、(B.40)式より、

∂µK
†∂µK + ∂0K

†V 0K +K†V †
0 ∂

0K +K†V †
i V

iK

= ∂µK
†∂µK +

i

3Λ
s2
[
∂0K

† (τN · τK
)
K −K† (τN · τK

)
∂0K

]

+
i

Λ
s2
(
∂0K

†K −K†∂0K
)
− 2

s4

r2
K†K (B.41)

が得られる。

−K†a†µa
µK

考えるO(1/Nc)の寄与は以下のもの。

K†a†µa
µK → K†a†ia

iK (B.42)

ここで、

ai = i

[
δai

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]
AτaA

† ≡ iBaiAτaA
† (B.43)

と書くと、

a†ia
i = aiai = −BaiBbiAτaτbA

†

= −BaiBai − iϵabcBaiBbiAτcA
†

= −BaiBai − iϵabc

[
δai

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)][
δbi

cs

r
+ r̂br̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]
AτcA

†

= −BaiBai

= −
[
δai

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)][
δai

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]

= −
[
3
(cs
r

)2
+ 2

cs

r

(
F ′

2
− cs

r

)
+

(
F ′

2
− cs

r

)2
]

= −
[
3
(cs
r

)2
+

(
F ′

2
+

cs

r

)(
F ′

2
− cs

r

)]

= −
[
2
(cs
r

)2
+

(
F ′

2

)2
]

(B.44)

よって、

−K†a†ia
iK =

[
2
(cs
r

)2
+

(
F ′

2

)2
]
K†K

=
1

4

[
2
sin2 F

r2
+ (F ′)2

]
(B.45)
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以上より、(B.30)式、(B.41)式、(B.45)式からO(1/Nc)の寄与として、

∂µK
†∂µK +

i

3Λ
s2
[
∂0K

† (τN · τK
)
K −K† (τN · τK

)
∂0K

]

−2
s4

r2
K†K +

1

4

[
2
sin2 F

r2
+ (F ′)2

]
K†K (B.46)

が得られる。

B.2.2 微分の4次

考える Lagrangianは以下の 4つの項からなる。

• −1

8

1

(eFπ)
2K

†Ktr
[
∂µUπU

†
π, ∂νUπU

†
π

]2

• − 2

(eFπ)
2 (DµK)† (DνK) tr [aµaν ]

• −1

2

1

(eFπ)
2 (DµK)† (DµK) tr

[
∂νU

†
π∂

νUπ

]

• +
6

(eFπ)
2 (DνK)† [aν , aµ] (DµK)

以下の計算では、簡単のために 1/(eFπ)2を書くことを省略する。

−1

8
K†Ktr

[
∂µUπU

†
π, ∂νUπU

†
π

]2

O(!/Nc)の寄与としては以下の寄与が得られる。

−1

8
K†Ktr

[
∂µUπU

†
π, ∂νUπU

†
π

]2

→ −1

8
K†Ktr

[
∂iUπU

†
π, ∂jUπU

†
π

]2

= −1

8
K†K

[
−16

sin2 F

r2

(
sin2 F

r2
+ 2(F ′)2

)]

= 2K†K

[
sin2 F

r2

(
sin2 F

r2
+ 2(F ′)2

)]
(B.47)
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−2 (DµK)† (DνK) tr [aµaν ]

まず、O(1/Nc)の寄与を書き出すと、

(DµK)† (DνK) tr [aµaν ] → (D0K)† (DiK) tr
[
a0ai

]
+ (DiK)† (D0K) tr

[
aia0

]

+(DiK)† (DjK) tr
[
aiaj

]

→ (∂0K)† (∂iK + viK) tr
[
a0ai

]
+ (∂iK + viK)† (∂0K) tr

[
aia0

]

+(DiK)† (DjK) tr
[
aiaj

]

=
(
∂0K

†∂iK + ∂iK
†∂0K

)
tr
[
a0ai

]

+
(
∂0K

†viK +K†v†i∂0K
)
tr
[
a0ai

]

+(DiK)† (DjK) tr
[
aiaj

]
(B.48)

が得られるので、以下で各項からの寄与求めていく。

•
(
∂0K†∂iK + ∂iK†∂0K

)
tr [a0ai]

tr
[
a0ai

]
= −tr [a0ai]

= −tr

[
−2csA

[
ϵabcΩar̂bτ

K
c

]
A†
[
δdi

cs

r
+ r̂dr̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]
AτKd A†

]

= 2cs

[
δdi

cs

r
+ r̂dr̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]
tr
[
ϵabcΩar̂b

(
δcd + iϵcdeτ

K
e

)]

次に、Ωaは古典的な量なので、トレースの外に出すと

tr
[
a0ai

]
= 2csϵabcΩar̂b

[
δdi

cs

r
+ r̂dr̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]
tr
[
δcd + iϵcdeτ

K
e

]

= 4csϵabcΩar̂bδcd

[
δdi

cs

r
+ r̂dr̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]

= 4csϵabdΩar̂b

[
δdi

cs

r
+ r̂dr̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]

=
4c2s2

r
ϵabiΩar̂b (B.49)

が得られる。この結果を用いると、

r̂itr
[
a0ai

]
∝ r̂iϵabir̂b = 0 (B.50)

なので、
(
∂0K

†∂iK + ∂iK
†∂0K

)
tr
[
a0ai

]
= 0 (B.51)

となる。
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•
(
∂0K†viK +K†v†i∂0K

)
tr [a0ai]

vitr
[
a0ai

]
=

(
i

r
ϵaibr̂as

2AτKb A†
)(

4c2s2

r
ϵghiΩg r̂h

)

=
4ic2s4

r2
ϵaibϵghir̂ar̂hAτ

K
b A†Ωg

=
4ic2s4

r2
(δbgδah − δbhδag) r̂ar̂hAτ

K
b A†Ωg

=
4ic2s4

r2
(
AτKb A†Ωb − r̂br̂aAτ

K
b A†Ωa

)
(B.52)

となるので、

⟨N | vitr
[
a0ai

]
|N⟩

=
4ic2s4

r2
⟨N |

(
AτKb A†Ωb − r̂br̂aAτ

K
b A†Ωa

)
|N⟩

= −2ic2s4

Λr2
⟨N |

(
AτKb A†JN

b − r̂br̂aAτ
K
b A†JN

a

)
|N⟩

= −2ic2s4

Λr2
⟨N |

[
−1

3
JN
b σ

N
b

(
τK · τN

)
+

1

3
r̂br̂aσ

N
b

(
τK · τN

)
JN
a

]
|N⟩

=
2ic2s4

3Λr2
⟨N |

[
1

2
σN
b σ

N
b

(
τK · τN

)
− r̂br̂aσ

N
b

(
τK · τN

) 1
2
σN
a

]
|N⟩

=
ic2s4

3Λr2
⟨N |

[(
σN · σN

) (
τK · τN

)
−
(
r̂ · σN

)2 (
τK · τN

)]
|N⟩

=
2ic2s4

3Λr2
⟨N |

(
τK · τN

)
|N⟩ (B.53)

が得られる。よって、

⟨N | ∂0K†viKtr
[
a0ai

]
|N⟩ = 2ic2s4

3Λr2
⟨N | ∂0K† (τK · τN

)
K |N⟩ (B.54)

となる。

• (DiK)† (DjK) tr [aiaj]

最後に時間微分を含まない項 (DiK)† (DjK) tr [aiaj]を考える。今まで同様、

ai = i

[
δai

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]
AτaA

† ≡ iBaiAτaA
† (B.55)
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と書くと、

tr
[
aiaj

]
= tr [aiaj]

= −BaiBbjtr
[
AτaA

†AτbA
†]

= −BaiBbjtr [τaτb]

= −2BaiBaj

= −2

[
δai

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)][
δaj

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]

= −2

[
δij
(cs
r

)2
+ 2r̂ir̂j

cs

r

(
F ′

2
− cs

r

)
+ r̂ir̂j

(
F ′

2
− cs

r

)2
]

= −2

[
δij
(cs
r

)2
+ r̂ir̂j

(
F ′

2
+

cs

r

)(
F ′

2
− cs

r

)]

= −2

[
δij
(cs
r

)2
+ r̂ir̂j

((
F ′

2

)2

−
(cs
r

)2
)]

(B.56)

が得られる。次に、

(DiK)† (DjK) = ∂iK
†∂jK + ∂iK

†vjK +K†v†i∂jK +K†v†i vjK (B.57)

vi =
i

r
ϵaibr̂as

2AτbA
† (B.58)

なので、
[
∂iK

†vjK +K†v†i∂jK
]
tr
[
aiaj

]

∝ (r̂iϵajbr̂a + ϵaibr̂ar̂j)

[
δij
(cs
r

)2
+ r̂ir̂j

((
F ′

2

)2

−
(cs
r

)2
)]

= 0 (B.59)

が得られるから、この 2項は落とす。

v†i vj = −vivj =
s4

r2
ϵaibr̂aAτbA

†ϵcjdr̂cAτdA
†

=
s4

r2
ϵaibϵcjdr̂ar̂cAτbτdA

† (B.60)
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なので、

v†i vjtr
[
aiaj

]

= −2
s4

r2
ϵaibϵcjdr̂ar̂cAτbτdA

†

[
δij
(cs
r

)2
+ r̂ir̂j

((
F ′

2

)2

−
(cs
r

)2
)]

= −2
s4

r2
ϵaibϵcidr̂ar̂cAτbτdA

†
(cs
r

)2

= −2
c2s6

r4
(δbdδac − δadδbc) r̂ar̂cAτbτdA

†

= −2
c2s6

r4
(
AτbτdA

† − r̂ar̂bAτaτbA
†)

= −4
c2s6

r4
(B.61)

となる。また、

r̂ir̂jtr
[
aiaj

]

= −2r̂ir̂j

[
δij
(cs
r

)2
+ r̂ir̂j

((
F ′

2

)2

−
(cs
r

)2
)]

= −2

[(cs
r

)2
+

(
F ′

2

)2

−
(cs
r

)2
]

= −2

(
F ′

2

)2

(B.62)

であるので、(B.56)式、(B.61)式、(B.62)式より

(DiK)† (DjK) tr
[
aiaj

]

= −2

(
F ′

2

)2

K ′†K ′ − 4
c2s6

r4
K†K (B.63)

が得られる。

(B.54)式、(B.63)式より、

−2 (DµK)† (DνK) tr [aµaν ]

→ −4ic2s4

3Λr2
[
∂0K

† (τK · τN
)
K −K† (τK · τN

)
∂0K

]

+4

(
F ′

2

)2

K ′†K ′ + 8
c2s6

r4
K†K

= − is2 sin2 F

3Λr2
[
∂0K

† (τK · τN
)
K −K† (τK · τN

)
∂0K

]

+(F ′)2K ′†K ′ + 2
s4 sin2 F

r4
K†K (B.64)

が得られる。
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−1

2
(DµK)† (DµK) tr

[
∂νU

†
π∂

νUπ

]

∂νU
†
π∂

νUπ = ∂0U
†
π∂

0Uπ + ∂iU
†
π∂

iUπ

→ ∂iU
†
π∂

iUπ (B.65)

がO(1/N0
c )の寄与なので考える項は (B.33)式より
[
∂µK

†∂µK + ∂0K
†v0K +K†v†0∂

0K +K†v†i v
iK
]
tr
[
∂iU

†
π∂

iUπ

]
(B.66)

である。
まず、tr

[
∂iU †

π∂
iUπ

]
を求める。Uπ = AU0A†であることに気をつける (U0はHedgehog

解)。

∂iU0 = − sinFF ′r̂i + iτaPai sinF + iτar̂a cosFF ′r̂i

≡ − sinFF ′r̂i + iτaXai (B.67)

∂iU
†
0 = − sinFF ′r̂i − iτaPai sinF − iτar̂a cosFF ′r̂i

≡ − sinFF ′r̂i − iτaXai (B.68)

ただし、Pai ≡
1

r
(δai − r̂ar̂i)とする。これらを用いると、

tr
[
∂iU

†
π∂

iUπ

]
= tr

[
A∂iU

†
0∂

iU0A
†
]
= −tr

[
∂iU

†
0∂iU0

]

≡ −tr [(− sinFF ′r̂i − iτaXai) (− sinFF ′r̂i + iτbXbi)]

≡ −tr
[
sin2 FF ′2 +XaiXbiτaτb + iYaiτa

]
(B.69)

のように書ける。ここで、τaの 1次の項はトレースを取ることで消える。Paiの定義より
Pair̂i = Pair̂a = 0なので、これを使いながら計算を進めていと、

tr
[
∂iU

†
π∂

iUπ

]
= −tr

[
sin2 FF ′2 +XaiXbiτaτb + iYaiτa

]

= −2
[
sin2 FF ′2 +XaiXai

]

= −2
[
sin2 FF ′2 + (Pai sinF + r̂ar̂i cosFF ′) (Pai sinF + r̂ar̂i cosFF ′)

]

= −2
[
sin2 FF ′2 + PaiPai sin

2 F + r̂ar̂ir̂ar̂i cos
2 FF ′2]

= −2

[
F ′2 +

1

r2
(δai − r̂ar̂i) (δai − r̂ar̂i) sin

2 F

]

= −2

[
F ′2 +

1

r2
(3− 1− 1 + 1) sin2 F

]

= −2

[
F ′2 +

2

r2
sin2 F

]
(B.70)
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となる。また、(B.41)式より

∂µK
†∂µK + ∂0K

†V 0K +K†V †
0 ∂

0K +K†V †
i V

iK

= ∂µK
†∂µK +

i

3Λ
s2
[
∂0K

† (τN · τK
)
K −K† (τN · τK

)
∂0K

]

+
i

Λ
s2
(
∂0K

†K −K†∂0K
)
− 2

s4

r2
K†K (B.71)

なので

−1

2
(DµK)† (DµK) tr

[
∂νU

†
π∂

νUπ

]

→
(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
∂µK

†∂µK

+
i

3Λ
s2
(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)[
∂0K

† (τN · τK
)
K −K† (τN · τK

)
∂0K

]

+
i

Λ
s2
(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)(
∂0K

†K −K†∂0K
)

−2
s4

r2

(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
K†K (B.72)

となる。

+6 (DνK)† [aν , aµ] (DµK)

O(1/Nc)の寄与をする項は

(DνK)† [aν , aµ] (DµK) = (D0K)†
[
a0, ai

]
(DiK) + (DiK)†

[
ai, a0

]
(D0K)

+ (DiK)†
[
ai, aj

]
(DjK)

→ ∂0K
† [a0, ai

]
(DiK) + (DiK)†

[
ai, a0

]
∂0K

+(DiK)†
[
ai, aj

]
(DjK)

= ∂0K
† [a0, ai

]
(∂iK + viK) +

(
∂iK

† +K†v†i

) [
ai, a0

]
∂0K

+(DiK)†
[
ai, aj

]
(DjK)

= ∂0K
† [a0, ai

]
∂iK + ∂iK

† [ai, a0
]
∂0K

+∂0K
† [a0, ai

]
viK +K†v†i

[
ai, a0

]
∂0K

+(DiK)†
[
ai, aj

]
(DjK) (B.73)

なので、以下で各項の寄与を求める。

• ∂0K† [a0, ai] viK +K†v†i [a
i, a0] ∂0K
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はじめに [a0, ai]を求める。
[
a0, ai

]
= [a0,−ai] = −a0ai + aia0 = [ai, a0] = − [a0, ai]

= 2csϵabcr̂b

[
δdi

cs

r
+ r̂dr̂i

(
F ′

2
− cs

r

)] [
AΩaτ

K
c A†, AτKd A†]

= 2csϵabcr̂b

[
δdi

cs

r
+ r̂dr̂i

(
F ′

2
− cs

r

)] [
AΩa

(
τKc τ

K
d − τKd τ

K
c

)
A†]

= 2csϵabcr̂b

[
δdi

cs

r
+ r̂dr̂i

(
F ′

2
− cs

r

)] [
AΩa2iϵcdeτ

K
e A†]

= 4icsϵabcϵcder̂b

[
δdi

cs

r
+ r̂dr̂i

(
F ′

2
− cs

r

)] [
AΩaτ

K
e A†]

= 4ics (δadδbe − δaeδbd) r̂b

[
δdi

cs

r
+ r̂dr̂i

(
F ′

2
− cs

r

)] [
AΩaτ

K
e A†]

(B.74)

次に、係数を計算し整理すると

(δadδbe − δaeδbd) r̂b

[
δdi

cs

r
+ r̂dr̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]

= r̂e

[
δai

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]
− r̂b

[
δbi

cs

r
+ r̂br̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]
δae

= r̂e

[
δai

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]
− F ′

2
r̂iδae (B.75)

となる。よって、

[
a0, ai

]
= 4ics

[
r̂e

[
δai

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]
− F ′

2
r̂iδae

] [
AΩaτ

K
e A†]

= 4ics

[
r̂e

[
δai

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]
AΩaτ

K
e A† − F ′

2
r̂iAΩaτ

K
a A†

]

(B.76)

が得られる。これを用いると、

[
a0, ai

]
vi = 4ics

[
r̂e

[
δai

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]
AΩaτ

K
e A† − F ′

2
r̂iAΩaτ

K
a A†

]

×
(
i

r
ϵhij r̂hs

2AτKj A†
)

= −4

r
cs3ϵhij r̂h

[
r̂e

[
δai

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]
AΩaτ

K
e τ

K
j A† − F ′

2
r̂iAΩaτ

K
a τ

K
j A†

]

= −4

r
cs3ϵhij r̂hr̂eδai

cs

r
AΩaτ

K
e τ

K
j A†

= −4

r
cs3ϵhij r̂hr̂eδai

cs

r
AΩa

(
δej + iϵejkτ

K
k

)
A†

(B.77)
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となるが、
4

r
cs3ϵhij r̂hr̂eδai

cs

r
AΩaδejA

†

=
4

r
cs3ϵhij r̂hr̂jδai

cs

r
AΩaA

†

= 0 (B.78)

なので、
[
a0, ai

]
vi = −4i

r
cs3ϵhij r̂hr̂eδai

cs

r
AΩaϵejkτ

K
k A†

= −4i

r2
c2s4 (δkhδei − δkiδeh) r̂hr̂eAΩiτ

K
k A†

= −4i

r2
c2s4

(
r̂ar̂bAΩaτ

K
b A† − AΩaτ

K
a A†)

=
2i

Λr2
c2s4 (r̂ar̂b − δab)AJ

N
a τ

K
b A†

=
2i

Λr2
c2s4 (r̂ar̂b − δab)

(
JN
a A− 1

2
AτKa

)
τKb A†

=
2i

Λr2
c2s4 (r̂ar̂b − δab)

(
JN
a AτKb A† − 1

2
A
(
δab + iϵabcτ

K
c

)
A†
)

=
2i

Λr2
c2s4

[
(r̂ar̂b − δab) J

N
a AτKb A† + 1

]
(B.79)

となる。これを ⟨N | , |N⟩で挟むと、

⟨N | 2i

Λr2
c2s4

[
(r̂ar̂b − δab) J

N
a AτKb A† + 1

]
|N⟩

= ⟨N | 2i

Λr2
c2s4

[
(r̂ar̂b − δab) J

N
a

(
−1

3
σN
b

(
τN · τK

))
+ 1

]
|N⟩

= ⟨N | 2i

Λr2
c2s4

[
(r̂ar̂b − δab)

1

2
σN
a

(
−1

3
σN
b

(
τN · τK

))
+ 1

]
|N⟩

= ⟨N | 2i

Λr2
c2s4

[
−1

6

((
r̂aσ

N
a

)2 − σN
a σ

N
a

) (
τN · τK

)
+ 1

]
|N⟩

= ⟨N | 2i

Λr2
c2s4

(
1

3

(
τN · τK

)
+ 1

)
|N⟩ (B.80)

が得られる。したがって、

⟨N | ∂0K† [a0, ai
]
viK |N⟩

= ⟨N | ∂0K†
[
2i

Λr2
c2s4

(
1

3

(
τN · τK

)
+ 1

)]
K |N⟩

=
2i

3Λr2
c2s4 ⟨N | ∂0K† (τN · τK

)
K |N⟩+ 2i

Λr2
c2s4 ⟨N | ∂0K†K |N⟩

(B.81)

となる。
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• ∂0K† [a0, ai] ∂iK + ∂iK† [ai, a0] ∂0K

次に空間微分と時間微分を 1つずつ含む項を調べる。
[
a0, ai

]
r̂i = 4ics

[
r̂e

[
δai

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]
AΩaτ

K
e A† − F ′

2
r̂iAΩaτ

K
a A†

]
r̂i

= 4ics

[
r̂e

[
r̂a
cs

r
+ r̂a

(
F ′

2
− cs

r

)]
AΩaτ

K
e A† − F ′

2
AΩaτ

K
a A†

]

= 4ics

[
r̂er̂a

F ′

2
AΩaτ

K
e A† − F ′

2
AΩaτ

K
a A†

]

= 2icsF ′ [r̂er̂aAΩaτ
K
e A† − AΩaτ

K
a A†] (B.82)

核子の行列要素をとると、
[
a0, ai

]
r̂i → − icsF ′

Λ

[
r̂er̂aAJ

N
a τ

K
e A† − AJN

a τ
K
a A†]

= − icsF ′

Λ

[
r̂er̂a

(
JN
a A− 1

2
AτKa

)
τKe A† −

(
JN
a A− 1

2
AτKa

)
τKa A†

]

= − icsF ′

Λ

[
r̂er̂aJ

N
a AτKe A† − JN

a AτKa A† + 1
]

= − icsF ′

Λ

[
−1

3
r̂er̂aJ

N
a σ

N
e

(
τN · τK

)
+

1

3
JN
a σ

N
a

(
τN · τK

)
+ 1

]

= − icsF ′

3Λ

(
τN · τK

)
− icsF ′

Λ
(B.83)

となるので、

∂0K
† [a0, ai

]
∂iK + ∂iK

† [ai, a0
]
∂0K

= − icsF ′

3Λ

[
∂0K

† (τN · τK
)
K ′ −K ′† (τN · τK

)
∂0K

]

− icsF ′

Λ

[
∂0K

†K ′ −K ′†∂0K
]

(B.84)

が得られる。

• (DiK)† [ai, aj] (DjK)

最後に空間微分を 2つ含む項を考える。

ai = i

[
δai

cs

r
+ r̂ar̂i

(
F ′

2
− cs

r

)]
AτaA

† ≡ iBaiAτaA
† (B.85)

と書く。

1. ∂iK† [ai, aj] ∂jK

[
ai, aj

]
= [ai, aj] = −BaiBbj

[
AτaA

†, AτbA
†]

= −2iϵabcBaiBbjAτcA
†

= −2i

[
ϵijc
(cs
r

)2
+

cs

r

(
F ′

2
− cs

r

)
(ϵibcr̂br̂j + ϵajcr̂ar̂i)

]
AτcA

†

(B.86)
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となるので、この結果を使うと、

r̂i
[
ai, aj

]
r̂j ∼ ϵijcr̂ir̂j + (ϵibcr̂br̂j + ϵajcr̂ar̂i) r̂ir̂j

= 0 (B.87)

が得られるから、

∂iK
† [Ai, Aj

]
∂jK = 0 (B.88)

となる。

2. ∂iK† [ai, aj] vjK +K†v†i [a
i, aj] ∂jK

片方を考えればもう片方はそのエルミート共役を取れば良いので、第 1項を考
える。

r̂i
[
ai, aj

]
vj

= −2ir̂i

[
ϵijc
(cs
r

)2
+

cs

r

(
F ′

2
− cs

r

)
(ϵibcr̂br̂j + ϵajcr̂ar̂i)

]
AτcA

†

× i

r
ϵxjyr̂xs

2AτyA
†

= 2
s2

r
AτcτyA

†ϵxjyr̂x

[
ϵijcr̂i

(cs
r

)2
+

cs

r

(
F ′

2
− cs

r

)
ϵajcr̂a

]

= 2
s2

r
AτcτyA

†r̂x

[
(δcyδix − δcxδiy) r̂i

(cs
r

)2
+

cs

r

(
F ′

2
− cs

r

)
(δcyδax − δcxδay) r̂a

]

= 2
s2

r
AτcτyA

†
[
(δcy − r̂cr̂y)

(cs
r

)2
+

cs

r

(
F ′

2
− cs

r

)
(δcy − r̂cr̂y)

]

= 2
s2

r
AτcτyA

† (δcy − r̂cr̂y)
cs

r

F ′

2

= 2
s2

r
F ′ cs

r

= 2
cs3

r2
F ′ (B.89)

となるから、

∂iK
† [ai, aj

]
vjK +K†v†i

[
ai, aj

]
∂jK = 2

cs3

r2
F ′ (K ′†K +K†K ′) (B.90)

が得られる。

3. K†v†i [a
i, aj] vjK

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

vi =
i

r
ϵxiyr̂xs

2AτyA
†

vj =
i

r
ϵmjnr̂ms

2AτnA
†

[ai, aj] = −2i

[
ϵijc
(cs
r

)2
+

cs

r

(
F ′

2
− cs

r

)
(ϵibcr̂br̂j + ϵajcr̂ar̂i)

]
AτcA†

(B.91)
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と添字を定める。

v†i
[
ai, aj

]
vj = −vi

[
ai, aj

]
vj

= 2i
s4

r2
AτyτcτnA

†r̂xr̂mϵxiyϵmjn

[
ϵijc
(cs
r

)2
+

cs

r

(
F ′

2
− cs

r

)
(ϵibcr̂br̂j + ϵajcr̂ar̂i)

]

= 2i
s4

r2
AτyτcτnA

†r̂xr̂mϵxiyϵmjnϵijc
(cs
r

)2

= 2i
c2s6

r4
AτyτcτnA

†r̂xr̂mϵxiyϵmjnϵijc

= 2i
c2s6

r4
AτyτcτnA

†r̂xr̂mϵxiy (δncδmi − δniδmc)

= −2i
c2s6

r4
AτyτcτnA

†r̂xr̂cϵxny

= −2i
c2s6

r4
Aτy (δcn + iϵcndτd)A

†r̂xr̂cϵxny

= 2
c2s6

r4
AτyτdA

†r̂xr̂cϵcndϵxny

= 2
c2s6

r4
AτyτdA

†r̂xr̂c (δdyδcx− δdxδcy)

= 4
c2s6

r4
(B.92)

となるので、

K†v†i
[
ai, aj

]
vjK = −K†vi

[
ai, aj

]
vjK = −4

c2s6

r4
K†K (B.93)

となる。

まとめると、

(DiK)†
[
ai, aj

]
(DjK) = 2

cs3

r2
F ′ (K ′†K +K†K ′)− 4

c2s6

r4
K†K (B.94)

が得られる。
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(B.81)式、(B.84)式、(B.94)式より

6 (DνK)† [aν , aµ] (DµK)

→ 4i

Λr2
c2s4∂0K

† (τN · τK
)
K +

12i

Λr2
c2s4

(
∂0K

†K −K†∂0K
)

−2icsF ′

Λ

[
∂0K

† (τN · τK
)
K ′ −K ′† (τN · τK

)
∂0K

]

−6icsF ′

Λ

[
∂0K

†K ′ −K ′†∂0K
]

+2
6cs3

r2
F ′ (K ′†K +K†K ′)− 24

c2s6

r4
K†K

=
i

Λr2
s2 sin2 F∂0K

† (τN · τK
)
K +

3i

Λr2
s2 sin2 F

(
∂0K

†K −K†∂0K
)

− i sinFF ′

Λ

[
∂0K

† (τN · τK
)
K ′ −K ′† (τN · τK

)
∂0K

]

−3i sinFF ′

Λ

[
∂0K

†K ′ −K ′†∂0K
]

+
6s2 sinF

r2
F ′ (K ′†K +K†K ′)− 6

s4 sin2 F

r4
K†K (B.95)

B.3 運動方程式
最終的に得られたO(1/Nc)までの寄与を含むLagrangianを書き出す (簡単のため ⟨N | , |N⟩
は書くことを省略する)。ただしWess-Zumino項は今は考えない。また

τN · τK = 4
τN

2
· τ

K

2
= 4INK (B.96)

と INK を導入する。(B.2)式、(B.46)式、および (B.24)式より

L(2) = ∂µK
†∂µK +

i

3Λ
s2
[
∂0K

† (τN · τK
)
K −K† (τN · τK

)
∂0K

]

+
i

Λ
s2
(
∂0K

†K −K†∂0K
)
− 2

s4

r2
K†K +

1

4

[
2
sin2 F

r2
+ (F ′)2

]
K†K

=
(
∂0K

†∂0K −K ′†K ′)+ i

3Λ
s2
[
∂0K

† (τN · τK
)
K −K† (τN · τK

)
∂0K

]

+
i

Λ
s2
(
∂0K

†K −K†∂0K
)
− 2

s4

r2
K†K +

1

4

[
2
sin2 F

r2
+ (F ′)2

]
K†K

= E2K†K −K ′†K ′ − 2E

3Λ
s2K† (τN · τK

)
K

−2E

Λ
s2K†K − 2

s4

r2
K†K +

1

4

[
2
sin2 F

r2
+ (F ′)2

]
K†K

= −K ′†K ′ + E2K†K − 2E

3Λ
s2K† (τN · τK

)
K

−2E

Λ
s2K†K +

{
1

4

(
2
sin2 F

r2
+ (F ′)2

)
− 2

s4

r2

}
K†K (B.97)
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となる。角度積分を行うと、
∫

dΩL(2) = −k∗′k′ + E2k∗k − 8E

3Λ
s2INKk

∗k

−2E

Λ
s2k∗k +

{
1

4

(
2
sin2 F

r2
+ (F ′)2

)
− 2

s4

r2

}
k∗k

(B.98)

が得られる。(B.3)式、(B.47)式、(B.64)式、(B.72)式、(B.95)式、および (B.24)式から、

L(4) = 2K†K

[
sin2 F

r2

(
sin2 F

r2
+ 2(F ′)2

)]

− is2 sin2 F

3Λr2
[
∂0K

† (τK · τN
)
K −K† (τK · τN

)
∂0K

]

+(F ′)2K ′†K ′ + 2
s4 sin2 F

r4
K†K

+

(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
∂µK

†∂µK

+
i

3Λ
s2
(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)[
∂0K

† (τN · τK
)
K −K† (τN · τK

)
∂0K

]

+
i

Λ
s2
(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)(
∂0K

†K −K†∂0K
)

−2
s4

r2

(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
K†K

+
is2 sin2 F

Λr2
[
∂0K

† (τN · τK
)
K −K† (τN · τK

)
∂0K

]

+
3is2 sin2 F

Λr2
(
∂0K

†K −K†∂0K
)

− i sinFF ′

Λ

[
∂0K

† (τN · τK
)
K ′ −K ′† (τN · τK

)
∂0K

]

−3i sinFF ′

Λ

[
∂0K

†K ′ −K ′†∂0K
]

+
6s2 sinF

r2
F ′ (K ′†K +K†K ′)− 6

s4 sin2 F

r4
K†K
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L(4) = 2K†K

[
sin2 F

r2

(
sin2 F

r2
+ 2(F ′)2

)]
+

2Es2 sin2 F

3Λr2
K† (τK · τN

)
K

+(F ′)2K ′†K ′ + 2
s4 sin2 F

r4
K†K +

(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)(
E2K†K −K ′†K ′)

−2E

3Λ
s2
(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
K† (τN · τK

)
K − 2E

Λ
s2
(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
K†K

−2
s4

r2

(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
K†K

−2s2 sin2 FE

Λr2
K† (τN · τK

)
K − 6Es2 sin2 F

Λr2
K†K

+
E sinFF ′

Λ

[
K† (τN · τK

)
K ′ +K ′† (τN · τK

)
K
]

+
3E sinFF ′

Λ

[
K†K ′ +K ′†K

]

+
6s2 sinF

r2
F ′ (K ′†K +K†K ′)− 6

s4 sin2 F

r4
K†K

= 2K†K

[
sin2 F

r2

(
sin2 F

r2
+ 2(F ′)2

)]
+

2Es2 sin2 F

3Λr2
K† (τK · τN

)
K

+(F ′)2K ′†K ′ + 2
s4 sin2 F

r4
K†K +

(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)(
E2K†K −K ′†K ′)

−2E

3Λ
s2
(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
K† (τN · τK

)
K − 2E

Λ
s2
(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
K†K

−2
s4

r2

(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
K†K

− 2E

Λr2
s2 sin2 FK† (τN · τK

)
K − 6E

Λr2
s2 sin2 FK†K

+
E sinFF ′

Λ

[
K† (τN · τK

)
K ′ +K ′† (τN · τK

)
K
]

+
3E sinFF ′

Λ

[
K†K ′ +K ′†K

]

+
6s2 sinF

r2
F ′ (K ′†K +K†K ′)− 6

s4 sin2 F

r4
K†K (B.99)

各項を以下のように 3種類に分類してさらに整理していく。
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1. Λを含まないもの

2K†K

[
sin2 F

r2

(
sin2 F

r2
+ 2(F ′)2

)]

+(F ′)2K ′†K ′ + 2
s4 sin2 F

r4
K†K +

(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)(
E2K†K −K ′†K ′)

−2
s4

r2

(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
K†K

+
6s2 sinF

r2
F ′ (K ′†K +K†K ′)− 6

s4 sin2 F

r4
K†K

= − 2

r2
sin2 FK ′†K ′ +

(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
E2K†K

+K†K

[
2
sin2 F

r2

(
sin2 F

r2
+ 2(F ′)2

)
− 2

s4

r2

(
F ′2 +

1

r2
sin2 F

)]

− 6

r2
d

dr

{
s2 sinFF ′}K†K − 6

s4 sin2 F

r4
K†K (B.100)

2. Λと τK · τN = 4INK を含むもの

2Es2 sin2 F

3Λr2
K† (τK · τN

)
K − 2E

3Λ
s2
(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
K† (τN · τK

)
K

− 2E

Λr2
s2 sin2 FK† (τN · τK

)
K

+
E sinFF ′

Λ

[
K† (τN · τK

)
K ′ +K ′† (τN · τK

)
K
]

=
8Es2 sin2 F

3Λr2
INKK

†K − 8E

3Λ
s2
(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
INKK

†K

− 8E

Λr2
s2 sin2 FINKK

†K +
4E sinFF ′

Λ
INK

[
K†K ′ +K ′†K

]

= −8E

3Λ
s2
(
F ′2 +

4

r2
sin2 F

)
INKK

†K +
4E sinFF ′

Λ
INK

[
K†K ′ +K ′†K

]

(B.101)

3. Λを含むが τK · τN を含まないもの

−2E

Λ
s2
(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
K†K − 6E

Λr2
s2 sin2 FK†K +

3E sinFF ′

Λ

[
K†K ′ +K ′†K

]

= −2E

Λ
s2
(
F ′2 +

5

r2
sin2 F

)
K†K +

3E sinFF ′

Λ

[
K†K ′ +K ′†K

]
(B.102)
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ここで、
∫

dr3
6s2 sinF

r2
F ′ (K ′†K +K†K ′)

=

∫
dΩdr 6s2 sinFF ′ (K ′†K +K†K ′)

= 6

∫
dΩdr

{
d

dr

[
s2 sinFF ′K†K

]
− d

dr

[
s2 sinFF ′]K†K

}

= 6

∫
dΩ
[
s2 sinFF ′K†K

]r=∞
r=0

− 6

∫
dΩdr

d

dr

[
s2 sinFF ′]K†K

であるが、F (r)の境界条件より F (r = ∞) = 0となること、および今はK中間子の束縛
状態を考えているのでKが無限遠でゼロになることを用いると、

∫
dr3

6

r2
d

dr

[
s2 sinFF ′K†K

]
=

∫
dΩdr6

d

dr

[
s2 sinFF ′K†K

]

=

∫
dΩ6

[
s2 sinFF ′K†K

]

= 0 (B.103)

となる。よって、空間積分することを前提にすれば、
6s2 sinF

r2
F ′ (K ′†K +K†K ′)→ − 6

r2
d

dr

[
s2 sinFF ′]K†K

とおきかえても構わないことを用いた。よって、

L(4) = − 2

r2
sin2 FK ′†K ′ +

(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
E2K†K

+K†K

[
2
sin2 F

r2

(
sin2 F

r2
+ 2(F ′)2

)
− 2

s4

r2

(
F ′2 +

1

r2
sin2 F

)]

− 6

r2
d

dr

{
s2 sinFF ′}K†K − 6

s4 sin2 F

r4
K†K

−8E

3Λ
s2
(
F ′2 +

4

r2
sin2 F

)
INKK

†K +
4E sinFF ′

Λ
INK

[
K†K ′ +K ′†K

]

−2E

Λ
s2
(
F ′2 +

5

r2
sin2 F

)
K†K +

3E sinFF ′

Λ

[
K†K ′ +K ′†K

]
(B.104)

が得られる。角度積分を行うと、
∫

dΩα2L(4) = − 2

r2
sin2 Fk′∗k′ +

(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
E2k∗k

+k∗k

[
2
sin2 F

r2

(
sin2 F

r2
+ 2(F ′)2

)
− 2

s4

r2

(
F ′2 +

1

r2
sin2 F

)]

− 6

r2
d

dr

{
s2 sinFF ′}K†K − 6

s4 sin2 F

r4
k∗k

−8E

3Λ
s2
(
F ′2 +

4

r2
sin2 F

)
INKk

∗k +
4E sinFF ′

Λ
INK [k∗k′ + k′∗k]

−2E

Λ
s2
(
F ′2 +

5

r2
sin2 F

)
k∗k +

3E sinFF ′

Λ
[k∗k′ + k′∗k] (B.105)
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となる。したがって、K中間子の質量項と (B.98)式、(B.105)式から、
∫

dΩL =

∫
dΩ
(
L(2) + L(4) −m2

KK
†K
)

= −k∗′k′ + E2k∗k − 8E

3Λ
s2INKk

∗k

−2E

Λ
s2k∗k +

{
1

4

(
2
sin2 F

r2
+ (F ′)2

)
− 2

s4

r2

}
k∗k

− 1

(eFπ)
2

2

r2
sin2 Fk′∗k′ +

1

(eFπ)
2

(
F ′2 +

2

r2
sin2 F

)
E2k∗k

+
1

(eFπ)
2k

∗k

[
2
sin2 F

r2

(
sin2 F

r2
+ 2(F ′)2

)
− 2

s4

r2

(
F ′2 +

1

r2
sin2 F

)]

− 1

(eFπ)
2

6

r2
d

dr

{
s2 sinFF ′}K†K − 6

1

(eFπ)
2

s4 sin2 F

r4
k∗k

− 1

(eFπ)
2

8E

3Λ
s2
(
F ′2 +

4

r2
sin2 F

)
INKk

∗k +
1

(eFπ)
2

4E sinFF ′

Λ
INK [k∗k′ + k′∗k]

− 1

(eFπ)
2

2E

Λ
s2
(
F ′2 +

5

r2
sin2 F

)
k∗k +

1

(eFπ)
2

3E sinFF ′

Λ
[k∗k′ + k′∗k]

−m2
Kk

∗k

= −
(
1 +

1

(eFπ)
2

2

r2
sin2 F

)
k∗′k′ +

{
1 +

1

(eFπ)
2

(
2

r2
sin2 F + F ′2

)}
E2k∗k −m2

Kk
∗k

+Vs(r)k
∗k + Vvk

∗k +
4

(eFπ)
2

EF ′ sinF

Λ
INK (k∗k′ + k∗′k) +

3

(eFπ)
2

EF ′ sinF

Λ
[k∗k′ + k′∗k]

(B.106)

が得られる。ただし、s = sin (F/2)であり、

Vs = Vs1 + Vs2 (B.107)

Vs1(r) =
1

4

(
2
sin2 F

r2
+ (F ′)2

)
− 2

s4

r2

+
1

(eFπ)
2

[
2
sin2 F

r2

(
sin2 F

r2
+ 2(F ′)2

)
− 2

s4

r2

(
F ′2 +

sin2 F

r2

)]

− 1

(eFπ)
2

6

r2

[
s4 sin2 F

r2
+

d

dr

{
s2 sinFF ′}

]
(B.108)

Vs2 = −2E

Λ
s2 − 1

(eFπ)
2

2E

Λ
s2
(
F ′2 +

5

r2
sin2 F

)

= −2E

Λ
s2
[
1 +

1

(eFπ)
2

(
F ′2 +

5

r2
sin2 F

)]
(B.109)

Vv = −8E

3Λ
s2INK − 1

(eFπ)
2

8Es2

3Λ

[
F ′2 +

4

r2
sin2 F

]
INK (B.110)
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と定義する。これらに加えて

h(r) = 1 +
1

(eFπ)
2

2

r2
sin2 F (B.111)

f(r) = 1 +
1

(eFπ)
2

(
2

r2
sin2 F + F ′2

)
(B.112)

と定義して、さらにまとめると Lagrangianは

−
∫

dΩL = h(r)k∗′k′ +
[
m2

K − f(r)E2 − Vs(r)− Vv1(r)
]
k∗k

−Q(r) (k∗k′ + k∗′k)

= h(r)k∗′k′ + P (r)k∗k −Q(r) (k∗k′ + k∗′k)

(B.113)

となる。ここで、式を簡単にするために

P (r) = m2
K − f(r)E2 − Vs(r)− Vv1(r) (B.114)

Q(r) =
4

(eFπ)
2

EF ′ sinF

Λ
INK +

3

(eFπ)
2

EF ′ sinF

Λ
(B.115)

と新たに定義した。
k → k + δkとして変分をとると、

∫
dr r2 [h (k∗′δk′ + δk∗′k′) + P (k∗δk + δk∗k)−Q (k∗δk′ + δk∗k′ + k∗′δk + δk∗′k)]

=

∫
drδk

[
− d

dr

(
r2hk∗′)+ r2Pk∗ − r2Qk∗′ +

d

dr

(
r2Qk∗)

]

+

∫
drδk∗

[
− d

dr

(
r2hk′)+ r2Pk − r2Qk′ +

d

dr

(
r2Qk

)]

= 0 (B.116)

よって、kの運動方程式として

0 = − d

dr

(
r2hk′)+ r2Pk − r2Qk′ +

d

dr

(
r2Qk

)
(B.117)

が得られる。さらに、両辺 r2で割ると

= − 1

r2
d

dr

(
r2hk′)+ Pk −Qk′ +

1

r2
d

dr

(
r2Qk

)

= − 1

r2
d

dr

(
r2h

dk

dr

)
+ Pk −Qk′ +

1

r2
d

dr

(
r2Q

)
k +Qk′ = 0

= − 1

r2
d

dr

(
r2h

dk

dr

)
+ Pk +

1

r2
d

dr

(
r2Q

)
k = 0

= − 1

r2
d

dr

(
r2h

dk

dr

)
+ Pk +

1

r2
d

dr

(
r2Q

)
k = 0

= − 1

r2
d

dr

(
r2h(r)

dk

dr

)
− E2f(r)k +

(
m2

K + Veff

)
k (B.118)
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が得られる。ここで、s = sin (F/2)であり、

h(r) = 1 +
1

(eFπ)
2

2

r2
sin2 F

f(r) = 1 +
1

(eFπ)
2

(
2

r2
sin2 F + F ′2

)

Veff = −Vs(r)− Vv(r) +
1

r2
d

dr

(
r2Q(r)

)
(B.119)

Vs = Vs1 + Vs2 (B.120)

Vs1(r) =
1

4

(
2
sin2 F

r2
+ (F ′)2

)
− 2

s4

r2

+
1

(eFπ)
2

[
2
sin2 F

r2

(
sin2 F

r2
+ 2(F ′)2

)
− 2

s4

r2

(
F ′2 +

sin2 F

r2

)]

− 1

(eFπ)
2

6

r2

[
s4 sin2 F

r2
+

d

dr

{
s2 sinFF ′}

]
(B.121)

−Vs2 =
2E

Λ
s2
[
1 +

1

(eFπ)
2

(
F ′2 +

5

r2
sin2 F

)]
(B.122)

−Vv =
8E

3Λ
s2INK +

1

(eFπ)
2

8Es2

3Λ

[
F ′2 +

4

r2
sin2 F

]
INK (B.123)

Q(r) =
4

(eFπ)
2

EF ′ sinF

Λ
INK +

3

(eFπ)
2

EF ′ sinF

Λ
(B.124)

である。

B.4 Wess-Zumino項に由来するO(1/Nc)の寄与
最後にWess-Zumino項からの寄与を考える。Wess-Zumino項は以下で与えられる。

LWZ = i
Nc

F 2
π

Bµ
(
(DµK)†K −K† (DµK)

)
(B.125)

ここで、Bµは
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

B0 = − 1

2π2

sin2 F

r2
F ′

Bi = i
ϵijk

2π2

sin2 F

r
F ′r̂ktr

[
Ȧ†Aτj

]
(B.126)
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で与えられる [28]。Wess-Zumino項から得られるO(1/Nc)の寄与は以下のものである。

LWZ = i
Nc

F 2
π

B0
(
(∂0K)† K −K† (∂0K)

)
+ i

Nc

F 2
π

B0
(
K†v†0K −K†v0K

)

+i
Nc

F 2
π

Bi
(
K†v†iK −K†viK

)

= i
Nc

F 2
π

B0
(
(∂0K)† K −K† (∂0K)

)
− 2i

Nc

F 2
π

B0K†v0K − 2i
Nc

F 2
π

BiK†viK

(B.127)

である。ここで、Nc = 3である。
第 1項は、

i
3

F 2
π

B0
(
(∂0K)† K −K† (∂0K)

)
= i

3

F 2
π

[
− 1

2π2

sin2 F

r2
F ′
](

(∂0K)† K −K† (∂0K)
)

= − 3i

2π2F 2
π

sin2 F

r2
F ′
(
(∂0K)†K −K† (∂0K)

)

(B.128)

なので、(B.24)式を用いると、
∫

dΩLWZ =
3E

π2F 2
π

sin2 F

r2
F ′k∗k (B.129)

が得られる。したがって、k → k + δkとして変分をとると、
∫

dr r2
[

3E

π2F 2
π

sin2 F

r2
F ′ (k∗δk + δk∗k)

]
= 0 (B.130)

が得られるので、(B.118)式の導出と同様に r2で割ると、Wess-Zumino項からのK中間
子の運動方程式への寄与としては

3E

π2F 2
π

sin2 F

r2
F ′k (B.131)

が得られる。
第 2項と第 3項は v0, viを ⟨N | , |N⟩で挟み量子化を行うだけなので、得られる結果は

−2i
Nc

F 2
π

B0K†v0K − 2i
Nc

F 2
π

BiK†viK

= − Nc

F 2
ππ

2

sin2 Fs2

Λr2
F ′
[
4

3
INK + 1

]
K†K +

Nc

F 2
ππ

2

sin2 Fs2

Λr2
F ′4

3
INKK

†K

= − Nc

F 2
ππ

2

sin2 Fs2

Λr2
F ′K†K (B.132)

となる。よって、角度積分を行い変分をとることでK中間子への運動方程式への寄与と
して

− 3

F 2
ππ

2

sin2 Fs2

Λr2
F ′k (B.133)
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が得られる。
以上よりWess-Zumino項からの寄与として

3E

π2F 2
π

sin2 F

r2
F ′k − 3

F 2
ππ

2

sin2 Fs2

Λr2
F ′k (B.134)

が得られる。
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