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概 要

本論文は２次元共形場理論の相関関数と４次元ゲージ理論の分配関数が一致する
という AGT 予想に関するサーベイ論文である. 著者は修士２年次で AGT 予想の
Zamolodchikov漸化式を用いた証明と, 一般化された Jack多項式を用いた“証明”に
ついて詳細を確認した. ただし前者は特殊な場合についての証明で, 後者は一般の場
合だが, 別の予想に基づいた証明になっている. 本論文では共形場理論の基礎につい
てまとめた後, この２種類の証明を詳述した. また後者の証明に必要な Jack対称関数
やMacdonald対称関数の基礎, さらに Jack対称関数とVirasoro代数の特異ベクトル
との関係についても簡単にまとめた. またこれは著者の修士論文であるが, 本文の補
足とその後の発展としてあとがきを加筆しておいた.
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1 序文

2009年, Alday-Gaiotto-立川によって４次元N = 2超対称SU(2)ゲージ理論のインスタ
ントン分配関数と,２次元共形場理論の共形ブロックが一致するという驚くべき関係（AGT

予想）が, 素粒子物理学の超弦理論による立場から発見された [2].

ゲージ理論は長い歴史を持ち, 数学者や物理学者によって精力的に研究された魅力的な
理論である. この理論の分配関数を一般に計算することは困難であるが, 簡単化して計算
できるようにしたインスタントン分配関数は, 2004年に Nekrasovによって明示的な公式
（Nekrasov公式）が与えられている [26]. Nekrasov公式は

ZNek(q) = 1 +

∞∑
N=1

qN
∑

|Y⃗ |=N

ZY⃗

というYang図の組 Y⃗ によってパラメトライズされた項 ZY⃗ の和で書き表される. この各
項 ZY⃗ は因子化された形で与えられており, N が大きくなると計算量が膨大になるが, 単
純な組合せ論的な方法で計算することができる. この内４次元でゲージ群を SU(2)にした
ものが２次元共形場理論と深い関係にある.

共形場理論は 1984年に, Belavin-Polyakov-Zamolodchikov（BPZ）の３人によってその
基礎がほぼ完成され, 強磁性体をモデル化した２次元 Ising模型の臨界現象などを記述し
た [9]. この理論はVirasoro代数の表現を用いて構築される. Virasoro代数とは交換関係

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m + c
n(n2 − 1)

12
δn+m,0, n,m ∈ Z,

[Ln, c] = 0, n ∈ Z

を持つ生成元 Ln（n ∈ Z）と中心元 cによって生成される Lie代数である. このVirasoro

代数の表現空間上の作用素で, 生成元 Lnとの交換関係が

[Ln,Φ(z)] = zn
(
z
∂

∂z
+ h(n+ 1)

)
Φ(z), z, h ∈ C

となるプライマリー場Φ(z)が共形場理論で重要な役割を演じ, 様々な興味深い性質を持つ.

（このとき hをプライマリー場の共形次元という. ）例えば共形次元 hのプライマリー場
Φ(z)に対して, 共形変換の下でΦ(z)dzhは不変となる. さらに共形場理論ではこのプライ
マリー場の相関関数を求めることが基本的な問題である. 相関関数の計算は難しく通常は
近似して解かれることが多いが, BPZはこれの厳密な形を決定することに成功した. 具体
的には相関関数の満たす確定特異点型の微分方程式を導いた.

しかしBPZの行った研究は, プライマリー場が特殊な共形次元を持つときに限定して行
われたもので, 相関関数を一般的な形で調べることはされていなかった. また相関関数の
満たす微分方程式を導いても, その解を綺麗に表すことは難しい. 実はプライマリー場の
相関関数を少し変形したものが共形ブロックであるのだが, このような共形場理論の立場
からみると, Nekrasov公式と共形ブロックの一致を述べた AGT予想の研究は, プライマ
リー場の相関関数に一般的な公式を与えられるという期待の下に行われている.

AGT 予想は発見された直後から様々な拡張が行われた. まず元々の AGT 予想は４
次元 SU(2) ゲージ理論で物質場の数が Nf = 4 のものを考えていたが, これはすぐに
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Nf = 0, 1, 2, 3の場合に拡張された [12]. これはNf = 4の場合から, Nekrasov公式と共形
ブロックに同じ退化極限を施すことによって得ることができる. このとき物質場の少ない
Nekrasov公式に対応させた共形ブロックを, イレギュラーブロックという. またゲージ群
をより高階にした４次元 SU(N)ゲージ理論と対応するものもある. この場合はWN 代数
というVirasoro代数を一般化した代数と対応することが予想されている [32]. また [6, 7]

によって４次元のゲージ理論を q変形した５次元のゲージ理論が, Virasoro代数やWN 代
数を q変形したものと対応することも予想されている. 本論文では, ４次元 SU(2)ゲージ
理論とVirasoro代数を対称性に持つ共形場理論との対応について説明する.

４次元 SU(2)では [13, 33] によってNf = 0, 1, 2の場合の証明が与えられており, また
[24] によってNf = 4の場合の証明がなされている 1. [13, 33] では, 1980年代から知られ
ている, Zamolodchikovが発見した共形ブロックに関する漸化式（Zamolodchikov漸化式）
を用いて証明している. この漸化式を用いてイレギュラーブロックの満たす漸化式を導く
ことができ, それとNf = 0, 1, 2のNekrasov公式が, 同じ漸化式を満たすので一致してい
るという論法で証明できる. しかし残念なことに, 物質場の多い場合では, Nekrasov公式
の満たす漸化式の確認に技術的な困難が生じてしまい, 現在Nf ≥ 3のAGT予想には, こ
の論法による証明は与えられていない.

[24]では一般化された Jack多項式を用いて“証明”している. Jack多項式とはCalogero-

Sutherland模型という量子可積分模型の励起状態を記述する多項式であり, 優れた可解性
を持つ. 例えば, Jack多項式はパーティションによってパラメトライズされ, ある内積に対
して直交関数系を成し, 内積値などの種々の性質が組合せ論的に論じられる. この優れた
可解性を用いて, まず Virasoro代数の中心が c = 1の場合における AGT予想が証明され
ていた [22]. この証明では一旦, 共形ブロックを自由場表示するというアプローチを用いて
いる. 共形ブロックを自由場表示すると Selbarg型の積分 ⟨⟨F ⟩⟩（ここに ⟨⟨　⟩⟩は Selberg

積分に関係する特殊な積分記号を表す. 定義 7.1参照. ）で表すことができるのだが, [22]

では, そのときの被積分関数 F を Jack多項式で展開することによってNekrasov公式との
一致をみている. つまり, 被積分関数を F =

∑
λ⃗
a
λ⃗
P
λ⃗
と Jack多項式 P

λ⃗
（正確には Jack

多項式の２つの積）で展開すると, パーティションの組 λ⃗でパラメトライズされた各項の
積分値が, Nekrasov公式の各項 Z

λ⃗
にそのまま一致していることが確かめられる. ここに,

a
λ⃗
は定数とした. ただし, これが上手くいくのは c = 1のときだけであった. cが一般の場

合には各項が Z
λ⃗
に一致せず, Jack多項式をそのまま用いても証明が困難である. そこで

[24] では Jack多項式を一般化した多項式を新たに導入している. この一般化された Jack

多項式で被積分関数を展開すれば, Nekrasov公式を上手く再現することができる. この
“証明”は [13, 33] と比べ, 漸化式を使わないので直接的であり, Nf = 4の場合を証明し
ているのでより一般的な“証明”といえる. しかし [24] による“証明”は未完成な部分や
不完全な議論を含んでいるので, 今後さらに整備される必要がある. 本論文では, この２種
類の証明を詳述した.

では本論文の構成を説明する. まず第 2章では共形場理論の基礎についてまとめる. 特
に Virasoro代数の最高ウエイト表現の性質や, その既約性を判定できる特異ベクトルの
構成方法などについて述べた. また最高ウエイト表現を解析する上で重要な, 自由場によ
る表現についても説明する. 第 3章では Nekrasov公式についてまとめる. Nekrasov公式

1[19, 28] では幾何学的表現論による AGT予想の説明も与えられている.
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には様々なものがあるが, 本論文では U(2)または SU(2)ゲージ理論の場合のものだけ説
明した. また大変心残りではあるが, Nekrasov公式に関しては著者の浅学によりその導
出については説明せず, 全て定義とした. 第 4章では AGT予想の主張をまとめる. この
章でイレギュラーブロックの導出や, それを構成するGaiotto状態についても詳しく説明
し, Nf = 4の場合からの極限でNf = 0, 1, 2, 3の予想が得られることをみる. 第 5章では
Zamolodchikov漸化式を用いたAGT予想の証明を行う. Zamolodchikov漸化式を用いた
イレギュラーブロックの満たす漸化式の導出や, Nekrasov公式が同じ漸化式を満たすこと
について詳しく述べた. 第 6章では第 7章で述べる証明の為に, Jack多項式の基本的な性
質についてまとめる. Jack多項式にはMacdonald多項式というより整った理論を持つ重
要な多項式があるので, この多項式についても説明する. またVirasoro代数の特異ベクト
ルが Jack多項式で表示できるということについても述べた. 第 7章では, 一般化された
Jack多項式を用いたAGT予想の“証明”を与える. この証明は未完成な部分や議論が不
十分である所が残っているので, その点については予想として明確に記述した. また, この
章で与える一般化された Jack多項式の存在定理とその証明は [24]では与えられていない.

類似の多項式の存在定理を調整して著者自身で考えたものを載せた. 第 8章では, Jack多
項式を固有関数に持つ２つのハミルトニアンの比較を行い, 著者なりの考察を与えた.

表記

• N, Z, Q, R, Cによりそれぞれ自然数の集合, 整数環, 有理数体, 実数体, 複素数体を
表す.

• Z≥0により非負整数の集合を表す.

• Z̸=0により 0以外の整数の集合を表す.

• δi,j によりクロネッカーのデルタを表す.

• K[x1, . . . , xn]により x1, . . . , xnのK係数多項式環を表す.

• #{ }により集合のサイズを表す.

• n変数の組 (z1, . . . , zn)を誤解を招かないところでは省略して (z)と表す.

パーティションやヤング図形に関しては以下の表記を用いる.

定義 1.1. パーティション λ = (λ1, . . . , λn)とは, 非増加な n個の整数 λ1 ≥ . . . ≥ λn ≥ 0

の列である.このとき |λ| ≡
∑

i λiと書き, λi ̸= 0となる λiの数をパーティションの長さと
いい ℓ(λ)と書く. また 0以外の要素が全て等しければパーティションは同一視する. 例え
ば (3, 2) = (3, 2, 0)である.
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λの中に同じ数がある場合mi = # {j | λj = i}と定めて, λ = (1m1 , 2m2 , 3m3 , . . .)のよ
うに表記することもある. 例えば λ = (6, 6, 6, 2, 2, 1) = (63, 22, 1)となる.

パーティション λをヤング図形と言われる図形に対応させて考えることがある. それは
i行目に λi個の箱を並べて左端をそろえて書いた図形である. 例えば λ = (6, 4, 3, 3, 1)な
らば以下のようになる：

.

λ′により行と列を転置させたヤング図形に対応するパーティションを表す. 例えば上図の
λ = (6, 4, 3, 3, 1)の転置は λ′ = (5, 4, 4, 2, 1, 1)である. さらにパーティション λとそのヤ
ング図の中の座標 (i, j)に対して

Aλ(i, j) = λi − j, Lλ(i, j) = λ′j − i (1.1)

と定めてAλ(i, j)をアーム長, Lλ(i, j)をレッグ長と呼ぶ. 図形的にはそれぞれヤング図の
i行 j列目にある箱の右または下にある箱の数を表す. 例えば λ = (8, 8, 5, 3, 3, 3, 1)とする
とAλ(2, 3) = 5, Lλ(2, 3) = 4となる.

S s s s s scccc
S = (2, 3)

ただしAλ(3, 7) = −2, Lλ(3, 7) = −1のように負の値を取ることもある.

またパーティションに対して次の半順序を付けることができる.

定義 1.2. パーティション λ, µに対して λ ≥ µであるとは |λ| = |µ|であり, かつ

λ1 + · · ·+ λr ≥ µ1 + · · ·+ µr (∀r) (1.2)

となることである. これをドミナンス半順序という.

注意 1.3. この順序はあくまで半順序であるから全てのパーティションを比べられるわけ
ではない. λ = (4, 1, 1), µ = (3, 3, 0)が良い例である.

さらに本論文では２つのパーティションの組 λ⃗ = (λ(1), λ(2))を扱う. このときその大き
さを |λ⃗| = |λ(1)|+ |λ(2)|と定める. また２つのパーティションの組を扱うときは, 括弧の形
を変えて, λ⃗ = ([3, 2, 1], [2, 1])のように表記することもある.

ここでは主に λ, µによりパーティションを表したが, 第 2章のように Virasoro代数の
生成元の表記に用いるときは記号 I, J, K, また第 3章のようにNekrasov公式の表記に用
いるときは記号 Y , 第 6章のように Jack多項式などの多項式の表記に用いるときは記号
λ, µ, νによりパーティションを表すことにした.
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2 共形場理論

まずこの章では共形場理論の基礎についてまとめる. 特にプライマリー場の相関関数に
ついて述べ, さらに自由場を用いたVirasoro代数の表現を説明する. またプライマリー場
の重要な具体例である頂点作用素を紹介する.

共形場理論とは共形変換で不変な場の理論のことである. このような理論は一般に多次
元の空間で考えることができるが, 共形場理論の中で最も重要であるのが２次元の場合で
あるので, 本論文では２次元共形場理論のみを扱う. ２次元の場合では３次元以上の場合
とは異なり, 共形変換が無限種類存在し, その対称性が無限次元の Lie代数であるVirasoro

代数によって表される.

2.1 共形変換とVirasoro代数

まず共形変換について説明する. 共形変換とは, 大きさは変えても角度は変えない変換
のことである. つまり, R2 上の任意の点 p = t(p1, p2)を始点とする２本の微小ベクトル
∆A = t(∆a1,∆a2), ∆B = t(∆b1,∆b2)に対して, その余弦

∆a1∆b1 +∆a2∆b2√
(∆a1)2 + (∆a2)2

√
(∆b1)2 + (∆b2)2

(2.1)

を不変に保つ十分なめらかな変換 t(x1, x2) 7→ t(x′1, x
′
2)が共形変換である. ではこのよう

な変換の持つ条件を調べる. まず微小ベクトルの終点を変換し, ∆ai, ∆biの高次の項を無
視すると (

x′1(p+∆A)

x′2(p+∆A)

)
=

(
x′1(p)

x′2(p)

)
+ U

(
∆a1

∆a2

)
, (2.2)(

x′1(p+∆B)

x′2(p+∆B)

)
=

(
x′1(p)

x′2(p)

)
+ U

(
∆b1

∆b2

)
, (2.3)

U =

(
∂x′

1
∂x1

(p)
∂x′

1
∂x2

(p)
∂x′

2
∂x1

(p)
∂x′

2
∂x2

(p)

)
(2.4)

となる. また始点 pは t(x′1(p), x
′
2(p))に変換されるから, ２本のベクトル U∆A と U∆B

の成す余弦が (2.1)と等しくなる為の条件を調べれば良いが, それは∆Aと∆Bが直交す
る場合, 例えば

(∆A,∆B) =

(
1 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
1 1

1 −1

)
(2.5)

の場合を調べるとすぐに分かり, tU U ∝ Eとなる. すると, Cauchy-Riemannの関係式(
∂x′1
∂x1

)
=

(
∂x′2
∂x2

)
,

(
∂x′1
∂x2

)
= −

(
∂x′2
∂x1

)
(2.6)

または関係式 (
∂x′1
∂x1

)
= −

(
∂x′2
∂x2

)
,

(
∂x′1
∂x2

)
=

(
∂x′2
∂x1

)
(2.7)

を得ることができる. したがって Euclid空間 R2 を複素平面 Cとみなし, 複素座標 z =

x1 +
√
−1 x2, z

′ = x′1 +
√
−1 x′2を用いれば以下の命題が従う.
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命題 2.1 ([38, 命題 4.6], [37, 1.3節]). 複素平面 C上の共形変換 z 7→ z′は, C上の正則関
数（または反正則関数）によって表すことができる.

注意 2.2. 実は C上の変換を可逆なものに限ればこの逆も成立つ. つまり, 可逆な変換が
共形変換であることと（反）正則関数であることは同値である. また以下簡単の為, 共形
変換は正則関数のみを扱うものとする. またC上の開集合 U , V に対して U 上で定義され
た可逆な正則関数 f : U → V も共形変換という. このように共形変換を局所的に考えるこ
ともある.

ここまでは単に複素平面 C上での共形変換を説明した. これに無限遠点∞を付け加え
Riemann球面 P1 = C ∪ {∞} 上での共形変換を考えることもできる.

命題 2.3 ([37, 1.3.2節]). Riemann球面 P1上での共形変換は一次分数変換

z 7→ az + b

cz + d
, ad− bc = 1 (a, b, c, d ∈ C) (2.8)

によって表すことができる.

したがって P1上の共形変換の成す群は SL(2,C)と同型な群となる 2 . またこのような
P1上での共形変換を大域的共形変換という. これに対して, ある近傍上で定義された共形
変換を局所的共形変換という.

Virasoro代数の導入

ここで無限小共形変換の生成子の成す代数を調べる. 無限小共形変換は微小な正則関数

ϵ(z) =
∑
n∈Z

ϵnz
n+1 (2.9)

を用いて, z 7→ z′ = z + ϵ(z)と表せる 3. ここに ϵnは無限小の複素定数である. この変換
による正則関数 f(z)の変化は

f(z) 7→ f(z′) = f(z) +
∑
n∈Z

ϵn

(
zn+1 ∂

∂z

)
f(z) (2.10)

となる. したがって無限小共形変換の生成子は ln ≡ −zn+1 ∂
∂z（n ∈ Z）である. さらにこ

の生成子は交換関係
[ln, lm] = (n−m)ln+m (2.11)

を持つLie代数を成すことが分かる. このLie代数を中心拡大すると以下に定義するVirasoro

代数を得ることができる. すなわち, 全ての元と可換になるような中心部分を付加すると,

lnと lmの交換関係に中心部分からくる項 cn,mが付け加わったもの

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m + cn,m (2.12)

を考えることになるが,この交換関係を持つ代数に, Lie代数となる為に必要な条件（Jacobi

律）を課すと, その最も一般的なものがVirasoro代数になっている [40, 3.1節].
2正確には SL(2,C)の部分群 {±1}による商 PSL(2,C)と同型である.
3(2.9)の負冪を含む場合は C上で正則でないので, 原点を除いた近傍上で定義された共形変換考えている.
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定義 2.4. Virasoro代数とは交換関係

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m + c
n(n2 − 1)

12
δn+m,0, n,m ∈ Z, (2.13)

[Ln, c] = 0, n ∈ Z (2.14)

を持つ生成元 Ln（n ∈ Z）と中心元 cによって生成される Lie代数である. このとき中心
元 cは複素パラメータの役割を果たす.

この無限次元の Lie代数であるVirasoro代数が２次元共形場理論の対称性を表し, 重要
な働きをする.

2.2 プライマリー場と相関関数

共形場理論で主な考察の対象となるのがプライマリー場という以下のように定義される
演算子である.

定義 2.5. V1, V2をVirasoro代数の表現空間とする. パラメータ h ∈ Cに対して線形作用
素 Φ(z) : V1 → V2（z ∈ C）が, 交換関係

[Ln,Φ(z)] = zn
(
z
∂

∂z
+ h(n+ 1)

)
Φ(z) (2.15)

を満たすとき Φ(z)を共形次元 hのプライマリー場という.

注意 2.6. 幾何学的には, この交換関係はΦ(z)dzhが共形変換で不変なことを意味する. た
だし dzは微小な線要素を表す.

このプライマリー場の具体的な例は 2.5節で自由場表現を用いて与えることにする. こ
こではさらにその相関関数を定義する.

定義 2.7. N 個のプライマリー場 Φi(zi) : Vi → Ṽi+1（Ṽi+1 ⊂ Vi+1, i = 1, . . . , N）とベク
トル |v⟩ ∈ V1と双対空間のベクトル ⟨u| ∈ V ∗N+1に対して, その合成により定まる関数

⟨u|ΦN (zN ) · · ·Φ1(z1)|v⟩ (2.16)

をプライマリー場のN 点相関関数という.

このプライマリー場の相関関数を求めることが共形場理論における基本的な問題である.

また 2.5節において, 相関関数の例として自由場を用いたものをあげた.

また共形場理論では Lnの母関数であるストレステンソル

T (z) ≡
∑
n∈Z

Lnz
−n−2, Ln =

∮
dz

2πi
zn+1 T (z) (2.17)

を用いて共形変換性を規定する方法もある. そのときに作用素積展開（OPE）と呼ばれる,

場の演算子の積の特異性を演算子の和で表した式を用いる. 例えば, 共形次元 hのプライ
マリー場 Φ(w)とストレステンソルのOPEは

T (z)Φ(w) =
h

(z − w)2
Φ(w) +

1

z − w
Φ′(w) + ◦◦T (z)Φ(w)◦◦,

∣∣∣w
z

∣∣∣ < 1, (2.18)
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Φ(w)T (z) =
h

(z − w)2
Φ(w) +

1

z − w
Φ′(w) + ◦◦T (z)Φ(w)◦◦,

∣∣∣ z
w

∣∣∣ < 1 (2.19)

となる ([40, (3.30)], [36]). ここに, ◦◦ − ◦◦はVirasoro代数の正規順序化という操作であり,

整数 nと任意の演算子Oに対して

◦◦LnO◦◦ =

{
◦◦O◦◦ Ln, n > −2

Ln ◦◦O◦◦, n ≤ −2
(2.20)

で定められる線形写像である. そして逆に (2.18), (2.19)を満たす演算子Φ(w)はプライマ
リー場の定義である交換関係 (2.15)を満たすことが示せる. このように, 基本的にOPEと
交換関係は等価である. また (2.18), (2.19)のように T (z)Φ(w)とΦ(w)T (z)は解析接続す
ると同じ有理関数を用いて表される. 以後, そのような関係を

T (z)Φ(w)
a.c.∼ Φ(w)T (z) (2.21)

と表すことにする.

2.3 ミニマル表現

この節ではプライマリー場の相関関数をミニマル表現上で考える. ミニマル表現上での
相関関数は, 特異性が完全に決定されるという良い性質をもつ貴重な例である. まずはミ
ニマル表現を与える為に, その元となるVirasoro代数の最高ウエイト表現を定義し, その
構造について述べる.

定義 2.8. ベクトル空間 V 上の Virasoro代数の表現で, V の元 |h⟩ ̸= 0と h ∈ Cが存在
して

L0|h⟩ = h|h⟩, (2.22)

Ln|h⟩ = 0, n ≥ 1 (2.23)

を満たし, かつ
L−n1L−n2 · · ·L−ni |h⟩, n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ ni ≥ 1 (2.24)

の形をしたベクトルによって V が生成されるとき, この表現をVirasoro代数の最高ウエイ
ト表現という. また |h⟩を最高ウエイト hの最高ウエイトベクトルという. 特に, (2.24)の
形をしたベクトルが全て線形独立であるとき, V をVerma加群といいMhと書く.

注意 2.9. Virasoro代数の任意の生成元を |h⟩に有限回作用させたものは, 全て (2.24)の
形のベクトルの線形結合で書ける. 例えば,

L−1L−3|h⟩ = (L−3L−1 + 2L−4)|h⟩, (2.25)

L1L−4L−1|h⟩ = (L−4L1 + 5L−3)L−1|h⟩ = (2hL−4 + 5L−3L−1)|h⟩ (2.26)

などとなる. よって

Mh = C[L−1, L−2, . . .]|h⟩ (2.27)

=
(
|h⟩, L−1|h⟩, L2

−1|h⟩, L−2|h⟩ . . .で張られるベクトル空間
)

のように定義することもある.
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(2.24)のようなベクトルを表示するに, 次のようにパーティションを用いることがある.

0を含まないパーティション J = (J1, . . . , Jn), J1 ≥ J2 ≥ · · · Jn > 0に対して, Virasoro

代数の演算子を
L−J = L−J1L−J2 · · ·L−Jn (2.28)

と書くことにする. ただし添え字 J の前にマイナスがつかない場合は

LJ = LJnLJn−1 · · ·LJ1 (2.29)

を表すものとする.

ではこの Verma加群Mh の構造について説明する. まずMh の基底 L−J |h⟩は全て L0

の固有ベクトルになっている. 例えば,

L0L−2L−1|h⟩ = (h+ 3)L−2L−1|h⟩ (2.30)

のようになる. その固有値から hを引いた数をそのベクトルの次数と呼び, さらに基底
L−J |h⟩ (J = (J1, . . . , Jn))の次数は J1 + J2 + · · ·+ Jnになっていることが分かる. よって
次のように, Mhは L0の固有空間で分解することができ, 固有空間はその固有値によって
次数（レベル）を割り当てられる.

次数 次元 基底
0 1 |h⟩
1 1 L−1|h⟩
2 2 L−2|h⟩, L2

−1|h⟩
3 3 L−3|h⟩, L−2L−1|h⟩, L3

−1|h⟩
4 5 L−4|h⟩, L−3L−1|h⟩, L2

−2|h⟩, L−2L
2
−1|h⟩, L4

−1|h⟩

次数 kの固有空間をMh(k)と書くとMhはMh(k)の無限直和になっている：

Mh =
⊕

k∈Z≥0

Mh(k). (2.31)

ここで固有空間Mh(k)の次元は, 次数 kの分割数 P (k)になっている. 分割数 P (k)とは
0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ akかつ a1 + · · ·+ ak = kを満たす, k個の非負整数の組 (a1, . . . , ak)

の組数（つまり大きさが kのパーティションの数）であり, 母関数を用いて,

∞∑
k=0

P (k)qk =
∞∏
k=1

(1− qk)−1 (2.32)

と表せる.

さらにVerma加群Mh上での相関関数を与える為に, Mhの双対空間を定義する.

定義 2.10. Virasoro代数の表現空間M∗h を

⟨h|L0 = ⟨h|h, (2.33)

⟨h|L−n = 0, n ≥ 1 (2.34)

を満たすベクトル ⟨h|を用いて,

M∗h = ⟨h|C[L1, L2, . . . ] (2.35)

と定める.

10



注意 2.11. M∗h はMh と同様の構造をしており, その基底はパーティション J を用いて
⟨h|LJ と書ける. さらにM∗h を L0の固有空間で分解し, それを次数付けることができる.

MhとM∗h′ との間のペアリングM∗h′ ×Mh → C は性質

⟨u|Ln|v⟩ ≡
(
⟨u|Ln

)
|v⟩ = ⟨u|

(
Ln|v⟩

)
, ⟨u| ∈M∗h′ , |v⟩ ∈Mh (2.36)

及び ⟨h′|h⟩ = δh,h′によって定まる双線形形式と定義する. 例えば, ⟨h|L2L−2|h⟩はVirasoro

代数の交換関係を用いて正モードは右へ, 負モードは左へ移動させることによって

⟨h|L2L−2|h⟩ = ⟨h|
(
L−2L2 + 4L0 +

c

2

)
|h⟩ = 4h+

c

2
(2.37)

と一意的に求まる.

さらにVerma加群Mhの構造を調べるのに重要なのが, 特異ベクトルと呼ばれるベクト
ルである.

定義 2.12. V 上のVirasoro代数の表現において, V の元 |χ⟩ ̸= 0が特異ベクトルであると
は任意の正モード Ln（n ≥ 1）に対して

Ln|χ⟩ = 0 (2.38)

となることである.

Verma加群Mh上では最高ウエイトベクトル |h⟩の定数倍は自明な特異ベクトルである.

ここで, 他の特異ベクトルの存在を議論することは, 表現の既約性を判定するのに役立つ.

実際, 自明でない特異ベクトル |χ⟩が存在するとき, |χ⟩に負モードを作用させて得られる
部分空間

Mh ⊃ C[L−1, L−2, . . .]|χ⟩ (2.39)

=
(
|χ⟩, L−1|χ⟩, L2

−1|χ⟩, L−2|χ⟩ . . .で張られるベクトル空間
)

は, 元の表現の部分表現になっていることが分かる. 特にVirasoro代数の最高ウエイト表
現において, その表現が可約であることと, 自明でない特異ベクトルが存在することは同
値であることが知られている [15, Proposition3.6]. このように, Verma加群Mhの構造を
調べるのに特異ベクトルは重要である. この特異ベクトルに関する研究は十分に行われて
おり, その存在性については以下のように知られている.

命題 2.13 ([40, 3.7節]). Virasoro代数の中心 cを β ∈ Cを用いて

c = 13− 6

(
β +

1

β

)
(2.40)

とパラメトライズしておき, 整数 r, sに対して

hr,s =
(r β − s)− (β − 1)2

4β
(2.41)

と定める. このときVerma加群Mhは, h = hr,s (rs > 0)のとき, 次数 rsに特異ベクトル
|χr,s⟩を持ち, それは定数倍を除いて一意的である.
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この特異ベクトルの存在を示す特殊な値 hr,sは, 以下に定義するKac行列の行列式の零
点になっている.

定義 2.14. Verma加群Mh上において, n次の部分空間Mh(n)の基底同士のペアリング
⟨h|LJL−K |h⟩を成分に持つ行列をKac行列と呼び, [Bn

c,h]と書く. またその成分を [Bn
c,h]J,K

と書く.

例 2.15. １次, ２次, ３次のKac行列は

[B1
c,h] =

(
⟨h|L1L−1 |h⟩

)
=
(
2h
)
, (2.42)

[B2
c,h] =

(
⟨h|L2L−2|h⟩ ⟨h|L2L−1L−1|h⟩

⟨h|L1L1L−2|h⟩ ⟨h|L1L1L−1L−1|h⟩

)
=

(
c+8h
2 6h

6h 4h(1 + 2h)

)
, (2.43)

[B3
c,h] =

 ⟨h|L3L−3|h⟩ ⟨h|L3L−2L−1|h⟩ ⟨h|L3L
3
−1|h⟩

⟨h|L1L2L−3|h⟩ ⟨h|L1L2L−2L−1|h⟩ ⟨h|L1L2L
3
−1|h⟩

⟨h|L3
1L−3|h⟩ ⟨h|L3

1L−2L−1|h⟩ ⟨h|L3
1L

3
−1|h⟩

 (2.44)

=

 2(c+ 3h) 10h 24h

10h h(8 + c+ 8h) 12h(1 + 3h)

24h 12h(1 + 3h) 24h(1 + 3h+ 2h2)


となる.

このように, ⟨h|LJL−K |h⟩ = ⟨h|LKL−J |h⟩なのでKac行列は対称行列である. 中心 c

をパラメトライズすることによって, このKac行列式が hの一次式に因数分解できること
が示せる. （証明は 2.6節）

命題 2.16 ([40, (3.182)]). Virasoro代数の中心 cを (2.40)によってパラメトライズすると,

n次のKac行列式は

det[Bn
c,h] = (定数)

∏
r,s≥1
rs≤n

(h− hr,s)
P (n−rs) (2.45)

となる. ここに hr,sは (2.41)で定めたものであり, P (n)は nの分割数を表す.

このKac行列式を認めれば, 次のように特異ベクトルを作ることができる [38, 4.2.10節
]. 例えば３次の場合で説明する. まず定義から, 特異ベクトルは任意のベクトルとの内積
が 0である. レベルの異なるベクトル同士の内積は自明に 0となるので, ３次のベクトル
(C1L−3 + C2L−2L−1 + C3L

3
−1) |h⟩で, ⟨h|L3

⟨h|L1L2

⟨h|L3
1

 (C1L−3 + C2L−2L−1 + C3L
3
−1) |h⟩ =

[
B3

c,h

] C1

C2

C3

 = 0 (2.46)

を満たすものを探せばよい. 例えば h = h3,1のときはKac行列式が 0になるので, 非自明
な解 (C1, C2, C3)が得られる. この値を係数に持つベクトルが３次の特異ベクトルになっ
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ている. このとき, 任意のベクトルとの内積が 0になるベクトルは, 0ベクトルか, 特異ベ
クトルか, もしくは低い次数の特異ベクトルに負モードを作用させて得られるベクトルで
ある. しかし, ここで rs = nとなる hr,sで, 上記の方法で得た n次のベクトルが特異ベク
トルでない心配はない. なぜなら, βが genericなとき, (r, s) ̸= (r′, s′)ならば hr,s ̸= hr′,s′

となる（r, s ≥ 1とする ）ので, n次で初めて現れたKac行列式の零点 hr,sに hが等しい
とき, それより低い次数の特異ベクトルは構成できないからである.

また特異ベクトルには Jack多項式を用いた表示が知られている. それについては第 6章
で述べる.

例 2.17 ([40, (3.101)-(3.103)]). 以下のベクトルは特異ベクトルである.

|χ1,1⟩ = L−1 |h1,1⟩ , (2.47)

|χ2,1⟩ =
(
tL−2 − L2

−1

)
|h2,1⟩ , (2.48)

|χ1,2⟩ =
(1
t
L−2 − L2

−1

)
|h1,2⟩ , (2.49)

|χ3,1⟩ =
(
2t(2t− 1)L−3 +−4tL−2L−1 + L3

−1

)
|h3,1⟩, (2.50)

|χ1,3⟩ =
(2(t− 2)

t2
L−3 +−4

t
L−2L−1 + L3

−1

)
|h1,3⟩. (2.51)

これらの特異ベクトルからMhr,s の部分表現が作り出される. ここで, 本節の始めにふ
れたミニマル表現とは, この部分表現で割った既約表現のことである.

定義 2.18. ミニマル表現をVerma加群Mhの全ての特異ベクトルから生成される部分表
現による商として定義する.

注意 2.19. 例えば特異ベクトル |χr,s⟩から生成される部分表現 C[L−1, L−2, . . .] |χr,s⟩ に
よる商を考えるということは, |χr,s⟩ = 0とみなすことと同じである. よってミニマル表現
といった場合には今後, 単に特異ベクトルが全て 0であることを意味するものとする.

このミニマル表現を用いて, BPZはプライマリー場の相関関数の満たす微分方程式を導
くことに成功した.

2.4 相関関数と共形ブロック

この節で相関関数について知られている基本的な内容を, 簡単に説明する. また相関関
数の中で重要な共形ブロックという構成要素を導入する.

まず相関関数の特異性は, プライマリー場同士の作用素積展開により考えることができ
る. それを記述する為に, Virasoro代数のプライマリー場 Φ(w)への作用を

(L̂nΦ)(w) =

∮
w

dz

2πi
(z − w)n+1T (z)Φ(w) (2.52)

と定義する 4 . ここに, 積分
∮
w は極 z = wを含む閉曲線上で積分することを表す. また

Φ(w)はプライマリー場でなくてもよく, T (z)Φ(w)
a.c.∼ Φ(w)T (z)となる一般的な場に対し

4Verma加群Mh に作用する Virasoro代数の生成元と区別する為に, プライマリー場に作用する Virasoro
代数の生成元を L̂n と書く.
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ても同じように定義する. もし Φ(w)が共形次元 hのプライマリー場であるならば, スト
レステンソルとの作用素積展開 (2.18)から

(L̂nΦ)(w) = 0, n ≥ 1, (2.53)

(L̂0Φ)(w) = hΦ(w), (2.54)

(L̂−1Φ)(w) = Φ′(w) (2.55)

となる. このことから分かるようにプライマリー場は最高ウエイトベクトルに対応してお
り, Virasoro代数が作用したプライマリー場の族は, Verma加群と同じような階層構造を
もつ.

Φ

L̂−1Φ

L̂−2Φ, L̂2
−1Φ

L̂−3Φ, L̂−2L̂−1Φ, L̂3
−1Φ

L̂−4Φ, L̂−3L−1Φ, L̂2
−2Φ, L̂2L̂

2
−1Φ, L̂4

−1Φ

これらの場を descendant場といい, その族を共形族と呼ぶ. また共形族の張るベクトル空
間はVirasoro代数の表現空間になっている.

プライマリー場同士の作用素積展開は, この descendant場を用いて

Φ1(z)Φ2(w) = (z − w)h−h1−h2
{
Φ(w) + (z − w)A1(w) + (z − w)2A2(w) + · · ·

}
,

A1(w) = b1(L̂−1Φ)(w), (2.56)

A2(w) = b2(L̂−2Φ)(w) + b12(L̂
2
−1Φ)(w))

と書くことができる [40, (3.63)]. ここに, b1, b12 , b2は定数であり, Φ(w)は共形次元 hの
プライマリー場とした. この共形次元 hは一般には h1, h2には依存せず, 様々な値を考え
ることができる. この場合は作用素 Φ1(z)の値域をMhに指定して考えている. ただし中
心 cが特殊な値を持つとき, ミニマル模型という有限個のプライマリー場からなる模型を
考えることができるが, この模型では有限個のプライマリー場が閉じたOPEをなす.

では一般にプライマリー場の相関関数が実際にどのような関数になるのかをみる. 特に,

真空 |0⟩（最高ウエイト 0の最高ウエイトベクトル）でプライマリー場を挟んだ真空期待値

⟨ΦN (zN ) · · ·Φ1(z1)⟩ = ⟨0|ΦN (zN ) · · ·Φ1(z1)|0⟩ (2.57)

を考える. ここにプライマリー場 Φi(zi)（i = 1, . . . , N）は適当なVerma加群の間の作用
素とし, その共形次元は hiとする.

まず３点関数までは完全に座標依存性が決定される.

命題 2.20 ([40, (3.117)]). １点, ２点, ３点のプライマリー場の相関関数は

⟨Φ1(z1)⟩ = C1δh1,0, (2.58)

⟨Φ2(z2)Φ1(z1)⟩ =
C21

z2h1
21

δh1,h2 , (2.59)

⟨Φ3(z3)Φ2(z2)Φ1(z1)⟩ =
C321

zh1+h2−h3
21 zh1+h3−h2

31 zh2+h3−h1
32

(2.60)

となる. ここに C1, C21, C321は定数であり, zij = zi − zj とした.
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これは真空の SL(2,C)不変性を用いるだけで求めることができる. SL(2,C)不変性と
は, Virasoro代数の部分代数 {L−1, L0, L1}との交換関係だけを用いるということである.

この部分代数が Lie代数 sl(2,C)と同型であり, 大域的共形変換の成す群と対応している.

ミニマル表現で考えると特異ベクトルは 0となるから, L−1|0⟩ = ⟨0|L1 = 0とみなされる.

よってミニマル表現の真空は Ln|0⟩ = ⟨0|Ln = 0（n = 0,±1）となる. このことから, 一
般にN 点関数Ψ(z) = ⟨ΦN (zN ) · · ·Φ1(z1)⟩に対して

⟨0|LnΦN (zN ) · · ·Φ1(z1)|0⟩ = 0, n = 0,±1 (2.61)

において交換関係を使って Lnを右端まで移動させれば, 微分方程式

N∑
i=1

zni

(
zi
∂

∂zi
+ hi(n+ 1)

)
Ψ(z) = 0, n = 0,±1 (2.62)

を得ることができる. この３本の連立微分方程式を解けば, (2.58)-(2.60)などが得られる.

また定数 C321などの具体的な値は

C321 = lim
w→∞

w2h3 ⟨0|Φ3(w)Φ2(1)Φ1(0) |0⟩ (2.63)

= ⟨h3|Φ2(1) |h1⟩

によって計算される [40, (3.118)].

しかし４点関数の場合は SL(2,C)不変性だけでは完全には決まらない.

命題 2.21 ([40, (3.120)]). SL(2,C)不変性を用いて４点関数を評価すると,

⟨Φ4(z4)Φ3(z3)Φ2(z2)Φ1(z1)⟩ = zh1+h2−h3−h4
43 z2h2

42 z−h1+h2+h3−h4
41 zh1+h2+h3−h4

31 f(x)

(2.64)

となる. ここに xは複比と呼ばれるもので

x =
z12z34
z13z24

(2.65)

とし, f(z)は SL(2,C)不変性だけでは不定に残ってしまう関数であり

f(z) = lim
w→∞

w2h4⟨Φ4(w)Φ3(1)Φ2(z)Φ1(0)⟩ = ⟨h4|Φ3(1)Φ2(z) |h1⟩

とした.

注意 2.22. このように SL(2,C) 不変性だけでは, ４点関数の場合は f(x)の分だけ任意性
が残ってしまう. さらに一般にN 点関数では, N − 3の自由度を持った関数の分だけ任意
性が残ってしまう.

そこでプライマリー場の共形次元が, 特異ベクトルを持つ最高ウエイト hr,sと同じであ
るとき, さらに高階の対称性を用いて新たな微分方程式を導出することができる. 例えば
h1 = h2,1の場合には, 微分方程式[

1

t

∂2

∂z21
−

N∑
i=2

(
hi

(z1 − zi)2
+

1

z1 − zi

∂

∂zi

)]
Ψ(z) = 0 (2.66)
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が導かれる [40, (3.125)]. これは descendant場を組み合わせると, Null場という特異ベク
トルに対応した場が得られることを使う. 例えば h1 = h2,1のとき, 場

tL̂−2Φ1(z)− L̂2
−1Φ1(z) (2.67)

は Null場となる. この Null場が相関関数中で 0になることを要請する. つまりミニマル
表現上で相関関数を考える. このときに, ストレステンソルの挿入された相関関数に対す
る共形Ward恒等式

⟨0|T (z)ΦN (wN ) · · ·Φ1(w1) |0⟩ =
N∑
i=1

(
hi

(z − wi)
+

1

z − wi

∂

∂wi

)
⟨0|ΦN (wN ) · · ·Φ1(w1) |0⟩

(2.68)

を用いて微分方程式を導くことができる. またこの恒等式は作用素積展開 (2.18)により導
かれる [40, (3.35)]. さらに Ψ(z)が４点関数で h1 = h2,1のとき, (2.64)の f(x)は超幾何
微分方程式を満たし, 相関関数が超幾何関数で与えられることが知られている [37, 3.2節].

共形ブロック

このようにBPZの研究によって不定に残った f(x)に重要な情報を与えることができる
が, これは相関関数の中にNull場を持つようなプライマリー場があるときのみ考えられる.

また, 超幾何関数などによって相関関数を綺麗に書くことができるものはごく稀な例であ
る. 序文でも述べたが, このような共形場理論の立場からみれば, AGT予想の研究はこの
f(x)に一般的な公式を与えようという動機の基に行われている. この節の最後に f(x)を
変形してAGT予想で用いる共形ブロックを導入する.

まず f(z) = ⟨h4|Φ3(1)Φ2(z) |h1⟩の中間状態の空間, つまり Φ2(z)の値域で Φ3(1)の定
義域の空間を１つ指定する. ここではそれをVerma加群Mhとする. この空間へ射影する
作用素

1h =

∞∑
n=0

∑
|J |=|K|=n

L−J |h⟩
[
Bn

c,h

]J,K ⟨h|LK (2.69)

を f(z) に差し込んだものは,

fh(z) =

∞∑
n=0

∑
|J |=|K|=n

⟨h4|Φ3(1)L−J |h⟩
[
Bn

c,h

]J,K ⟨h|LKΦ2(z)|h1⟩ (2.70)

となり, ３点関数の和の形に帰着できる 5 . ここに, 添え字が上についた
[
Bn

c,h

]J,K は, n次
のKac行列の逆行列成分を表す. 例えば,[

B1
c,h

][1],[1]
=

1

2h
, (2.71)

5通常はモデルの持つ全てのプライマリー場の共形次元の集合 {ha}を考え, Hilbert空間を
⊕

a Mha とす
る. 従って挿入すべき完全系は

1 =
∑
a

∞∑
n=0

∑
|J|=|K|=n

L−J |ha⟩
[
Bn

c,h

]J,K ⟨ha|LK

であるが, ここでは簡単のため中間状態を一つの共形次元に制限したものだけを表記した.
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( [
B2

c,h

][2],[2] [
B2

c,h

][2],[1,1][
B2

c,h

][1,1],[2] [
B2

c,h

][1,1],[1,1]
)

=
1

16h2 + 2ch− 10h+ c

(
2(2h+ 1) −3

−3 8h+c
4h

)
,

(2.72)[
B3

c,h

][13],[13]
=

8c+ c2 − 26h+ 11ch+ 24h2

24h(2 + c− 7h+ ch+ 3h2)(c− 10h+ 2ch+ 16h2)
(2.73)

となる 6 . 一般のN点関数においても, 同様に３点関数の計算に帰着することができる.

ここでプライマリー場の３点関数は (2.60)のようになるが, 定数C321は共形場理論のモ
デルに依存するものであり, Virasoro代数の表現論からは決まらない. 同じように (2.70)

のような３点関数の中にVirasoro代数の演算子が入っている場合でも, モデルに依存する
部分がある. 実際, (2.60)から

⟨h|Φ2(z) |h1⟩ = lim
w→∞

w2h⟨Φ3(w)Φ2(z)Φ1(0)⟩ = zh−h1−h2 ⟨h|Φ2(1) |h1⟩ (2.74)

となることと, Virasoro代数とプライマリー場の交換関係を使って

⟨h|LKΦ2(z) |h1⟩ = zh−h1−h2+|K|
ℓ(K)∏
i=1

(
h−h1+Kℓ(K)+1−ih2+

∑
j>ℓ(K)−i

Kj

)
⟨h|Φ2(1) |h1⟩ ,

(2.75)

⟨h4|Φ3(z)L−J |h⟩ = zh4−h3−h+|J |
ℓ(J)∏
i=1

(
h− h4 + Jℓ(J)+1−ih3 +

∑
j>ℓ(J)−i

Jj

)
⟨h4|Φ3(1) |h⟩

(2.76)

と計算できる [40, (3.144)].

共形ブロックはこのモデル依存因子を fh(z)から取り除いた量として定義される. モデ
ル依存因子を Ch21 = ⟨h|Φ2(1) |h1⟩, C43h = ⟨h4|Φ3(1) |h⟩ と置いて

fh(z) = C43hCh21z
h−h2−h1

∞∑
n=0

zn
∑

|J |=|K|=n

⟨h4|Φ3(1)L−J |h⟩
⟨h4|Φ3(1) |h⟩

[
Bn

c,h

]J,K ⟨h|LKΦ2(1) |h1⟩
⟨h|Φ2(1) |h1⟩

(2.77)

と変形すれば, モデルに依存している部分を分離することができる. この式の後半のVira-

soro代数の表現論のみから決定される部分を, 共形ブロックとして定義する.

定義 2.23. z ∈ P1 ∖ {0, 1,∞}に対して, 関数

Bh4h3;h2h1;h(z) =
∞∑
n=0

zn
∑

|J |=|K|=n

⟨h4|Φ3(1)L−J |h⟩
⟨h4|Φ3(1) |h⟩

[
Bn

c,h

]J,K ⟨h|LKΦ2(1) |h1⟩
⟨h|Φ2(1) |h1⟩

(2.78)

を球面上の４点共形ブロックという.

注意 2.24. 簡単のため, 以下 ⟨h4|Φ3(1) |h⟩ = ⟨h|Φ2(1) |h1⟩ = 1とする.

この４点共形ブロックがAGT予想により, ４次元ゲージ理論のNekrasov公式と一致す
る (第 4章). また本論文では完全系 (2.69)を差し込み, 交換関係を用いて共形ブロックを
導出したが, OPEと交換関係は等価なので, プライマリー場同士の OPE (2.56)を用いて
も導出できる [39, 2.3節].

6３次の例のように, Kac行列の逆行列要素はその分子が上手く因子化されず, あまり綺麗ではない.
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例 2.25. 共形ブロックの zに関する低次の項は

Bh4h3;h2h1;h(z) = 1 + z ⟨h4|Φ3(1)L−1 |h⟩
[
B1

c,h

][1],[1] ⟨h|L1Φ2(1) |h1⟩ (2.79)

+ z2
(

⟨h4|Φ3(1)L−2 |h⟩ ⟨h4|Φ3(1)L
2
−1 |h⟩

)
×

( [
B2

c,h

][2],[2] [
B2

c,h

][2],[1,1][
B2

c,h

][1,1],[2] [
B2

c,h

][1,1],[1,1]
)(

⟨h|L2Φ2(1) |h1⟩
⟨h|L2

1Φ2(1) |h1⟩

)
+ · · ·

と展開され, １次の項の係数は

⟨h4|Φ3(1)L−1 |h⟩
[
B1

c,h

][1],[1] ⟨h|L1Φ2(1) |h1⟩ =
(h− h1 + h2)(h+ h3 − h4)

2h
(2.80)

となる. ２次以降の係数も (2.72)と

⟨h4|Φ3(1)L−2 |h⟩ = h+ 2h2 − h1, (2.81)

⟨h4|Φ3(1)L−1L−1 |h⟩ = (h+ h3 − h4)(h+ h3 − h4 + 1), (2.82)

⟨h|L2Φ2(1) |h1⟩ = h+ 2h2 − h1, (2.83)

⟨h|L1L1Φ2(1) |h1⟩ = (h− h1 + h2)(h− h1 + h2 + 1) (2.84)

から計算できる.

このように一般のN 点関数においても, その共形ブロックは Virasoro代数の表現論に
よって完全に決定できる. しかし AGT予想が現れるまでは, Kac行列の逆行列の形から,

それが綺麗で扱い易い関数になっているなどとは誰も予想していなかった.

2.5 自由場表現

この節では, Virasoro代数のもう一つの重要な表現である自由場表現について説明する.

自由場表現ではプライマリー場を具体的に書くことができ, その相関関数も完全に計算す
ることができる. またVerma加群を解析する上でも非常に役に立つ道具である.

まずは自由場といわれるHeisenberg代数を定める.

定義 2.26. 整数 n, mに対して交換関係

[an, am] = nδn+m,0, [an, Q] = δn,0 (2.85)

を持つ an, Qによって生成されるHeisenberg代数を自由場という.

これによって Fock空間が構成される. まず真空 |0⟩を an|0⟩ = 0（n ≥ 0）を満たすもの
とし, |α⟩ = eαQ|0⟩とする. このとき a0|α⟩ = α|α⟩となる.

定義 2.27. Fock空間 Fα を, 負モードを有限回作用させて得られるベクトルの張る空間
C[a−1, a−2, . . . ]|α⟩ と定義する. 同様にその双対を F∗α = ⟨α|C[a1, a2, . . . ]と定め, ペアリ
ング F∗α′ ×Fα → CもVerma加群のときと同様に定義する.
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Fock空間はVerma加群と同様に, a0の固有空間で分解でき, その固有値からαを引いた
数を次数として定めることができる. そして, その固有空間の次元は次数 kの分割数 P (k)

となる.

次数 次元 基底
0 1 |α⟩
1 1 a−1|α⟩
2 2 a−2|α⟩, a2−1|α⟩
3 3 a−3|α⟩, a−2a−1|α⟩, a3−1|α⟩
4 5 a−4|α⟩, a−3a−1|α⟩, a2−2|α⟩, a−2a

2
−1|α⟩, a4−1|α⟩

次に Fock空間への Virasoro代数の作用を定義する. その為に, まず (2.20)とは異な
る, 自由場の正規順序化 : − :を定める. この正規順序化は自由場の元 an, Q, F (a,Q)

（a = (a0, a±1, a±2, . . . )）に対して,

: anF (a,Q) : =

{
: F (a,Q) : an, n ≥ 0

an : F (a,Q) :, n < 0
(2.86)

: Q F (a,Q) : = Q : F (a,Q) : (2.87)

で定められる線形写像である. つまり : − :の中では積は全て可換とみなせ, 正モードは右
へ,負モードは左へ移す操作のことである. 例えば,

: a−2a2 : = : a2a−2 : = a−2a2 (2.88)

となる.

この記号を用いて, Virasoro代数を自由場の言葉で表示することができる. ただし, ここ
ではVirasoro代数の中心元を c = 1− 12ρ2とパラメトライズしておく. このときVirasoro

代数の中心 cをパラメトライズする２つのパラメータ βと ρは,

ρ =

√
β

2
− 1√

2β
(2.89)

とすれば上手く c = 1− 12ρ2 = 13− 6
(
β + 1

β

)
となる. すると直接計算することにより,

次のことが簡単に分かる.

命題 2.28 ([38, 命題 4.34]). c = 1− 12ρ2のとき, n ∈ Zに対して

Ln =
1

2

∑
k∈Z

: an−kak : −ρ(n+ 1)an (2.90)

と定めると Ln（n ∈ Z）はVirasoro代数の交換関係 (2.13)を満たす.

この表示によって, Virasoro代数の Fock空間 Fαへの作用を定めることができ, Fαを
Virasoro代数の表現空間とみることができる. この表現を自由場表現という. このとき,

|α⟩は最高ウエイト
h(α) =

1

2
α(α− 2ρ) (2.91)
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の最高ウエイトベクトルになっていること, つまり

L0 |α⟩ = h(α) |α⟩ , Ln |α⟩ = 0 (n ≥ 1) (2.92)

となることが簡単な計算で分かる. このことから以下の命題が成立つ.

命題 2.29 ([38, 命題 4.37]). h = 1
2α(α− 2ρ)のとき, Mhから Fαへの写像

L−n1L−n2 · · ·L−ni |h⟩ 7−→ L−n1L−n2 · · ·L−ni |α⟩ (2.93)

はVirasoro代数の表現空間として準同型である.

この写像によって, Mhの元を自由場の言葉で表現することができる. またストレステン
ソルも次のように, zを複素変数とみた自由場の演算子を係数にもつ形式的冪級数

ϕ(z) = Q+ a0 log z −
∑

n∈Z ̸=0

an
n
z−n (2.94)

を用いて,

T (z) =
1

2
: ∂ϕ(z)2 : +ρ∂2ϕ(z) (2.95)

と自由場表示できる. またこの ϕ(z)同士の作用素積展開は

ϕ(z)ϕ(w) = log(z − w)+ : ϕ(z)ϕ(w) :,
∣∣∣w
z

∣∣∣ < 1 (2.96)

となる.

さらに自由場表現を用いるとプライマリー場を具体的に構成することができる.

定義 2.30. α ∈ Cに対して, 頂点作用素 Vα(z)を

Vα(z) = : eαϕ(z) : (2.97)

と定義する. このとき本論文では αを頂点作用素のチャージと呼ぶ.

これが自由場における代表的なプライマリー場である.

命題 2.31 ([40, (2.55)]). 頂点作用素 Vα(z)は共形次元 α(α − 2ρ)/2のプライマリー場で
ある. つまり, ストレステンソルとのOPEが

T (z)Vα(w) =
α(α− 2ρ)/2

(z − w)2
Vα(w) +

V ′α(w)

(z − w)
+ : T (z)Vα(w) : + · · · ,

∣∣∣w
z

∣∣∣ < 1 (2.98)

及び, Vα(w)T (z)
a.c.∼ T (z)Vα(w) となる.

この頂点作用素の作用素積展開は

Vα(z)Vβ(w) = (z − w)αβ : Vα(z)Vβ(w) : (2.99)

= (z − w)αβVα+β(w) + (z − w)αβ+1α : J(w)Vα+β(w) : + · · · ,
∣∣∣w
z

∣∣∣ < 1

となることがハウスドルフの公式から分かる [40, (2.48)]. ここに, J(w) = ϕ′(w) =∑
n∈Z anw

−n−1 とした. またこの OPE によって, 頂点作用素の相関関数は以下のよう
に完全に求めることができる.
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命題 2.32 ([40, (2.49)]). 頂点作用素の真空期待値は

⟨0|VαN (zN ) · · ·Vα1(z1) |0⟩ = δ0,
∑

i αi

∏
i<j

(zi − zj)
αiαj (2.100)

となる.

これらの自由場表現の性質は, Wickの定理という非可換な代数を扱う公式によって証明
することができる.

注意 2.33. 例えば３点関数では

⟨0|Vα3(z3)Vα2(z2)Vα1(z1) |0⟩ =
∏
i<j

(zi − zj)
αiαj ⟨0| : Vα3(z3)Vα2(z2)Vα1(z1) : |0⟩

=
∏
i<j

(zi − zj)
αiαj ⟨0| e(α1+α2+α3)Q |0⟩

=
∏
i<j

(zi − zj)
αiαj ⟨0|α1 + α2 + α3⟩

= δ0, α1+α2+α3

∏
i<j

(zi − zj)
αiαj

となって, 自由場の場合にはチャージ保存則 α1 + α2 + α3 = 0が成立していないと, 非自
明な値を出さないことを注意しておく.

以上のように自由場表現上では相関関数など, 共形場理論としての様々な性質が知られ
ている. また完全に決定できる自由場の相関関数を用いて, 一般の相関関数を自由場表示し
て求めようという問題が古くから研究されている. 実は AGT予想に関連した研究によっ
て, この相関関数の自由場表示の問題が進歩して来ている. それについては 7.1節で述べる.

2.6 命題 2.16の証明

この節で自由場表示の応用例として, 命題 2.16で述べたKac行列式の証明を与える. 本
論文では自由場の理論によって,特異ベクトルを一般的に構成できることを用いて証明する.

まず整数 r, sに対して αr,sを

αr,s = (1 + r)

√
β

2
− (1 + s)

1√
2β

(2.101)

とすると, α = αr,sのとき Fock空間 Fαには特異ベクトルが存在する. 実際以下の命題の
ように, 遮蔽作用素を用いて特異ベクトルを積分表示することができる. 遮蔽作用素 Sと
は, チャージが

√
2βの頂点作用素の積分

S =

∮
dzV√2β(z) (2.102)

のことである. ここに, βは中心 cのパラメトライズ (2.40)で用いたものと同じである.
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命題 2.34 ([40, 3.11節], [5, Section 4], [21]). Fock空間 Fα（α = αr,s）上において,

|χr,s⟩ = Sr|α−r,s⟩ (2.103)

=

∮
· · ·
∮
dz1 · · · dzr

∏
1≤i<j≤r

(zi − zj)
2β

r∏
i=1

z
√
2βα−r,s

i

r∏
i=1

e
√
2βϕ−(zi)|αr,s⟩ (2.104)

は次数 rsの特異ベクトルである. ここに, ϕ−(z)は ϕ(z)の負モードだけをとったもの

ϕ−(z) =
∞∑
n=1

a−n
n
zn (2.105)

とした.

この命題は, 遮蔽作用素 S が Virasoro代数の任意の元 Lnと可換であるという, 遮蔽作
用素の特殊な性質から証明される.

注意 2.35. 命題 2.13にて, c = 13− 6
(
β + 1

β

)
とパラメトライズすると, h = hr,sのとき,

特異ベクトルが存在すると述べたが, この hr,sと αr,sとの関係は

hr,s =
1

2
αr,s(αr,s − 2ρ) (2.106)

となっており, 命題 2.29の準同型である為の条件式を満たす. つまり, h = hr,sのとき存在
する特異ベクトル |χr,s⟩を, Fαr,s 上に移しとったものだと考えることができる.

ではKac行列式の証明の流れを説明する. ここで与える証明は, 命題 2.29で与えた, 写
像Mh → Fα の表現行列の行列式の零点を調べることで得られる. この行列式の零点は,

命題 2.34で与えた Fock空間上の特異ベクトルの存在によって分かる. さらにその表現行
列とKac行列との関係から, Kac行列式の零点を与える命題 2.16も証明できるという流れ
になっている.

まずは命題 2.29で与えた写像Mh → Fα の表現行列とKac行列との関係を先に示して
おく. 最高ウエイト表現Mhの k次の空間Mh(k)のベクトルは, Fock空間 Fα上でも, k

次の空間に移る. よって k次の空間に制限した表現行列Akを定めることができる [38, 公
式 4.38-4.41]. 例えば 2次の空間なら(

L−2|α⟩ L2
−1|α⟩

)
=
(
a−2|α⟩ a2−1|α⟩

)
A2 (2.107)

となる. また, M∗(h)からF∗αへの k次の空間同士の対応を表す行列をBkとする. 例えば
2次の空間なら (

⟨α|L2

⟨α|L2
1

)
= B2

(
⟨α|a2
⟨α|a21

)
(2.108)
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とする. この表現行列は

A2 =

(
⟨α|a2a−2|α⟩ ⟨α|a2a2−1|α⟩
⟨α|a21a−2|α⟩ ⟨α|a21a2−1|α⟩

)−1(
⟨α|a2L−2|α⟩ ⟨α|a2L2

−1|α⟩
⟨α|a21L−2|α⟩ ⟨α|a21L2

−1|α⟩

)

=

(
2 0

0 1

)−1(
⟨α|a2L−2|α⟩ ⟨α|a2L2

−1|α⟩
⟨α|a21L−2|α⟩ ⟨α|a21L2

−1|α⟩

)
, (2.109)

B2 =

(
⟨α|L2a−2|α⟩ ⟨α|L2a

2
−1|α⟩

⟨α|L2
1a−2|α⟩ ⟨α|L2

1a
2
−1|α⟩

)(
⟨α|a2a−2|α⟩ ⟨α|a2a2−1|α⟩
⟨α|a21a−2|α⟩ ⟨α|a21a2−1|α⟩

)−1

=

(
⟨α|L2a−2|α⟩ ⟨α|L2a

2
−1|α⟩

⟨α|L2
1a−2|α⟩ ⟨α|L2

1a
2
−1|α⟩

)(
2 0

0 1

)−1
(2.110)

となって, F∗αのベクトルと |α⟩に L−nを作用させて得られるベクトルとのペアリングで
できる行列と, 対角行列の積になる. これは２次の場合を例にとって説明したが, 一般に対
角行列 (⟨α| aJa−K |α⟩)−1J,K と行列 (⟨α| aJL−K |α⟩)J,K との積になることが分かる.

このとき 2次のKac行列式は, h = 1
2α(α− 2ρ)の下で, 自由場表示して考えれば,

det
[
B2

c,h

]
=

∣∣∣∣∣ ⟨α|L2L−2|α⟩ ⟨α|L2L−1L−1|α⟩
⟨α|L1L1L−2|α⟩ ⟨α|L1L1L−1L−1|α⟩

∣∣∣∣∣ (2.111)

=

∣∣∣∣∣B2

(
⟨α|a2
⟨α|a21

)(
a−2|α⟩ a2−1|α⟩

)
A2

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣B2

(
2 0

0 1

)
A2

∣∣∣∣∣
となるので det

[
B2

c,h

]
= (定数) detA2 detB2となる. 一般にも同じように, 自由場の交換

関係から
det
[
Bk

c,h

]
= (定数) detAk detBk (2.112)

となることが分かる. よってKac行列式の零点を変換行列Ak, Bkの行列式の零点に置き
換えて考えることができる.

このとき次のことが分かる.

補題 2.36. 行列Ak, Bkの行列式は

detAk = (定数)
∏
r,s≥1

(α− α−r,−s)
P (k−rs), (2.113)

detBk = (定数)
∏
r,s≥1

(α− αr,s)
P (k−rs) (2.114)

と因子化することができる.

証明. まず行列式 dkを k次のベクトル同士のペアリングでできる行列式

dk = det (⟨α| aJL−K |α⟩)J,K(|J |=|K|=k) (2.115)
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として定める. また d∗kをその双対

d∗k = det (⟨α|LJa−K |α⟩)J,K(|J |=|K|=k) (2.116)

として定義する. これらは

detAk = (定数)dk, detBk = (定数)d∗k (2.117)

を満たす. まず dk, d
∗
kの αについての次数を考える. 次数 kのベクトル

L
mp

−p · · ·L
m1
−1 |α⟩,

∑
j

jmj = k (2.118)

は αに関して
∑

rmr次となることが分かる. これは自由場表示したときに, n ̸= 0ならば
Ln = 1

2

∑
k∈Z : an−kak : −ρ(n+ 1)an が, a0に関して 1次式であることから従う. よって

dnの次数は
deg(dk) =

∑
m

(
∑

j jmj=k)

∑
r≥1

mr (2.119)

となり, この母関数を考えると,

∞∑
k=0

deg(dk)q
k =

∞∑
k=0

∑
m∑

j jmj=k

∑
r≥1

mrq
∑

j jmj (2.120)

=
∑
m∑

j jmj≥0

∑
r≥1

mrq
∑

j jmj

=
∑
r≥1

qr

(1− qr)2

∏
r ̸=j≥1

1

1− qj

=
∑
r≥1

qr

1− qr

∏
j≥1

1

1− qj

=
∑
r≥1

∑
s≥1

qrs
∑
k

P (k)qk

=
∑
k

∑
r,s≥1

P (k − rs)qk

となる. したがって,

deg(dk) =
∑
r,s≥1

P (k − rs) (2.121)

となる. これは d∗k についても同様に計算でき, deg(d∗k) =
∑

r,s≥1 P (k − rs)となる. した
がって d∗k, dkの零点は重複も含めて

∑
r,s≥1 P (k − rs)個である.

ここで, 命題 2.13より得られる次数 rsの特異ベクトル |χr,s⟩に L−nを作用させた k次
のベクトル

L
mp

−pL
mp−1

−(p−1) · · ·L
m1
−1 |χr,s⟩, m1 + 2m2 + · · ·+ pmp = k − rs (2.122)
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は d∗kの零点に寄与する
7 . さらにその組み合わせは P (k − rs)個であるから, これによっ

て全ての零点が αr,sで尽くされる. dkに関しても同様のことが言える. 以上よりこの補題
が成立する.

この補題により, あとは

(α− αr,s)(α− α−r,−s) = 2(h− hr,s) (2.123)

であることと, (2.112) によりKac行列式の公式を与えた命題 2.16が従う.

7「零点に寄与する」とは以下のような意味である. まず (2.122)の形のベクトルにそれと独立なベクトル
を付け加えてできる基底を考える. その基底への行列 (⟨α|LJa−K |α⟩)J,K(|J|=|K|=k) の基底変換を考えると,

(2.122)の形のベクトルとの内積で計算される成分は必ず因子 (α−αr,s)を含んでいるので, d∗k に現れる零点
(α−αr,s)は少なくとも (2.122)の形のベクトルの数だけ重複度を持っていることが分かるという意味である.
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3 Nekrasov公式

この章で４次元ゲージ理論のインスタントン分配関数を計算できるNekrasov公式につ
いて説明する. AGT予想ではこの Nekrasov公式と共形ブロックの一致を主張している.

共形ブロックと一致するものはゲージ群が SU(2)のものであるが, まずそれを与える為に
４次元 U(2)ゲージ理論のNekrasov公式を以下のように定義する.

定義 3.1 ([39, 3.2節], [13, 3節]). パラメータ q, m⃗ = (m1,m2,m3,m4), a⃗ = (a1, a2), ϵ⃗ =

(ϵ1, ϵ2)に対して, 物質場の数がNf = 0, 1, 2, 3, 4の４次元 U(2)ゲージ理論のNekrasov公

式 Z
Nf U(2)
Nek (q, m⃗, a⃗, ϵ⃗)を

Z
Nf U(2)
Nek (q, m⃗, a⃗, ϵ⃗) = 1 +

∞∑
N=1

qN
∑

|Y⃗ |=N

Z
Nf

Y⃗
(m⃗, a⃗, ϵ⃗), (3.1)

Z
Nf

Y⃗
(m⃗, a⃗, ϵ⃗) = Zvect

Y⃗
(⃗a, ϵ⃗)

Nf∏
k=1

Zhyper

Y⃗
(mk, a⃗, ϵ⃗) (3.2)

と定義する. ここに (3.1)の二つ目の
∑
は大きさが N のあらゆるパーティションの組

Y⃗ = (Y (1), Y (2))について足し上げることを意味する 8 . またZvect
Y⃗

(⃗a, ϵ⃗)及びZhyper

Y⃗
(m, a⃗, ϵ⃗)

は, それぞれベクトル多重項, ハイパー多重項（物質場）からの寄与を表す重み因子と呼び,

Zvect
Y⃗

(⃗a, ϵ⃗) =

2∏
α,β=1

∏
(i,j)∈Y (α)

(aα − aβ + (AY (α)(i, j) + 1)ϵ2 − LY (β)(i, j)ϵ1)
−1 (3.3)

×
∏

(i,j)∈Y (β)

(aα − aβ −AY (β)(i, j)ϵ2 + (LY (α)(i, j) + 1)ϵ1)
−1,

Zhyper

Y⃗
(m, a⃗, ϵ⃗) =

2∏
α=1

∏
(i,j)∈Y (α)

(m+ aα + (i− 1)ϵ1 + (j − 1)ϵ2) (3.4)

と定める 9 . 特にハイパー多重項からの寄与がないNf = 0の場合をピュアゲージ理論と
呼び, その Nekrasov公式は Z

pureU(2)
Nek (q, a⃗, ϵ⃗)や, Zpure

Y⃗
(⃗a, ϵ⃗)と書く. このとき qはインス

タントンの化学ポテンシャル, m1,m2,m3,m4 は質量, a1, a2及び ϵ1, ϵ2はそれぞれゲージ
対称性, Ω背景のパラメータと呼ぶ.

例 3.2. この公式は qによる形式的な冪級数展開を表しており, 低次の項は

Z
Nf=4U(2)
Nek (q, m⃗, a⃗, ϵ⃗) = 1+

(
Z

Nf=4

[1],[0] + Z
Nf=4

[0],[1]

)
q (3.5)

+
(
Z

Nf=4

[2],[0] + Z
Nf=4

[1,1],[0] + Z
Nf=4

[1],[1] + Z
Nf=4

[0],[1,1] + Z
Nf=4

[0],[2]

)
q2

+ · · ·

8パーティションの記号については第 1章を参照せよ. またパーティションの組 Y⃗ = (Y (1), Y (2))は片方
のパーティションが 0のみから成るものでも良い. 0のみから成るパーティションは [0]と表し, 箱が一つも
ない空のヤング図に対応する.

9∏
(i,j)∈Y は Y に対応するヤング図の中にある全ての箱について掛け合わせることを意味し, (i, j)はその

ときの各箱の座標を表す. また Y = [0]のときは何も掛けない, つまり
∏

(i,j)∈Y の表す因子は 1とする.
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のように展開され, 各次数の係数は

Z
Nf=4

[1],[0] =

∏4
k=1(mk + a1)

ϵ1ϵ2(a12 + ϵ)a21
, Z

Nf=4

[0],[1] =

∏4
k=1(mk + a2)

ϵ1ϵ2a12(a21 + ϵ)
, (3.6)

Z
Nf=4

[2],[0] =

∏4
k=1(mk + a1)(mk + a1 + ϵ2)

2ϵ1ϵ22(ϵ1 − ϵ2)(a12 + ϵ1 + 2ϵ2)(a12 + ϵ)(a21 − ϵ2)a21
, (3.7)

Z
Nf=4

[1,1],[0] =

∏4
k=1(mk + a1)(mk + a1 + ϵ1)

2ϵ21ϵ2(ϵ2 − ϵ1)(a12 + ϵ)(a12 + 2ϵ1 + ϵ2)a21(a21 − ϵ1)
, (3.8)

Z
Nf=4

[1],[1] =

∏4
k=1(mk + a1)(mk + a2)

ϵ21ϵ
2
2(a12 + ϵ1)(a12 + ϵ2)(a21 + ϵ1)(a21 + ϵ2)

, (3.9)

Z
Nf=4

[0],[1,1] =

∏4
k=1(mk + a2)(mk + a2 + ϵ1)

a12(a12 − ϵ1)(a21 + ϵ)(a21 + 2ϵ1 + ϵ2)(2ϵ21ϵ2(ϵ2 − ϵ1))
, (3.10)

Z
Nf=4

[0],[2] =

∏4
k=1(mk + a2)(mk + a2 + ϵ2)

(a12 − ϵ2)a12(a21 + ϵ1 + 2ϵ2)(a21 + ϵ)(2ϵ1ϵ22(ϵ1 − ϵ2))
(3.11)

となる. ここに a12 = a1 − a2, a21 = a2 − a1, ϵ = ϵ1 + ϵ2とした. またピュアゲージ理論
の場合は各項の分子が取れて

Zpure
[1],[0] =

1

ϵ1ϵ2(a12 + ϵ)a21
, Zpure

[0],[1] =
1

ϵ1ϵ2a12(a21 + ϵ)
(3.12)

Zpure
[2],[0] =

1

2ϵ1ϵ22(ϵ1 − ϵ2)(a12 + ϵ1 + 2ϵ2)(a12 + ϵ)(a21 − ϵ2)a21
, (3.13)

Zpure
[1,1],[0] =

1

2ϵ21ϵ2(ϵ2 − ϵ1)(a12 + ϵ)(a12 + 2ϵ1 + ϵ2)a21(a21 − ϵ1)
, (3.14)

Zpure
[1],[1] =

1

ϵ21ϵ
2
2(a12 + ϵ1)(a12 + ϵ2)(a21 + ϵ1)(a21 + ϵ2)

, (3.15)

Zpure
[0],[1,1] =

1

a12(a12 − ϵ1)(a21 + ϵ)(a21 + 2ϵ1 + ϵ2)(2ϵ21ϵ2(ϵ2 − ϵ1))
, (3.16)

Zpure
[0],[2] =

1

(a12 − ϵ2)a12(a21 + ϵ1 + 2ϵ2)(a21 + ϵ)(2ϵ1ϵ22(ϵ1 − ϵ2))
(3.17)

などとなる.

これは U(2)ゲージ理論に対応するもので, 共形ブロックと一致する SU(2)ゲージ理論
のNekrasov公式を得るには, 次の U(1)因子を除去する必要がある.

定義 3.3 ([39, (4.41)]). Nf = 4, U(2)ゲージ理論の U(1)因子を

ZU(1) = (1− q)
1

2ϵ1ϵ2
(m1+m2)(m3+m4) (3.18)

と定義する.

定義 3.4 ([39, (4.46)]). Nf = 4, SU(2)ゲージ理論のNekrasov公式を a = a1 = −a2とお
いて

Z
Nf=4SU(2)
Nek (q, m⃗, a, ϵ⃗) =

Z
Nf=4U(2)
Nek (q, m⃗, (a,−a), ϵ⃗)

ZU(1)
(3.19)

と定義する.
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例 3.5. この U(1)因子を除去した SU(2)ゲージ理論のNekrasov公式の q展開の形は

Z
Nf=4SU(2)
Nek = 1 +

( ∏4
k=1(mk + a)

−ϵ1ϵ22a(2a+ ϵ)
+

∏4
k=1(mk − a)

ϵ1ϵ22a(−2a+ ϵ)
(3.20)

+
1

2ϵ1ϵ2
(m1 +m2)(m3 +m4)

)
q + · · ·

= 1− (2a2 − ϵ(m1 +m2) + 2m1m2)(2a
2 − ϵ(m3 +m4) + 2m3m4)

2ϵ1ϵ2(2a− ϵ)(2a+ ϵ)
q + · · ·

となって１次の項が綺麗に因子化される.

このZ
Nf=4SU(2)
Nek (q, m⃗, a, ϵ⃗)があるパラメータの読み替えの下で, 共形ブロック (2.78)と

一致する. ここで共形ブロックとの一致をみる前に, Nekrasov公式に現れるパラメータを
リスケールしたものを考える.

定義 3.6. パラメータ ℏ, b, p1, p2, µk (k = 1, 2, 3, 4)を

ℏ b = ϵ1, ℏ b−1 = ϵ2, (3.21)

ℏ p1 = a1, ℏ p2 = a2, (3.22)

ℏ
(
µk +

Q

2

)
= mk (k = 1, 2, 3, 4) (3.23)

によって定義する. ここにQ = b+ b−1とした.

注意 3.7. このパラメータを用いると U(2)ゲージ理論のNekrasov公式は

Z
Nf U(2)
Nek (q, m⃗, a⃗, ϵ⃗) = Z

Nf U(2)
Nek (qℏNf−4, µ⃗, p⃗, b⃗) (3.24)

となる. ただし µ⃗ = (µ1 +
Q
2 , µ2 +

Q
2 , µ3 +

Q
2 , µ4 +

Q
2 ), p⃗ = (p1, p2), b⃗ = (b, b−1)とした.

そこで以下簡単の為, リスケールしたパラメータ µ, p, bを用いるときは ℏ = 1と規格化し
て考えることとする：

Z
Nf U(2)
Nek (qℏNf−4, µ⃗, p⃗, b⃗) → Z

Nf U(2)
Nek (q, µ⃗, p⃗, b⃗). (3.25)

このとき Ω背景 ϵ1, ϵ2は互いに逆関数の関係

ϵ1 =
1

ϵ2
(3.26)

になっており, U(1)因子は

ZU(1) = (1− q)
1
2
(µ1+µ2+Q)(µ3+µ4+Q) (3.27)

となる. さらに SU(2)ゲージ理論のNekrasov公式の q展開の形は

Z
Nf=4SU(2)
Nek (q, µ⃗, p, b⃗) = 1−

(2p2 + 2µ1µ2 − Q2

2 )(2p2 + 2µ3µ4 − Q2

2 )

2(2p−Q)(2p+Q)
q + · · · (3.28)

となる. ただし p = p1 = −p2である.

このような規格化を施すと共形ブロックとのパラメータの読み替えが多少楽になる. こ
のNekrasov公式を用いて次章でAGT予想の主張を述べる.
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4 AGT予想

この章で AGT予想の主張を述べる. また元々の AGT予想からの退化極限を取った変
種のAGT予想についても説明する.

まず [2]で与えられた予想は以下の通りである. ただしパラメータの変換は [13]に従った.

予想 4.1 ([2], [39, (4.48)]). パラメータの変換

c = 1 + 6Q2, Q = b+ b−1, (4.1)

h =
Q2

4
− p2, (4.2)

hi =
1

4

(
Q2 − λ2i

)
(i = 1, 2, 3, 4), (4.3)

λ1 = µ1 − µ2, λ2 = µ1 + µ2, (4.4)

λ3 = µ3 + µ4, λ4 = −µ3 + µ4 (4.5)

の下で,球面上の４点共形ブロック (2.78)とNf = 4の４次元SU(2)ゲージ理論のNekrasov

公式が一致する. つまり,

Bh4h3;h2h1;h(q) = Z
Nf=4SU(2)
Nek (q, µ⃗, p, b⃗) (4.6)

となる.

これは実際, 例 2.25と (3.28)を比較すれば, まず q展開の１次の係数同士が

(h− h1 + h2)(h+ h3 − h4)

2h
= −

(2p2 + 2µ1µ2 − Q2

2 )(2p2 + 2µ3µ4 − Q2

2 )

2(2p−Q)(2p+Q)
(4.7)

となっていることが確認できる. ２次以降に関しても, 計算機を用いれば同じ次数の係数
同士がそれぞれ一致していることが確認できる. またここではリスケールされたパラメー
タで考えたが, ℏ =

√
ϵ1ϵ2を用いて Q = (ϵ1 + ϵ2)/ℏと置き直し, p, µk を (3.22),(3.23)で

a,mkに変換し直せば, リスケールする前のNekrasov公式 (3.20)も復元することができる.

さらにこの予想 4.1を変形させて, Nf = 0, 1, 2, 3に対応させた AGT予想もある. これ
はNf = 4の場合において質量 µ1, µ2, µ3, µ4の極限を取れば物質場の少ないNekrasov公
式が得られることに注意すれば良い. そこで本論文では次の５つの極限を考える：

µ1, µ2, µ3, µ4 −→ ∞, q µ1µ2µ3µ4 = Λ4 : fixed; (A)

µ1, µ2, µ4 −→ ∞, q µ1µ2µ4 = Λ3 : fixed; (B)

µ1, µ4 −→ ∞, q µ1µ4 = Λ2 : fixed; (C)

µ3, µ4 −→ ∞, q µ3µ4 = Λ2 : fixed; (D)

µ4 −→ ∞, q µ4 = Λ : fixed. (E)

例えば (E)は µ4 の極限を考えるが, 固定された値 Λを用いて q µ4 = Λの関係を満たし
ながら q → 0 の極限も同時に取るという意味である. これらの極限を U(2)ゲージ理論の
Nekrasov公式, 及びその U(1)因子に施したものは簡単に分かる.
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命題 4.2. Nf = 4, U(2)ゲージ理論のNekrasov公式の極限は

Z
Nf=4U(2)
Nek (q, µ⃗, p⃗, b⃗) −→

(A)
Z

pureU(2)
Nek (Λ4, p⃗, b⃗), (4.8)

Z
Nf=4U(2)
Nek (q, µ⃗, p⃗, b⃗) −→

(B)
Z

Nf=1U(2)
Nek (Λ3, µ⃗B, p⃗, b⃗), (4.9)

Z
Nf=4U(2)
Nek (q, µ⃗, p⃗, b⃗) −→

(C)
Z

Nf=2U(2)
Nek (Λ2, µ⃗C , p⃗, b⃗), (4.10)

Z
Nf=4U(2)
Nek (q, µ⃗, p⃗, b⃗) −→

(D)
Z

Nf=2U(2)
Nek (Λ2, µ⃗, p⃗, b⃗), (4.11)

Z
Nf=4U(2)
Nek (q, µ⃗, p⃗, b⃗) −→

(E)
Z

Nf=3U(2)
Nek (Λ, µ⃗, p⃗, b⃗) (4.12)

となる. ここに µ⃗B = (µ3 +Q/2), µ⃗C = (µ2 +Q/2, µ3 +Q/2)とした.

証明. 定義 3.1より直ちに従う.

命題 4.3. Nf = 4, U(2)ゲージ理論の U(1)因子の極限は

ZU(1) −→
(A)

1, ZU(1) −→
(B)

1,

ZU(1) −→
(C)

exp

(
−Λ2

2

)
, ZU(1) −→

(D)
1,

ZU(1) −→
(E)

exp

(
−Λ

2
(µ1 + µ2 +Q)

)
となる.

証明. まず (E)を証明する. U(1)因子の指数部分を極限に寄与する項としない項に分け
れば,

ZU(1) = (1− q)
1
2
µ4(µ1+µ2+Q) (1− q)

1
2
(µ1+µ2+Q)(µ3+Q) (4.13)

となる. このとき

(1− q)
1
2
µ4(µ1+µ2+Q) →

(E)
exp

(
−Λ

2
(µ1 + µ2 +Q)

)
, (4.14)

(1− q)
1
2
(µ1+µ2+Q)(µ3+Q) →

(E)
1 (4.15)

となるので U(1)因子の (E)による極限は exp
(
−Λ

2 (µ1 + µ2 +Q)
)
となる.

次に (C)を証明する. U(1)因子の指数部分を, 極限に関係する µ1と µ4の式で分けると

ZU(1) = (1− q)
1
2
µ1µ4 (1− q)

1
2
µ1(µ3+Q) (1− q)

1
2
µ4(µ2+Q) (1− q)

1
2
(µ2+Q)(µ3+Q) (4.16)

と変形できる. このとき

(1− q)
1
2
µ1µ4 →

(C)
exp

(
−Λ2

2

)
, (4.17)

(1− q)
1
2
(µ2+Q)(µ3+Q) →

(C)
1 (4.18)
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となることが分かる. また残りの因子 (1− q)
1
2
µ1(µ3+Q)と (1− q)

1
2
µ4(µ2+Q)は, 指数部分の

収束が qよりも遅いので, その極限は 1になってしまう. 従ってU(1)因子の (C)による極
限は, exp

(
−Λ2

2

)
となる.

極限 (A), (B), (D)も指数部分を変形して考ることができる. しかしこれらの極限では,

どの指数部分の項も qに比べて収束が遅いので, 全て 1に収束する.

注意 4.4. これらの命題から少なくともNf = 0, 1の場合ではU(1)因子の寄与が無いこと
が分かる.

このように Nekrasov公式の極限を取ることで物質場の少ない Nekrasov公式を得るこ
とができるので, これと同じ極限を共形ブロックに施せば, Nf = 0, 1, 2, 3に対応した変種
のAGT予想を得ることができる. この共形ブロックの極限を考える為に, まず Verma加
群Mh上でのGaiotto状態というベクトルを定義する.

定義 4.5. パラメータ Λ, µ ∈ Cに対して, Gaiotto状態
∣∣h,Λ2

⟩
, |h, µ,Λ⟩ ∈Mhを条件

L1

∣∣h,Λ2
⟩
= −Λ2

∣∣h,Λ2
⟩
, (4.19)

Ln

∣∣h,Λ2
⟩
= 0, n ≥ 2, (4.20)

及び

L2 |h, µ,Λ⟩ = −Λ2 |h, µ,Λ⟩ , (4.21)

L1 |h, µ,Λ⟩ = −2µΛ |h, µ,Λ⟩ , (4.22)

Ln |h, µ,Λ⟩ = 0, n ≥ 3 (4.23)

を満たすものとして定義する.

命題 4.6 ([18]). Gaiotto状態の具体形は

∣∣h,Λ2
⟩
= C

∞∑
n=0

Λ2n(−1)n
∑
|J |=n

[
Bn

c,h

][1n],J
L−J |h⟩ , (4.24)

|h, µ,Λ⟩ = C
∑
n

Λn
∑
|J |=n

n
2∑

p=0

(−1)n−p(2µ)n−2p
[
Bn

c,h

][2p,1n−2p],J
L−J |h⟩ (4.25)

となっている. ここに C は任意定数である.

補題 4.7. |v⟩ ∈ Mh とする. c, hが genericなとき, 任意のパーティション J に対して
⟨h|LJ |v⟩ = 0 ならば |v⟩ = 0である. つまりMh上のペアリングは非退化である.

証明. まず |v⟩ ∈ Mhは |v⟩ =
∑∞

n=0 |vn⟩ , |vn⟩ =
∑
|K|=nCKL−K |h⟩（CK ∈ C）と各次

数のベクトルの和で書ける. このとき

⟨h|LJ |v⟩ = ⟨h|LJ

∣∣v|J |⟩ = ∑
K

(|K|=|J |)

CK

[
B
|J |
c,h

]
J,K

= 0 (4.26)
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となる. よって任意のパーティション I に対して∑
J

(|J |=|I|)

[
B
|I|
c,h

]I,J ∑
K

(|K|=|I|)

CK

[
B
|I|
c,h

]
J,K

= 0 (4.27)

であるから ∑
K

CKδI,K = CI = 0 (∀I) (4.28)

となる. 従って補題が従う.

注意 4.8. この補題は hが特殊な値を持つとき, 逆行列
[
B
|K|
c,h

]K,J
が存在しないので成立

しない. 命題 4.6は c, hが genericなときを考えている.

命題 4.6の証明. まずGaiotto状態 |h, µ,Λ⟩が (4.25)の形をしていることを示す. 任意の
パーティションK に対して, 定義からK に値が 3以上の成分があるときは LK の作用が
0になるから

⟨h|LK |h, µ,Λ⟩ =

|K|
2∑

p=0

δK,[1|K|−2p,2p] ⟨h|LK |h, µ,Λ⟩ (4.29)

=

|K|
2∑

p=0

δK,[1|K|−2p,2p]

(
−Λ2

)p
(−2µΛ)|K|−2p ⟨h|h, µ,Λ⟩

= C

|K|
2∑

p=0

∑
|I|=|K|

[
B
|K|
c,h

]I,[1|K|−2p,2p] [
B
|K|
c,h

]
K,I

(
−Λ2

)p
(−2µΛ)|K|−2p

= ⟨h|LKC

∞∑
n=0

n
2∑

p=0

∑
|I|=n

[
B
|K|
c,h

]I,[1n−2p,2p] (
−Λ2

)p
(−2µΛ)n−2pL−I |h⟩

となる. ここに C = ⟨h|h, µ,Λ⟩とした. よって補題 4.7より |h, µ,Λ⟩は (4.25)の形をして
いる.

また逆に |h, µ,Λ⟩が (4.25)の形をしたベクトルであるとき, 定義 4.5を満たすことを示
さなければならない. これは自然数mに対して,

⟨h|LJLm |h, µ,Λ⟩ (4.30)

の値を調べれば良い（J はパーティション）. まず J に 3以上の成分があるときは LJLm

をパーティションによる和
∑

I cILI（cI ̸= 0）に書き直したとき, Virasoro代数の交換関
係から各 I は必ず値が 3以上の成分をもつ. このとき (4.29)の２行目から４行目は単に式
変形したものであることに注意すれば, この式変形を逆にたどり

⟨h|LJLm |h, µ,Λ⟩ =
∑
I

cI ⟨h|LI |h, µ,Λ⟩ = 0 (4.31)
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となることが分かる. よって一般に

⟨h|LJLm |h, µ,Λ⟩ =
∑
p≥0

δJ,[1|J|−2p,2p] ⟨h|LJLm |h, µ,Λ⟩ (4.32)

となる. また同じ議論によりm ≥ 3のときは ⟨h|LJLm |h, µ,Λ⟩ = 0となる. m = 2のと
きは, (4.29)の式変形を２度用いて,

⟨h|LJLm |h, µ,Λ⟩ =
∑
p≥0

δJ,[1|J|−2p,2p] ⟨h|L
|J |−2p
1 Lp+1

2 |h, µ,Λ⟩ (4.33)

=
∑
p≥0

δJ,[1|J|−2p,2p](−Λ2)(p+1)(−2µΛ)|J |−2p ⟨h|h, µ,Λ⟩

= −Λ2 ⟨h|LJ |h, µ,Λ⟩

となる. 従って補題 4.7より

L2 |h, µ,Λ⟩ = −Λ2 |h, µ,Λ⟩ (4.34)

となる. m = 1のときも同様に (4.29)の式変形を２度用いれば,

L1 |h, µ,Λ⟩ = −2µΛ |h, µ,Λ⟩ (4.35)

となることが分かる. 以上より (4.25)の形をしたベクトルがGaiotto状態の定義を満たす
ことが分かった.∣∣h,Λ2

⟩
についても同様に証明できるが, 極限

|h, µ,Λ⟩ µ→∞−→
2µΛ=Λ′2: fixed

∣∣h,Λ′2⟩ (4.36)

を考えれば
∣∣h,Λ2

⟩
の具体形 (4.24)を得ることができる.

注意 4.9. 以下簡単の為
∣∣h,Λ2

⟩
, |h, µ,Λ⟩と書いたら, (4.24), (4.25)の定数Cは 1とする.∣∣h,Λ2

⟩
, |h, µ,Λ⟩の具体形 (4.24), (4.25)は Λ2及び Λの形式的な冪級数展開の形になっ

ており, Λ2n及びΛnの各係数はMhのレベル nの部分空間に入っている. そこでその係数
を |h, n⟩, |h, µ, n⟩と書く. つまり∣∣h,Λ2

⟩
=
∑
n

Λ2n |h, n⟩ , (4.37)

|h, µ,Λ⟩ =
∑
n

Λn |h, µ, n⟩ (4.38)

とする. このGaiotto状態の内積やプライマリー場の相関関数をとったものをイレギュラー
ブロックとして定義する.
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定義 4.10. 以下の関数 ⟨
h,Λ2|h,Λ2

⟩
=
∑
n

Λ4n ⟨h, n|h, n⟩ , (4.39)⟨
h, µ, Λ2 |h,Λ

2
⟩
=
∑
n

Λ3n2−n ⟨h, µ, n|h, n⟩ , (4.40)⟨
h, µ1,

Λ
2 |h, µ2,

Λ
2

⟩
=
∑
n

Λ2n2−2n ⟨h, µ1, n|h, µ2, n⟩ , (4.41)⟨
h,Λ2

∣∣Φ2(1) |h⟩ =
∑
n

Λ2n ⟨h, n|Φ2(1) |h⟩ , (4.42)⟨
h, µ3,

Λ
2

∣∣Φ2(1) |h⟩ =
∑
n

Λn2−n ⟨h, µ3, n|Φ2(1) |h⟩ (4.43)

をイレギュラーブロックと呼ぶ. ここに Φ2は共形次元 h2のプライマリー場である.

このイレギュラーブロックが共形ブロックの退化極限になっており, 物質場の少ない
Nekrasov公式に対応させることができる.

定理 4.11 ([18]). パラメータ c, h, hi (i = 1, 2, 3, 4)を (4.1)-(4.5) によって変換する. この
とき共形ブロックの極限は

Bh4h3;h2h1;h(q) −→
(A)

⟨
h,Λ2|h,Λ2

⟩
, (4.44)

Bh4h3;h2h1;h(q) −→
(B)

⟨
h, µ3,

Λ
2 |h,Λ

2
⟩
, (4.45)

Bh4h3;h2h1;h(q) −→
(C)

⟨
h, µ2,

Λ
2 |h, µ3,

Λ
2

⟩
, (4.46)

Bh4h3;h2h1;h(q) −→
(D)

⟨
h,Λ2

∣∣Φ2(1) |h⟩ , (4.47)

Bh4h3;h2h1;h(q) −→
(E)

⟨
h, µ3,

Λ
2

∣∣Φ2(1) |h1⟩ (4.48)

となる.

証明. まず (A)の極限について証明する. Kac行列の逆行列要素 [Bn
c,h]

J,K は極限には影響
しないから, 共形ブロックの構成要素

qn ⟨h4|Φ3(1)L−J |h⟩ ⟨h|LKΦ2(1) |h1⟩ (4.49)

の極限を考える. (2.75)と (2.76)から

⟨h4|Φ3(1)L−J |h⟩ ∼
ℓ(J)∏
i=1

(−h4 + Jℓ(J)+1−ih3), (4.50)

⟨h|LKΦ2(1) |h1⟩ ∼
ℓ(K)∏
i=1

(−h1 +Kℓ(K)+1−ih2) (4.51)

であるので ⟨h4|Φ3(1)L−J |h⟩ ⟨h|LKΦ2(1) |h1⟩は, hiを µk に変換すれば, 全ての µk に関
して合計 2(ℓ(J)+ ℓ(K))次であることが分かる. ここに∼は極限をとる際に寄与の無い項
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を無視することを表す. 極限 (A)では qnは µkと比べて 4n乗の速さで 0に収束するから,

(4.49)は J = [1n]かつK = [1n]のときのみ極限に寄与する. よって

qn ⟨h4|Φ3(1)L−J |h⟩ ⟨h|LKΦ2(1) |h1⟩ ∼ qn ⟨h4|Φ3(1)L−J |h⟩ ⟨h|LKΦ2(1) |h1⟩ δJ, [1n]δK, [1n]

∼ qn(h3 − h4)
n(−h1 + h2)

nδJ, [1n]δK, [1n]

= qn(−µ3µ4)n(−µ1µ2)nδJ, [1n]δK, [1n]

→
(A)

Λ4nδJ, [1n]δK, [1n] (4.52)

となるので

Bh4h3;h2h1;h(q) →
(A)

∑
n

∑
|J |=|K|=n

Λ4n
[
Bn

c,h

]J,K
δJ, [1n]δK, [1n] (4.53)

=
∑
n

Λ4n
[
Bn

c,h

][1n], [1n]
=
∑
n

Λ4n
∑

|J |=|K|=n

[
Bn

c,h

][1n], J [
Bn

c,h

]
J,K

[
Bn

c,h

]K,[1n]

=
∑
n

Λ4n
∑

|J |=|K|=n

[
Bn

c,h

][1n], J ⟨h|LJL−K |h⟩
[
Bn

c,h

]K,[1n]

=
∑
n

Λ4n ⟨h, n|h, n⟩

となる. 従って (A)の極限が証明できた.

次に (B)の極限を証明する. µ1, µ2は (A)と同じように極限を取っているので, ⟨h|LKΦ2(1) |h1⟩
からの寄与は変わらない. (B)では µ3を固定しているので

⟨h4|Φ3(1)L−J |h⟩ ∼
ℓ(J)∏
i=1

(
Jℓ(J)+1−ih3 − h4

)
(4.54)

からの寄与が変わる. この因子から µ4の n次の項を取りだす必要がある. まず h3 − h4 =

−µ3µ4と 2h3 − h4 = −1
4µ

2
4 +O(µ4) であることから J = [2p, 1n−2p]の形をしているとき

は µn4 の項が現れることが分かる. また Ji ≥ 3となる Jiが存在するときは, 次数が足りず
(4.54)に µn4 の項が現れない. 従って

qn ⟨h4|Φ3(1)L−J |h⟩ ⟨h|LKΦ2(1) |h1⟩ (4.55)

∼

n
2∑

p=0

qn(−µ3µ4)n−2p
(
−1

4
µ24

)p

δJ, [2p,1n−2p](−µ1µ2)nδK, [1n]

=

n
2∑

p=0

(−1)p(2µ3)
n−2p

(qµ1µ2µ4
2

)n
δJ, [2p,1n−2p]δK, [1n]

→
(B)

n
2∑

p=0

(−1)p(2µ3)
n−2p

(
Λ3

2

)n

δJ, [2p,1n−2p]δK, [1n] (4.56)
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となるから

Bh4h3;h2h1;h(q) →
(B)

∑
n

∑
|J |=|K|=n

n
2∑

p=0

(−1)p(2µ3)
n−2p

(
Λ3

2

)n [
Bn

c,h

]J,K
δJ, [2p,1n−2p]δK, [1n]

=
∑
n

∑
|J |=|K|=n

n
2∑

p=0

(−1)p(2µ3)
n−2p

(
Λ3

2

)n [
Bn

c,h

][2p,1n−2p],[1n]

=
∑
n

Λ3n2−n
∑

|J |=|K|=n

n
2∑

p=0

(−1)n−p(2µ3)
n−2p [Bn

c,h

][2p,1n−2p],J

× ⟨h|LJL−K |h⟩ (−1)n
[
Bn

c,h

]K,[1n]

=
∑
n

Λ3n2−n ⟨h, µ3, n|h, n⟩ (4.57)

となる. よって (B)の極限が証明できた.

(C)の極限は ⟨h|LKΦ2(1) |h1⟩からの寄与に対しても (B)の場合と同じ考察を行えば
よく,

qn ⟨h4|Φ3(1)L−J |h⟩ ⟨h|LKΦ2(1) |h1⟩ (4.58)

→
(C)

n
2∑

p=0

n
2∑

t=0

(−1)p+t(2µ3)
n−2p(2µ2)

n−2t
(
Λ2

4

)n

δJ, [2p,1n−2p] δK, [2t,1n−2t]

より
Bh4h3;h2h1;h(q) →

(C)

∑
n

Λ2n2−2n ⟨h, µ1, n|h, µ2, n⟩ (4.59)

となる.

(D)の極限は, µ1, µ2が極限に無関係であるから, 因子 ⟨h|LKΦ2(1) |h1⟩がそのまま残り

qn ⟨h4|Φ3(1)L−J |h⟩ ⟨h|LKΦ2(1) |h1⟩ →
(D)

(−1)nΛ2n ⟨h|LKΦ2(1) |h1⟩ δJ, [1n] (4.60)

となるので

Bh4h3;h2h1;h(q) →
(D)

∑
n

∑
|K|=n

(−1)nΛ2n
[
Bn

c,h

][1n],K ⟨h|LKΦ2(1) |h1⟩ (4.61)

=
⟨
h,Λ2

∣∣Φ2(1) |h1⟩

と計算できる.

(E)の極限も

qn ⟨h4|Φ3(1)L−J |h⟩ ⟨h|LKΦ2(1) |h1⟩ (4.62)

→
(E)

n
2∑

p=0

(−1)n−p(2µ3)
n−2p

(
Λ

2

)n

⟨h|LKΦ2(1) |h1⟩ δJ, [2p,1n−2p]
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より

Bh4h3;h2h1;h(q) →
(E)

∑
n

∑
|K|=n

(−1)n−p(2µ3)
n−2p

(
Λ

2

)n [
Bn

c,h

][2p,1n−2p],K ⟨h|LKΦ2(1) |h1⟩

=
⟨
h, µ3,

Λ
2

∣∣Φ2(1) |h1⟩ (4.63)

となる.

この定理と予想 4.1, 命題 4.2及び命題 4.3より, 以下の変種のAGT予想が得られる.

予想 4.12. Nf = 0, 1, 2, 3の U(2)ゲージ理論のNekrasov公式と, イレギュラーブロック
にその U(1)因子を掛けたものが, パラメータの読み替え (4.1)-(4.5)及び, p = p1 = −p2

の下で一致する：

Z
pureU(2)
Nek (Λ4, p⃗, b⃗) =

⟨
h,Λ2|h,Λ2

⟩
, (4.64)

Z
Nf=1U(2)
Nek (Λ3, µ, p⃗, b⃗) =

⟨
h, µ, Λ2 |h,Λ

2
⟩
, (4.65)

Z
Nf=2U(2)
Nek (Λ2, µ⃗, p⃗, b⃗) = e−

Λ2

2
⟨
h, µ1,

Λ
2 |h, µ2,

Λ
2

⟩
, (4.66)

Z
Nf=2U(2)
Nek (Λ2, µ⃗, p⃗, b⃗) =

⟨
h,Λ2

∣∣Φ2(1) |h1⟩ , (4.67)

Z
Nf=3U(2)
Nek (Λ, µ⃗, p⃗, b⃗) = e−

Λ
2
(µ1+µ2+Q)

⟨
h, µ3,

Λ
2

∣∣Φ2(1) |h1⟩ . (4.68)

これを Gaiotto予想という. Nf = 0, 1, 2の Gaiotto予想はすでに証明が与えられてい
る. この場合の証明を次章で述べる.

例 4.13. 最も簡単な場合のイレギュラーブロック
⟨
h,Λ2|h,Λ2

⟩
は, (4.53)と (2.71)-(2.73)

より ⟨
h,Λ2|h,Λ2

⟩
=
∑
n

Λ4n
[
Bn

c,h

][1n], [1n]
(4.69)

= 1 +
1

2h
Λ4 +

8h+ c

4h(16h2 + 2c h− 10h+ c)
Λ8

+
8c+ c2 − 26h+ 11ch+ 24h2

24h(2 + c− 7h+ ch+ 3h2)(c− 10h+ 2ch+ 16h2)
Λ12 + · · ·

と展開できる. これと例 3.2のピュアゲージ理論の場合を比較すれば一致していることが
確認できる.

この例のΛ12の項を見ると, 分子が因子化されておらず, あまり綺麗な形ではない. ここ
ではピュアゲージ理論の場合を考えているが, これは共形ブロック (2.78)のヤング図によ
る展開の仕方が悪く, その展開がいかに汚い形になっているかが表れている. これがAGT

予想によって改善され, Nekrasov公式のようなヤング図の展開を用いれば, 綺麗で明示的
な表示が共形ブロックに与えられるという期待が持たれている.
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5 Zamolodchikov漸化式を用いた証明

この章でNf = 0, 1, 2のGaiotto予想（予想 4.12）を Zamolodchikov漸化式を用いて証
明する. この漸化式は共形ブロックを変形した楕円的共形ブロックに関する漸化式であり,

共形ブロックを低次の項から決定することができる. これを用いてまずはイレギュラーブ
ロックの満たす漸化式を求める. そして Nekrasov公式も同じ漸化式を満たすから一致す
るという論法で証明する.

5.1 イレギュラーブロックの満たす漸化式

まず楕円的共形ブロックを以下のように定義する. またこの節では常にパラメトライズ
(4.1)-(4.5)を適用する.

定義 5.1. 楕円的共形ブロックHh4h3;h2h1;hを

Bh4h3;h2h1;h(q) =
( q

16Q

)p2
(1− q)

Q2

4
−h1−h3θ3(Q)3Q

2−4(h1+h2+h3+h4)Hh4h3;h2h1;h(Q)

(5.1)

によって定義する. ここに楕円関数を用いて

Q(q) = exp

[
−πK(1− q)

K(q)

]
, K(q) =

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− q t2)

(5.2)

とし, θ3(Q) =
∑∞

n=−∞Q(n2) = 1 + 2Q + 2Q4 + · · · と定めた. さらに楕円的共形ブロッ
クの 16Qによるレベル展開の係数をHn

h4h3;h2h1;h
と書く. つまり

Hh4h3;h2h1;h(Q) = 1 +

∞∑
n=1

(16Q)nHn
h4h3;h2h1;h (5.3)

とする.

このHn
h4h3;h2h1;h

の次数 nに関する漸化式（Zamolodchikov漸化式）が知られている.

事実 5.2 ([13, (13)], [34, 33]). 楕円的共形ブロックのHn
h4h3;h2h1;h

は漸化式

Hn
h4h3;h2h1;h = δn,0 +

∑
1≤rs≤n
(r,s≥0)

Ars
∏4

k=1 Yrs(µk)

h− hr,s
Hn−rs

h4h3;h2h1;hrs+rs (5.4)

を満たす. ここに整数 r, sに対して

hr,s =
Q2

4
− 1

4
(rb+ sb−1)2, (5.5)

Ars =
1

2

r∏
p=1−r

s∏
q=1−s

(p,q) ̸=(0,0), (r,s)

1

pb+ qb−1
, (5.6)

Yrs(µ) =
r−1∏

p=1−r
p+r=1mod 2

s−1∏
q=1−s

q+s=1mod 2

(
µ− pb+ qb−1

2

)
(5.7)

とした.
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注意 5.3. hr,sはパラメトライズが異なるだけで, 命題 2.13の hr,sと同じものである. 実
際−b2 = βとすれば一致する.

この楕円的共形ブロックに関する漸化式の極限を取って, イレギュラーブロックの漸
化式を導くことができる. そこでまず Yrs(µ)が µの rs次式であることに注意する. す
ると Hn

h4h3;h2h1;h
は µk の n次式であることが分かるので, 極限を取ったときに影響する

Hn
h4h3;h2h1;h

の中の µn4 の係数をHn(h, µ1, µ2, µ3)と書くことにする. またHn(h, µ1, µ2)を
µn3µ

n
4 の係数として定める. このとき (5.4)より漸化式

Hn(h, µ1, µ2, µ3) = δn,0 +
∑

1≤rs≤n

Ars
∏3

k=1 Yrs(µk)

h− hr,s
Hn−rs(hr,s + rs, µ1, µ2, µ3), (5.8)

Hn(h, µ1, µ2) = δn,0 +
∑

1≤rs≤n

Ars
∏2

k=1 Yrs(µk)

h− hr,s
Hn−rs(hr,s + rs, µ1, µ2) (5.9)

を満たすことが分かる. このHn(h, µ1, µ2, µ3)とHn(h, µ1, µ2)を用いてまず先に極限 (D)

と (E)を表せる.

命題 5.4 ([13, 2節]). 極限 (E)と (D)に対応したイレギュラーブロックは

⟨
h, µ3,

Λ
2

∣∣Φ2(1) |h⟩ = exp

(
− 1

64
Λ2 − 1

2
µ3Λ

)(
1 +

∞∑
n=0

Hn(h, µ1, µ2, µ3)Λ
n

)
, (5.10)

⟨
h,Λ2

∣∣Φ2(1) |h⟩ = exp

(
−Λ2

2

)(
1 +

∞∑
n=0

Hn(h, µ1, µ2)Λ
2n

)
(5.11)

を満たす.

証明. 楕円的共形ブロックの定義 (5.1)の極限を考えれば良い. まず Q(q)を q で展開す
ると

16Q(q) = q +
q2

2
+

21q3

64
+

31q4

128
+ · · · (5.12)

となるので (5.1)の右辺の１つ目の因子は q → 0に対して( q

16Q

)p2
→ 1 (5.13)

となる. これは (A)-(E)の極限すべてにおいて成立つ.

ここから極限 (E)について考える. (5.1)の残りの因子は

(1− q)
Q2

4
−h1−h3θ3(Q)3Q

2−4(h1+h2+h3+h4) =(1− q)−h1+
µ23
4 θ3(Q)Q

2−4(h1+h2)+2µ2
3 (5.14)

× (1− q)
1
2
µ3µ4(1− q)

1
4
µ2
4θ3(Q)2µ

2
4

と変形すると, (E)の場合は µ4以外の質量の極限はとらないので,

(1− q)−h1+
µ2
3
4 θ3(Q)Q

2−4(h1+h2)+2µ2
3 →
(E)

1 (5.15)
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となる. さらに,

(1− q)
1
2
µ3µ4 =

{(
1− Λ

µ4

)−µ4
Λ

}− 1
2
µ3Λ

→ exp

(
−1

2
µ3Λ

)
(5.16)

また (5.12)より

(1− q)
1
4
µ2
4θ3(Q)2µ

2
4 = (1− q)

1
4
µ2
4

(
1 +

1

8
q +

1

16
q2 + · · ·

)2µ2
4

(5.17)

=

(
1− 1

4
q − 3

32
q2 + · · ·

)µ2
4
(
1 +

1

4
q +

9

64
q2 + · · ·

)µ2
4

=

(
1− 1

64
q2 + · · ·

)µ2
4

→
(E)

exp

(
−Λ2

64

)
となる. またHn

h4h3;h2h1;h
は µkの n次式であることに注意し, Hn

h4h3;h2h1;h
の中の µn4 の係

数を見れば,

Hh4h3;h2h1;h(Q) →
(E)

(
1 +

∞∑
n=0

Hn(h, µ1, µ2, µ3)Λ
n

)
(5.18)

となることが分かる. 以上より (5.10)が成立する.

次に極限 (D)を考える. (D)では µ3, µ4以外の質量は極限に寄与しないから

(1− q)
Q2

4
−h1−h3θ3(Q)3Q

2−4(h1+h2+h3+h4) = (1− q)−h1θ3(Q)Q
2−4(h1+h2) (5.19)

× (1− q)
1
4
(µ3+µ4)2θ3(Q)2µ

2
3+2µ2

4

= (1− q)−h1θ3(Q)Q
2−4(h1+h2) (5.20)

× (1− q)
1
2
µ3µ4

{
(1− q)

1
4 θ3(Q)2

}µ2
3+µ2

4

(5.21)

と変形すれば,

(1− q)−h1θ3(Q)Q
2−4(h1+h2) →

(D)
1 (5.22)

となる. また q µ3 → 0, q µ4 → 0のように qの方が µ3, µ4より速く収束するから,{
(1− q)

1
4 θ3(Q)2

}µ2
3+µ2

4
=

(
1− 1

64
q2 + · · ·

)µ2
3
(
1− 1

64
q2 + · · ·

)µ2
4

→
(D)

1 (5.23)

となる. さらに

(1− q)
1
2
µ3µ4 →

(D)
exp

(
−Λ2

2

)
(5.24)

であるととと, Hn
h4h3;h2h1;h

の中の µn3µ
n
4 の係数に注意すれば (5.11)が成立する.

この命題によって (D)と (E)の場合のイレギュラーブロックの漸化式が求まる. タイプ
(A)と (B), (C)のイレギュラーブロックに関しても同じように漸化式が求まる.
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命題 5.5 ([13, (18)-(20)]). 極限 (A)と (B), (C)に対応したイレギュラーブロックは, 漸
化式

2−2n ⟨h, µ1, n|h, µ2, n⟩ (5.25)

= δn,0 +
∑

1≤rs≤n

Ars
∏2

k=1 Yrs(µk)

h− hr,s
2−2(n−rs) ⟨hr,s + rs, µ1, n− rs|hr,s + rs, µ2, n− rs⟩ ,

2−n ⟨h, µ, n|h, n⟩ = δn,0+
∑

1≤rs≤n

ArsYrs(µ)

h− hr,s
2−(n−rs) ⟨hr,s + rs, µ, n− rs|hr,s + rs, n− rs⟩ ,

(5.26)

⟨h, n|h, n⟩ = δn,0 +
∑

1≤rs≤n

Ars

h− hr,s
⟨hr,s + rs, n− rs|hr,s + rs, n− rs⟩ (5.27)

を満たす.

証明. 前の命題と同様に因子 (1− q)
Q2

4
−h1−h3θ3(Q)3Q

2−4(h1+h2+h3+h4) の極限を考えれば
よいが, タイプ (A)-(C)では全て 1に収束する. 実際, (C)の極限を考えると

(1− q)
Q2

4
−h1−h3θ3(Q)3Q

2−4(h1+h2+h3+h4) = (1− q)−
Q2

4
+ 1

4
(µ2

2+µ2
3)θ3(Q)−Q

2+2µ2
2+µ2

3

× (1− q)−
1
2
µ1µ2+

1
2
µ3µ4

{
(1− q)

1
4 θ3(Q)2

}µ2
2+µ2

3

(5.28)

となり, それぞれの因子は

(1− q)−
Q2

4
+ 1

4
(µ2

2+µ2
3)θ3(Q)−Q

2+2µ2
2+µ2

3 →
(C)

1, (5.29)

(1− q)−
1
2
µ1µ2+

1
2
µ3µ4 →

(C)
1, (5.30)

{
(1− q)

1
4 θ3(Q)2

}µ2
2+µ2

3
=

(
1− 1

64
q2 + · · ·

)µ2
1
(
1− 1

64
q2 + · · ·

)µ2
4

→
(C)

1 (5.31)

と 1に収束する. タイプ (B)と (A)の極限においても基本的に, (1−q)と
(
1− 1

64q
2 + · · ·

)
の積の形になり, その指数部分に µ1µ2µ4や µ1µ2µ3µ4が無いと 1以外の値に収束しないが,

このような項が指数部分に現れないので皆 1に収束してしまう.

このことと, Hn
h4h3;h2h1;h

の中の µn1µ
n
4 と µn1µ

n
2µ

n
4 と µn1µ

n
2µ

n
3µ

n
4 の係数に注意すれば, 漸

化式 (5.4)より命題が従う.

注意 5.6. (5.11)と (5.25)から,⟨
h,Λ2

∣∣Φ2(1) |h⟩ = e−
Λ2

2
⟨
h, µ1,

Λ
2 |h, µ2,

Λ
2

⟩
(5.32)

が得られる. これは予想 4.12から, どちらも同じ Nekrasov公式に一致するということか
らも読み取れる.

以上のようにイレギュラーブロックの満たす漸化式が求まった. 次節でこれと同じ漸化
式をNekrasov公式が満たすことを証明する.
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5.2 Nekrasov公式の満たす漸化式

この節でNekrasov公式の満たす漸化式を導き, Nf = 0, 1, 2のGaiotto予想の証明を一
通り終える. まずこの節ではNekrasov公式の qN の係数を Z

Nf

N inst(µ⃗, p⃗, b⃗)とおく. つまり

Z
Nf

N inst(µ⃗, p⃗, b⃗) =
∑

|Y⃗ |=N

Z
Nf

Y⃗
(µ⃗, p⃗, b⃗) (5.33)

とする. またこの Z
Nf

N inst(µ⃗, p⃗, b⃗)をインスタントン数N の分配関数と呼ぶ. これには次の
積分表示が知られている.

事実 5.7 ([13, (28)], [26]). インスタントン数N の分配関数は

Z
Nf

N inst(µ⃗, p⃗, b⃗) =
QN

N !

∮
R

dϕN
2πi

· · ·
∮
R

dϕ1
2πi

(
N∏
k=1

Qf (ϕk)

P(ϕk − i0)P(ϕk +Q+ i0)
(5.34)

×
N∏

i,j=1
i̸=j

ϕij(ϕij −Q)

(ϕij − b− i0)(ϕij − b−1 − i0)

)

という積分表示を持つ. ここに ϕij = ϕi − ϕj とし

P(ϕ) = (ϕ− p1)(ϕ− p2), Qf (ϕ) =

Nf∏
k=1

(ϕ+ µk +
Q

2
) (5.35)

と定めた.

注意 5.8. ここに述べた積分表示に現れる積分
∮
Rは, 実軸上の積分路を十分大きい上半平

面で閉じて留数積分することを意味する. その際, 例えば積分変数を xとし被積分関数の
分母に因子 (x − a − i0)がある場合は, aを実数だと考え, 極 a + i0は実軸上から虚軸方
向に少しだけずれた場所にあるとみて, 積分路の内側に入っているものとする. 逆に因子
(x− b+ i0)の与える極 b− i0は積分路の外にあるものとする. 例えば∮

R

dx

2πi

n∏
α=1

m∏
β=1

f(x)

(x− aα − i0)(x− bβ + i0)
=

n∑
α=1

m∏
β=1

f(aα)

(aα − bβ)
(5.36)

となる. ここに f(x)は積分が十分収束するような正則関数とし, aα, bβ は全て相異なるも
のとした. また aα, bβは一般に複素数を考えるので, 実際は実軸上の積分ではなく, +i0の
ついた極が内側に, −i0のついた極は外側にくるような閉曲線上で積分することを表して
いる.

ではこの積分がヤング図の組 Y⃗ = (Y (1), Y (2))の和で書けるということを説明する [10,

2節]. 初めは空のヤング図 (∅, ∅)を用意する. ϕ1から順に積分していくたびに, この中に
次の手順で箱を入れていく. まず ϕ1は極 p1, p2, ϕj + b, ϕj + b−1 を積分路の内側に持っ
ているが, 今は他の積分変数が入った極 ϕj + b, ϕj + b−1からくる項は考えず, p1もしくは
p2周りでの積分を考える. p1周りで積分した項には左側のヤング図に箱を入れ, p2周りで
積分した項には右側のヤング図に箱を入れる.
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(      ,      ) (      ,      )

p
1

p
2

ここで, 例えば p1周りで積分した項は

QN

N !

∮
R

dϕN
2πi

· · ·
∮
R

dϕ2
2πi

(
Qf (p1)

(p1 − p2 − i0)P(p1 +Q+ i0)
(5.37)

×
N∏
k=2

Qf (ϕk)

(((((((
(ϕk − p1 − i0)(ϕk − p2 − i0)P(ϕk +Q+ i0)

×
N∏
j=2

(p1 − ϕj)(p1 − ϕj −Q)

(p1 − ϕj − b− i0)(p1 − ϕj − b−1 − i0)

×
N∏
i=2

�����(ϕi − p1)(ϕi − p1 −Q)

(ϕi − p1 − b− i0)(ϕi − p1 − b−1 − i0)

×
N∏

i,j=2

ϕij(ϕij −Q)

(ϕij − b− i0)(ϕij − b−1 − i0)

)

となる. このとき被積分関数の分子にあった因子 ϕij によって, 積分変数 ϕ2, ϕ3, . . . , ϕN の
極 p1は消えることが分かる. また新たに極 p1 + b, p1 + b−1 が現れている.

次に ϕ2で積分することを考える. ϕ2は極 p1 + b, p1 + b−1, p2 を持つ. p1 + b周りで積
分した項は, 左側のヤング図の垂直方向, つまり元々あった箱の下に箱を置く. p1 + b−1周
りで積分した項は, 左側のヤング図の水平方向, つまり元々あった箱の右に箱を置く. p2周
りで積分した項は, 右側のヤング図に箱を入れる.

(      ,      ) (      ,      )

p + b 
1

p
2

p + b
1

-1

(      ,      )

さらに p1 + b周りで積分した項を考えると, 積分変数 ϕ3, ϕ4, . . . , ϕN の極 p1 + bは分子の
因子 ϕij によって消えることが分かる. そして新たに極 p1 + 2b, p1 + b+ b−1が現れる. し
かし, ここで被積分関数の分子にあった因子 ϕij −Qによって, (5.37)でいうと４行目の因
子 (ϕi − p1 −Q)によって極 p1 + b+ b−1は消えることが分かる.

次に ϕ3 で積分することを考える. （ϕ2 の積分を p1 + b 周りで行った後の）ϕ3 は極
p1 + b−1, p1 + 2b, p2を持つ. p1 + b−1周りで積分した項は左側のヤング図の水平方向に,

p1 + 2b周りで積分した項は左側のヤング図の垂直方向に, p2周りで積分した項は右側の
ヤング図に箱を入れる.

このような操作を繰り返して, 一般に p1 + rb+ sb−1周りで積分したらヤング図の座標
(r+1, s+1)に箱を置く. ここで分子の因子 ϕijにより, 同じ場所に２重に箱を置くことは
あり得ない. また因子 ϕij −Qの役割によって, ヤング図として矛盾した図形は現れない.

例えば, 上で述べたように ϕ2 = p1 + b周りで積分したときの ϕ3の極 p1 + b + b−1は, き
ちんと消える.
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(      ,      ) (      ,      )

p + 2b 
1

p
2

(      ,      )

p + b
1

-1
p + b + b 

1

-1

(      ,      )

ちなみに, さらにϕ3の積分を p1+b
−1周りで行った項では, 分子にあった因子 (ϕi−p1−Q)

がすでに一度約分されているから, 新たに生じる極 p1+ b+ b−1が消えることはない. 一般
に, rs− 1個の極 p1 + (m− 1)b+ (n− 1)b−1（0 ≤ m ≤ r, 0 ≤ n ≤ s, (m,n) ̸= (r, s)）を
計算すると極 p1 + (r− 1)b+ (s− 1)b−1が現れる. ヤング図で説明すると, 座標 (r, s)に対
して, その座標より左上の部分（下図）が箱で埋め尽くされているとき, 初めて座標 (r, s)

に箱を置くことができる.

r

s

極 p2 + (r − 1)b + (s − 1)b−1 に関しても, 右側のヤング図形において同じ議論ができる.

従って積分はN 重であるから, この積分表示は大きさがN のヤング図の組でパラメトラ
イズされた項の和で書くことができる. また, 他の積分変数が入った極からくる項も考慮
すると, 同じヤング図の組を表す項がN !通り現れる.

この事実を用いて, Nekrasov公式がイレギュラーブロックと同じ漸化式を満たすことを
証明できる. 実はイレギュラーブロックの満たす漸化式は変数 hに関する極の位置と, そ
の留数を表す式になっていることが分かる. そこで Nekrasov公式に関しても, 積分表示
(5.34)を積分し終えた後の変数 p1, p2の極の位置と, その留数について考える. その為に
以下の補題を用意する.

補題 5.9 ([13, Appendix]). 正則関数 f(ϕ1, . . . , ϕN )を積分

F f
N ({aα}, {ϵk}) =

∮
R

dϕ1
2πi

· · ·
∮
R

dϕN
2πi

f(ϕ1, . . . , ϕN ) (5.38)

×
∏
α

N∏
i=1

1

ϕi − aα − i0

∏
k

N∏
i, j=1
i̸=j

1

ϕij − ϵk − i0

が全ての議論の上で十分収束するものとする. このとき関数 F f
N ({aα}, {ϵk})は全ての aα

に関して正則である.

証明. まず ϕN で積分する. 積分変数 ϕN は極 aα, ϕj + ϵk と ϕj − ϵk を持っており, この
補題の場合では極 aα, ϕj + ϵk を含む閉曲線上で積分すればよい. そこで積分路 C を aα,

ϕj + ϵk と ϕj − ϵk の全ての極を含むものとし, 積分路 Cj,k を極 ϕj − ϵk だけを含むような
経路とする. すると ϕN の積分路は

C −
∑
j,k

Cj,k (5.39)
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にとって計算すればよい. F f
N ({aα}, {ϵk})において, ϕN を含んでいない因子と残りの積分

を一旦無視したものを T と書くと, T は Cj,k上の積分の和に帰着できて

T =
∑
j, l

∮
−Cj,l

dϕN
2πi

f(ϕ1, . . . , ϕN )
∏
α

1

ϕN − aα − i0
(5.40)

×
∏
k

N−1∏
i=1

1

ϕN − ϕi − ϵk − i0

−1

ϕN − ϕi + ϵk + i0

= −
∑
j, l

f(ϕ1, . . . , ϕj − ϵl)
∏
α

1

ϕj − ϵl − aα − i0

×
∏
k

N−1∏
i=1

1

ϕji − ϵl − ϵk − i0

∏
k

N−1∏
i=1

(i,k)̸=(j,b)

−1

ϕji − ϵl + ϵk + i0

=
∑
j, l

f(ϕ1, . . . , ϕj − ϵl)
∏
α

1

ϕj − ϵl − aα − i0

1

2ϵl

×
∏
k

N−1∏
i=1

(i,k)̸=(j,l)

1

ϕji − ϵl − ϵk − i0

−1

ϕji − ϵl + ϵk + i0

=
∑
j, l

f(ϕ1, . . . , ϕj − ϵl)
∏
α

1

ϕj − ϵl − aα − i0

1

2ϵl

×
∏
k

N−1∏
i=1

(i,k)̸=(j,l)

−1

ϕij + ϵk + ϵl + i0

1

ϕij − ϵk + ϵl − i0

と表すことができる. さらにこの式の４行目の文字を単に (i, k) ↔ (j, l)と置き換えたもの
と, ５行目の式を足したものは

2T =
∑
i, k

f(ϕ1, . . . , ϕi − ϵk)
∏
α

1

ϕi − ϵk − aα − i0

1

2ϵk

×
∏
l

N−1∏
j=1

(i,k)̸=(j,l)

1

ϕij − ϵk − ϵl − i0

−1

ϕij − ϵk + ϵl + i0

+
∑
j, l

f(ϕ1, . . . , ϕj − ϵl)
∏
α

1

ϕj − ϵl − aα − i0

1

2ϵl

×
∏
k

N−1∏
i=1

(i,k)̸=(j,l)

−1

ϕij + ϵk + ϵl + i0

1

ϕij − ϵk + ϵl − i0
(5.41)

となる. この式を見ると T の中の ϕN 以外の積分変数 ϕiは, 新たな極 aα + ϵk + i0, ϕj +

ϵk + ϵl + i0と ϕj − ϵk − ϵl − i0を持つことが分かる. よって T を残りの積分の中に戻せば,

残りの積分は新たに生じた極 aα + ϵk, ϕj + ϵk + ϵlも含んだ閉曲線上で積分すればよい. こ
こで, さらに極 ϕj + ϵk − ϵlも生じているように見えるが, これは見かけ上の極であり, こ
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の点で T は有限である. 実際, ϕi → ϕj + ϵk − ϵlに対して

f(ϕ1, . . . , ϕi − ϵk)
∏
α

1

ϕi − ϵk − aα
→ f(ϕ1, . . . , ϕj − ϵl)

∏
α

1

ϕj − ϵl − aα
(5.42)

であり, また

∏
l′

N−1∏
j′=1

(i,k)̸=(j′,l′)
(j,l) ̸=(j′,l′)

1

ϕij′ − ϵk − ϵl′

−1

ϕij′ − ϵk + ϵl′
→

∏
k′

N−1∏
i′=1

(i′,k′)̸=(j,l)
(i′,k′ )̸=(i,k)

−1

ϕi′j + ϵk′ + ϵl

1

ϕi′j − ϵk′ + ϵl
(5.43)

となっているので極 ϕi = ϕj + ϵk − ϵlにおける留数は

1

2ϵk

1

ϕij − ϵk − ϵl
+

1

2ϵl

1

ϕij + ϵk + ϵl
=

(ϵk + ϵl)(ϕij − ϵk + ϵl)

2ϵkϵl (ϕij − (ϵk + ϵl)2)
(5.44)

という因子を含んでいる. 従って T は ϕi → ϕj + ϵk − ϵlで発散しない.

以上により, T を残りの N − 1 重の積分に戻して考えれば, F f
N ({aα}, {ϵk}) は再び

F f
N ({aα}, {ϵk})の定義と同じ構造をしているN − 1重積分の和になることが分かる. ただ
しパラメータの集合は

{aα} → {aα, aα + ϵk}, {ϵk} → {ϵk, ϵk + ϵl} (5.45)

と拡大され, また正則関数 f は別のN − 1変数の正則関数に置き換わる.

この議論を繰り返せば F f
N ({aα}, {ϵk})は最終的に, １変数の正則関数 f̃(ϕ)と, N − 1個

の和まで許したパラメータの集合

{eA} = {0, ϵk, ϵk + ϵl, . . .} (5.46)

を用いて, ∮
R

dϕ1
2πi

f̃(ϕ1)
∏
α

∏
A

1

ϕ1 − aα − eA − i0
=
∏
α

∏
A

f̃(aα + eA) (5.47)

という正則関数の和になることが分かる. 以上により, F f
N ({aα}, {ϵk})は全ての aαに関し

て正則であることが証明できた.

注意 5.10. この補題において F f
N ({aα}, {ϵk})の被積分関数に因子

∏
ν

N∏
i=1

1

ϕi − ξν + i0
(5.48)

が含まれているとき, F f
N ({aα}, {ϵk})は aα = ξν + eAにだけ極を持つ可能性がある. ここ

に eA ∈ {0, ϵk, ϵk + ϵl, . . .}である. 状況だけ説明すると, 積分路の内側にある極 aα − eAが
どのように動いても, 積分路変形の原理から積分が発散することはない. このことはこの
補題により保障される. しかし今, 極 ξν が積分路の外にあるので, この極に aα − eAが衝
突すると, 積分路の逃げ道がなくなり積分は発散してしまう可能性がある.
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この注意を Nekrasov公式の積分表示に置き換えると, Z
Nf

N inst(µ⃗, p⃗) の変数 p1の極の位
置が分かる. 特に Nekrasov公式の場合は, 被積分関数の分子にある因子 ϕij と ϕij − Q

の役割によって, 同じ場所で二重に積分することはない. 従って Z
Nf

N inst(µ⃗, p⃗, b⃗)では, 極
p1 = p2− (rb+sb−1)が現れ, パラメータ bが genericなとき, この極は単純極であることが
分かる. また p2 = −p1 − (rb+ sb−1)の極も同じように生じる. よって以下の命題が従う.

命題 5.11 ([13, Appendix]). Z
Nf

N inst(µ⃗, p⃗, b⃗) は変数 p12 ≡ p1 − p2に関して, パラメータ b

が genericなとき, 単純極 p12 = ∓(rb + sb−1)（1 ≤ r, s ≤ N, rs ≤ N）を持ち, この点以
外では正則である.

この命題によりNekrasov公式の極の位置が分かったので, さらにその留数を調べる.

命題 5.12 ([13, (32)]). Z
Nf

N inst(µ⃗, p⃗, b⃗)の極 p12 = −(rb+ sb−1) における留数は

ResZ
Nf

N inst(µ⃗, p⃗, b⃗) = Res
p12=−(rb+sb−1)

Z
Nf

Y⃗rs
(µ⃗, p⃗, b⃗)×ZNf

N−rs inst(µ⃗, p1+rb, p1+sb
−1, b⃗) (5.49)

となる. ここにヤング図の組 Y⃗rsは, 左側に r × sの長方形ヤング図形を入れ, 右側は空の
もの ([rs], [0]) である.

証明. まずヤング図が長方形 r × s になる積分を先に行ったものを考える. そこで r, s

（1 ≤ r, s ≤ N, rs ≤ N）に対してKrsを

Krs = Res
p12=−(rb+sb−1)

∮
R

dϕrs
2πi

· · ·
∮
R

dϕ1
2πi

N∏
k=rs+1

rs∏
i=1

ϕ2ki(ϕ
2
ki −Q2)

(ϕ2ki − (b− i0)2)(ϕ2ki − (b− i0)−2)

×
rs∏
i=1

Qf (ϕi)

P(ϕi − i0)P(ϕi +Q+ i0)

∏
i ̸=j

ϕij(ϕij −Q)

(ϕij − b− i0)(ϕij − b−1 − i0)

(5.50)

とする. このとき rs重の積分で p12 = −(rb+ sb−1)における留数を取っているので, ヤン
グ図が長方形 r × sになるもの以外の項は影響しない. よって

Qrs

(rs)!
Krs = Res

p12=−(rb+sb−1)
Z

Nf

Y⃗rs
(µ⃗, p⃗, b⃗)

N∏
k=rs+1

r∏
m=1

s∏
n=1

(ϕk − xmn)
2((ϕk − xmn)

2 −Q2)

((ϕk − xmn)2 − b2)((ϕk − xmn)2 − b−2)

(5.51)

となる. ここに xmn = p1 + (m− 1)b+ (n− 1)b−1とした. 残りのN − rs重の積分からは
極 p12 = −(rb+ sb−1)はもう生じないから, Z

Nf

N instの p12 = −(rb+ sb−1)における留数は
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Krsを用いて,

ResZ
Nf

N inst =
QN−rs

(N − rs)!

∮
R

dϕN
2πi

· · ·
∮
R

dϕrs+1

2πi

N∏
k,l=rs+1

k ̸=l

ϕkl(ϕkl −Q)

(ϕkl − b− i0)(ϕkl − b−1 − i0)

×
N∏

k=rs+1

Qf (ϕi)

P(ϕk − i0)P(ϕk +Q+ i0)

Qrs

(rs)!
Krs

∣∣∣∣∣
p12=−(rb+sb−1)

(5.52)

と表せる. この積分の中身を計算していくと

1

P(ϕk)P(ϕk +Q)
×

r∏
m=1

s∏
n=1

(ϕk − xmn)
2((ϕk − xmn)

2 −Q2)

((ϕk − xmn)2 − b2)((ϕk − xmn)2 − b−2)
(5.53)

=
1

P(ϕk)P(ϕk +Q)
× (ϕk − xrs)(ϕk − x11)(ϕk − x00)(ϕk − xr+1 s+1)

(ϕk − x0s)(ϕk − xr+11)(ϕk − xr0)(ϕk − x1 s+1)

=
1

P̃(ϕk)P̃(ϕk +Q)
× (ϕk − p1 − rb− sb−1 +Q)(ϕk − p1 − rb− sb−1)

(ϕk − p2)(ϕk +Q− p2)

−→
p12→−(rb+sb−1)

1

P̃(ϕk)P̃(ϕk +Q)

∣∣∣∣∣
p12=−(rb+sb−1)

となる. ここに

P̃(ϕ) = (ϕ− p1 − rb)(ϕ− p1 − sb) = (ϕ− xr+11)(ϕ− x1 s+1) (5.54)

とした. 従って,

ResZ
Nf

N inst =
QN−rs

(N − rs)!

∮
R

dϕN
2πi

· · ·
∮
R

dϕrs+1

2πi

N∏
k,l=rs+1

k ̸=l

ϕkl(ϕkl −Q)

(ϕkl − b− i0)(ϕkl − b−1 − i0)

×
N∏

k=rs+1

Qf (ϕi)

P̃(ϕk − i0)P̃(ϕk +Q+ i0)

∣∣∣∣∣
p12=−(rb+sb−1)

ResZ
Nf

Y⃗rs
(µ⃗, p⃗, b⃗)

= ResZ
Nf

Y⃗rs
(µ⃗, p⃗, b⃗)× Z

Nf

N−rs inst(µ⃗, p1 + rb, p1 + sb−1, b⃗) (5.55)

となるので命題が成立する.

この命題によって, 各極の留数がN より低いインスタントン数の分配関数で書けている
ことが分かる. ここからさらに p = p1 = −p2とおいて留数計算を進めると, 次の命題を
得る.

命題 5.13 ([13, (34)]). p = p1 = −p2とする. このとき, 整数 r, s（1 ≤ r, s ≤ N, rs ≤ N）
に対して,

Z
Nf

N inst(µ⃗, p, b⃗) = −
4Ars

∏Nf

k=1 Yrs(µk)

4p2 − (rb+ sb−1)2
Z

Nf

N−rs inst(µ⃗,
1
2(rb− sb−1), b⃗) (5.56)

+O(1)(p → ±1
2(rb+ sb−1))
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となる. ここにZ
Nf

N inst(µ⃗, p, b⃗) = Z
Nf

N inst(µ⃗, p,−p, b⃗)とした. また Ars と Yrs は (5.6), (5.7)

と同じものである.

証明. 前の命題を用いて留数 Resp12=−(rb+sb−1) Z
Nf

Y⃗rs
(µ⃗, p⃗, b⃗) を計算すればよい. まずヤン

グ図の組 Y⃗rsに対するベクトル多重項は

Zvect
Y⃗rs

(⃗p, b⃗) =
∏

(i,j)∈[sr]

(
(A[sr](i, j) + 1)b−1 − L[sr](i, j)b

)−1
(5.57)

×
∏

(i,j)∈[sr]

(
−A[sr](i, j)b

−1 + (L[sr](i, j) + 1)b
)−1

×
∏

(i,j)∈[sr]

(
p12 + (A[sr](i, j) + 1)b−1 − L[0](i, j)b

)−1
×

∏
(i,j)∈[sr]

(
−p12 −A[0](i, j)b

−1 + (L[sr](i, j) + 1)b
)−1

=
r∏

i=1

s∏
j=1

(
(s− j + 1)b−1 − (r − i)b

)−1 (−(s− j)b−1 + (r − i+ 1)b
)−1

×
(
p12 + (s− j + 1)b−1 + ib

)−1 (−p12 + jb−1 + (r − i+ 1)b
)−1

となるので, この p12 = −(rb+ sb−1)における留数は

ResZvect
Y⃗rs

(⃗p, b⃗) =
0∏

i=1−r

s∏
j=1

(
ib+ jb−1

)−1 r∏
i=1

0∏
j=1−s

(
ib+ jb−1

)−1
(5.58)

×
0∏

i=1−r

0∏
j=1−s

(i,j)̸=(0,0)

(
ib+ jb−1

)−1 r∏
i=1

s∏
j=1

(
ib+ jb−1

)−1

=
2Ars

rb+ sb−1

となる. 次に物質場からくる留数への寄与を考える. ここで p = p1 = −p2 であることを
考慮すると p12 = −(rb+ sb−1)における留数は

p = −rb+ sb−1

2
(5.59)

における留数に置き換わるので, 物質場からの寄与は

Nf∏
k=1

Zhyper

Y⃗
(µk +

Q
2 , p, b⃗)

∣∣∣∣∣
p=− rb+sb−1

2

=

Nf∏
k=1

r∏
i=1

s∏
j=1

(
−rb+ sb−1

2
+ (i− 1)b+ (j − 1)b−1 + µk +

Q

2

)
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=

Nf∏
k=1

r∏
i=1

s∏
j=1

(
µk −

(r + 1− 2i)b+ (s+ 1− 2j)b−1

2

)

=

Nf∏
k=1

Yrs(µk) (5.60)

となる. また

Z
Nf

N−rs inst(µ⃗, p+ rb, p+ sb−1, b⃗)
∣∣∣
p=− rb+sb−1

2

= Z
Nf

N−rs inst(µ⃗,
rb−sb−1

2 ,− rb−sb−1

2 , b⃗) (5.61)

= Z
Nf

N−rs inst(µ⃗,
rb−sb−1

2 , b⃗)

であるので, 以上の計算と命題 5.12より,

Z
Nf

N inst(µ⃗, p, b⃗) =
2Ars

∏Nf

k=1 Yrs(µk)

(2p+ rb+ sb−1)(rb+ sb−1)
Z

Nf

N−rs inst(µ⃗,
1
2(rb− sb−1), b⃗) (5.62)

+O(1)(p → −1
2(rb+ sb−1))

となる. ヤング図の組 ([0], [sr])を考えれば p21の極も同様に計算できるので,

Z
Nf

N inst(µ⃗, p, b⃗) =
2Ars

∏Nf

k=1 Yrs(µk)

(−2p+ rb+ sb−1)(rb+ sb−1)
Z

Nf

N−rs inst(µ⃗,
1
2(rb− sb−1), b⃗) (5.63)

+O(1)(p → 1
2(rb+ sb−1))

となることも分かる.

ここで, Z
Nf

N inst(µ⃗, p, b⃗)は pの有理式であるから, 部分分数分解した形を考えれば O(1)

の中に他の極が (5.62)や (5.63)のような形でそのまま隠れていることが分かる. そこで極
p = −1

2(rb+ sb−1)の項と極 p = 1
2(rb+ sb−1)の項とを足し合わせれば,

2Ars
∏Nf

k=1 Yrs(µk)

(2p+ rb+ sb−1)(rb+ sb−1)
+

2Ars
∏Nf

k=1 Yrs(µk)

(−2p+ rb+ sb−1)(rb+ sb−1)
= −

4Ars
∏Nf

k=1 Yrs(µk)

4p2 − (rb+ sb−1)2

(5.64)

となるので命題が成立する.

この命題の (5.56)はO(1)の中に隠れている他の極も考慮すれば, ほぼイレギュラーブ
ロックの満たす漸化式である. あとは物質場の数に応じて, このO(1)の中の pに関して特
異性を持たない項を調べればよい.

Z
Nf

Y⃗
(µ⃗, p⃗, b⃗)の pに関する次数を考えると, 分子はNf

∣∣Y (1)
∣∣ +Nf

∣∣Y (2)
∣∣ = NfN 次, 分

母は 2
∣∣Y (1)

∣∣+ 2
∣∣Y (2)

∣∣ = 2N 次であるから

Z
Nf

Y⃗
(µ⃗, p, b⃗) = O(pN(Nf−2))(p → ∞) (5.65)

となる. よってNf = 0, 1のときは

lim
p→∞

Z
Nf

N inst(µ⃗, p, b⃗) = δ0,N (5.66)
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となって Z
Nf

N inst(µ⃗, p, b⃗)の定数項が分かる. 従って漸化式

Zpure
N inst(p, b⃗) = δ0,N −

∑
1≤rs≤N

4Ars

4p2 − (rb+ sb−1)2
Zpure
N−rs inst(

1
2(rb− sb−1), b⃗), (5.67)

Z
Nf=1
N inst(µ, p, b⃗) = δ0,N −

∑
1≤rs≤N

4ArsYrs(µ)

4p2 − (rb+ sb−1)2
Z

Nf=1
N−rs inst(µ,

1
2(rb− sb−1), b⃗) (5.68)

を得ることができる. これはパラメータの変換 (4.1)-(4.5)の下で, イレギュラーブロック
の満たす漸化式 (5.27), (5.26)と一致することが分かる. 以上により

Zpure
N inst(p, b⃗) = ⟨h,N |h,N⟩ , (5.69)

Z
Nf=1
N inst(µ, p, b⃗) = 2−N ⟨h, µ,N |h,N⟩ (5.70)

となるからNf = 0, 1のAGT予想

Z
pureU(2)
Nek (Λ4, p, b⃗) =

⟨
h,Λ2|h,Λ2

⟩
, (5.71)

Z
Nf=1U(2)
Nek (Λ3, µ, p, b⃗) =

⟨
h, µ, Λ2 |h,Λ

2
⟩

(5.72)

が証明できた.

次にNf = 2の場合を考える. この場合の定数項は非自明な値を持つ.

命題 5.14 ([13, 3節]). Nf = 2におけるインスタントン数N の分配関数の極限は

lim
p→∞

Z
Nf=2
N inst(µ⃗, p, b⃗) =

1

N !

(
−1

2

)N

(5.73)

となる.

証明. この極限は一旦Nf = 2のNekrasov公式全体 Z
Nf=2U(2)
Nek (q, µ⃗, p⃗, b⃗) の極限を計算す

ることで得ることができる. まずベクトル多重項の中にある因子を

FY⃗ αβ =
∏

(i,j)∈Y (α)

(pα − pβ + (AY (α)(i, j) + 1)b−1 − LY (β)(i, j)b) (5.74)

×
∏

(i,j)∈Y (β)

(pα − pβ −AY (β)(i, j)b−1 + (LY (α)(i, j) + 1)b)

とおく. つまり

Zvect
Y⃗

(⃗p, b⃗) =
2∏

α,β=1

1

FY⃗ αβ

(5.75)

とする. この中の pに依存する部分と物質場を組み合わせて考えると∏2
k=1 Z

hyper

Y⃗

FY⃗ 12FY⃗ 21

∼ p2|Y⃗ |

(2p)|Y
(1)|(−2p)|Y

(2)|(2p)|Y
(2)|(−2p)|Y

(1)|
(5.76)

−→
p→∞

(
−1

4

)|Y⃗ |
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でなるので, Nekraosv公式全体の極限は

lim
p→∞

Z
Nf=2U(2)
Nek (q, µ⃗, p⃗, b⃗) =

∞∑
N=0

qN
∑

|Y⃗ |=N

(
−1

4

)N

F−1
Y⃗ 11

F−1
Y⃗ 22

(5.77)

=

∞∑
M=0

∑
|Y (1)|=M

∞∑
L=0

∑
|Y (2)|=L

(
−q
4

)M+L
F−1
Y⃗ 11

F−1
Y⃗ 22

=

 ∞∑
N=0

(
−q
4

)N ∑
|Y |=N

∏
(i,j)∈Y

GY (i, j)
−1

2

となる. ここに

GY (i, j) =
(
(AY (i, j) + 1)b−1 − LY (i, j)b

)
(5.78)

×
(
−AY (i, j)b

−1 + (LY (i, j) + 1)b
)

とした. さらに
ZN (b) =

∑
|Y |=N

∏
(i,j)∈Y

GY (i, j)
−1 (5.79)

とすれば, この分配関数 ZN (b)には積分表示

ZN (b) =
QN

N !

∮
R

dϕN
2πi

· · ·
∮
R

dϕ1
2πi

N∏
k=1

1

(ϕk − i0)(ϕk +Q+ i0)
(5.80)

×
N∏

i,j=1
i̸=j

ϕij(ϕij −Q)

(ϕij − b− i0)(ϕij − b−1 − i0)

が知られている [13, (38)].

この分配関数の値がどのようになっているかを考える. まず変数 bに関する極の位置を調
べることができる. 積分表示が分かっているので注意 5.10で述べたことを用いれば, ZN (b)

は
rb+ sb−1 = 0, r, s ∈ N (5.81)

のとき特異性を持つ可能性がある. しかし, このとき bは純虚数であるので, b =
√
−1b

（ b ∈ R ）と書くことができ,

GY (i, j) =

(
(AY (i, j) + 1)

1√
−1b

− LY (i, j)
√
−1b

)
(5.82)

×
(
−AY (i, j)

1√
−1b

+ (LY (i, j) + 1)
√
−1b

)
(5.83)

=
1

b2
(
(AY (i, j) + 1) + LY (i, j)b

2
)

(5.84)

×
(
AY (i, j) + (LY (i, j) + 1)b2

)
(5.85)

> 0
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となることが分かる. よって rb + sb−1 = 0のとき ZN (b)は特異性を持たない. 従って
ZN (b)は bに関して整関数である.

また ZN (b)は有界である. 実際, LY (i, j) ̸= 0であるとき

GY (i, j)
−1 → 0 (b→ ∞) (5.86)

となるので, ZN (b)の b→ ∞による極限は, ヤング図が [N ]となる項のみが残って

lim
b→∞

ZN (b) = lim
b→∞

∏
(i,j)∈[N ]

1

(AY (i, j) + 1)b−1 (−AY (i, j)b−1 + b)
=

N−1∏
j=0

1

1 + j
=

1

N !

(5.87)

となり, 発散しないので ZN (b)は有界である.

ここで有界な整関数は定数関数に限るので, ZN (b)は実は bに依存しておらず,

ZN (b) =
1

N !
(5.88)

となっていることが分かる. 従って

lim
p→∞

Z
Nf=2U(2)
Nek (q, µ⃗, p⃗, b⃗) =

( ∞∑
N=0

(
−q
4

)N 1

N !

)2

(5.89)

=
(
exp

(
−q
4

))2
= exp

(
−q
2

)
とNekrasov公式全体の極限が分かる.

ここからインスタントン数がN の分配関数の極限も

exp
(
−q
2

)
=
∞∑

N=0

1

N !

(
−q
2

)N

=
∞∑

N=0

qN lim
p→∞

Z
Nf

N inst(µ⃗, p, b⃗) (5.90)

において qN の係数を比較すれば

lim
p→∞

Z
Nf

N inst(µ⃗, p, b⃗) =
1

N !

(
−1

2

)N

(5.91)

となることが分かる. 以上により命題が証明できた.

この命題と命題 5.13からNf = 2のNekrasov公式の満たす漸化式

Z
Nf=2
N inst(µ⃗, p, b⃗) =

1

N !

(
−1

2

)N

+
∑

1≤rs≤N

4Ars
∏2

k=1 Yrs(µk)

4p2 − (rb+ sb−1)2
Z

Nf=2
N−rs inst(µ,

1
2(rb− sb−1), b⃗)

(5.92)

を得ることができる. 後はイレギュラーブロックの満たす漸化式との一致を確認すればよ
いが, Nf = 2の場合は U(1)因子の寄与がある分, この確認が多少複雑になる.
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イレギュラーブロックの満たす漸化式 (5.11)を, Λで展開し直すと,

⟨
h,Λ2

∣∣Φ2(1) |h⟩ =
∞∑

m,n=0

1

m!

(
−1

2

)m

Hn(h, µ1, µ2)Λ
2(n+m) (5.93)

=
∞∑

N=0

N∑
m=0

1

m!

(
−1

2

)m

HN−m(h, µ1, µ2)Λ
2N

となる. ここで, Λ2N の係数を ĤN (h, µ1, µ2)とおく. つまり

ĤN (h, µ1, µ2) =
N∑

m=0

1

m!

(
−1

2

)m

HN−m(h, µ1, µ2) (5.94)

としてこれの満たす漸化式を調べる. すると, 漸化式 (5.9)より

ĤN (h) =
1

N !

(
−1

2

)N

+
N−1∑
m=1

∑
1≤rs≤N−m

4Ars
∏2

k=1 Yrs(µk)

h− hr,s

1

m!

(
−1

2

)m

HN−m−rs(hr,s + rs)

=
1

N !

(
−1

2

)N

+
∑

1≤rs≤N

N−rs∑
m=0

4Ars
∏2

k=1 Yrs(µk)

h− hr,s

1

m!

(
−1

2

)m

HN−m−rs(hr,s + rs)

=
1

N !

(
−1

2

)N

+
∑

1≤rs≤N

4Ars
∏2

k=1 Yrs(µk)

h− hr,s
ĤN−rs(hr,s + rs) (5.95)

となることが分かる. ここに引数 µ1, µ2は省略した. これはNf = 2の Nekrasov公式と,

パラメータの読み替え (4.2)の下で一致していることが分かる. 以上よりNf = 2の場合の
AGT予想

Z
Nf=2U(2)
Nek (Λ2, µ⃗, p, b⃗) =

⟨
h,Λ2

∣∣Φ2(1) |h1⟩ = e−
Λ2

2
⟨
h, µ1,

Λ
2 |h, µ2,

Λ
2

⟩
(5.96)

が証明できた.

この証明をNf = 3の場合に拡張しようとすると, (5.65)から分かるようにNekrasov公
式の pのオーダーが 1以上になるので, 極限を取って特異性を持たない項を調べることが
困難になる. このことが原因で Zamolodchikov漸化式を用いた AGT予想の証明は, 現在
Nf ≤ 2の場合しか与えられていない.
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6 Jack多項式とMacdonald多項式

この章では 7章で用いる一般化された Jack多項式を考える為の準備として, Jack対称
多項式の基本的な内容についてまとめる. さらに Jack対称多項式を拡張したMacdonald

対称多項式という重要な多項式についても説明する.

これらを記述する為に, まずいくつかの基本的な対称多項式を説明しておく.

定義 6.1. ℓ(λ) ≤ nとなるパーティション λに対して

mλ =
∑

(a1, a2, . . . , an)
：λの異なる置換

xa11 x
a2
2 · · ·xann (6.1)

によって n変数のモノミアル対称多項式mλを定義する. また ℓ(λ) > nのときはmλ = 0

とする.

このとき n変数のモノミアル多項式全体は, 整数係数の対称多項式の空間

Λn = Z[x1, . . . , xn]Sn (6.2)

の Z-基底となる.

例 6.2. 例えば３変数のモノミアル多項式は

m(3,3,0) = x31x
3
2 + x32x

3
3 + x31x

3
3, (6.3)

m(3,2,1) = x31x
2
2x3 + x31x2x

2
3 + x21x

3
2x3 (6.4)

+ x21x2x
3
3 + x1x

3
2x

2
3 + x1x

2
2x

3
3,

m(2,2,2) = x21x
2
2x

2
3 (6.5)

となる. このときドミナンス半順序で低いパーティションに対応するものは, 次数が平均
化されていることに注意する.

定義 6.3. 非負整数 iに対して pi =
∑n

k=1 x
i
kとおき, パーティション λに対して

pλ =

ℓ(λ)∏
i=1

pλi
(6.6)

によって n変数の冪和対称多項式 pλを定義する.

例 6.4. 例えば３変数の冪和多項式は

p(2,1) = (x21 + x22 + x23)(x1 + x2 + x3) (6.7)

などとなる.

次に対称多項式を無限変数に拡張した対称関数を定義する. 制限準同型 ρn,m : Λn →
Λm (n ≥ m)を f(x) ∈ Λnに対して

ρn,m (f(x1, . . . , xn)) = f(x1, . . . , xm, 0, . . . , 0) (6.8)

と定めれば (Λn, ρn,m)は射影系となる.よってその射影極限を定義できる.
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定義 6.5. (Λn, ρn,m)の射影極限
Λ = lim

←−
Λn (6.9)

を対称関数環といい,その元を対称関数という.

モノミアル多項式や冪和多項式は任意の n ∈ Nに対して

ρn,n−1(mλ(x1, . . . , xn−1, xn)) = mλ(x1, . . . , xn−1), (6.10)

ρn,n−1(pλ(x1, . . . , xn−1, xn)) = pλ(x1, . . . , xn−1) (6.11)

を満たすので無限変数に拡張したものを対称関数環上の元と見れる. それらをモノミアル
対称関数, 冪和対称関数という.

注意 6.6. 冪和対称関数は有理数係数の対称関数環 ΛQ = Λ⊗Z Q 上でQ-基底を成す.

また, モノミアル対称関数と冪和対称関数の間の変換は次のように行うことができる.

例 6.7. １次, ２次, ３次のモノミアル対称関数は

m(1) = p(1), (6.12)(
m(2)

m(1,1)

)
=

(
1 0

−1
2

1
2

)(
p(2)
p(1,1)

)
, (6.13) m(3)

m(2,1)

m(1,1,1)

 =

 1 0 0

−1 1 0
1
3 −1

2
1
6


 p(3)

p(2,1)
p(1,1,1)

 (6.14)

と冪和対称関数に変換することができる.

6.1 Calogero-Sutherland模型と Jack多項式

Jack多項式は Calogero-Sutherland模型（CS模型）という物理模型から得ることがで
きる. CS模型とはハミルトニアン

HCS =

n∑
i=1

1

2
p2i + β(β − 1)

∑
i<j

1

4 sin2 1
2(qi − qj)

, pi ≡ −
√
−1

∂

∂qi
(6.15)

によって定められる量子力学模型である. ここに qiは i番目の粒子の座標であり βは結合
定数である. 幾何学的には単位円周上に n個の粒子を乗せ, それぞれの粒子間に弦距離の
二乗に反比例する斥力ポテンシャルがあるとみなせる.

斥力
１

２

３

n
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この模型の問題を解くということは, 数学的にはハミルトニアンの固有値問題を解くと
いうことを意味する. なぜならハミルトニアンの固有値問題が解ければ Schrödinger方程
式が解けて, 系の時間発展が分かるからである. この模型の基底状態 ψ0（最低固有値の固
有関数）とそのエネルギーE0（固有値）は

ψ0(q1, . . . , qn) =
1√
n!
(2
√
−1)β

n(n−1)
2

∏
i<j

sinβ
1

2
(qi − qj), (6.16)

E0 = β2
(n+ 1)n(n− 1)

12
(6.17)

となる [38, 命題 2.19]. また任意の励起状態（基底状態以外の固有関数）は xi = e
√
−1qi

（i = 1, . . . , n）の対称多項式P (x)を用いてP (x)ψ0と書ける. これにハミルトニアンHCS

の作用を考えると

HCSP (x)ψ0 =
1

2
ψ0H̃β,nP (x) + E0P (x)ψ0 , (6.18)

H̃β,n ≡
n∑

i=1

(
xi

∂

∂xi

)2

+ β
∑
i<j

xi + xj
xi − xj

(
xi

∂

∂xi
− xj

∂

∂xj

)
(6.19)

となるのでHCS の固有値問題は xi の対称多項式の空間に作用するハミルトニアン H̃β,n

の固有値問題に置き換えることができる [38, 2.2.4節]. さらに本論文では, この H̃β,nを少
しずらして,

Hβ,n = H̃β,n − βn

n∑
i=1

xi
∂

∂xi
(6.20)

=

n∑
i=1

x2i
∂2

∂x2i
+ β

∑
i̸=j

xixj
xi − xj

(
∂

∂xi
− ∂

∂xj

)
+ (1− β)

n∑
i=1

xi
∂

∂xi

というハミルトニアンを考える. このとき, ハミルトニアン H̃β,nは斉次対称多項式を同じ
次数の斉次対称多項式に移し, ここから取り除いた演算子 βn

∑n
i=1 xi

∂
∂xi
も, 同じ次数の斉

次多項式を同じ固有空間に持つので, H̃β,nとHβ,nの固有多項式は全く同じである. 従っ
て, H̃β,nに関する問題をHβ,nの問題と捉えても差し支えない. さらに, Hβ,nは対称関数
環上の作用素として拡張できるので, それを

Hβ = lim
←−

Hβ,n (6.21)

と書くことにする 10 .

このHβに関する問題は以下のように解かれており, よってHCS に関する問題もすぐに
解かれる.

定理 6.8 ([38,定理2.36]). βの有理関数体Q(β)を係数に持つ対称関数環ΛQ(β) = Λ⊗ZQ(β)

の空間上の作用素Hβ の固有関数 Pλ(x)は, パーティション λによってパラメトライズさ
れ, 以下の二条件を満たすものとして一意的に存在する：

10実は H̃β,n は対称関数環上の作用素として拡張できない. H̃β,n と Hβ,n の違いを 8章で述べた.
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1. Pλ(x) =
∑

µ≤λ uλ,µ(β)mµ(x), uλ,λ(β) = 1, uλ,µ(β) ∈ Q(β)；

2. HβPλ(x) = ϵλPλ(x), ϵλ ∈ Q(β).

このとき固有値 ϵλは

ϵλ =

ℓ(λ)∑
i=1

(λ2i + β(1− 2i)λi) (6.22)

となる.

この対称関数 Pλ(x)を Jack対称関数を呼び, これを n変数に制限したものを n変数の
Jack対称多項式という.

注意 6.9. ここで固有値 ϵλは β ≥ 0のとき, λ < µに対して ϵλ < ϵµという性質を持つが,

ドミナンス半順序で比べられないパーティションに関しては固有値が縮退することがある
ということに注意しなければならない. 実際 ϵ(3,3) = ϵ(4,1,1) = 18− 12βとなる.

例 6.10. 定理 6.8の具体例として３次の場合の Jack対称関数を調べる. 例えば, ３変数の
モノミアル対称多項式mλにHβ,3を作用させると, ドミナンス半順序で λとそれより低い
順序のものだけが出てくることが計算で確かめられる 11 . 基本的に変数の数が, 多項式の
次数以上であれば全く同じ結果が得られる. 無限変数で考えても, モノミアル対称関数で
表示しておけば同じ式が成立する. 従って, ドミナンス半順序に矛盾しない順序でモノミ
アル対称関数を基底に取れば, Hβ の表現行列は

Hβ

(
m(3) m(2,1) m(1,1,1)

)
=
(
m(3) m(2,1) m(1,1,1)

) 9− 3β 0 0

6β 5− 5β 0

0 12β −6


(6.23)

と三角化できる.よって固有方程式を解かなくても固有値が求まり,ジャック対称関数Pλ(x)

は  P(3)(x)

P(2,1)(x)

P(1,1,1)(x)

 =

 1 3β
2+β

6β2

(1+β)(2+β)

0 1 6β
1+2β

0 0 1


 m(3)

m(2,1)

m(1,1,1)

 (6.24)

などと求まる. またこれを冪和対称関数で表すと P(3)(x)

P(2,1)(x)

P(1,1,1)(x)

 =


2

(1+β)(2+β)
3β

(1+β)(2+β)
β2

(1+β)(2+β)
−1

1+2β
1−β
1+2β

β
1+2β

1
3

−1
2

1
6


 p(3)

p(2,1)
p(1,1,1)

 (6.25)

となる.

11一般的な次元でも同じことが成立する. このことは次章の一般化された Jack多項式の存在定理を示す為
の補題 7.15の中で証明される. さらにこの表現行列が三角化されるという事実によって Jack対称関数の存
在定理 6.8も証明される.
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例 6.11. １次と２次の場合も同じように計算できて, Jack対称関数は

P(1)(x) = m(1) = p(1), (6.26)(
P(2)(x)

P(1,1)(x)

)
=

(
1 2β

1+β

0 1

)(
m(2)

m(1,1)

)
=

(
1

1+β
β

1+β

−1
2

1
2

)(
p(2)
p(1,1)

)
(6.27)

となっている.

ここではハミルトニアンの固有関数という条件によって Jack対称関数を定義した. こ
の方法以外にも, 対称関数環 ΛQ(β)上での内積 ⟨−,−⟩β を

⟨pλ, pµ⟩β = δλ,µ zλ β
−ℓ(λ), zλ ≡

∏
i≥1

imi mi! (6.28)

と定め（mi = # {j | λj = i}）, この内積に対する直交関数系としての条件：

λ ̸= µ ⇒ ⟨Pλ, Pµ⟩β = 0 (6.29)

とモノミアル対称関数による展開を持つという条件：

Pλ(x) =
∑
µ≤λ

uλ,µ(β)mµ(x), uλ,λ(β) = 1, uλ,µ(β) ∈ Q(β) (6.30)

の２条件を持つ関数として一意的に Jack対称関数 Pλ(x)を定義することもできる. ハミ
ルトニアンHβはこの内積に関して自己共役であり, 直交関数系として定義された Jack対
称関数は, Hβの固有関数として定義されたものと全く同じものになる [38, 3.1.2節]. これ
は次節のMacdonald多項式を用いることで証明できる.

またこの内積に関する Jack対称関数のノルムは, 以下の命題のようになることが知られ
ている.

命題 6.12 ([38, 命題 3.5]). Jack対称関数のノルムは

⟨Pλ, Pλ⟩β =
∏

(i,j)∈λ

Aλ(i, j) + βLλ(i, j) + 1

Aλ(i, j) + βLλ(i, j) + β
(6.31)

となる.

例 6.13. 例えば１次, ２次の Jack対称関数のノルムは⟨
P(1), P(1)

⟩
β
=

1

β
, (6.32)

⟨
P(2), P(2)

⟩
β
=

2

(1 + β)β
,

⟨
P(12), P(12)

⟩
β
=

1 + β

2β2
, (6.33)

となっている.
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6.2 Macdonald多項式

この節では Jack多項式を一般化したMacdonald多項式について概説する. Jack多項式
で現れる βというパラメータの代わりに, Macdonaldは新たに q, tというパラメータを付
けることで見通し良く理論を作り上げた. 従ってこの理論では, 係数を q, tの有理関数体
F = Q(q, t)とみるので, F への係数拡大Λ⊗Z F やΛn ⊗Z F をそれぞれ以下ΛF , Λn,F と
書くことにする.

定義 6.14. Λn,F 上の演算子Dn(q, t)を

Dn(q, t) =

n∑
i=1

∏
j ̸=i

txi − xj
xi − xj

Tq,xi (6.34)

と定義する.ここに Tq,xi は f(x) ∈ Λn,F に対して

Tq,xif(x1, . . . , xi, . . . , xn) = f(x1, . . . , qxi, . . . , xn) (6.35)

と定められる差分作用素とする.

さらにDn(q, t)は以下のように対称関数環上の演算子に拡張できる.

定義 6.15. Dn(q, t)を調整して演算子En : Λn,F → Λn,F を

En = t−nDn(q, t)−
n∑

i=1

t−i (6.36)

と定め,演算子E : ΛF → ΛF を
E = lim

←−
En (6.37)

と定義する.

注意 6.16. 調整されたことによってEnは制限準同型との関係 ρn,n−1 ◦En = En−1 ◦ρn,n−1
を持つので, 上の定義は well-definedである.

Macdonald対称関数はこの作用素Eの固有関数として定義できる.

定義 6.17. 以下の２条件をみたすパーティション λによってパラメトライズされる対称
関数 Pλ ∈ ΛF をMacdonald対称関数という：

1. Pλ =
∑

µ≤λ sλ,µ mµ, sλ,λ = 1, sλ,µ ∈ F；

2. EPλ(x) = eλPλ, eλ ∈ F .

またこれを n変数に制限したものを n変数のMacdonald多項式という.

このとき固有値 eλは

eλ =

ℓ(λ)∑
i=1

(qλi − 1)t−i (6.38)
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となる [38, 3.2.6節]. また注意 6.9に述べたような Jack対称関数のときとは異なり,（q, t
が genericなときには）

λ ̸= µ ⇒ eλ ̸= eµ, (6.39)

という性質を持つ.この性質からMacdonald対称関数では固有値が縮退しないということ
が示される.

なお, 各パーティション λに対してMacdonald対称関数 Pλは一意的に決まる. これは
内積を導入することで証明される. ΛF 上の内積 ⟨−,−⟩q,tを冪和対称関数を基底とみて

⟨pλ, pµ⟩q,t = δλ,µzλ

ℓ(λ)∏
i=1

1− qλi

1− tλi
, zλ ≡

∏
i≥1

imi mi! (6.40)

と定めると,この内積に対して演算子Eは自己共役になる [38, (3.161)].（mi = # {j | λj = i}
とした.）このことから,固有値が異なれば固有関数は直交するから, 固有値の性質 (6.39)

より Pλは直交関数系となることが分かる：

λ ̸= µ ⇒ ⟨Pλ, Pµ⟩q,t = 0. (6.41)

したがって直交関数系の性質から, 各 λに対して Pλは一意的に決まることが証明される
[38, 定理 3.28].

逆に, 内積 ⟨−,−⟩q,tに関して直交関数系になるという条件と, 定義 6.17の１つ目の条件
（モノミアル対称関数による展開を持つという条件）の２条件でMacdonald対称関数を定
義しても全く同じものが得られる.

Macdonald対称関数では (6.39)から固有値が縮退しない為, この流れで綺麗に直交関数
系であることや一意性が示せる. 一方 Jack対称関数の場合は, Hβ が自己共役になるよう
な内積を定義できてはいるが, 固有値が縮退している為, 直交性の証明が非常に困難であ
る. この点において, Macdonaldの理論は Jack対称関数のそれより整った構造をしている
と言える.

またMacdonald対称関数は Jack対称関数の一般化であると述べたが, Macdonald対称
関数において極限

t = qβ, q → 1 (6.42)

を取れば Jack対称関数への退化が得られる. これは (6.28), (6.40)より任意の対称関数 f, g

に対して
lim
t=qβ

q→1

⟨f, g⟩q,t = ⟨f, g⟩β (6.43)

が成立することから理解できる [38, 3.1.3節].

例 6.18. １次, ２次, ３次のMacdonad対称関数は

P(1)(x) = m(1), (6.44)(
P(2)(x)

P(1,1)(x)

)
=

(
1 (1+q)(1−t)

1−qt
0 1

)(
m(2)

m(1,1)

)
, (6.45)
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 P(3)(x)

P(2,1)(x)

P(1,1,1)(x)

 =

 1 1−q3
1−q

1−t
1−q2t

1−q2
1−q

1−q3
1−q

(1−t)2
(1−qt)(1−q2t)

0 1 (2 + q + t+ 2qt) 1−t
1−qt2

0 0 1


 m(3)

m(2,1)

m(1,1,1)

 (6.46)

となっている. また, これらの極限 (6.42)をとると, Jack対称関数に一致している.

6.3 Cauchyの公式

この節では 7章で用いる Cauchyの公式について説明する. まず, ２種類の独立な変数
{xi}, {yi}に対して

Π(x, y, q, t) = exp

∑
n≥1

1

n

1− tn

1− qn
pn(x)pn(y)

 (6.47)

と定める. このΠ(x, y, q, t)は対称関数の理論を構築する上で役に立つ重要なもので, まず
冪和対称関数によって展開することができる.

命題 6.19 ([38, (3.97)]). Π(x, y, q, t)は冪和対称関数によって

Π(x, y, q, t) =
∑
λ

1

zλ(q, t)
pλ(x)pλ(y) (6.48)

と展開できる. ここに,

zλ(q, t) = ⟨pλ, pλ⟩q,t =
∏
i≥1

imi mi!

ℓ(λ)∏
i=1

1− qλi

1− tλi
(6.49)

とした.

この命題は (6.47)をそのままテイラー展開し, 和をパーティションによって取り直せば
従うことが分かる. 他にも, 互いに双対な基底で上手く展開することができる.

命題 6.20 ([38, 命題 3.12]). uλ, vλを |λ|次の斉次対称関数で, {uλ}, {vλ}がそれぞれ ΛF

上の F -基底となっているものとする. このとき, {uλ}が {vλ}の双対基底である, つまり

⟨uλ, vµ⟩q,t = δλ,µ, ∀λ, ∀µ (6.50)

となることと, ∑
λ

uλ(x)vλ(y) = Π(x, y, q, t) (6.51)

となることは同値である.

この展開公式 (6.51)を Cauchyの公式という.
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例 6.21. パラメータ q, tの極限をとって Jack多項式のパラメータ βに変えても, Cauchy

の公式は成立する. Π(x, y, q, t)の極限は

Π(x, y, q, t) −→
t=qβ

q→1

exp

β∑
n≥1

1

n
pn(x)pn(y)

 (6.52)

となるから, 規格化された Jack多項式を

jλ(x) =
Pλ(x)√

⟨Pλ(x), Pλ(x) ⟩β
(6.53)

と定めると

exp

β∑
n≥1

1

n
pn(x)pn(y)

 =
∑
λ

jλ(x)jλ(y) (6.54)

となる.

注意 6.22. 定数 w を用いて, 冪和対称関数を pn → pn + w とシフトして考えることも
できる. Jack対称関数は (6.25)のように冪和対称関数で展開すれば, 変数 {pn}の関数
jλ = jλ(pn)とみることができる. よって,

exp

β∑
n≥1

1

n
(pn(x) + w) pn(y)

 =
∑
λ

jλ(pn(x) + w)jλ(pn(y)) (6.55)

も成立する.

6.4 Virasoro代数の特異ベクトルとの対応

この節の内容は次章とは無関係であるが, Jack対称関数の重要な応用例として, Virasoro

代数の特異ベクトルが Jack対称関数によって表示できることを説明する.

まずは Fock空間から対称関数環への写像を定める.

定義 6.23. Fock空間 Fαから対称関数環 ΛQ(β) への写像 ιを |u⟩ ∈ Fαに対して

ι(|u⟩) = ⟨α| exp

(√
β

2

∞∑
n=1

1

n
pnan

)
|u⟩ (6.56)

と定義する.ここに pnは冪和対称関数である.

命題 6.24 ([38, (4.228)-(4.230)]). ι : Fα → ΛQ(β) はパーティション λに対する Fαの元
a−λ|α⟩を

ι(a−λ|α⟩) =

(√
β

2

)ℓ(λ)

pλ (6.57)

とΛQ(β)に移す. ここに, λに対して a−λ = a−λ1a−λ2 · · · a−λℓ(λ)
とした. よってFαの基底

を ΛQ(β)上の基底に移すので, ιは線形同型写像である.
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さらに Jack対称関数を定めるハミルトニアン

Hβ =
∑
i≥1

x2i
∂2

∂x2i
+ β

∑
i̸=j

xixj
xi − xj

(
∂

∂xi
− ∂

∂xj

)
+ (1− β)

n∑
i=1

xi
∂

∂xi
(6.58)

を自由場表示できる. （これを 8章で示す. ）

命題 6.25 ([38, 命題 4.47]). Fα上のハミルトニアンHboson
β を

Hboson
β =

∑
n,m≥1

(√
β

2
a−n−manam +

√
2βa−na−man+m

)
+
∑
n≥1

(1− β)na−nan (6.59)

=
√

2β
∑
n≥1

a−nLn +
∑
n≥1

a−nan

(
β − 1−

√
2βa0

)
(6.60)

と定めれば, Hboson
β はHβ の自由場表示になっている.つまり, 図式

Fα

Hboson
β //

ι

��

Fα

ι

��
ΛQ(β)

Hβ // ΛQ(β)

が可換になる.

このようにHβ を自由場表示でき, さらに (6.60)のようにVirasoro代数の正モードの生
成元でまとめることができる. よって α = αr,s（ただし r ≥ 1, s ≥ 1）のときの特異ベク
トル |χr,s⟩に, Hboson

β を作用させると,

Hboson
β |χr,s⟩ = rs(−rβ + s)|χr,s⟩ (6.61)

と求まり, 特異ベクトルが固有ベクトルになっていることが分かる. このとき固有値
rs(−rβ + s)は定理 6.8よりパーティションが (sr)の固有値と一致していることも分か
る. したがって固有値が縮退しないところでは, ι(|χr,s⟩)は Jack対称関数 P(sr)と比例し
ている. （実は縮退している場合でも比例することが, Macdonald多項式を用いた議論か
ら分かる. ）しかも, このパーティションはヤング図形で表すと, 全体の形が長方形になっ
ている.

以上の議論が次の定理の確認になっている.

定理 6.26 ([38, 定理 4.46]). r ≥ 1, s ≥ 1に対して α = αr,sのとき, Fock空間 Fα上の次
数 rsの特異ベクトル |χr,s⟩は, 対称関数の空間に移すと, 長方形パーティションの Jack対
称関数 P(sr)に比例する：

ι(|χr,s⟩) ∝ P(sr). (6.62)

注意 6.27. 1 ≤ rs ≤ Nを満たしていれば, Jack対称関数の変数をxN+1 = xN+2 = · · · = 0

とおいて, 有限変数に射影しても同じことが従う.
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この定理を利用し, 特異ベクトルの Jack多項式による明示的な表示公式を与えることが
できる. 命題 6.24の ιの逆をたどって考えれば, 冪和多項式 pnが自由場の生成元 a−nを作
り出すことが分かる. この対応と, さらに定数倍ずれることに注意して,

τ : ΛN,Q(β) → C[a−1, a−2, . . . , a−N ] (6.63)

を, 1 ≤ n ≤ N に対して

τ(pn) =

√
2

β
a−n (6.64)

を満たす代数準同型と定義する.

このとき定理 6.26より以下の特異ベクトルの表示公式が成立つ.

系 6.28 ([20, Theorem1]). 正整数 r, s（1 ≤ rs ≤ N）に対して

|χr,s⟩ = τ
(
P(sr)(x)

)
|αr,s⟩ (6.65)

は次数 rsの特異ベクトルである. ここに P(sr)はN 変数の Jack多項式である. ただし, 命
題 2.34で与えた |χr,s⟩ との定数倍の違いは無視する.

この表示は命題 2.34で述べた, 遮蔽作用素を用いて構成した特異ベクトルの公式と比べ,

積分を使わない, 多項式の言葉を用いた, よりシンプルな表示公式であるといえる.

例 6.29. この系を例 6.10の (6.25)に適応すれば, ３次の自由場表示された特異ベクトル

|χ1,3⟩ =
2
√
2β

(1 + β)(2 + β)

(
1

β
a−3 +

3√
2β
a−2a−1 + a3−1

)
|α1,3⟩, (6.66)

|χ3,1⟩ =
√
2

3β
√
β

(
βa−3 − 3

√
β

2
a−2a−1 + a3−1

)
|α3,1⟩ (6.67)

が得られる.

また定理 6.26の対応から, 特異ベクトルの積分表示 (2.104)を用いて, 逆に Jack多項式
の積分表示を得ることもできる.

系 6.30 ([5, Section 4]). パーティション λ = (sr)に対するN 変数の Jack多項式 P(sr)(x)

は

P(sr)(x) = Cr,s ⟨αr,s| exp

(√
β

2

∞∑
n=1

1

n
pnan

)
|χr,s⟩ (6.68)

= Cr,s

∮
· · ·
∮
dz1 · · · dzr

∏
1≤i<j≤r

(zi − zj)
2β

r∏
i=1

z
√
2βα−r,s

i

N∏
i=1

r∏
j=1

(1− xizj)
−β

となる. ここに, pnはN 変数の冪和多項式である. また Cr,sは規格化定数であり, その値
も分かっている.
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7 一般化されたJack多項式を用いた“証明”

この章では第 5章とは異なる AGT予想の証明を与える. 第 5章ではNf = 0, 1, 2の場
合の証明を与えたが, この章ではNf = 4の場合を証明する. この証明は未完成であるが,

これが完成すれば極限をとったNf = 0, 1, 2, 3の場合も証明されたことになる.

7.1 相関関数の自由場表示

まずこの証明では, 相関関数を一旦自由場表示した上で Nekrasov公式との一致を考え
る. 相関関数の自由場表示は未だ完全な証明が与えられていないが, この表示を仮定した
上で AGT予想を証明する. この節では相関関数, 特に共形ブロックを自由場表示するこ
とについて説明する. またここから先はVirasoro代数の中心 cのパラメトライズを少し変
えて,

c = 1− 6Q̃2, (7.1)

Q̃ = b̃− b̃−1 (7.2)

とする. この Q̃, b̃は, 4章で用いたパラメータQ, bと

Q̃ = iQ, b̃ = ib (7.3)

の関係にあり, また 2章で用いた ρ, βと

Q̃√
2
= ρ, b̃2 = β (7.4)

の関係にある.

まず相関関数 ⟨Φ4(∞)Φ3(1)Φ2(z2)Φ1(0)⟩ （Φi(zi)は共形次元 hiのプライマリー場とす
る.）を自由場の言葉で表現しようとすると, 単純に考えれば, 共形次元が hi = αi(αi −√
2Q̃)/2となる頂点作用素 Vαi(zi)を用いて,

⟨Vα4(∞)Vα3(1)Vα2(z2)Vα(0)⟩ (7.5)

とするのが自然だが素直には一致しない. これはプライマリー場のOPE(2.56)と頂点作用
素のOPE(2.99)とを比較すれば原因が分かる. 一般にプライマリー場のOPEには様々な
共形次元を持ったプライマリー場が存在できるが, 頂点作用素 Vα1 と Vα2 の OPEに現れ
るプライマリー場は, Vα1+α2 だけに決定されてしまっている. このことが原因で, 簡単に
は相関関数を自由場表示できない. 共形ブロック (2.78)でも, 中間状態 |h⟩は様々な値の
共形次元で考えられるが, 命題 2.32より自由場でこれを考えると中間状態のチャージが

α = α1 + α2 = α3 + α4 (7.6)

となっていないと共形ブロックが非自明な値を持たない. ここに中間状態をウエイトが
α(α−

√
2Q̃)/2の |α⟩と考えた.
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そこで, 任意の共形ブロックの中間状態に合わせるために, 遮蔽作用素を用いてOPEに
現れる頂点作用素のチャージをシフトする必要がある. 遮蔽作用素 (2.102)は, ２つの頂点
作用素の積に掛けて積分路を Pochhammerの積分路にとれば, 相関関数中で∮

dzV√2β(z)Vα2(q)Vα1(0) = (定数)

∫ q

0
dzV√2β(z)Vα2(q)Vα1(0) (7.7)

と定数を伴って, 区間 [0, q]上の積分に帰着できる [37, (5.209)]. このような区間上で積分
したものも遮蔽作用素と呼び,

S[a,b] =

∫ b

a
dzV√2β(z) (7.8)

と書く. この遮蔽作用素を n個入れた頂点作用素のOPEは

(
S[0,q]

)n
Vα2(q)Vα1(0) =

n∏
i=1

∫ q

0
dzi q

α1α2

n∏
i=1

zα1
√
2β

i (zi − q)α2
√
2β
∏
i<j

(zi − zj)
4β (7.9)

× : eα2ϕ(q)+α1ϕ(0)+
∑n

i=1

√
2βϕ(zi) :

=

n∏
i=1

∫ q

0
dzi q

α1α2

n∏
i=1

zα1
√
2β

i (zi − q)α2
√
2β
∏
i<j

(zi − zj)
4β

×
(
: e(α1+α2+n

√
2β)ϕ(0) : + · · ·

)
となって, 遮蔽作用素を入れないOPEから現れる頂点作用素のチャージを

α1 + α2 → α1 + α2 + n
√
2β (7.10)

のようにシフトする [39, (6.10)]. ここに (7.9)の最後の式は qと ziでテイラー展開したも
ので, + · · · はより高次の項を表す. この方法によって, 一般のプライマリー場の OPEを
自由場で再現し, 任意の中間状態をとった共形ブロックに対して, 自由場の相関関数を対応
させることができると予想されている.

この予想を与える為に, 次のような自由場による相関関数

Ψ(q) = lim
z4→∞

z
α2
4

4 ⟨0|V α4√
2
(z4)

(
S[z4,1]

)n− V α3√
2
(1)V α2√

2
(q)
(
S[q,0]

)n+ V α1√
2
(0) |0⟩ (7.11)

= lim
z4→∞

(
n−∏
j=1

∫ z4

1
dyj

)(
n+∏
i=1

∫ q

0
dxi

)
z
α2
4

4 ⟨0| : e
α4√
2
ϕ(z4) :

(
n−∏
j=1

: e
√
2βϕ(yj) :

)
: e

α3√
2
ϕ(1)

:

: e
α2√
2
ϕ(q)

:

(
n+∏
i=1

: e
√
2βϕ(xi) :

)
: e

α1√
2
ϕ(0)

: |0⟩

を考える. 次節以降の為に, 共形次元が 1
4αi(αi − 2Q̃)となる, チャージを少しずらした頂

点作用素 V αi√
2
(z)を用いた. このとき, 中間状態のウエイトを 1

4α(α − 2Q̃)と表すと, 相関

関数Ψ(q)が非自明である為には, 中間状態のチャージが

α√
2
=
α1√
2
+
α2√
2
+ n+

√
2β = − α3√

2
− α4√

2
− n−

√
2β (7.12)
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でなければならず,

α = α1 + α2 + 2n+
√
β = −α3 − α4 − 2n−

√
β (7.13)

と決定される.

このΨ(q)を計算する. まず命題 2.32から

Ψ(q) =q
α1α2

2 (1− q)
α2α3

2

(
n−∏
j=1

∫ ∞
1

dyj

)(
n+∏
i=1

∫ q

0
dxi

)
(7.14)

×
n+∏
i=1

x
√
βα1

i (q − xi)
√
βα2(1− xi)

√
βα3

∏
1≤i<j≤n+

(xi − xj)
2β

×
n−∏
j=1

y
√
βα1

i (yj − q)
√
βα2(yj − 1)

√
βα3

∏
1≤i<j≤n−

(yi − yj)
2β

×
n+∏
i=1

n−∏
j=1

(yj − xi)
2β

となる 12 [14, (2.4)]. ここに, 極限 z4 → ∞をとる前の z4に依存していた因子

z
α2
4

4

(
n−∏
j=1

(z4 − yj)
√
βα4

)
(z4 − 1)

α3α4
2

(
n+∏
i=1

(z4 − xi)
√
βα4

)
(z4 − q)

α2α4
2 z

α1α4
2

4 (7.15)

は z4 → ∞において 1に収束するということを用いた. 実際, z4のベキを (7.13)を用いて
計算すると

1

2
α4(α4 + 2n−

√
β + α3 + 2n+

√
β + α2 + α1) = 0 (7.16)

となる. さらに (7.14)の積分で

xi → q xi, yi →
1

yi
(7.17)

と変数変換すると,

Ψ(q) =qσ(1− q)
α2α3

2

(
n−∏
j=1

∫ 1

0
dyj

)(
n+∏
i=1

∫ 1

0
dxi

)
(7.18)

×
n+∏
i=1

x
√
βα1

i (1− xi)
√
βα2(1− q xi)

√
βα3

∏
1≤i<j≤n+

(xi − xj)
2β

×
n−∏
j=1

y
−
√
β(α1+α2+α3+2n+

√
β+2n−

√
β)

i (1− q yj)
√
βα2(1− yj)

√
βα3

∏
1≤i<j≤n−

(yi − yj)
2β

×
n+∏
i=1

n−∏
j=1

(1− q xi yj)
2β

12後に説明するが, (7.14)の中の V α3√
2
(1)と V α2√

2
(q)の寄与から現れる因子 (1− q)

α2α3
2 は, 実は重要なも

ので, Nekrasov公式の U(1)因子の逆数に対応している.
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となる [14, (2.8)]. ここに

σ =
α1α2

2
+ n+

√
βα1 + n+

√
βα2 + n+(n+ − 1)β + n+ (7.19)

とした. さらに３行目の因子 yj の指数部分は (7.13)より

−
√
β(α1 + α2 + α3 + 2n+

√
β + 2n−

√
β) =

√
βα4 (7.20)

となる.

このように相関関数 Ψ(q)を計算して得られた積分表示 (7.18)は, ２種類の独立な変数
を持つ２重の Selberg型積分になっていることがわかる. それを上手く書き直す為に, 新し
いパラメータ

u+ =
√
βα1, u− =

√
βα4, (7.21)

v+ =
√
βα2, v− =

√
βα3 (7.22)

を導入し, 次の Selbergアベレージという積分記号を定義する.

定義 7.1. 関数 f = f(x1, . . . , xn+), g = g(y1, . . . , yn−)に対して, Selbergアベレージ ⟨−⟩+,
⟨−⟩−を

⟨f⟩+ =
1

S+

(
n+∏
i=1

∫ 1

0
dxi

)
n+∏
i=1

x
u+

i (1− xi)
v+

∏
1≤i<j≤n+

(xi − xj)
2β f(x), (7.23)

⟨g⟩− =
1

S−

(
n−∏
j=1

∫ 1

0
dyj

)
n−∏
j=1

y
u−
j (1− yj)

v−
∏

1≤i<j≤n−

(yi − yj)
2β g(y) (7.24)

と定義する. ここに S±は ⟨1⟩± = 1とする為の規格化定数であり,

S± =

(
n±∏
i=1

∫ 1

0
dzi

)
n±∏
i=1

z
u±
i (1− zi)

v±
∏

1≤i<j≤n+

(zi − zj)
2β (7.25)

とする.

この記号を用いると, 遮蔽作用素を入れた自由場の相関関数は

Ψ(q) = qσ(1−q)
α2α3

2 S+ S−

⟨⟨
n+∏
i=1

(1− q xi)
v−

n−∏
j=1

(1− q yj)
v+

n+∏
i=1

n−∏
j=1

(1− q xi yj)
2β

⟩
+

⟩
−

(7.26)

と書ける.

注意 7.2. 上で定めた S±は通常の Selberg積分と同じもので, n± ∈ Nかつ

Reu± + 1 > 0, Re v± + 1 > 0, Reβ > −min

{
1

n±
,
Ren± + 1

n± − 1
,
Re v± + 1

n± − 1

}
(7.27)

となっているとき,

S± =

n±∏
i=1

Γ(1 + iβ)Γ(u± + 1 + (i− 1)β)Γ(v± + 1 + (i− 1)β)

Γ(1 + β)Γ(u± + v± + 2 + (n± + i− 2)β)
(7.28)

69



となることが知られている [14, (2.21)].

また (7.26)の Selbergアベレージは |q| < 1かつ

Reu± > −1, Re v± > −1, (7.29)

Reβ > −min

{
1

n±
,
Reu± + 1

n± − 1
,
Re v± + 1

n± − 1

}
(7.30)

のとき well-definedになる ([14, (2.22)-(2.23)]). ただし, 積分した後の値は複素平面上の
正則な領域全体に解析接続できるので, 本論文では以後, パラメータの値の範囲は気にし
ないことにする.

この Selbergアベレージで書いた自由場の相関関数から, 因子 qσ と S+, S−を除いたも
のが共形ブロックと一致しているということが予想されている. この予想に関する厳密な
証明は未だ与えられていない.

予想 7.3 ([14, (2.33)]). 自由場の相関関数Ψ(q)の構成要素

Bboson(q) ≡ (1− q)
α2α3

2

⟨⟨
n+∏
i=1

(1− q xi)
v−

n−∏
j=1

(1− q yj)
v+

n+∏
i=1

n−∏
j=1

(1− q xi yj)
2β

⟩
+

⟩
−

(7.31)

はパラメータの変換

h =
1

4
α(α− 2Q̃) (7.32)

hi =
1

4
αi(αi − 2Q̃), i = 1, 2, 3, 4 (7.33)

の下で共形ブロック (2.78)と一致している. つまり,

Bboson(q) = Bh4h3;h2h1;h(q) (7.34)

となる. ただし, チャージ保存則

α = α1 + α2 + 2n+
√
β = −α3 − α4 − 2n−

√
β (7.35)

を満たしているものとする.

この予想は, 次節で行う Selbergアベレージの被積分関数の qによるレベル展開を用い
て確認することができる.

注意 7.4. 積分する前は n+,n−は自然数でなければならないが, 積分し終えた後の n+,n−

は式中に現れる単なるパラメータと見ることができるので, この予想は積分し終えた後に
n+,n−が複素数全体で成立つことを主張している.

またパラメータの変換 (7.32)を行うと, Ψ(q)の中の因子 qσ は

qσ = qh−h1−h2 (7.36)

となって (2.77) の中の因子 zh−h1−h2 と一致する.
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この自由場で与えた共形ブロックを橋渡しにして, AGT予想の証明を考えることができ
る. 今まで行ってきたパラメータの変換をたどれば, 次のパラメータの変換

β = −ϵ1
ϵ2
, n+ =

a−m2

ϵ1
, n− =

−a−m4

ϵ1
(7.37)

u+ =
m1 −m2 − ϵ1 − ϵ2

ϵ2
, u− =

m3 −m4 − ϵ1 − ϵ2
ϵ2

(7.38)

v+ =
−m1 −m2

ϵ2
, v− =

−m3 −m4

ϵ2
(7.39)

によってNekrasov公式との一致をみることができる. ただしこの章では, リスケールする
前のNekrasov公式のパラメータを用いる. ここで注意すべきなのが, 自由場表示した共形
ブロック Bboson(q)の中の因子 (1− q)

α2α3
2 が, パラメータの変換 (7.37)-(7.39)の下で

(1− q)
α2α3

2 = (1− q)
− 1

2ϵ1ϵ2
(m1+m2)(m3+m4) (7.40)

となり, U(1)因子の逆数 1/ZU(1)に一致しているということである. 従って自由場表示し
た共形ブロックを用いた AGT予想は, U(1)因子を除去する前の Nekrasov公式と一致す
ることを示せばよい.

予想 7.5 ([14, 4節]). U(1)因子の逆数を除いた自由場の共形ブロックを

B(q) =

⟨⟨
n+∏
i=1

(1− q xi)
v−

n−∏
j=1

(1− q yj)
v+

n+∏
i=1

n−∏
j=1

(1− q xi yj)
2β

⟩
+

⟩
−

(7.41)

とする. このときパラーメータの変換 (7.37)-(7.39)の下で,

B(q) = Z
Nf=4U(2)
Nek (q, m⃗, a⃗, ϵ⃗) (7.42)

となって, U(2)ゲージ理論のNekrasov公式と一致する. ただし a = a1 = −a2とする.

7.2 β = 1の場合（予想 7.5の証明）

次節以降で一般的な証明を行うが, その前に β = 1, つまりVirasoro代数の中心が c = 1

の場合で, Jack多項式を用いた証明の流れを簡単に説明する.

まず B(q)における Selbergアベレージの被積分関数を, Jack多項式で展開することを
考える. まず被積分関数の対数をとると

log

n+∏
i=1

(1− q xi)
v−

n−∏
j=1

(1− q yj)
v+

n+∏
i=1

n−∏
j=1

(1− q xi yj)
2β

 (7.43)

=

n+∑
i=1

v− log(1− q xi) +

n−∑
j=1

v+ log(1− q yj) +

n+∑
i=1

n−∑
j=1

2β log(1− q xi yj)

= −v−
n+∑
i=1

∑
k≥1

(q xi)
k

k
− v+

n−∑
j=1

∑
k≥1

(q yj)
k

k
− 2β

n+∑
i=1

n−∑
j=1

∑
k≥1

(q xi yj)
k

k
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= −v−
∑
k≥1

qk

k
pk(x)− v+

∑
k≥1

qk

k
pk(y)− 2β

∑
k≥1

qk

k
pk(x)pk(y)

= −β
∑
k≥1

qk

k
pk(x)

(
pk(y) +

v−
β

)
− β

∑
k≥1

qk

k
pk(y)

(
pk(x) +

v+
β

)

となるので,

n+∏
i=1

(1− q xi)
v−

n−∏
j=1

(1− q yj)
v+

n+∏
i=1

n−∏
j=1

(1− q xi yj)
2β (7.44)

= exp

−β
∑
k≥1

qk

k
pk(x)

(
pk(y) +

v−
β

) exp

−β
∑
k≥1

qk

k
pk(y)

(
pk(x) +

v+
β

)
と変形できる. これは Cauchyの公式が適応できる形になっている. 例 6.21の規格化され
た Jack多項式を用いて被積分関数を展開すると

n+∏
i=1

(1− q xi)
v−

n−∏
j=1

(1− q yj)
v+

n+∏
i=1

n−∏
j=1

(1− q xi yj)
2β (7.45)

=
∑
λ, µ

q|λ|+|µ|jλ(pk(y))jλ(−pk(x)− v+
β )jµ(pk(x))jµ(−pk(y)− v−

β )

となり, qのレベル展開の形にできる. ここに, Jack多項式は冪和対称多項式 {pk}を変数
にもつ関数とみなして計算した. さらに, この式は独立な変数 {xi}と {yi}を完全に分離し
ている. 従って, ２重に重なった Selbergアベレージを

B(q) =
∑
λ,µ

q|λ|+|µ|
⟨
jλ(−pk(x)− v+

β )jµ(pk(x))
⟩
+

(7.46)

×
⟨
jλ(pk(y))jµ(−pk(y)− v−

β )
⟩
−

と２つに分けて書き直すことができる. 後は２つの Jack多項式が入った Selbergアベレー
ジを計算すればよい.

ここでまず１つの Jack多項式を入れた Selbergアベレージの値は, 次のようなKadell公
式と呼ばれる公式が知られている.

事実 7.6 ([24, (30)], [16, Theorem 1]). Pλ(pk(x))を n変数の Jack多項式とする. このと
き Pλ(pk)の Selbergアベレージは

⟨Pλ(pk)⟩ =
τλ(u+ nβ + 1− β)τλ(nβ)

τλ(u+ v + 2nβ + 2− 2β)
Pλ(δk,1) (7.47)

となる. ここに

τλ(u) =
1

β|λ|

∏
(i,j)∈λ

(u− β(i− 1) + (j − 1)) (7.48)

とし, Pλ(δk,1)は, Jack多項式を冪和多項式で展開したときの p(1n) の係数を表す. また
Selbergアベレージ ⟨−⟩は ⟨−⟩+の n+, u+, v+を n, u, vに置き換えたものとする.
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例 7.7. 例えば規格化された Jack多項式 jλ(pk)を入れたものを考える. 例 6.13より, １次
の場合は

j(1)(pk) =
√
β p(1) (7.49)

であるので, この Selbergアベレージは⟨
j(1)(pk)

⟩
+
=
√
β

(u+ + n+β + 1− β)n+
u+ + v+ + 2n+β + 2− 2β

(7.50)

となる. さらにパラメータの変換 (7.37)-(7.39)を使うと

⟨
j(1)(pk)

⟩
+
=

√
β

ϵ1

(a−m1)(a−m2)

ϵ− 2a
(7.51)

となる. ここに, ϵ = ϵ1 + ϵ2とした.

さらに２つの Jack多項式を入れた場合の値は, 次のように予想されている.

予想 7.8 ([24, (32)], [22, Appendix]). ２つの Jack多項式の Selbergアベレージは

⟨Pλ(pk + w)Pµ(pk)⟩ =
1

Normβ(u, v, n)

τλ(u+ nβ + 1− β)τµ(u+ nβ + 1− β)

τλ(nβ)τµ(u+ v + nβ + 2− 2β)

×
∏

i<j(λi − λj + (j − i)β)β
∏

i<j(µi − µj + (j − i)β)β∏n
i,j=1(u+ v + 2nβ + 2 + λi + µj − (1 + i+ j)β)β

× Pλ(δk,1)Pµ(δk,1) (7.52)

となる. ここに, w = v+1−β
β で冪和多項式をシフトし, Pochhammerの記号

(x)β =
Γ(x+ β)

Γ(x)
(7.53)

を用いた. またNormβ(u, v, n)はパーティションに依存しない定数で, ⟨1⟩ = 1により定め,

具体的には

Normβ(u, v, n) =

∏n
i,j=1(u+ v + 2nβ + 2− (1 + i+ j)β)β(∏

i<j((j − i)β)β

)2 (7.54)

となる.

注意 7.9. この積分はw = 0つまり v = β − 1 という制限がかかった場合には証明が与え
られている [16, Theorem 2].

この公式を用いると β = 1のとき⟨
jλ(−pk(x)− v+

β )jµ(pk(x))
⟩
+

⟨
jλ(pk(y))jµ(−pk(y)− v−

β )
⟩
−
= Z

Nf=4
λ,µ (m⃗, a, ϵ⃗) (7.55)

となっていることが分かる [22]. 従ってヤング図で展開したときの Nekrasov公式の各項
と, 共形ブロックの各項が一致しているので,

B(q) = Z
Nf=4U(2)
Nek (q, m⃗, a⃗, ϵ⃗) (7.56)
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となっていることが分かる. ただし, この証明が上手く機能するのは β = 1のときのみで,

一般の場合では (7.55)は成立しないことが分かっている. 次節以降で一般的な証明を与え
るが, アイディアはこのときと同じで, Selbargアベレージの被積分関数を特殊な多項式で
展開し, ヤング図の展開の意味で各項が各項に一致するものを考える.

例 7.10. １次の場合において (7.55)が成立することを確認する. 例 7.7を用いて (λ, µ) =

([1], [0])の項を計算すると,⟨
j(1)(−pk(x)−

v+
β )
⟩
+

⟨
j(1)(pk(y))

⟩
−

(7.57)

=
−1

ϵ1ϵ2

{
(a−m1)(a−m2)

2a− ϵ
+ (m1 +m2)

}{
(a+m3)(a+m4)

2a+ ϵ

}
となる. また (λ, µ) = ([0], [1])の場合は⟨

j(1)(pk(x))
⟩
+

⟨
j(1)(−pk(y)−

v−
β )
⟩
−

(7.58)

=
−1

ϵ1ϵ2

{
(a−m1)(a−m2)

2a− ϵ

}{
(a+m3)(a+m4)

2a+ ϵ
− (m3 +m4)

}
となる. β = 1のとき ϵ = 0となるから, これらはそれぞれZ

Nf=4

[1],[0] , Z
Nf=4

[0],[1] と一致している
（例 3.2参照）. しかし, β ̸= 1のときは⟨

j(1)(−pk(x)−
v+
β )
⟩
+

⟨
j(1)(pk(y))

⟩
−
+
⟨
j(1)(pk(x))

⟩
+

⟨
j(1)(−pk(y)−

v−
β )
⟩
−

(7.59)

= Z
Nf=4

[1],[0] (m⃗, a, ϵ⃗) + Z
Nf=4

[0],[1] (m⃗, a, ϵ⃗)

とはなっているが, 各項は一致していない.

7.3 一般化された Jack多項式

この節で β ̸= 1の場合でも, Nekrasov公式と上手く一致するような一般化された Jack

多項式を定義する. まずその為に, Jack対称関数などを与えるハミルトニアンを, 冪和対
称関数を用いて記述する為の公式を用意する.

命題 7.11. 対称関数環上の作用素として∑
i≥1

xi
∂

∂xi
=
∑
k≥1

k pk
∂

∂pk
, (7.60)

∑
i≥1

x2i
∂2

∂x2i
=
∑
k,l

k l pk+l
∂2

∂pk∂pl
+
∑
k

k(k − 1)pk
∂

∂pk
, (7.61)

∑
i̸=j

xixj
xi − xj

(
∂

∂xi
− ∂

∂xj

)
=
∑
k, l

(k + l)pk pl
∂

∂pk+l
−
∑
k≥1

k(k − 1)pk
∂

∂pk
(7.62)

となる.
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証明. 6.3節で用いたΠ(x, y, q, t)の q = tとしたものは, 冪和対称関数の母関数の形

Π(x, y, t, t) = exp

∑
n≥1

1

n
pn(x)pn(y)

 =
∑
λ

1

zλ
pλ(x)pλ(y) (7.63)

になっており, 冪和対称関数は対称関数環上で基底を成すので, このΠ(x, y) ≡ Π(x, y, t, t)

への作用が同じであることを確認すればよい. 尚, この証明では pn = pn(x), qn = pn(y)

と書くことにする.

まず (7.60)を証明する. 左辺の作用素をΠ(x, y)に作用させると∑
i≥1

xi
∂

∂xi
Π(x, y) =

∑
i≥1

xiΠ(x, y)
∑
n≥1

xn−1i qn (7.64)

= Π(x, y)
∑
i≥1

∑
n≥1

xni qn

= Π(x, y)
∑
n≥1

pn qn

=
∑
k≥1

k pk Π(x, y)
1

k
qk

=
∑
k≥1

k pk
∂

∂pk
Π(x, y)

となって右辺の作用素を作用させた形になっている. 従って (7.60)が成立する.

次に (7.61)を証明する. 左辺の作用素をΠ(x, y)に作用させると

∑
i≥1

x2i
∂2

∂x2i
Π(x, y) =

∑
i≥1

x2i
∂

∂xi
Π(x, y)

∑
n≥1

xn−1i qn

 (7.65)

=
∑
i≥1

x2i Π(x, y)


∑

n≥1
xn−1i qn

2

+

∑
n≥1

(n− 1)xn−2i qn


= Π(x, y)

∑
i

∑
n≥1

xni qn

2

+
∑
i

∑
n≥1

(n− 1)xni qn


= Π(x, y)

∑
i

∑
n≥1

∑
m≥1

xn+m
i qnqm +

∑
n≥1

(n− 1)pnqn


= Π(x, y)

∑
n,m

pn+mqnqm +
∑
n≥1

(n− 1)pnqn


となる. 一方, 右辺の作用素を作用させたものは∑

k,l

k l pk+l
∂2

∂pk∂pl
Π(x, y) =

∑
k,l

k l pk+l
∂

∂pk
Π(x, y)

1

l
ql (7.66)
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=
∑
k,l

k l pk+l Π(x, y)
1

k
qk

1

l
ql

= Π(x, y)
∑
k,l

pk+l qk ql

であり, また ∑
k

k(k − 1)pk
∂

∂pk
Π(x, y) =

∑
k

k(k − 1)pk Π(x, y)
1

k
qk (7.67)

= Π(x, y)
∑
k

(k − 1)pk qk

となるので, 左辺を作用させたものと一致する. よって (7.61)が成立する.

最後に (7.62)を示す. (7.62)の左辺を作用させたものは

∑
i̸=j

xixj
xi − xj

(
∂

∂xi
− ∂

∂xj

)
Π(x, y) =

∑
i̸=j

xixj
xi − xj

Π(x, y)

∑
n≥1

(
xn−1i − xn−1j

)
qn


= Π(x, y)

∑
i ̸=j

xixj
∑
n≥1

n−1∑
k=1

xn−1−ki x−1+k
j qn (7.68)

= Π(x, y)
∑
i ̸=j

∑
n≥1

n−1∑
k=1

xn−ki xkj qn

= Π(x, y)
∑
n≥1

n−1∑
k=1

(pn−k pk − pn) qn

= Π(x, y)

(∑
n,m

pnpmqn+m −
∑
n

(n− 1)pnqn

)

となる. また∑
k, l

(k + l)pk pl
∂

∂pk+l
Π(x, y) =

∑
k, l

(k + l)pk pl Π(x, y)
1

k + l
qk+l (7.69)

= Π(x, y)
∑
k, l

pk pl qk+l

となることと (7.67)から, 右辺を作用させたものも同じ値になることが分かる. よって
(7.62)が証明できた.

この演算子の記号を用いて, まず Jack対称関数を与えるハミルトニアンを冪和対称関数
で表示すると

Hβ =
∑

n,m≥1
nmpn+m

∂2

∂pn∂pm
+β

∑
n,m≥1

(n+m)pn pm
∂

∂pn+m
+(1−β)

∑
n

n2 pn
∂

∂pn
(7.70)

となる. この演算子を元にして一般化された Jack多項式を定義する. 前節で行った β = 1

の証明では, 最終的に２つの Jack多項式の積を Selbergアベレージに入れた形に帰着した
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が, 一般化された Jack多項式はこの２つの Jack多項式の積を混ぜたような形をしている.

よって一般化された Jack多項式は２つのパーティションの組でパラメトライズされるので,

パーティションの組に対してドミナンス半順序≥を拡張した半順序≥L, ≥Rを定義する.

定義 7.12. ２つのパーティションの組 λ⃗ = (λ(1), λ(2)), µ⃗ = (µ(1), µ(2))に対して, λ⃗ ≥R µ⃗

を |λ⃗| = |µ⃗|でありかつ,

|λ(1)| > |µ(1)| or (7.71)

”λ(1) ≥ µ(1) and λ(2) ≥ µ(2)” (7.72)

と定義する. また λ⃗ ≥L µ⃗を |λ⃗| = |µ⃗|でありかつ,

|λ(2)| > |µ(2)| or (7.73)

”λ(1) ≥ µ(1) and λ(2) ≥ µ(2)” (7.74)

と定義する.

例 7.13. 例えば１次と２次の場合は

([1], [0]) ≥R ([0], [1]), (7.75)

([2], [0]) ≥R ([12], [0]) ≥R ([1], [1]) ≥R ([0], [2]) ≥R ([0], [12]) (7.76)

となる. また ([32], [1])と ([4, 1, 1], [1])や, ([2], [12])と ([12], [2])のように比べられないパー
ティションの組もある.

さらに一般化された Jack多項式は２種類の独立な変数を持つ多項式である. つまり変
数 {xi}を持つ対称関数環を Λ, またこれと独立な変数 {yi}を持つ対称関数環を Λ′と書く
と, 一般化された Jack対称関数は Λ ⊗ Λ′上の元である 13. そこでまずこの空間上の対称
関数を記述する為の記号を説明する. pn, p̄nをそれぞれ {xi}, {yi}を変数に持つ冪和対称
関数とし, mλ, m̄λ をそれぞれ {xi}, {yi}を変数に持つモノミアル対称関数とする. また
パーティションの組 λ⃗に対して,

p
λ⃗
= pλ(1) p̄λ(2) , m

λ⃗
= mλ(1)m̄λ(2) (7.77)

と定める. さらにこの空間上の内積 ⟨−,−⟩⊗2β は⟨
p
λ⃗
, pµ⃗

⟩⊗2
β

=
⟨
pλ(1) , pµ(1)

⟩
β

⟨
p̄λ(2) , p̄µ(2)

⟩
β

(7.78)

と定義する.

一般化された Jack多項式はこの空間上の, Hβ を変形させた演算子の一意的に定まる固
有関数として, 以下の存在定理により定義できる.

定理 7.14 ([24, 5節]). 任意のパーティションの組 λ⃗に対して, 次の２条件を満たす対称関
数 J

λ⃗
(pk, p̄k)が一意的に存在する：

13一般化された Jack多項式は β 以外にもパラメータを含むので, 係数の記号は伏せた.
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1. J
λ⃗
(pk, p̄k) =

∑
µ⃗≤Rλ⃗

s
λ⃗ µ⃗
mµ⃗, s

λ⃗ λ⃗
= 1, s

λ⃗ µ⃗
:定数 ;

2. Ĥ(β) J
λ⃗
(pk, p̄k) = Φ

(β)

λ⃗
(u1, u2) Jλ⃗(pk, p̄k), Φ

(β)

λ⃗
(u1, u2) :定数 .

ここに, ハミルトニアン Ĥ(β)は

Ĥ(β) = H(β)
x +H(β)

y + (1− β)
∑
n≥1

n2p̄n
∂

∂pn
(7.79)

である. ただしH(β)
x とH(β)

y は, パラメータ u1, u2を持つハミルトニアンであり,

H(β)
x =

1

2

∑
n,m

nmpn+m
∂2

∂pn∂pm
+
β

2

∑
n,m

(n+m)pnpm
∂

∂pn+m
(7.80)

+
1

2

∑
n

(2u1 − (β − 1)(n− 1))n pn
∂

∂pn
,

H(β)
y =

1

2

∑
n,m

nmp̄n+m
∂2

∂p̄n∂p̄m
+
β

2

∑
n,m

(n+m)p̄np̄m
∂

∂p̄n+m
(7.81)

+
1

2

∑
n

(2u2 − (β − 1)(n− 1))n p̄n
∂

∂p̄n

とした. このとき固有値 Φ
(β)

λ⃗
(u1, u2)は

Φ
(β)

λ⃗
(u1, u2) =

∑
(i,j)∈λ(1)

(u1+(j− 1)− (i− 1)β)+
∑

(i,j)∈λ(2)

(u2+(j− 1)− (i− 1)β) (7.82)

となる.

この固有関数 J
λ⃗
(pk, p̄k)を一般化された Jack対称関数と呼び, これを有限変数に制限し

たものを一般化された Jack多項式という.

補題 7.15. まずH(β)
x のモノミアル対称関数への作用は下三角になる. つまり

H(β)
x mλ =

∑
µ≤λ

Cλµmµ, Cλµ :定数 (7.83)

となる. このとき対角成分は固有値であり, その値は

Cλλ =
∑

(i,j)∈λ

((j − 1)− (i− 1)β + u1) (7.84)

となる.

証明. まず命題 7.11を使って, 冪和対称関数を用いた表示から変数 xiを用いた表示に書き
換えると,

H(β)
x =

1

2

∑
i≥1

x2i
∂2

∂x2i
+
β

2

∑
i̸=j

xixj
xi − xj

(
∂

∂xi
− ∂

∂xj

)
+ u1

∑
i≥1

xi
∂

∂xi
(7.85)
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となる. また各項の作用素を

A =
1

2

∑
i≥1

x2i
∂2

∂x2i
, (7.86)

B =
β

2

∑
i̸=j

xixj
xi − xj

(
∂

∂xi
− ∂

∂xj

)
, (7.87)

D = u1
∑
i≥1

xi
∂

∂xi
(7.88)

とおく.

このとき, Aのモノミアル対称関数mλへの作用は,

Amλ = A
∑

a = (a1, a2, a3, . . .)
：λの異なる置換

∏
k≥1

xakk (7.89)

=
1

2

∑
i≥1

∑
a

ai(ai − 1)
∏
k≥1

xakk

=
1

2

∑
a

∑
i≥1

λi(λi − 1)
∏
k≥1

xakk

=
1

2

∑
i≥1

λi(λi − 1)mλ

となり, その固有値は

1

2

∑
i≥1

λi(λi − 1) =
∑
i≥1

(0 + 1 + · · ·+ (λi − 1)) =
∑

(i,j)∈λ

(j − 1) (7.90)

と表せる.

次にBのモノミアル対称関数への作用は

B mλ =
β

2

∑
i ̸=j

xixj
xi − xj

∑
a = (a1, a2, a3, . . .)
：λの異なる置換

(
ai

∏
k≥1 x

ak
k

xi
− aj

∏
k≥1 x

ak
k

xj

)
(7.91)

=
β

2

∑
i ̸=j

∑
a

1

xi − xj
(aixj − ajxi)

∏
k≥1

xakk

= −β
∑
i<j

∑
a

1

xi − xj
(ajxi − aixj)

∏
k≥1

xakk

となる. ここでaに関する和の中の１つの項 1
xi−xj

(ajxi − aixj)
∏

k≥1 x
ak
k に対して, ai = aj

のとき, この項は
aj
∏
k≥1

xakk (7.92)

となる. また ai ̸= aj のときは, λの置換の中で aの aiと aj だけを入れ替えたもの

a′ = (a1, . . . , aj , . . . , ai, . . .) (7.93)
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が存在し, このようなもの同士が
∑

aの中でそれぞれペアになる. このペアの和を考える.

次数が平均化されている項はドミナンス半順序で低いパーティションのモノミアル対称関
数しか現れないので, そのような項を無視する（それを“∼”と書く ）と ai > aj のとき

1

xi − xj

{(
aj x

ai+1
i x

aj
j − ai x

ai
i x

aj+1
j

)
+
(
ai x

aj+1
i xaij − aj x

aj
i x

ai+1
j

)} ∏
k≥1 x

ak
k

xaii x
aj
j

(7.94)

∼ 1

xi − xj

(
aj x

ai+1
i x

aj
j − aj x

aj
i x

ai+1
j

) ∏
k≥1 x

ak
k

xaii x
aj
j

= aj x
aj
i x

aj
j

(
x
ai−aj
i + x

ai−aj−1
i xj + · · ·+ xi x

ai−aj−1
j + x

ai−aj
j

) ∏
k≥1 x

ak
k

xaii x
aj
j

∼ aj x
aj
i x

aj
j

(
x
ai−aj
i + x

ai−aj
j

) ∏
k≥1 x

ak
k

xaii x
aj
j

= aj

(
xaii x

aj
j + x

aj
i x

ai
j

) ∏
k≥1 x

ak
k

xaii x
aj
j

となる. ai < aj のときも同様に次数の差が最も大きい項は ai

(
xaii x

aj
j + x

aj
i x

ai
j

) ∏
k≥1 x

ak
k

x
ai
i x

aj
j

となる. 従って λよりもドミナンス半順序で低いパーティションで表される項をO(λ)と
書くと,

B mλ = −β
∑
i<j

1

2

∑
a

min{ai, aj}
(
xaii x

aj
j + x

aj
i x

ai
j

) ∏
k≥1 x

ak
k

xaii x
aj
j

+ O(λ) (7.95)

= −β
∑
i<j

∑
a

min{ai, aj}
∏
k≥1

xakk + O(λ)

= −β
∑
i<j

min{λi, λj}mλ + O(λ)

となる. さらにこの固有値は

−β
∑
i<j

min{λi, λj} = −β
∑
j≥1

(j − 1)λj = −β
∑

(i,j)∈λ

(i− 1) (7.96)

と表すことができる.

最後にDのモノミアル対称関数への作用は

Dmλ = u1
∑
i≥1

∑
a

ai
∏
k≥1

xakk (7.97)

= u1
∑
i≥1

λimλ

= u1|λ|mλ

となり, 固有値は
u1|λ| =

∑
(i,j)∈λ

u1 (7.98)
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と表せる.

以上により, ハミルトニアン

H(β)
x = A+B +D (7.99)

はモノミアル対称関数に対して下三角に作用し, その固有値はパーティションでパラメト
ライズされ ∑

(i,j)∈λ

((j − 1)− (i− 1)β + u1) (7.100)

となる.

補題 7.16. さらにパラメータ u1, u2, βが genericなとき, ハミルトニアン Ĥ(β)の固有値
Φ
(β)

λ⃗
(u1, u2)は, パーティションの組が比べられる所では縮退しない：

λ⃗ >R µ⃗ ⇒ Φ
(β)

λ⃗
(u1, u2) ̸= Φ

(β)
µ⃗ (u1, u2). (7.101)

証明. まず |λ(1)| > |µ(1)|のときは, 固有値Φ
(β)

λ⃗
(u1, u2)とΦ

(β)
µ⃗ (u1, u2)の u1の係数が異な

る為, Φ
(β)

λ⃗
(u1, u2) ̸= Φ

(β)
µ⃗ (u1, u2)となる.

|λ(1)| = |µ(1)|のときを考える. このとき λ(1) > µ(1)ならば,∑
(i,j)∈λ(1)

(j − 1) >
∑

(i,j)∈µ(1)

(j − 1) (7.102)

となる. 実際,

S =
∑

(i,j)∈λ(1)

(j − 1)−
∑

(i,j)∈µ(1)

(j − 1) (7.103)

とすると, まず不等式

S =
∑
i≥1

{(
0 + 1 + · · ·+ (λ

(1)
i − 1)

)
−
(
0 + 1 + · · ·+ (µ

(1)
i − 1)

)}
(7.104)

>
∑
i≥1

(
λ
(1)
i − µ

(1)
i

)(
µ
(1)
i − 1

)
が成立つ. これは λ

(1)
i > µ

(1)
i のとき(

0 + 1 + · · ·+ (λ
(1)
i − 1)

)
−
(
0 + 1 + · · ·+ (µ

(1)
i − 1)

)
(7.105)

= µ
(1)
i + (µ

(1)
i + 1) + · · ·+ (λ

(1)
i − 1)

>
(
µ
(1)
i − 1

)(
λ
(1)
i − µ

(1)
i

)
であることと, λ

(1)
i < µ

(1)
i のときも(

0 + 1 + · · ·+ (λ
(1)
i − 1)

)
−
(
0 + 1 + · · ·+ (µ

(1)
i − 1)

)
(7.106)

= −λ(1)i − (λ
(1)
i + 1)− · · · − (µ

(1)
i − 1)

≥ −
(
µ
(1)
i − 1

)(
µ
(1)
i − λ

(1)
i

)
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となること, また λ(1) > µ(1)であるので λ
(1)
i > µ

(1)
i となる iが少なくとも１つ存在するこ

とから成立つ. Sをさらに評価する為に, 番号 iの部分列 k(n)（n = 1, 2, . . .）を次のよう
に取る. まず k(1)を

λ
(1)
k(1) ≥ µ

(1)
k(1) and λ

(1)
k(1)+1 < µ

(1)
k(1)+1 (7.107)

となる最小の番号とする. 次に k(2)を

λ
(1)
k(1)+1 < µ

(1)
k(1)+1, (7.108)

λ
(1)
k(1)+2 < µ

(1)
k(1)+2,

· · ·

λ
(1)
k(2) < µ

(1)
k(2),

λ
(1)
k(2)+1 ≥ µ

(1)
k(2)+1

となるように λ
(1)
i − µ

(1)
i が負から正に変わる直前の番号として定める. さらに k(3)を

λ
(1)
k(2)+1 ≥ µ

(1)
k(2)+1, (7.109)

λ
(1)
k(2)+2 ≥ µ

(1)
k(2)+2,

· · ·

λ
(1)
k(3) ≥ µ

(1)
k(3),

λ
(1)
k(3)+1 < µ

(1)
k(3)+1

となるように定める. これを繰り返して k(n)を λ
(1)
i − µ

(1)
i の正負が入れ替わる直前の番

号として定める. この部分列を用いれば nの偶奇で λ
(1)
i −µ

(1)
i の正負を分けることができ,

S >
∑
n≥0


k(2n+1)∑

i=k(2n)+1

(
λ
(1)
i − µ

(1)
i

)(
µ
(1)
i − 1

)
+

k(2n+2)∑
i=k(2n+1)+1

(
λ
(1)
i − µ

(1)
i

)(
µ
(1)
i − 1

)
≥
∑
n≥0


k(2n+1)∑

i=k(2n)+1

(
λ
(1)
i − µ

(1)
i

)(
µ
(1)
k(2n+1) − 1

)

+

k(2n+2)∑
i=k(2n+1)+1

(
λ
(1)
i − µ

(1)
i

)(
µ
(1)
k(2n+1)+1 − 1

)
≥
∑
n≥0


k(2n+1)∑

i=k(2n)+1

(
λ
(1)
i − µ

(1)
i

)
+

k(2n+2)∑
i=k(2n+1)+1

(
λ
(1)
i − µ

(1)
i

)(µ(1)k(2n+1) − 1
)

(7.110)

と評価することができる. ここに k(0) = 0とした. また
(
µ
(1)
k(2n+1) − 1

)
= 0となる最小の

nをN0とする. N0 = 0のときは明らかに S > 0となるからN0 ≥ 1のときを考えると,

µ
(1)
k(2N0)

> λ
(1)
k(2N0)

≥ λ
(1)
k(2N0)+1 ≥ µ

(1)
k(2N0)+1 ≥ 1 (7.111)
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であるので, k(2N0)以下の番号 iでは
(
µ
(1)
i − 1

)
> 0となる. さらに,

Tn =

k(2n+2)∑
i=k(2n)+1

(
λ
(1)
i − µ

(1)
i

)
(7.112)

とおくと, ドミナンス半順序の定義より任意の nに対して T0 + · · ·+ Tn ≥ 0であるから,

S >

N0−1∑
n=0

Tn

(
µ
(1)
k(2n+1) − 1

)
(7.113)

≥ (T0 + T1)
(
µ
(1)
k(3) − 1

)
+

N0−1∑
n=2

Tn

(
µ
(1)
k(2n+1) − 1

)
(7.114)

≥ (T0 + T1 + T2)
(
µ
(1)
k(5) − 1

)
+

N0−1∑
n=3

Tn

(
µ
(1)
k(2n+1) − 1

)
≥

(
N0−1∑
n=0

Tn

)(
µ
(1)
k(2N0−1) − 1

)
≥ 0

となる.

以上により, λ(2)と µ(2)に関しても同じことが成立するので, λ(1) > µ(1)または λ(2) >

µ(2)ならば∑
(i,j)∈λ(1)

(j − 1) +
∑

(i,j)∈λ(2)

(j − 1) >
∑

(i,j)∈µ(1)

(j − 1) +
∑

(i,j)∈µ(2)

(j − 1) (7.115)

となる. よってΦ
(β)

λ⃗
(u1, u2)とΦ

(β)
µ⃗ (u1, u2) の定数項が異なるので固有値が縮退しない, つ

まり
Φ
(β)

λ⃗
(u1, u2) ̸= Φ

(β)
µ⃗ (u1, u2) (7.116)

となることが証明できた.

これら２つの補題を用いて, 一般化された Jack対称関数の存在定理を証明することがで
きる.

定理 7.14の証明. まず２種類の変数を持ったモノミアル対称関数m
λ⃗
を基底に取ると, ハ

ミルトニアン Ĥ(β)は拡張されたドミナンス半順序>Rに関して, 下三角になる. 実際, H(β)
x

のm
λ⃗
への作用は補題 7.15から, λ(1) ≥ µ(1)かつ λ(2) = µ(2)となるパーティションの組

µ⃗ に対するモノミアル対称関数mµ⃗の和で書くとができる. 同じようにH(β)
y に関しても

λ(1) = µ(1)かつ λ(2) ≥ µ(2) となるものの和で書くことができる. さらに作用素

(1− β)
∑
n≥1

n2p̄n
∂

∂pn
(7.117)

のm
λ⃗
への作用は,

∣∣λ(1)∣∣ ̸= 0であれば必ず∣∣λ(1)∣∣ > ∣∣µ(1)∣∣ and
∣∣λ⃗∣∣ = ∣∣µ⃗∣∣ (7.118)
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となるパーティションの組 µ⃗に対するモノミアル対称関数が現れる. 従ってハミルトニア
ン Ĥ(β)をm

λ⃗
に作用させると, λ⃗ ≥R µ⃗となるパーティションの組 µ⃗に対するモノミアル

対称関数mµ⃗だけが現れる. つまり

Ĥ(β)m
λ⃗
=
∑

µ⃗≤Rλ⃗

e
λ⃗ µ⃗
mµ⃗, e

λ⃗ µ⃗
:定数 (7.119)

となる. 従って固有値が, 補題 7.15から

Φ
(β)

λ⃗
(u1, u2) = e

λ⃗ λ⃗
(7.120)

=
∑

(i,j)∈λ(1)

(u1 + (j − 1)− (i− 1)β) +
∑

(i,j)∈λ(2)

(u2 + (j − 1)− (i− 1)β)

となることも分かる.

この下三角性から, １つ目の条件を満たす対称関数に Ĥ(β)を作用させると

Ĥ(β)J
λ⃗
(pk, p̄k) = Ĥ(β)

∑
µ⃗≤Rλ⃗

s
λ⃗ µ⃗
mµ⃗ =

∑
µ⃗≤Rλ⃗

s
λ⃗ µ⃗

∑
ν⃗≤Rµ⃗

eµ⃗ ν⃗mν⃗ (7.121)

となる. また２つ目の条件を満たすことを用いると,

Ĥ(β)J
λ⃗
(pk, p̄k) = e

λ⃗ λ⃗

∑
ν⃗≤Rλ⃗

s
λ⃗ ν⃗
mν⃗ (7.122)

となるので, ２つの条件を満たす対称関数を考えると∑
ν⃗≤R µ⃗≤R λ⃗

s
λ⃗ µ⃗
eµ⃗ ν⃗ = e

λ⃗ λ⃗
s
λ⃗ ν⃗

(7.123)

つまり
(e

λ⃗ λ⃗
− eν⃗ ν⃗)sλ⃗ ν⃗

=
∑

ν⃗<R µ⃗≤R λ⃗

s
λ⃗ µ⃗
eµ⃗ ν⃗ (7.124)

となる係数 s
λ⃗ µ⃗
を持つものを考えるということになる. ここで補題 7.16より, パーティショ

ンの組が比べられる所では固有値が縮退しない, つまり e
λ⃗ λ⃗

̸= eν⃗ ν⃗ であるので, 上式は係
数 s

λ⃗ µ⃗
を ν⃗ <R µ⃗ ≤R λ⃗となる s

λ⃗ µ⃗
から一意的に決める漸化式になっている. 従って２つ

の条件を満たす対称関数 J
λ⃗
(pk, p̄k)が一意的に存在する.

以上の証明により, 一般化された Jack対称関数をきちんと定義できた. また, この存在
定理により一般化された Jack対称関数が Λ⊗ Λ′上の基底を成していることも分かる.

しかし, 実はハミルトニアン Ĥ(β)は, 内積 ⟨−,−⟩⊗2β に関して自己共役でない. したがっ
てその固有ベクトルである一般化された Jack対称関数は直交関数系にはならない. よっ
て Cauchyの公式を用いて共形ブロックの被積分関数を展開することを考えると, その双
対も議論しなければならない. Ĥ(β)の共役演算子はH(β)

x , H(β)
y が自己共役なので

H̄(β) = H(β)
x +H(β)

y + (1− β)
∑
n≥1

n2pn
∂

∂p̄n
(7.125)

と３項目の pと p̄を入れ替えれるだけで得られる. この双対の場合も基本的には同じ議論
で, 半順序≥Lを用いて同じ定理が得られる. またその固有値も同じになる.
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例 7.17. Ĥ(β)のモノミアル多項式への作用を計算すると, １次に制限したものは

Ĥ(β)
(
m[1],[0] m[0],[1]

)
=
(
m[1],[0] m[0],[1]

)( u1 0

1− β u2

)
(7.126)

と求めることができ, 表現行列を下三角にできる. 一般化された Jack多項式はこれの固有
ベクトルであるから (

J[1],[0]
J[0],[1]

)
=

(
1 1−β

u1−u2

0 1

)(
m[1],[0]

m[0],[1]

)
(7.127)

と計算することができる.

双対も同じように計算でき, １次の表現行列は

H̄(β)
(
m[0],[1] m[1],[0]

)
=
(
m[0],[1] m[1],[0]

)( u2 0

1− β u1

)
(7.128)

となる. また一般化された Jack多項式の双対は(
J∗[0],[1]
J∗[1],[0]

)
=

(
1 1−β

u2−u1

0 1

)(
m[0],[1]

m[1],[0]

)
(7.129)

となる.

例 7.18. ２次の場合は Ĥ(β)の表現行列が

Ĥ(β)
(
m[2],[0] m[1,1],[0] m[1],[1] m[0],[2] m[0],[1,1]

)
(7.130)

=
(
m[2],[0] m[1,1],[0] m[1],[1] m[0],[2] m[0],[1,1]

)

×


2u1 + 1 0 0 0 0

2β 2u1 − β 0 0 0

0 1− β u1 + u2 0 0

4(1− β) −2(1− β) 1− β 2u2 + 1 0

0 0 2(1− β) 2β 2u2 − β


となり, この固有関数である一般化された Jack対称関数は

J[2],[0]
J[1,1],[0]
J[1],[1]
J[0],[2]
J[0],[1,1]

 =M


m[2],[0]

m[1,1],[0]

m[1],[1]

m[0],[2]

m[0],[1,1]

 , (7.131)

M =



1 2β
1+β

2β(1−β)
(1+β)(1+u1−u2)

(1−β)(2+β−β2+2u1−2u2)
(1+β)(u1−u2)(1+u1−u2)

2β(2−3β+β2)
(1+β)(u1−u2)(1+u1−u2)

0 1 1−β
−β+u1−u2

1−β
β−u1+u2

−1+3β−2β2

(u1−u2)(β−u1+u2)

0 0 1 1−β
−1+u1−u2

2(1−β)(−1+β+u1−u2)
(−1+u1−u2)(β+u1−u2)

0 0 0 1 2β
1+β

0 0 0 0 1


(7.132)
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となる. また双対の H̄(β)の表現行列は

H̄(β)
(
m[0],[2] m[0],[1,1] m[1],[1] m[2],[0] m[1,1],[0]

)
(7.133)

=
(
m[0],[2] m[0],[1,1] m[1],[1] m[2],[0] m[1,1],[0]

)

×


2u2 + 1 0 0 0 0

2β 2u2 − β 0 0 0

0 1− β u1 + u2 0 0

4(1− β) −2(1− β) 1− β 2u1 + 1 0

0 0 2(1− β) 2β 2u1 − β


となる. 固有関数を計算して, 双対の一般化された Jack対称関数を求めると

J∗[0],[2]
J∗[0],[1,1]
J∗[1],[1]
J∗[2],[0]
J∗[1,1],[0]

 =M∗


m[0],[2]

m[0],[1,1]

m[1],[1]

m[2],[0]

m[1,1],[0]

 , (7.134)

M∗ =



1 2β
1+β

2β(1−β)
(1+β)(1+u2−u1)

(1−β)(2+β−β2+2u2−2u1)
(1+β)(u2−u1)(1+u2−u1)

2β(2−3β+β2)
(1+β)(u2−u1)(1+u2−u1)

0 1 1−β
−β+u2−u1

1−β
β−u2+u1

−1+3β−2β2

(u2−u1)(β−u2+u1)

0 0 1 1−β
−1+u2−u1

2(1−β)(−1+β+u2−u1)
(−1+u2−u1)(β+u2−u1)

0 0 0 1 2β
1+β

0 0 0 0 1


(7.135)

となる. これは (7.132)のM の u1と u2を入れ替えたものとなっている.

ここまでは一般化された Jack多項式の規格化を, モノミアル多項式で展開したときに最
も順序の高い部分の係数が 1となるように定めた. この規格化は具体的に多項式を構成す
るには便利だが, Nekrasov公式と比較するにはあまり良くない. そこで今後は, 次のよう
なNekrasov公式に合わせた規格化を採用する. またここからは a = u1 = −u2として, 一
般化された Jack多項式とその双対を, J

λ⃗
(a, pk, p̄k), J

∗
λ⃗
(a, pk, p̄k) と書く.

まずハミルトニアン Ĥ(β)とその双対 H̄(β)の形から,

Jλµ(a, pk, p̄k) = J∗µλ(−a, p̄k, pk) (7.136)

という制限を加えることができる. さらに

⟨
J
λ⃗
(a, pk, p̄k) , J

∗
µ⃗(a, pk, p̄k)

⟩⊗2
β

= δλ(1) µ(1)δλ(2) µ(2)

2∏
i,j=1

eλ(i)µ(j)(ui − uj) (7.137)

という条件によって Jλµ(a, pk, p̄k)と J∗µλ(a, pk, p̄k)の規格化を定める. ここに,

eλµ(u) =
(−1)|λ|

β|λ|+|µ|

∏
(i,j)∈λ

(u+Aλ(i, j) + 1 + βLµ(i, j))
∏

(i,j)∈µ

(u−Aµ(i, j)− βLλ(i, j)− β)

(7.138)
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とした. 今後 J
λ⃗
(a, pk, p̄k), J

∗
λ⃗
(a, pk, p̄k)と書いたらこの規格化を適応しているものとする.

例 7.19 ([24, (91)-(92)]). 例 7.17で計算したものを, 冪和多項式に直して上述した規格化
を行うと (

J[1],[0](a, pk, p̄k)

J[0],[1](a, pk, p̄k)

)
=

(
−2a
β

−1+β
β

0 2a−1+β
β

)(
p[1],[0]
p[0],[1]

)
(7.139)

となる. またこの双対は(
J∗[0],[1](a, pk, p̄k)

J∗[1],[0](a, pk, p̄k)

)
=

(
2a
β

−1+β
β

0 −2a−1+β
β

)(
p[0],[1]
p[1],[0]

)
(7.140)

となる.

注意 7.20. ここで (7.137)において, 一般化された Jack多項式とその双対が直交してい
る, つまり

λ⃗ ̸= µ⃗ ⇒
⟨
J
λ⃗
, J∗µ⃗

⟩⊗2
β

= 0 (7.141)

となっているという仮定を用いた. 厳密には Ĥ(β)の固有値 Φ
(β)

λ⃗
(u1, u2)は, パーティショ

ンが比べられないところで縮退していることがあるので, 直交性は証明できていない 14 .

[24] ではこのことを議論しておらず, 直交性は暗黙のうちに仮定しているように思われる.

従って次節で使う一般化された Jack多項式のCauchyの公式も厳密には予想である. また
この直交性を証明するには通常の Jack多項式と同じように, 一旦Macdonald多項式など
の q変形した多項式に拡張し, 縮退を取り除く必要があると考えられる 15 .

ではこの節の最後に一般化された Jack多項式の Selbergアベレージの公式をみる.

予想 7.21 ([24, 6節]). パラメータ aを

a = −βn− 1

2
(u+ v + 1− β) (7.142)

とパラメトライズする. このとき, n変数の一般化された Jack多項式の Selbergアベレー
ジは⟨

J
λ⃗
(a,−pk − v

β , pk)
⟩
= (−1)|λ

(1)|+|λ(2)|τλ(−v − βn)τλ(−u− v − βn− 1 + β) (7.143)

× τµ(βn)τµ(u+ βn+ 1− β),

⟨
J∗
λ⃗
(a, pk,−pk − v

β )
⟩
= (−1)|λ

(1)|+|λ(2)|τλ(βn)τλ(u+ βn+ 1− β) (7.144)

× τµ(−v − βn)τµ(−u− v − βn− 1 + β)

となる.

14４次の場合にパーティションの組が ([2], [12]), ([12], [2])となるところで初めて縮退が起きるので, ３次以
下の場合には直交性が保証されている.

15その後 [3] で与えられているベクトルを多項式に直したものが, 一般化 Jack 多項式の q 変形版であり,
q → 1極限できちんと一致していることが分かった. この極限から直交性 (7.141)も保証された [27].
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次節ではこの予想 7.21を用いて AGT予想の証明を行うが, 例えば, τ の中の引数をパ
ラーメータの変換 (7.37)-(7.39)によって変換すると,

−v+ − βn+ =
m1 + a

ϵ2
, −u+ − v+ − βn+ − 1 + β =

m2 + a

ϵ2
, (7.145)

βn+ =
m2 − a

ϵ2
, u+ + βn+ + 1− β =

m1 − a

ϵ2
, (7.146)

βn− =
m4 + a

ϵ2
, u− + βn− + 1− β =

m3 + a

ϵ2
, (7.147)

−v− − βn− =
m3 − a

ϵ2
, −u− − v− − βn− − 1 + β =

m4 − a

ϵ2
(7.148)

となるので, この公式はパラメータを読み替えるとほとんどNekrasov公式のZhyperになっ
ている. 従って, この予想は次節の証明において非常に重要な公式となっている. しかし,

この予想の証明は未だ与えられていない.

7.4 一般化された Jack多項式を用いた“証明”（予想 7.5の“証明”）

この節で AGT予想の証明を終える. 7.2節と同様に, Selbergアベレージの被積分関数
を一般化された Jack多項式で展開する. 一般化された Jack多項式は通常の Jack多項式
よりも変数の種類が多い. よって Cauchyの公式も次のように述べ直す必要がある.

命題 7.22. u
λ⃗
と v

λ⃗
を |λ⃗|次斉次対称関数とし, ΛF ⊗ΛF 上の F -基底を成すとする. この

とき {u
λ⃗
}と {vµ⃗}が互いに直交している, つまり⟨

u
λ⃗
, vµ⃗

⟩⊗2
q,t

= δ
λ⃗ µ⃗
c
λ⃗
, 0 ̸= c

λ⃗
∈ F (7.149)

となることと, ∑
λ⃗

u
λ⃗
(x,w) v

λ⃗
(y, z)

c
λ⃗

= Π(x, y, q, t)Π(z, w, q, t) (7.150)

となることは同値である.

証明. まず冪和対称関数の双対を

p∗
λ⃗
=

p
λ⃗⟨

p
λ⃗
, p

λ⃗

⟩⊗2
q,t

=
p
λ⃗

zλ(1)(q, t) zλ(2)(q, t)
(7.151)

とする. つまり ⟨
p
λ⃗
, p∗µ⃗

⟩⊗2
q,t

= δ
λ⃗ µ⃗

(7.152)

となる. また u
λ⃗
と vµ⃗ を冪和対称関数とその双対で展開した係数を a

λ⃗ ρ⃗
, bµ⃗ ρ⃗ とする. つ

まり
u
λ⃗
=
∑
ρ⃗

a
λ⃗ ρ⃗
pρ⃗, vµ⃗ =

∑
ρ⃗

bµ⃗ ρ⃗ p
∗
ρ⃗ (7.153)

とする. このとき ⟨
u
λ⃗
, vµ⃗

⟩⊗2
q,t

=
∑
ρ⃗

a
λ⃗ ρ⃗
bµ⃗ ρ⃗ (7.154)
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となるので, 条件 (7.149)は ∑
ρ⃗

a
λ⃗ ρ⃗
bµ⃗ ρ⃗ = δ

λ⃗ µ⃗
c
λ⃗

(7.155)

となることと同値である.

一方, 条件式 (7.150)の両辺を冪和対称関数で展開すると,∑
ρ⃗, σ⃗

∑
λ⃗

a
λ⃗ ρ⃗
b
λ⃗ σ⃗

c
λ⃗

pρ⃗(x,w)p
∗
σ⃗(y, z) =

∑
ρ⃗

1

zρ(1)(q, t) zρ(2)(q, t)
pρ(1)(x)pρ(1)(y)pρ(2)(z)pρ(2)(w)

(7.156)

=
∑
ρ⃗

pρ⃗(x,w) p
∗
ρ⃗(y, z)

となるので, 条件 (7.150)は ∑
λ⃗

a
λ⃗ ρ⃗
b
λ⃗ σ⃗

c
λ⃗

= δρ⃗ σ⃗ (7.157)

と同値である.

したがって, 正方行列 A, Bと対角行列 C に対して AB = C とBA = C は同値だから,

(7.155)と (7.157)は同値である. よって命題が証明できた.

この公式の極限をとって, パラメータ q, tを βに直したものを用いる. Selbergアベレー
ジの被積分関数を一般化された Jack多項式で展開すると, 規格化 (7.137)から

B(q) =

⟨⟨
n+∏
i=1

(1− q xi)
v−

n−∏
j=1

(1− q yj)
v+

n+∏
i=1

n−∏
j=1

(1− q xi yj)
2β

⟩
+

⟩
−

=

⟨⟨
exp

−β
∑
k≥1

qk

k
pk(x)

(
pk(y) +

v−
β

)
× exp

−β
∑
k≥1

qk

k
pk(y)

(
pk(x) +

v+
β

)⟩
+

⟩
−

=
∑
λ⃗

q|λ⃗|

⟨
J
λ⃗
(a,−pk − v+

β , pk)
⟩
+

⟨
J∗
λ⃗
(a, p̄k,−p̄k − v−

β )
⟩
−∏2

i,j=1 eλ(i) λ(j)(ui − uj)
(7.158)

となる. これにパラメータの変換 (7.37)-(7.39)を適応して考えれば良いのだが, 予想 7.21

の一般化された Jack多項式の中の aのパラメトライズ (7.142) は変換 (7.37)-(7.39)とは
多少ずれていることに注意する. そこで変換 (7.37)を少しずらして,

n+ =
ϵ2a−m2

ϵ1
, n− =

−ϵ2a−m4

ϵ1
(7.159)

としておくと, 予想 7.21が使えて, (7.158)の分子の部分が⟨
J
λ⃗
(a,−pk − v+

β , pk)
⟩
+

⟨
J∗
λ⃗
(a, p̄k,−p̄k − v−

β )
⟩
−
=

1

(−ϵ1)4|λ⃗|

4∏
k=1

Zhyper

λ⃗
(mk, ϵ2a, ϵ⃗)

(7.160)
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となり, ハイパー多重項の因子を再現している. また (7.158)の分母にある因子は, 例えば

eλ(1)λ(2)(2a) =
(−1)|λ

(1)|

(−ϵ1)|λ(1)|+|λ(2)|

∏
(i,j)∈λ(1)

(ϵ2a+ (Aλ(1)(i, j) + 1)ϵ2 − Lλ(2)(i, j)ϵ1) (7.161)

×
∏

(i,j)∈λ(2)

(ϵ2a−Aλ(2)(i, j)ϵ2 + (Lλ(1)(i, j) + 1)ϵ1)

となるから
1∏2

i,j=1 eλ(i)λ(j)(ui − uj)
= (−ϵ1)4|λ⃗| Zvect

λ⃗
(ϵ2a, ϵ⃗) (7.162)

となり, これはそのままベクトル多重項の因子に一致している. 最後に変換 (7.37)に戻す
為に, ϵ2a→ aと置き換えれば,⟨

J
λ⃗
(a,−pk − v+

β , pk)
⟩
+

⟨
J∗
λ⃗
(a, p̄k,−p̄k − v−

β )
⟩
−∏2

i,j=1 eλ(i) λ(j)(ui − uj)
= Z

Nf=4

λ⃗
(m⃗, a, ϵ⃗) (7.163)

となりヤング図の展開の意味でのNekrasov公式の各項にそのまま一致するようになる [24,

7節]. 以上によりAGT予想

B(q) = Z
Nf=4U(2)
Nek (q, m⃗, a, ϵ⃗) (7.164)

が証明できた.

この章では, 相関関数を一旦自由場表示して考えた AGT予想 7.5の“証明”を行った.

元々のAGT予想 4.1の証明を与えるには, 自由場表示に関する予想 7.3と合わせて考える
必要がある.

また, この章で行った証明では２つの予想を用いた. １つは, 一般化された Jack多項式の
Selbergアベレージに関する予想 7.21と, もう１つは一般化された Jack多項式の直交性に
関する予想（注意 7.20）である. 特に Selbergアベレージの方は, 予想の値がほぼNekrasov

公式であるので, 一般化された Jack多項式を用いた証明の核となっている. AGT予想の
証明を完全なものにする為には, 今後これらの問題を解決しなければならない.
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8 補遺：H̃β,NとHβ,Nの違い

この章では第 6章において, CS模型から現れるハミルトニアン

H̃β,N =

N∑
i=1

(
xi

∂

∂xi

)2

+ β
∑

1≤i<j≤N

xi + xj
xi − xj

(
xi

∂

∂xi
− xj

∂

∂xj

)
(8.1)

を少しずらして

Hβ,N =

N∑
i=1

x2i
∂2

∂x2i
+ β

∑
i ̸=j

xixj
xi − xj

(
∂

∂xi
− ∂

∂xj

)
+ (1− β)

N∑
i=1

xi
∂

∂xi
(8.2)

を使った訳を説明する.

まず H̃β,N からHβ,N を得るには, 演算子

βN

N∑
i=1

xi
∂

∂xi
(8.3)

を差し引けば良かった. これは実際, H̃β,N の第２項目との差を計算すると,

β
∑
i<j

xi + xj
xi − xj

(
xi

∂

∂xi
− xj

∂

∂xj

)
− βN

N∑
i=1

xi
∂

∂xi
(8.4)

=
β

2

N∑
i=1

∑
j(̸=i)

{
−2xi

∂

∂xi
+
xi + xj
xi − xj

(
xi

∂

∂xi
− xj

∂

∂xj

)}
− β

N∑
i=1

xi
∂

∂xi

=
β

2

N∑
i=1

∑
j(̸=i)

{
3xixj − x2i
xi − xj

∂

∂xi
−
xixj + x2j
xi − xj

∂

∂xj

}
− β

N∑
i=1

xi
∂

∂xi

=
β

2

∑
i̸=j

{
2xixj
xi − xj

∂

∂xi
− 2xixj
xi − xj

∂

∂xj

}
− β

N∑
i=1

xi
∂

∂xi

= β
∑
i̸=j

xixj
xi − xj

(
∂

∂xi
− ∂

∂xj

)
− β

N∑
i=1

xi
∂

∂xi

となり, 第一項目も
N∑
i=1

(
xi

∂

∂xi

)2

=

N∑
i=1

x2i
∂2

∂x2i
+

N∑
i=1

xi
∂

∂xi
(8.5)

であるから

H̃β,N − βN

N∑
i=1

xi
∂

∂xi
= Hβ,N (8.6)

となる. ここで多少, 天下り的に演算子 (8.3)を差し引いてHβ を定義したが, それには以
下のような訳がある.

まずハミルトニアン H̃β,N は, 実はこのままでは無限変数へ拡張, つまり対称関数環上の
演算子に拡張することができない. 実際, 7章で行った命題 7.11の証明と同じ手順で H̃β,N

の第２項目を無理やり冪和多項式で表示すると, 変数の数N に依存する部分が露になる.

91



“命題”8.1. N 変数の対称多項式環上の作用素として∑
1≤i<j≤N

xi + xj
xi − xj

(
xi

∂

∂xi
− xj

∂

∂xj

)
= N

∑
k

k pk
∂

∂pk
−
∑
k

k2pk
∂

∂pk
+
∑
k, l

(k+l)pkpl
∂

∂pk+l

(8.7)

となる.

証明. 冪和多項式の母関数

Π(x, y) = exp

∑
n≥1

1

n
pn qn

 (8.8)

への作用を考える. ただし変数 {xi}の数は有限である. つまり, xN+1 = xN+2 = · · · = 0

とおいて冪和多項式は pn = xn1 + · · ·+ xnN とする. まず左辺の作用は∑
1≤i<j≤N

xi + xj
xi − xj

(
xi

∂

∂xi
− xj

∂

∂xj

)
Π(x, y) (8.9)

= Π(x, y)
∑

1≤i<j≤N

xi + xj
xi − xj

∑
n≥1

(
xni − xnj

)
qn

= Π(x, y)
∑

1≤i<j≤N
(xi + xj)

∑
n≥1

n−1∑
k=0

xn−1−ki xkj qn

= Π(x, y)
∑

1≤i<j≤N

∑
n≥1

n−1∑
k=0

(
xn−ki xkj + xn−1−ki xk+1

j

)
qn

= Π(x, y)
∑
n≥1

n−1∑
k=0

1

2
(pn−kpk + pn−1−kpk+1 − 2pn) qn

= Π(x, y)
∑
n≥1

n−1∑
k=0

1

2
(pn−kpk + pn−1−kpk+1) qn − Π(x, y)

∑
n≥1

npnqn

となる. さらに, 冪和多項式をN 変数に制限しているから

Π(x, y)
∑
n≥1

n−1∑
k=0

1

2
(pn−kpk + pn−1−kpk+1) qn = Π(x, y)

∑
n≥1

{(
n−1∑
k=1

pn−kpk

)
+ p0 pn

}
qn

= Π(x, y)
∑
n≥1

{(
n−1∑
k=1

pn−kpk

)
+Npn

}
qn

となる. このことと ∑
k

k pk
∂

∂pk
Π(x, y) = Π(x, y)

∑
n≥1

pn qn, (8.10)

∑
k

k2pk
∂

∂pk
Π(x, y) = Π(x, y)

∑
n≥1

n pn qn, (8.11)

∑
k, l

(k + l)pk pl
∂

∂pk+l
Π(x, y) = Π(x, y)

∑
n≥1

n−1∑
k=1

pn−k pk qn (8.12)
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となることから, この“命題”が従う.

この“命題”により H̃β,N に潜んでいる, 変数の数に依存した部分が

N
∑
k

k pk
∂

∂pk
(8.13)

であると分かった. しかし,“命題”8.1は実はきちんとした主張にはなっていない. なぜ
なら冪和多項式は有限変数に制限すると独立ではなくなるので, 多項式環上で基底を成さ
なくなり, (8.7)の右辺が well-definedでなくなるからである. 例えば, 変数の数がN = 2

のとき

p(3) =
3

2
p(2,1) −

1

2
p(13) (8.14)

という関係式が成立ち, N
∑

k k pk
∂

∂pk
をこの式の両辺に作用させると, 両者の値が異なる.

このように有限変数の冪和多項式を考えると様々な困難が生じる. そこで本論文では, N

に依存した演算子 (8.13)の変数 {xi}による表示 (8.3)を, H̃β,N から取り除き, Hβ,N を用
いて議論を進めた.

注意 8.2. 演算子 (8.3)を取り除いたHβ,N は, 実際に冪和対称関数による表示

Hβ = lim
←−

Hβ,N =
∑
k, l≥1

(
k l pk+l

∂2

∂pk∂pl
+ β(k + l)pk pl

∂

∂pk+l

)
+
∑
k

(1− β)k2pk
∂

∂pk

(8.15)

が存在するので, 無限変数へ拡張できる. またこの表示と, 自由場の代数が

a−n =

√
β

2
pn, an =

√
2

β
n

∂

∂pn
(n ≥ 1) (8.16)

によって表現できることを用いれば, Hβの自由場表示Hboson
β を与える命題 6.25の証明が

得られる.
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9 あとがき

第 7章の一般化 Jack多項式を用いた証明のアイディアは, 共形ブロックを展開する際の
良い性質をもった基底（AFLT基底と呼ばれる基底 [1, 8, 11]）に端を発する. 4章の最後
にも多少触れたが, 従来型の標準的な基底を用いて共形ブロックを展開すると, その形は
非常に複雑で綺麗な形にはならない. AFLT基底とは AGT予想により示唆される基底で
ありその基底で共形ブロックを展開すると, そのときに現れる各項が Nekrasov公式のよ
うな綺麗な因子化を見せるように作られた基底のことである. しかし Virasoro代数の表
現空間上にはこのような良い基底は存在せず, AGT予想を複雑化させている U(1)因子の
寄与がある分, Virasoro代数にHeisenberg代数をテンソル積した代数の表現空間上でこの
基底を取ることができる. 実は本論文で説明した一般化 Jack多項式と, 自由場表示された
場合のAFLT基底は同じものであることが確認できる. 共形ブロックを自由場表示すると
自然に U(1)因子の逆数が表れ, AGT予想を U(1)因子の寄与を省いて考えることができ
る（(7.40)式を参照）. 従って, AFLT基底に対応する一般化された Jack多項式を用いて
Selbergアベレージの被積分関数を展開することで, ヤング図の組による展開式の各項がそ
のままNekrasov公式の各項に一致すると考えられた. ちなみに本論文では SU(2)ゲージ
理論に対応するように作られた一般化 Jack多項式だけを説明したが, 一般に SU(N)ゲー
ジ理論に対応するように作られた一般化 Jack多項式も定義されている. これを用いて [23]

ではN = 3の場合における Selbergアベレージの展開も議論している.

一般化 Jack多項式の直交性に関する予想は, 注意 7.20の脚注にも追記したが後に [27]に
より解決されている. 実は一般化Macdonald多項式は [3]により既に与えられており,（[3]

では一般化Macdonald多項式という言葉は用いられていない. ）[27]では単にその極限が
一般化 Jack多項式に一致しているということを証明している. またこの一般化Macdonald

多項式を用いて, q変形版（５次元版）のAGT予想でも 7章の証明と類似の研究が行われ
ている [35, 25]. q変形版では Selberg積分は Jackson積分という級数で表される特殊な積
分に置き換わるが, その被積分関数を一般化Macdonald多項式で展開することによって,

5次元ゲージ理論の Nekrasov公式（K理論的分配関数）に一致することを確かめること
ができる.

[24]では, 一般化 Jack多項式を固有関数に持つハミルトニアン Ĥ(β)の定義を, Hilbert

スキームを用いたいわゆる幾何学的表現論による手法で与えている. それに対して q変形
版AGT予想でのAFLT基底（つまり一般化Macdonald多項式）は, Ding-Iohara-Miki代
数というHopf代数（量子トロイダル gl1代数や楕円Hall代数とも呼ばれる）の表現空間上
で取ることができ, 一般化Macdonald多項式は Ding-Iohara-Miki代数の余積の構造を用
いて構築することができる. この余積の構造が５次元ゲージ理論の分配関数の情報を知っ
ているのは驚くべき現象である 16 . 近年その余積の構造が数学の可積分系などの分野で
も重要視されており, 今後益々注目を集めることになると思われている.

16さらに [4]では Ding-Iohara-Miki代数の表現を通して Iqbal-Kozcaz-Vafaないし粟田-菅野のリファイン
ドトポロジカルバーテックスを再現している.
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