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概 要

近年、素粒子論における研究の中でカオスが注目を集めつつある。カオスとは非

線形系に現れる非常に複雑な運動のことを指す。カオスは日常にありふれたもので

あり、気象現象の予測不可能性のことを指した「バタフライ効果」などで有名であ

る。素粒子論分野では、ブラックホールの情報喪失問題や熱化過程をカオスを使っ

て説明しようという試みが近年なされている [1]。ブラックホールついては、そのエ

ントロピーの微視的な起源など理解されていないことが多く、その解明は微視的な

スケールでの重力理論の理解に繋がると考えられている。

一方、超弦理論において最も盛んに研究されている対象の一つにAdS/CFT対応

がある [2]。AdS/CFT対応とは超弦理論とゲージ理論の等価性を主張するものであ

る。この対応を利用して、重力の微視的な性質をゲージ理論によって解析できると

期待されている。AdS/CFT対応に関わる重要な研究として、AdS5×S5空間上の超

弦理論において Penrose極限と呼ばれる極限をとった時の弦の状態と、ゲージ理論

の演算子に具体的な対応関係を与えたものがある [3]。AdS5×S5空間上の超弦理論

はN = 4超共形ゲージ理論に双対であり、文献 [3]では、Penrose極限によって両理

論の一部分を切り出して対応関係が調べられた。さらに、AdS5×S5空間上の超弦理

論とN = 4超共形ゲージ理論は共に可積分構造を持っており、可積分性を用いて対

応関係を一般化する試みが行われてきた。

可積分構造を持ち合わせないAdS/CFT対応も知られている。AdS5×T1,1空間上

の弦理論はN = 1超共形ゲージ理論に双対であると考えられており [4]、AdS5×T1,1

空間上の弦の運動にはカオスが現れる [5]。このとき、弦のカオス的運動がゲージ理

論側とどのように対応しているのかは知られていない。そこで、ゲージ理論との対

応を考えやすいPenrose 極限をとってもカオスが現れるかどうかは興味深い問題で

ある。我々は論文 [6]において、AdS5×T1,1空間のPenrose 極限で二次の補正項まで

取り入れたものでも、カオスが現れることを示した。本修士論文はこの論文 [6]に関

わる先行研究のレビューと [6]の結果をまとめたものである。
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第1章 Introduction

素粒子論分野では、より単純な法則と基本的な構成要素から宇宙を説明すること

を目的に研究が進められてきた。その中で場の量子論は大きな成功を収めており、

素粒子標準模型においては現在加速器で実現できる高エネルギー領域まで実験との

矛盾は確認されていない。標準模型では自然界における基本的な力とされるものの

うち、重力を除く、電磁気力、強い力、弱い力が含まれている。一つの枠組みから全

てを説明したいという立場をとると、重力を含めた単一の理論を目指すのは自然で

ある。しかし、重力の量子化は困難であり場の量子論での統一には成功していない。

重力を含めた統一理論の候補として超弦理論は大きな注目を集めている。超弦理

論では弦が理論の基本的な構成要素であり、弦の振動modeに応じて重力場を含め

た様々な場が現れる。また、この弦はPlank scaleに近い大きさであるとされ、超弦

理論では現在行われている実験よりも非常に高いエネルギー領域において統一が実

現していると考えている。

1974年に’t Hooft はU(N)ゲージ理論においてNの大きな極限をとったものと弦

理論の間の類似性を指摘した [7]。この等価性はMaldacenaによるAdS5×S5空間上

の IIB型超弦理論とN = 4 超共形ゲージ理論の対応の発見によって具体化された

[2]。内部空間は S5だけでなく、他の多様体X でも同じような対応が得られる例が

知られており、いずれもAdS×X 空間上の弦理論と共形場理論 (CFT)との対応にな

ることからこの対応はAdS/CFT対応と総称されている。この対応は非自明なもの

であり、なぜ対応が成立するのかはよくわかっていない。また超弦理論は重力を含

んでおり、重力理論が場の理論と対応していることは非常に興味深い。

その発見以降 AdS/CFT対応は精力的に研究されてきた。AdS/CFT対応に関わ

る重要な研究として、AdS5×S5空間上の弦のうち S5の赤道方向に光速で運動する

弦の状態と、ゲージ理論の演算子の間の具体的な対応関係を提示した Berenstein,

Maldacena, Nastaseによる研究がある [3]。この対応関係は、弦の励起 spectrumと

演算子の scaling dimensionが対応していることから、これらの計算結果の一致に
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よって確認される。AdS/CFT対応では AdS空間の半径 RとN が大きいところで

のゲージ理論の結合定数 λが

R4

α′ = λ (1.0.1)

と関係しており、ゲージ理論で摂動論が有効な λが小さい領域は、強く曲がった半

径の小さいAdS空間に対応し弦理論側での計算は難しくなる 1。一方、Rが大きな

平坦に近い空間上の弦理論は λの大きなゲージ理論に対応しゲージ理論側の計算が

難しくなってしまう。この事情からAdS/CFT対応は strong/weak dualityと呼ばれ

対応の検証を困難にしていた。

Berensteinらは大きな角運動量を持った弦を考えることによって、摂動的な pa-

rameterが

λ′ ≡ λ

J2
(1.0.2)

と現れることを示した。λ′は極限をうまくとることで小さくすることができ、両側で

の摂動的な計算が可能となった。弦の励起 spectrumはPenrose極限 [8] R2 ∼ J → ∞
をとった AdS5×S5空間上の弦を量子化することで求められる。このとき現れるの

は pp-waveと呼ばれる時空であるが、弦の運動は pp-wave背景上では調和振動子の

Hamiltonianで記述されるため、量子化して spectrumを求めることができる。ゲー

ジ理論側では loop計算を行って scaling dimensionの λ′展開を求めていくことにな

る。一方で 1/J 展開についても 1/J の orderでは対応が成り立つことが確認されて

いる [9, 10]。

Berensteinらの研究の後、ゲージ理論側の一部の sectorでの scaling dimensionの

計算はHeisenberg spin chainのエネルギー固有値を求める問題と等価であることが

指摘された [11]。さらにこの問題は可積分でありBethe ansatz を用いて、λ′の高次

での計算が可能であることがわかった。またAdS5×S5空間上の弦理論にも可積分構

造が見つかり [12]、両側での可積分構造を用いた、対応の検証に向けた研究が行わ

れている。

一方非可積分領域でのAdS/CFT対応も知られており、AdS5×T1,1空間上の弦理

論とN = 1超共形ゲージ理論の対応はその例である [4]。AdS5×T1,1空間上の弦の運

1α′ は弦の tensionを表す弦理論の parameterである。
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動にはカオスが現れることが示されている [5]。カオスとは非可積分な非線形系に現

れる非常に複雑な運動であり、弦のカオス的状態がゲージ理論側とどのように対応

しているのかは知られていない。そこで、ゲージ理論との対応を考えやすいPenrose

極限 J → 0をとってもカオスが現れるかどうかは興味深い問題である。この極限の

J0 orderは pp-wave上の弦理論になり可積分であるためカオスは現れないが、1/J

orderでは可積分かどうかはわからない。我々は論文 [6]において、弦理論において

1/J orderの補正を加えてもカオスが現れることを示した。

本修士論文の構成は以下の通りである。

まず第 2章はAdS/CFT対応についてのレビューである。そこではAdS/CFTの

発見法的な説明と Berenstein, Maldacena, Nastaseによって提案された対応関係に

ついて説明する。第 3章ではカオスについて議論する。そこでカオスとKAM理論

についての簡単な説明と、またそカオスの検証方法として Poincare断面を紹介し、

実際にカオスが現れる例としてHénon-Heiles系を扱う。第 4章では非可積分な領域

でのAdS/CFT対応を与えるAdS5×T1,1空間について説明を行う。まずT1,1空間に

ついて説明し、この空間を使ったAdS/CFT対応を考える。またAdS5×T1,1空間上

の弦の運動にカオスが現れることを示した研究 [5]のレビューを行う。第 5章では論

文 [6]に基づいて、1/J orderの補正を加えた near Penrose 極限での AdS5×T1,1空

間上の弦理論を解析し、カオスが現れることを示す。また near Penrose 極限での解

析をAdS5×S5空間についても行い、カオスが現れないという一つの例を提示する。
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第2章 AdS/CFT対応

AdS/CFT対応とは 1997年にMaldacanaによって予想された、AdS×X空間上の

超弦理論と、その境界に存在する共形場理論の対応を指している [2]。ここで Xは

compact化された内部空間とする。この対応関係は弦理論でホログラフィー原理を

実現する具体例とみなせる。ホログラフィー原理とは’t Hooftらによって提唱され

た、ある空間 V で定義された重力を含む理論はその境界 ∂V で定義された重力を含

まない理論と等価であると主張するものである [13]。ホログラフィーという概念は

ブラックホールの物理に起源を持つ。1970年代にブラックホールの熱力学的な側面

についての研究が盛んに行われ、ブラックホールのエントロピーがその体積ではな

く、表面積に比例していることが示唆された [14]。これは奇妙な結果であり、ブラッ

クホールの自由度は表面積に比例した分だけしかないことを意味している。この結

果を一般化して生まれたのがホログラフィーという考え方である。

超弦理論は重力理論を含んだ統一理論と期待されているものであり、この枠組みの

中でもホログラフィー的に重力が現れることは非常に興味深い。この章ではAdS/CFT

対応の概要の説明と、具体的な対応関係を提唱した Berenstein-Maldacena-Nastase

による研究 [3]を紹介する。またこの章の内容については文献 [15, 16, 17, 18, 19]を

参考にした。

2.1 AdS空間

最初に、後の解析で重要となるAdS空間について説明する。AdSd空間は d+1次

元の空間中で以下の式

−(X0)2 +
d−1∑
i=1

(X i)2 − (Xd+1)2 = −R2 (2.1.1)
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によって定義されるAdS半径Rを parameterに持つ曲面で、計量

ds2 = −(dX0)2 +
d−1∑
i=1

(dX i)2 − (dXd+1)2 (2.1.2)

を持つ空間である。また以下では d > 2とする。

この計量を d個の変数で表すため以下の座標をとる。

X0 = R cosh ρ cos t , Xd+1 = R cosh ρ sin t , X i = R sinh ρ dΩi . (2.1.3)

ここでΩi (i = 1 , ... , d − 1)は d − 1次元球面を極座標表示した時の i番目の座標で

ある。ρは 0 ≤ ρの範囲をとることにする。tについては一価性のために 0 ≤ t < 2 π

をとるのが普通だが、以下では、AdS空間を無限個つなぎ合わせて−∞ < t <∞を
動くとする。

この座標変換により、計量 (2.1.2)は

ds2 = R2
(
− cosh2 ρ dt2 + dρ2 + sinh2 ρ dΩ2

d−2

)
(2.1.4)

と与えられる。この計量はAdSd空間の globalな計量と呼ばれる。次に、もう一つ

重要な計量として、Poincaré計量を紹介する。AdSd空間の Poincaré計量は (2.1.2)

の各変数について、以下の座標変換を行うことで得られる。

X0 =
z

2

(
1 +

R2 +
∑d−2

i=1 (x
i)2 − (x0)2

z2

)
, Xd+1 = R

x0

z
,

Xd−1 =
z

2

(
1− R2 −

∑d−2
i=1 (x

i)2 + (x0)2

z2

)
, X i = R

xi

z
. (i = 1, ..., d− 2)

これらを (2.1.2)に代入することで、以下の計量を得る。

ds2 =
R2

z2

(
−(dx0)2 +

d−2∑
i=1

(dxi)2 + dz2

)
(2.1.5)

これが、AdSd空間の Poincaré計量である。注意として、この座標変換は z = 0で

singularであり、ここでは z > 0の場合のみを考えることにする。よって Poincaré

計量で表されるのはAdS空間のちょうど「半分」の領域のみである。他の座標 x0、

xi は−∞ < x0 , xi <∞をとることとする。
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制約 (2.1.1)から、この空間は SO(2, d−1)の isometryを持っていることがわかる。

また、この時空は負の宇宙定数を入れた時の Einstein 方程式の真空解でもある。

2.2 AdS/CFT対応への動機

MaldacenaによるAdS5×S5空間上の IIB 型超弦理論とN = 4超共形ゲージ理論

の対応について、対応を予想するに至る動機を紹介する。動機の一つとして、ある

IIB型超弦理論の setupの低エネルギー極限を二つの側面で捉えた時に、AdS5×S5

空間上の IIB型超弦理論とN = 4超共形ゲージ理論が現れるという考察がある。

まず、10次元のMinkowski空間上の IIB型超弦理論を考える。IIB型超弦理論は、

低エネルギーでは IIB型超重力理論で記述され、超重力理論にはD-braneと呼ばれ

る chargeを持った soliton解が存在する。超弦理論においてD-braneは、その上に開

弦が端を持つことができる物体として導入され、D-brane上の開弦の運動がD-brane

の励起を表していると考えられている。

D-braneは空間的広がりを持った物体であり、その次元に応じてDp-braneという

呼び方をする (pは braneが広がる空間方向の次元)。特に IIB型超重力理論は、空間

方向への広がりの次元 pが奇数のDp-brane解を持ち、IIB型超弦理論にも、それら

のD-braneが含まれると考えられる。

ここでN枚の重なったD-braneを考える。このとき、開弦の端をどのD-braneに

もつかN 通りの選び方が存在する。両端の組み合わせを考えるとN2の選び方があ

り、各弦はN2個のラベルを持つことになる。D-brane上に両端を持つ開弦の低エネ

ルギー理論は U(N)ゲージ理論であることが知られており、弦の端の配位の取り方

がN2コであることと場の数が対応している。さらに、U(N)ゲージ理論は SU(N)

とU(1)ゲージ理論に decoupleし、このU(1)ゲージ場と coupleするスカラー場の値

が、重なったD-braneの位置を決めている。

以上を踏まえて、10次元のMinkowski空間上にN 枚のD3-braneが存在するとき

の低エネルギー有効理論について考察する。ここでN を大きい値に固定し、弦の結

合定数 gsを変化させて、gsN が大きい場合と小さい場合を考え、その時に現れる二

つの描像の比較から対応関係を予想する。
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閉弦

開弦 D-brane

図 2.1: 閉弦、開弦、D-braneのイメージ図

2.2.1 開弦的な描像

まず、gsN が小さい場合から考察する。

以下の議論では低エネルギー極限をとることがあるが、この極限について初めに

説明する。弦理論の基本的な parameterとして、長さの次元を持つ ls ≡
√
α′があ

る。lsは弦の長さを特徴づける parameterである。ここで、弦理論における低エネ

ルギー極限は、Eを系のエネルギーとしてE ≪ 1/
√
α′ と書くことができる。Eを

固定する立場からするとα′ → 0をとることで低エネルギー極限をとれる。弦理論で

は弦の振動モードから様々な場が出てくるが、低エネルギー極限の下ではこのうち

massless場の励起しか現れないと考えられる。

D-brane はエネルギーを持った物体であり、D-braneの存在によって時空の曲が

りが生じる。ここで、gsN ≪ 1とした時の重力の効果について大雑把な見積もりを

する。Dp-braneの張力 TDpは

TDp ∼
1

gs(
√
α′)p+1

(2.2.1)

と与えられる。これよりN枚のDp-braneの質量MはD3-braneの体積をVDpとして

M ∼ NTpVDp ∼ N
VDp

gs(
√
α′)p+1

(2.2.2)
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となる。一方、D (> 3)次元での重力 potentialはD次元での Newton 定数をG(D)

として

V (D) = −G
(D)M

rD−3
= −

RD−3
(D)

rD−3
(2.2.3)

と与えられる 1。ここで重力の特徴的なスケール R(D) ≡ (G(D)M)
1

D−3 を導入した。

Rは時空の曲がり具合を測る量であり、Rが大きいほど重力が強いことを意味する。

D次元空間中のN 枚のDp-braneの場合には、重力は braneに垂直な (D − p)次元

の空間方向に働くことを考えると、

RD−p−3
(D−p) ∼ G(D−p)N

VDp

gs(
√
α′)p+1

∼ G(D)N
1

gs(
√
α′)p+1

(2.2.4)

とかける。ここでD次元と (D− p)次元のNewton定数の関係G(D−p) = G(D)/Vpを

用いた。さらに、Newton定数Gと弦の結合定数 gsの間にはG(D) = gs
2 (
√
α′)D−2と

いう関係があることが知られており、これを用いると(
R(D−p)√

α′

)D−p−3

∼ gsN (2.2.5)

という関係式が得られる。10次元Minkowski空間中のD3-braneを考える場合、gsN ≪
1のときには重力の効果は弱く、D3-braneが存在することによる時空の曲がりは無

視できる。この極限の下では、D3-braneが平坦な時空の上に存在するとして扱える。

考えるべき系全体の低エネルギー有効理論 Sallは

Sall = Sclosed + Sopen + Sint (2.2.6)

という形をしており、Sclosedは 10次元Minkowski空間中の閉弦の理論、Sopen はN

枚のD3-brane上の開弦の理論、Sintはこれら二つの理論の間の相互作用を表す。ま
ず、Sclosedは低エネルギー極限ではmassless場だけからなる IIB型の超重力理論で

ある。その相互作用の強さはG(10)で表されるが、関係式G(10) ∼ g2sα
′4より α′ → 0

で自由な理論となることがわかる。D-brane上の理論の部分 Sopenと Sintについて、
その有効理論は Dirac-Born-Infeld 作用から導かれる。α′ → 0の下では、Sopen は
N = 4超共形ゲージ理論となり 2、SintはG(10)に比例するため消えてしまう。以上

1ここでのD次元空間は時間 1次元、空間D − 1次元の空間を指す。
2この際にゲージ理論の結合定数 gYM は g2YM ∼ gs と読み取ることができる。

10



より、gsN ≪ 1とした時には、互いに相互作用しない、自由な 10次元の閉弦の理論

とN = 4超共形ゲージ理論が得られることが分かる。

2.2.2 閉弦的な描像

次に、gsN ≫ 1とした状況について考える。この場合上記の考察により、重力の

効果が強くなることがわかる。N 枚のD3-braneは IIB型超重力理論の解として、

ds2 = f(r)−
1
2 (−dt2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2) + f(r)

1
2 (dr2 + r2dΩ2

5)

F5 = (1 + ∗)dt ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ d
(

1

f(r)

)
f(r) = 1 +

R4

r4
(2.2.7)

と書ける。F5は IIB型超重力理論に含まれる、Ramond-Ramond 4形式についての

self-dual 3な場の強さであり、∗はHodge作用素を表す。この計量は r ∼ 0にhorizon

があり、braneに垂直な空間方向からは extremalなブラックホールのように見える。

このような解は広がりを持った extremalブラックホール解であり、black brane解と

も呼ばれる。

Rは braneの持つエネルギーから決まる重力の特徴的なスケールであり、(2.2.5)

から

R4 ∼ G(10)TD3 ∼ Ngsα
′2 (2.2.8)

という依存性を持つ。ここで古典重力理論が有効であるための条件について考察し

ておく。重力の量子効果が無視できるためには、Rが 10次元の Planck長 l
(10)
P より

も十分長くなくてはいけない。次元解析より l
(10)
P は (l

(10)
P )4 ∼ (G(10))

1
2 ∼ gsα

′2 とか

くことができて、条件R ≫ l
(10)
P が満たされるためにはN ≫ 1でなくてはいけない

ことがわかる。これが初めにN ≫ 1と固定した理由である。

gsN ≫ 1では二つの理論が存在する。まず r ∼ ∞とした領域では (2.2.7)は平坦

になる。低エネルギー極限では、この理論は自由な閉弦のmasslessな励起モードだ

けからなる理論となる。一方 r ≪ Rとなる horizonに近い領域では、時空の計量は

3F5 = ∗F5 を満たすことを指す。
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f(r) ∼ R4/r4となることから

ds2 =
r2

R2
(−dt2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2) +

R2

r2
(dr2 + r2dΩ2

5)

=
R2

z2
(−dt2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 + dz2) +R2dΩ2

5

F5 = −4
R4

z5
(1 + ∗)dt ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dz (2.2.9)

とかける。ここで z = R2/r2とした。計量 (2.2.9)の 5次元部分は 2.1で扱ったAdS5

空間のPoincaré計量そのものであり、残りの部分は 5次元球面S5の計量を表してい

る。またRはAdS5空間と S5空間の共通の半径である。よって horizon付近 r ≪ R

にはAdS5×S5空間上の IIB型超弦理論が存在することがわかる。この理論について

低エネルギー極限とることを考える。horizon付近ではどれだけ高エネルギーの励起

があっても、重力赤方偏移の効果によって遠方では、低エネルギーであるように見

える。よって低エネルギー極限をとっても、このAdS5×S5空間上の理論にはあらゆ

る励起が含まれると考えられる。

また遠方での平坦時空上の理論とAdS5×S5空間上の理論は低エネルギー極限では

前と同様の理由により decoupleする。こうして gsN ≫ 1とした時の低エネルギー

有効理論は互いに独立なAdS5×S5空間上の IIB型超弦理論と 10次元Minkowski時

空上の IIB型超重力理論であることが分かった。

2.2.3 二つの描像からの予想

N枚のD3-brane系に対するここまでの考察から、gsN ≪ 1、gsN ≫ 1それぞれの

場合の低エネルギー有効理論として以下の図 2.2のものが得られることが分かった。

10次元Minkowski時空上の IIB型超重力理論はどちらの描像からも共通して得ら

れており、もう一方の理論とはdecoupleしている。注目すべきは、もう一方の理論が

二つの描像で異なることである。gsNの極限の両極端に現れる異なる低エネルギー有

効理論を、parameter gsNについて内挿し、任意の gsNで二つの理論が等しいと予想

するのがAdS/CFT対応である。以上の考察からMaldacenaは 4次元のN = 4超共

形SU(N)Yang-Mills理論とAdS5×S5空間中の IIB型超弦理論が等価であることを予

想した。ここで対応するゲージ理論のゲージ群をU(N)ではなくSU(N)としたこと

を注意しておく。SU(N)から decoupleしたU(1)の理論は重力理論側では singleton

と呼ばれるものに対応すると考えられており、この場はAdS空間の boundaryに局
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gsN

10次元 Minkowski空間上の 
IIB型超重力理論

AdS5 x S5 空間上の 
IIB型超弦理論

4次元Minkowski空間上の 
N=4 超対称U(N)ゲージ理論 

10次元 Minkowski空間上の 
IIB型超重力理論

gsN<<1 gsN>>1

x x

図 2.2: gsN の両極限で現れる有効理論

在し bulkの理論には影響しない。

次に、対応する理論が持つ対称性について調べる。まず、ゲージ理論側は共形場理

論であり、4次元の conformal group SO(2, 4)の対称性を持つ。さらにN = 4の超対

称性理論でもあり、SO(6)のR-symmetryを持つ。これらのゲージ理論側での対称

性は、弦理論側ではAdS5空間と S5空間が持つ isometry SO(2, 4)とSO(6) ∼ SU(4)

にちょうど対応している。これらの対称性の一致は対応を予想する上での動機のひ

とつになっている。

最後にAdS/CFT対応における理論のparameterの関係について述べる。SU(N)Yang-

Mills理論は二つの無次元 parameterをもち、それらはゲージ群の大きさN と結合

定数 gYMである。一方、弦理論側にも二つの無次元 parameterがあり、それらは弦

の結合定数 gsとAdS5×S5空間の半径を無次元化したものR/
√
α′である。これまで

の考察からこれらの parameterの間には以下の関係があることが分かっている。

gs ∼ g2YM ,
R4

α′2 ∼ gsN (2.2.10)

N が大きい極限では SU(N)ゲージ理論の有効結合定数が、次で定義される’t Hooft
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coupling λ ≡ g2YMN になることが知られている。λを用いると上記の関係式は

gs ∼
λ

N
,

R√
α′

∼ λ
1
4 (2.2.11)

と書ける。この関係式からゲージ理論側での摂動論が有効な λが小さい領域では、

弦の結合定数 gsも小さいことがわかる。しかし、λが小さいと弦理論側ではRの小

さくなり、AdS5×S5空間の曲がりが強くなるため計算が困難になる。よってゲージ

理論で計算しやすい領域は弦理論では計算が難しく、反対に弦理論で計算がしやす

い領域では、ゲージ理論が強結合となってしまう。この事情がAdS/CFT対応の検

証を難しくしている要因である。しかし一方で、AdS/CFT対応が完全に正しいと

認める立場に立つと、本来計算が難しかった強結合のゲージ理論の問題を弦理論の

比較的簡単な計算から求められる可能性がある。このように、AdS/CFT対応は双

対な理論について相補的な対応関係であるとも言える。

2.3 BMN対応

前節ではAdS/CFTの概要について説明した。この対応関係が提示されてから多

くの検証が行われてきたが、先に述べたように半径の大きなAdS5×S5空間上の弦理

論は強結合のゲージ理論に対応しており両側での比較は困難であった。

ここでは、AdS5×S5空間上の弦の状態と対応するゲージ理論の operatorを調べた

Berenstein、Maldacena、Nastaseによる研究 [3] と関連するその後の研究を紹介す

る。彼らは、S5空間で赤道方向に大きな角運動量 Jをもつ高速で回る弦の状態を考

えた。このときには、ゲージ理論の有効的な結合定数が

λ′ =
λ

J2
(2.3.1)

と表せることがわかり、大きな Jを考えることで λ′は小さくとることができ、摂動

論が有効になる。このような状況で対称性の議論により、高速で S5空間を回る弦の

状態と対応するゲージ理論の operatorの関係を予想した。この対応は彼らの名前か

ら、BMN対応と呼ばれており、後に可積分性を用いた研究によって、摂動のより高

次での検証が行われた。

まず 2.3.2で S5 空間を高速回る弦の状態について考察する。次に、2.3.3でその状

態に対応するゲージ理論側の operatorについて考察し、弦のエネルギー spectrum

と operatorの anomalous dimensionの一致について説明する。
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2.3.1 pp-wave背景

まずAdS5×S5のPenrose極限を考えpp-wave背景を得ることから始める。AdS5×S5

空間の計量は

ds2 = R2(ds2AdS5
+ ds2S5) ,

ds2AdS5
= − cosh2 ρ dt2 + dρ2 + sinh2 ρ dΩ2

3 ,

ds2S5 = cos2 θ dϕ2 + dθ2 + sin2 θ dΩ′
3
2

(2.3.2)

と与えられる。ここでϕ方向に光速で動く粒子を考えるために以下のような light-cone

coordinateをとる。

x̃± =
t± ϕ

2
(2.3.3)

さらにこの light-likeな軌跡に近い軌道を考えるために rescalingを行い、

x+ = x̃+ , x− = R2x̃− , r = Rρ, , y = Rθ (2.3.4)

とする。このときにR → ∞をとることで、pp-wave背景を得ることができる 4。

ds2 = −4dx+ dx− − (r⃗ 2 + y⃗ 2)(dx+)2 + dr⃗ 2 + dy⃗ 2 (2.3.5)

また後の議論のためにx− → x−/2µ , x+ → µx+ と rescalingしてmass parameter

µを入れておく。さらに xi = (r⃗ , y⃗ ) (i = 1, ..., 8)と書くことにして計量は

ds2 = −2dx+ dx− − µ2(xi)2(dx+)2 + (dxi)2 (2.3.6)

と与えられる。また、この背景は Ricci平坦ではなく、non-zeroな fluxを入れるこ

とで IIB型超重力理論の解となる。non-zeroの場の強さは

F5 = µ dx+ ∧ (dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 + dx5 ∧ dx6 ∧ dx7 ∧ dx8) (2.3.7)

と与えられる。

4ここで r⃗ = (r1 , r2 , r3 , r4)、y⃗ = (y1 , y2 , y3 , y4)はそれぞれ (ρ ,Ω3)と (θ ,Ω3)をデカルト座標
で書いたものである。
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2.3.2 pp-wave背景上での弦理論

以下では、この背景上の弦理論を考える。R-R fluxが入っているため、正確な議論

のためにはGreen-Schwartz形式を用いる必要がある。ここでは簡単のためにbosonic

部分のみを考察の対象とし、以下の Polyakov作用を考える 5。

S = − 1

4πα′

∫
d2σhabgµν∂ax

µ∂bx
ν (2.3.8)

ここで gµνは target spaceの計量を表し、今は pp-wave背景 (2.3.6)の場合を考える。

但し、µ = (+,−, 1, .., 8)をとるものとする。habは world sheetの計量 γabを使って

hab =
√
−γγabと表せられる対称テンソルである 6。また a , b , ...はworld sheetの座

標 σa = (τ, σ)をとるものとし、σは 0 ∼ 2πの値をとる。ここでは閉弦を考えるた

め、xµは周期条件 xµ(τ, σ) = xµ(τ, σ + 2π)を満たすものとする。

この作用で記述される系はworld sheetの座標に関する一般座標変換

γ′ab(τ ′ , σ′) =
∂σ′a

∂σc
∂σ′b

∂σd
γcd(τ , σ) , x′µ(τ ′ , σ′) = xµ(τ , σ) (2.3.9)

と計量の局所的なスケール変換 (Weyl変換)

γ′ab(τ , σ) = eω(τ ,σ)γab(τ , σ) (2.3.10)

に対する対称性を持つ。これらの変換で結びつく配位は物理的には等価なものであ

り、この自由度を使って計量を hab = diag(−1 , 1)と conformal ゲージに固定するこ

とができる。

このようにworld sheetの計量を選んでも、まだworld sheetの共形変換の自由度

γ′ab(τ ′ , σ′) = Λ(τ , σ)γab(τ , σ) , x′µ(τ ′ , σ′) = xµ(τ , σ) (2.3.11)

が残っている。残っている自由度を詳しく見るために σ± ≡ (τ ± σ)/2を導入し、

σ′± = f±(σ+ , σ−) なる変換を考える。このとき、f±(σ+, σ−)が共形変換 (2.3.11)で

あるためには、

∂f±

∂σ+

∂f±

∂σ− = 0 (複合同順) ,
∂f+

∂σ+

∂f−

∂σ− +
∂f+

∂σ−
∂f−

∂σ+
= Λ(τ , σ) (2.3.12)

5fermionic sectorを含めた詳細な議論は [20]でされている
6ここで γ は γ ≡ det(γab) と定義し、γab は γab の逆行列として定義した。
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を満たせばよいが、例えば f+(σ+, σ−) = f+(σ+) , f−(σ+, σ−) = f−(σ−) はこれを

満たす。よって任意の関数 f+ , f−を用いて

τ ′ =
1

2
{f+(τ + σ) + f−(τ − σ)} , σ′ =

1

2
{f+(τ + σ)− f−(τ − σ)} (2.3.13)

と変換する自由度がまだ残っていることがわかる。

一方 conformal ゲージでの Lagrangianは

L =
1

4πα′ (−2ẋ+ẋ− − µ2(ẋ+)2(xi)2 + (ẋi)2 + 2x′+x′− + µ2(x′+)2(xi)2 − (x′ i)2)

と与えられる。ここで、ẋµ = ∂τx
µ , x′µ = ∂σx

µとした。このときx−方向への運動方

程式は波動方程式 (∂τ−∂σ)x+ = 0を与え、一般解はx+(τ , σ) = f̃+(τ+σ)+f̃−(τ−σ)
となることがわかる。これは (2.3.13)と同じ形をしており、τを適当に変換すること

で x+を τ に比例した形にすることができる。そこで

x+ = α′ p+ τ (2.3.14)

と light-coneゲージをとることにする。このときx+ ∼ τよりp+ = −p−/2 ≡ ∂L/∂ẋ−

は定数であることに注意されたい。

また habはこの作用 (2.3.8)においては未定乗数であり、habについての変分から、

以下のVirasoro constraint を得る。

Tab ≡ ∂ax
µ∂bx

νgµν −
1

2
habh

cd∂cx
µ∂dx

νgµν = 0 (2.3.15)

特に今の場合には、

T00 =
1

2
(−2α′p+ẋ− + (ẋi)2 − (α′µp+)2(xi)2 + (x′ i)2) = 0

T01 = −2α′p+x′− + ẋix′ i = 0 (2.3.16)

となる。

今、高速で動く弦を考えたが、重心系での運動は light-cone Hamiltonian (density)

Hlc ≡ −α′p+p+ = −α′p+
∂L
∂ẋ+

=
1

4πα′{(2πα
′)2p2i + (x′ i)2 + (α′p+µ)2(xi)2} (2.3.17)
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で記述される。ここで pi ≡ ∂L/∂ẋiとし、拘束条件 (2.3.16)を使って ẋ−を消去し

た。このHamiltonianは調和振動子と同じ形をしており、量子化することができる。

xiについての運動方程式は(
∂2

∂τ 2
− ∂2

∂σ2
+ (α′p+µ)2

)
xi(τ, σ) = 0 (2.3.18)

と与えられる。xiは σ方向に周期的であるため xi =
∑

n c
i
n(τ)e

inσと展開できる。こ

の展開式を使って cinについての運動方程式を解くと

xi(τ, σ) =
∑
n

(
aine

iωnτ+inσ + bine
−iωnτ+inσ

)
(2.3.19)

となる。ここで ω =
√
n2 + µ̃2 , (µ̃ ≡ α′p+µ)を導入し、ain、b

i
nは積分定数とした。

(xi)∗ = xiであることから ain = (bi−n)
∗が従い、また新たに定数 xi0 pi0を導入して、

xi(τ, σ) = xi0 cos µ̃τ +
pi0
µ̃

sin µ̃τ

+
∑
n>0

(
aine

iωnτ+inσ + bine
−iωnτ+inσ + (bin)

∗eiωnτ−inσ + (ain)
∗e−iωnτ−inσ

)
と書ける。ここで、量子化した際に正しいエネルギーの表式を出すように各係数を

以下のように読み替える。

ain =
1

√
ωn
αin , bin =

1
√
ωn
αi−n , (ain)

∗ =
1

√
ωn
ᾱi−n , (bin)

∗ =
1

√
ωn
ᾱi−n (n > 0)

こうして xiについて以下の表式を得る。

xi(τ, σ) = xi0 cos µ̃τ +
pi0
µ̃

sin µ̃τ +
∑
n ̸=0

1
√
ωn

(
αine

iω̃nτ+inσ + ᾱine
iω̃nτ−inσ

)
(2.3.20)

ここで ω̃n ≡ sgn(n)
√
n2 + µ̃2とした。xiの展開に right-moving なmode αと left-

movingなmode ᾱが現れるのが閉弦の特徴である。この表式における係数 αi , ᾱiに

適当な交換関係

[
αin , α

j
−m
]
= δijδmn ,

[
ᾱin , ᾱ

j
−m
]
= δijδmn for n ,m ≥ 0[

αin , ᾱ
j
m

]
= 0 for all n (2.3.21)

を課すことで、量子化することができる。このときのHamiltonianは (2.3.17)を用
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いて

Hlc =
1

p+

∫ 2π

0

dσHlc

= µαi
†
0α

i
0 + µ

∞∑
n=1

√
1 +

n2

µ̃2
(αinα

i
−n + ᾱinᾱ

i
−n) (2.3.22)

と与えられる。ここで n = 0のmodeに関して、

αi0 =
1√
2µ̃

(pi0 + i
xi0
µ̃
) (2.3.23)

を導入した。

以上の議論から light-cone Hamiltonianのmode展開の表式を導いたが、その固有

状態には Virasoro拘束条件から、ある制限がつくことを以下で確かめる。(2.3.16)

の二つ目の式を σ = 0 ∼ 2πで積分すると、x′−を含む項は周期条件より落ちて

0 =

∫ 2π

0

dσ T01

⇒ 0 =
∑
n,m̸=0

∫ 2π

0

dσ
1

√
ωnωm

(iωnα
i
ne

iωnτ+inσ + iωnᾱ
i
ne
iωnτ−inσ)

×(imαime
iωmτ+imσ − imᾱime

iωmτ−imσ)

⇒ 0 =
∑
n>0

n(αinα
i
−n − ᾱinᾱ

i
−n) (2.3.24)

となり、level matching condition
∑

n nNn =
∑

n nN̄n が得られる。ここで Nn ≡
αinα

i
−n (N̄ についても同様に定義する)とした。この条件を満たす状態が物理的な状

態として許されるものである。

ここまで弦の bosonic partのみに注目してきたが、fermionic partも考慮すると、

Nn , N̄nは

Nn = (αinα
i
−n + fermions) , N̄n = (ᾱinᾱ

i
−n + fermions) (2.3.25)

のように fermion partの励起による寄与が入れて修正される。以上から pp-wave背
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景上の弦のスペクトルは

Elc = µN0 + µ
∑
n>0

(Nn + N̄n)

√
1 +

n2

µ̃2
(2.3.26)

で与えられることがわかった。

最後に低エネルギーにはどのような固有状態が現れるかを列挙しておく。まず、

基底状態を定義する。基底状態は単一の parameter p+で labelされ、これを |0, p+>
と書くことにする 7。次に現れる状態としてαi0

†を基底状態にかけたαi
†
0|0, p+>があ

る。これは Elc = µなる状態である。またαi0
†を次々にかけることでµの整数倍のエ

ネルギー状態が得られる。次に、αi−n あるいは ᾱi−nをかけて得られる状態を考える。

この場合、level matching conditionによって初めて現れる状態は αi−nᾱ
i
−n|0, p+>と

いう形のものである。この状態はエネルギー Elc = 2µ
√
1 + n2/µ̃2 を持つ。次節で

はこれらの弦の状態に対応するゲージ理論の operatorについて考察していく。

2.3.3 N = 4超対称ゲージ理論とBMN対応

はじめに R → ∞ ととった極限がゲージ理論側ではどのように現れるかを考察す
る。まず light-cone coordinateを用いることでエネルギー E = i∂t , ψ方向の角運動

量 J = −i∂ψと x±方向の generatorは以下のように関係する。

Hlc ≡ 2P− = i∂x+ = iµ(∂t + ∂ψ) = µ(E − J)

2P+ = i∂x− =
i

µR2
(∂t − ∂ψ) =

E + J

µR2
(2.3.27)

R → ∞と極限をとったときに、p+ , p−が有限になるためにはE ∼ J ∼ R2 となるこ

とが必要であることがわかる。また対称性の議論から時間方向の generatorは、共形

変換の群SO(2, 4)の dilatation に対応しており、Eの値は scaling dimension ∆対応

していることがわかる。Jは SO(6)の generatorであり、R-symmetry SO(6)のうち

のU(1) chargeみなせると考えられる。またHlcは上で求めた light-cone Hamiltonian

である。こうして、弦理論の light-cone energy はゲージ理論での scaling dimension

∆ 、R-charge J と

Hlc

µ
= ∆− J (2.3.28)

7基底状態は αi
0 , α

i
n , ᾱ

i
n (n > 0)の作用によって消える状態として定義される。
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という関係にあると予想される。これはBMN対応における重要な関係式である。

また関係式 (2.2.5)より極限R → ∞はゲージ理論側ではN → ∞として実現でき
ることがわかる。よってゲージ理論側での極限をまとめると

N → ∞ , J ∼
√
N , gYM : fixed (2.3.29)

となる。これを BMN極限と呼ぶことにする。通常の t’ Hooftによる large N は’t

Hooft coupling λ = g2YMN を固定しながらN → ∞ をとるものであったが、極限

(2.3.29)では coupling λ は発散してしまっている。よってゲージ理論側の摂動論は

全くダメになっているように思えるが、実は弦理論側で finiteな light-cone energyを

与える∆ ∼ J を満たす operatorのみに着目すると摂動的な parameterとして

λ′ =
g2YMN

J2
(2.3.30)

が現れることがわかり、これは BMN極限の下では有限値である。依然として、一

般の operatorについての議論では摂動論が破綻してしまうが、以下では上に挙げた

ような、特別な sectorに限った議論によって対応を確かめる。

AdS/CFT対応においてAdS5×S5空間上の IIB型超弦理論と対応していると考え

られるのはN = 4の超共形 SU(N)Yang-Mills理論であった。この理論の Euclid化

された作用は次のように与えられる。

S =
2

g2YM

∫
d4xTr

[1
4
(Fµν)

2 +
1

2
(Dµϕi)

2 − 1

4
([ϕi, ϕj])

2 +
1

2
χ̄ΓµDµχ− i

2
χ̄Γi[ϕi, χ]

]
この理論に現れる場は

ゲージ場 Aµ (µ = 1, ..., 4) , scalar場 ϕi (i = 1, ..., 6) , spinor場 χα (α =

1, ..., 16)

であり、これらはすべて N × N の Hermite行列で、SU(N)の adjoint表現であ

る。各場の scaling dimansionは

∆A = 1 , ∆ϕ = 1 , ∆χ =
3

2
(2.3.31)

と与えられる。またDµと Fµνは

Dµ = ∂µ − i[Aµ, ⋆] , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − i[Aµ, Aν ] (2.3.32)

21



と定義した。Γについては (Γµ,Γi)が 10次元の 16× 16の gamma行列になるように

とった。この作用では ϕとχに回転として作用するSO(6) のR-symmetry が見やす

い形となっている。また、ゲージ場AµはこのSO(6)の作用に対して singletである。

S5空間の isometryと R-symmertyが対応していたことから、S5の ψ方向の回転

が ϕ5 ,ϕ6のR-symmetryによる回転と対応しているとする。そこで、このことが見

やすいように

Y =
1√
2
(ϕ1 + iϕ2) , W =

1√
2
(ϕ3 + iϕ4) , Z =

1√
2
(ϕ5 + iϕ6) (2.3.33)

を導入する。このようにとると、Z が今考えるべき U(1) charge J = 1を持つこと

がわかる。また 16個の fermionic operatorのうち、8個は J = 1/2であり、一方の

8成分が J = 1/2を持つ。これらをそれぞれψA ,ψ̃Aと書くことにする。これらの場

の scaling dimensionと J-chargeを表 2.1 にまとめた。

Z Z̄ ϕi=1,2,3,4 Aµ ψA ψ̃A

∆ 1 1 1 1 3/2 3/2

J 1 -1 0 0 1/2 -1/2

∆− J 0 2 1 1 1 2

表 2.1: 各場の∆と Jの値

それでは前節に得た弦の状態に対応するゲージ理論側の operatorを考察してい

く。まず∆ − J = 0の場合から考える。この場合は弦理論側ではHlc = 0つまり

ground stateに対応している。ゲージ理論側では弦の状態にはゲージ不変な single

trace operatorが対応していると考えられるが、∆−J = 0とするとuniqueにTr[ZJ ]

に決まる。そこで以下の対応が得られる。

Hlc = 0 , |0, p+> ⇔ 1√
JNJ

Tr[ZJ ] (2.3.34)

ここで operatorには 2点関数が規格化されるように factorをつけた。またこの op-

eratorは chiral primary (BPS state)であり scaling dimension ∆ が任意の coupling

λ′で変わらない (protected)という性質を持っている。この事実は、弦理論側で λ′

によらず Elc = 0であることと consistentである。

次に∆− J = 1の場合を考える。弦理論側の状態はElc = µであり、考えられる
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状態は

α†µ
0 |0, p+> , α†i

0|0, p+> , θ†
A

0 |0, p+> (2.3.35)

が挙げられる。ここで θ†
A
0 は fermionic なmodeの生成 operatorとした。一方ゲー

ジ理論側ではTr[ZJ ]に∆− J = 1なる operatorDµZ , ϕi , ψ を挿入したものが対応

していると考えられる。こうして以下の対応関係が予想される。

Hlc = µ , α†i
0 |0, p+> ⇔ 1√

NJ
Tr[ϕiZ

J ]

α†µ
0 |0, p+> ⇔ 1√

NJ
Tr[DµZ Z

J−1]

θ†
A

0 |0, p+> ⇔ 1√
NJ

Tr[ψA Z
J−1] (2.3.36)

上に現れたゲージ理論側のoperatorはすべてprotectedであり、λ′によらず∆−J = 1

である。この事実の弦理論側での対応も再び λ′ によらず Hlc = µ であることから

確認できる。

この対応はより高次の Hlc = Nµ , (N ∈ N) の場合にも拡張され、弦の n = 0 の

operatorをかけた状態は、対応する operator DµZ , ϕi , ψ を挿入したものに対応

することがわかる。 この類の、Zをたくさん並べて traceをとり、そこにいくつか

operatorを挿入して作られる operatorをBMN operatorと呼ばれる。

ここまでは n = 0の operatorをかけた supergravity modeについて考察したが、

stringy mode (n ̸= 0) をかけて得られる状態との対応を考察する。ここまでで、αi†0
をかけることは ϕiの挿入に対応することをみた。ではαi−nをかけることはどのよう

な操作に対応するだろうか。Berenstein-Maldacena-Nastase は対応する operatorが

α†i
n |0, p+> ⇔ 1√

JNJ

J∑
l=1

Tr[Z lϕi ZJ−l]e
2πinl

J (2.3.37)

であると予想した。この対応が n → 0で supergravity modeでの対応に戻ることは

確かに確認できる。しかし、この operatorは trace の cyclicity によって 0になるこ

とがわかる。この事実は弦理論側での状態が level matching conditionによって除外

されていることとうまく対応している。　
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level matching conditionによって最初に現れる stringy modeでの対応は

Hlc = 2µ

√
a+

n2

(α′p+µ)2
, αi−nᾱ

j
−n |0, p+> ⇔ 1√

JNJ

J∑
l=1

Tr[ϕiZ lϕjZJ−l]e
2πinl

J

であると考えられる。この operatorについての scaling dimensionを摂動的に計算し

∆− J を求めると

∆ = J + 2 +
g2YMN

J2
n2 +O(g3YM) (2.3.38)

となることがわかる 8。

弦理論の light-cone energyと比較するためparameterの関係をまとめると、(2.3.27)

とE ∼ J より

p+ =
J

µR2
(2.3.39)

であることがわかる。さらにR4 = g2YMα
′2N であったから

1

µ̃2
=

1

(α′p+µ)2
=
g2YMN

J2
≡ λ′ (2.3.40)

となることがわかる。よって弦理論の light-cone energy Elc も λ′によって展開され、

Elc

µ
= 2

√
1 + λ′n2 = 2 + λ′n2 +O(λ′2) (2.3.41)

となる。これは (2.3.38)に O(λ′)で一致しており、確かに 1-loop orderで Elc/µ =

∆− J が成り立っていることがわかる。

8この詳しい計算は文献 [3, 18]を参照してほしい。
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第3章 古典力学系におけるカオス

この章では、後の議論の準備として、古典力学系におけるカオスについて扱う。

今日カオスと呼ばれる現象を最初に発見したのはHenri Poincaréとされている。彼

は、天体の 3体運動が保存量の不足のために解析的には解けないことを示し、その

解軌道は非常に複雑になることを発見した。このように少数の自由度から、非常に

複雑な運動が現れるのがカオスの特徴の一つである。

系にカオスが起こるかどうかを調べるには、数値計算に頼らざるを得ない。また、

数値計算をしただけでは軌道がカオス的かどうかを判断しづらいため、視覚的にカ

オスを判別できるように Poincaré断面を用いる。まず 3.1でカオスの特徴について

簡単に説明し 3.2では [21]に基づき、非線形な相互作用を持つ系の軌道の様子を一般

的に調べたKolomogorov, Arnold, Moserらによる議論を紹介する [22, 23, 24]。3.3

では文献 [25, 26]に基づき、カオスとPoincare断面の説明を行う。3.4ではカオスを

示す例としてHénon-Heiles系 [27]を紹介し Poincaré断面を計算する。

3.1 カオスの特徴

カオスを一般的に定義することは難しく、ここでは古典力学系におけるカオスの

持つ特徴として以下の 4つを挙げておく。

• 決定論的

• 初期値鋭敏性

• 非周期性

• 有界性

まず条件に挙げたのは、系が決定論的であるということである。つまり、ランダ

ムな変数や確率過程などとは無関係な系から、系の持つ非線形効果のみによって複

雑な運動が生じている。また系は決定論的だが、解析的に解を求めることができず、
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次に説明する初期値鋭敏性のために僅かに初期値をずらすと大きく結果が異なって

しまう。この意味でカオスは予測不可能な運動と言える。

次に初期値鋭敏性について説明する。相空間内で二つの微小に離れた初期値の点

を置き、それぞれを時間発展させることを考える。この時、初めは微小な距離だけ離

れていた二点がある有限時間後には指数関数的に離れて現れる性質を初期値鋭敏性

と呼ぶ。この「鋭敏性」を測る指標として Lyapunov指数がある。初めに時刻 t = 0

に置いた二つの初期値を q(0), q(0) + δq(0)とする 1。ここで、δq(0)は微小量である

とする。有限時間経った t = T では二つの点が q(T ), q(T ) + δq(T )と発展する。こ

の時 Lyapunov指数 λは次のように定義される。

λ ≡ lim
T→∞

1

T
log( lim

δq(0)→0

||δq(T )||
||δq(0)||

) (3.1.1)

この定義より λが有限値をとる場合には、時刻 t = T での二点間の距離が δq(T ) ∼
q(0)eλT と振る舞うことになる 2。λ > 0とすると、これはまさに微小な二点間の距

離が指数関数的に離れていく初期値鋭敏性を表している。λ < 0は初期値の指数関

数的な収縮を意味しており、それ以外の場合は λ = 0をなる。λ > 0となることは

カオス的な系の特徴であり、数値計算によって Lyapunov指数が正になることを示

して、カオスが存在することの証拠とすることも多い。しかし、以下ではカオスの

存在証明は後で説明する Poincaré断面を見ることに留める。

三つ目の条件として非周期性を挙げた。これは系の振る舞いが長時間経っても、

固定点や周期運動、準周期運動に落ち着かないことを意味している。この性質もカ

オスが予測不可能であることに関連している。

最後に有界性という条件も付け加える 3。これは系の運動が任意の時刻で有限に

収まっていることを意味する。有界性を課した理由として、これまでに挙げた非周

期性までの三つの特徴を満たすが自明に解けてしまう次の例がある。

H =
1

2
p2 − 1

2
x2 (3.1.2)

これは調和振動子の potentialの前の符号を反転させた系である。またこの系は可
1ここで、qは相空間内の点の座標である。例えば Hamilton系なら q(t)は q(t) = (q(t), p(t))で

ある
2δq(T ) ∼ q(0)eλT を (3.1.1)に代入することで確かめられる。
3この条件は無限遠を一点に同一視してしまえば三つ目の非周期性に含まれるが、ここでは別の概

念として挙げておく。
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積分であり、簡単に解軌道が求められる。ここで、t = 0での二つの初期値として

x+(0) = ϵ/2と x−(0) = −ϵ/2で静止したものを考える。すると t = 0では二つの初

期値は微小な距離 ϵだけ離れているが、時間発展によってその間の距離は指数関数

的に増大する。よってこの場合の Lyapunov指数は正となる。またこれらの運動は

非周期的であり、これまでに挙げた有界性以外のカオスの性質を全て満たす。しか

し、この軌道は何ら複雑ではなく簡単に解けてしまうため、このような運動はカオ

スとは呼び難い。そこで、有界性を課すことによってこのような例を排除した。

以上がカオスが持つ特徴である。注意として、これらの概念は系に対してではな

く、軌道に対して定義されているものであることを挙げておく。後の例で見るよう

に、カオスは系と初期値をうまく決めた時に現れるものであり、非可積分な系がい

つでもカオス的な振る舞いをするわけではない。

3.2 KAMトーラス

可積分なHamiltonianに微小な摂動を加えたときの解の振る舞いについてのKolomogorov-

Arnold-Moser による一連の議論 [22, 23, 24]を簡単に紹介する。可積分である系で

は、解軌道があるトーラスの上に乗っていることがわかる。摂動を加えた場合、あ

る条件下では、解軌道が元のトーラスを少し変形したトーラスの上に乗っているこ

とを示すことができる。この定理は Kolmogorovによって予想がされ [22]、その後

Arnold[23]、Moser[24]によって証明が与えられたため、彼らの頭文字をとってKAM

定理と呼ばれている。

ここでは文献 [21]の議論を参考に二次元調和振動子を例にとって、この系に摂動

を加えたときの解軌道の振る舞いについて議論する。

二次元の調和振動子のHamiltonian H0を考える。

H0(pi , qi) =
2∑
i=1

1

2
(p2i + ωi q

2
i ) (3.2.1)

ここで、ωiは各振動子の振動数とする。次に、作用角変数

Ji =

∫
dqi
2π

pi =

∫
dqi
2π

√
2Ei − ω2

i q
2
i =

Ei
ωi

(3.2.2)
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とを導入して、HamiltonianH0を

H0(J1 , J2) =
2∑
i=1

Ji ωi ≡ H0(J1, J2) (3.2.3)

と書き直す。ここでEi (i = 1 , 2)は定数である 4。この書き換えは力学変数 (pi , qi)

から (Ji , ϕi)への正準変換とみなすことができ、Jiとそれに共役な ϕiの運動方程式

は以下で与えられる。

J̇i = 0 , ϕ̇i =
∂H0

∂Ji
= ωi (3.2.4)

これより、系の解軌道はは J1、J2で特徴付けられるトーラスの上に存在することが

わかる。(図. 3.1 参照) この性質は可積分な系に特徴的なものであり、保存量が十

分存在すれば作用角変数使った同様の議論によってトーラスの存在を示すことがで

きる。

J2 J1

φ2
φ1

図 3.1: 作用角変数 J1、J2 で特徴づけられる 2次元トーラス

この可積分なHamilton系H0に相互作用項を加えることを考える。相互作用項は

4Ei =
1
2 (p

2
i + ωi q

2
i )とした。Ei が定数であることは Hamiltonianが変数分離型であることから

簡単に示せる。
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トーラスの周期条件から Fourier展開した形で

H = H0(J1 , J2) + ϵ
∞∑

m,n=−∞

fmn(J1 , J2) cos(mϕ1 + nϕ2) (3.2.5)

と書く 5。ϵはオーダーO(1)の数としておく。この Hamiltonian(3.2.5)を正準変換

(J1 , J2) → (J ′
1 , J

′
2)によって、相互作用のないHamiltonian H0(J

′
1 , J

′
2)として書くこ

とを考える。

このような正準変換の母関数として、以下のものを考える。

F (J ′
i , ϕi) =

2∑
i=1

Ji ϕi + ϵ
∞∑

m,n=−∞

gmn(J
′
1 , J

′
2) sin(mϕ1 + nϕ2) (3.2.6)

この母関数によって与えらる変換は

Ji =
∂F (J ′

i , ϕi)

∂ϕi
= J ′

i + ϵ

∞∑
m,n=−∞

(mδi1 + n δi2)gmn cos(mϕ1 + nϕ2)

ϕ′
i =

∂F (J ′
i , ϕi)

∂J ′
i

= ϕi + ϵ

∞∑
m,n=−∞

∂gmn
∂J ′

i

sin(mϕ1 + nϕ2) (3.2.7)

である。新しい力学変数 (J ′
i , ϕ

′
i)を Hamiltonian (3.2.5)に代入し、ϵの冪ごとに書

くと

H = H0(J
′
1 , J

′
2) + ϵ

∞∑
m,n=−∞

{(mω1 + nω2) gmn + fmn} cos(mϕ′
1 + nϕ′

2) (3.2.8)

となる。このとき、すべてのm,nについて |fm,n| << |mω1 + nω2|が成り立ってい
るとすると、

gm,n = − fm,n
mω1 + nω2

<< 1 (3.2.9)

と選ぶと Hamiltonianの ϵの一次についての項を消すことできる。この操作は ϵの

高次についても同様に行うことができ、Hamiltonianは無限回の変換ののち

H = H0(J
(∞)
1 , J

(∞)
2 ) (3.2.10)

と与えられる。こうして、軌道は変形されたトーラスの上に乗っていることがわか

5ここで、相互作用項は後で議論がし易い形に限定した。
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る。この変形されたトーラスはKAMトーラスと呼ばれる。

一方、mω1 + nω2 ∼ 0となる場合には gm,nが大きくなってしまい、摂動展開が

破綻して議論が成り立たない。この場合は「共鳴」のために新しいトーラスが形成

されることが保証されない。この問題は「小さい分母」の問題として知られており、

トーラスの崩壊に伴うカオス発生の原因になると考えられている。

後でHénon-Heiles系を例にとって、ここで説明したトーラスの崩壊を数値計算に

よって観察する。このとき高次元の軌道の振る舞いを観察すには、Poincaré断面を

取ると便利であるため次の節ではこれを説明する。

3.3 Poincaré断面

ここではPoincaré断面について説明する。Poincaré断面は高次元の相空間内での

複雑な軌道の情報を二次元平面にプロットするものである。Poincaré断面を用いる

ことで視覚的に高次元の軌道の様子を捉えることができ、カオスが起こっているか

どうかを調べられる。

以下では、自律的な (時間に陽に依存しない)Hamilton系を念頭に置いて説明する。

ある系のある初期値について、数値計算などによって相空間の軌道が得られたとす

る。この時、図 3.2のように、この軌道と交わるように相空間内に平面を置く。そ

してその平面上に交わった点の印をつけていく。この方法で高次元の軌道から、二

次元平面の点の集合を取り出すことができる。例えば運動が周期的であれば、その

周期に応じた数の点が平面上に記録される。また準周期運動の場合には、同じ点に

戻ることはないが、軌道は一度通った点のすぐ近くをしばらくしてからまた通る。

こうして、十分時間がたった後には平面上には点が一次元的に並んだものが出来上

がる。点が一次元的に並ぶ理由として、可積分な系では十分な数の保存量の存在に

よって系の運動は作用角変数を使って書き表せる。また、このときの軌道は相空間

内でトーラスの上に乗っていることが示される。準周期運動は各角変数についての

周期の比が無理数となるときに起こるものであり、いずれにせよトーラスの上で運

動している。このような場合に軌道に垂直に断面を取ることでトーラスが輪切りに

され、断面上の点は一次元的に並ぶことになる。

以上の理由から、周期運動の場合は十分時間を追うと断面上に、有限個の点の集ま

りが現れ、準周期運動の場合には、一次元的に並んだ無限個の点の集まりが現れる。

一方、運動がカオス的になっている場合には、上で説明したようなトーラスが壊

れ、軌道は相空間内を埋め尽くすような振る舞いをする。この時、Poincaré断面を取
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ると、点が二次元的に無秩序に散らばったものが得られる。このようなPoincaré断面

がカオスの証拠となる。次の節では、この実例としてHénon-Heiles系でのPoincaré

断面を見ることにする。

図 3.2: ポアンカレ断面

軌道と交差する度に平面に図の赤い点のように印をつけていく。

3.4 Hénon-Heiles系での例

この節ではカオスを示す簡単な例として、Hénon-Heiles系 [27]を扱う。Hénon-

Heiles系は次のHamiltonianで定義されるHamilton系である。

H =
1

2
(p21 + p22) + U(q1, q2)

U(q1, q2) =
1

2
(q21 + q22) + q21q2 −

q32
3

(3.4.1)

U(q1, q2)の第ニ項、第三項を除くとこの系は、二次元の調和振動子系に等しい。Hénon-

Heiles系は二次元の調和振動子系にこのような非線形項を加えたものである。この

系はHénonとHeilesが銀河の周りの星の運動を調べる際に初めて導入された。彼ら

はPoincaré断面を用いた解析によって、この系の運動がカオス的になることを確認

している。ここではPoincaré断面を使ったカオスの検出の例として、彼らと同様の

数値計算を行うことにする。
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まずこの系の典型的な振る舞いを観察することから始める。式 (3.4.1)の potenial

U(q1, q2)の形とその上での典型的な軌道は以下のようなものである。

(a) U(q1, q2)の形 (b) E=0.166での軌道の例

図 3.3: Hénon-Heiles系の potentialと軌道

potentialの等高線を図に記したが、E=1/6の時に等高線が三角形が成している。

一般に E>1/6の場合には、系の運動は有界ではなくなり potentialの外側に転がり

落ちてしまう。また、q1 = q2 = 0の中心のくぼみの底は E=0である。よって以下

では 0<E<1/6として、運動が図の中心のくぼみに収まっている場合のみを考える。

E∼0の場合、粒子が感じる potentialは調和振動子に近く、準周期的な運動をす

る。一方、E∼1/6の場合には粒子は potentialの歪みを感じるようになり、三角形の

枠の中でビリヤードのように運動する。この運動の様子を (図 3.3)の (b)に記した。

(b)の運動はカオス的になっているが、軌道を二次元に plotした絵ではその判断

がしづらく、特に準周期運動との見分けがつかない。そこで、Poincaré断面をとっ

てこの運動を調べる。以下の (図 3.4)にE=0.01, 0.05, 0.1, 0.166の場合のPoincaré

断面を書いた。ここで断面は q1 = 0, p1 > 0の場合に q2-p2平面にとるものとする。

色の違いは初期値の違いを表す。(図 3.4)-(a)では点は全て一次元的に並び円を成し

ている。このような断面は準周期運動の特徴的なものである。つまりエネルギーの

低い場合には、計算した全ての初期値が準周期運動になったことがわかる。(b)は

(a)から円の形が変わっただけで、まだ点は一次元的にしか広がっていない。(c)で

は (b)での線がぶつかったところから点が二次元的に広がっていることがわかる。こ

のエネルギー帯では、ある初期値の運動はカオス的になっていると言える。(d)の

32



E=0.166までエネルギーを上げると、ほとんどの初期値に対して点は二次元的に広

がっており、トーラスを保っているのは、ほんの一部の初期値の島だけになってい

ることがわかる。

(a) E=0.01 (b) E=0.05

(c) E=0.1 (d) E=0.166

図 3.4: 各エネルギーでの Poincare断面

以上のように、Poincaré断面を使えばカオスが存在するかどうかを視覚的に判断

することができる。この後の議論でも Pincaré断面をとってカオスの存在の証明を

行うことにする。
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第4章 AdS5×T1,1空間上の弦理論

この章ではAdS5×T1,1空間の説明を行う。AdS5×T1,1空間は超弦理論に無矛盾な

10次元空間である。また、AdS/CFTの文脈では、この空間上の超弦理論はN = 1

超共形ゲージ理論に対応していると考えられている [4]。さらに、AdS5×T1,1空間上

の弦理論は非可積分であり弦の運動がカオスを示すことが知られている [5]。まず、

4.1では T1,1空間がどのような空間であるかを説明する。次に 4.2で AdS5×T1,1空

間上の超弦理論とあるN = 1 超共形ゲージ理論のAdS/CFT対応を紹介する。最後

に 4.3では文献 [5]に基づいて、AdS5×T1,1空間上の弦の運動の解析を行う。

4.1 T1,1空間

ここではT1,1空間がどのような空間であるかを説明する。以下の議論では文献 [28]

を参考にした。T1,1空間を説明するにあたって、まず以下の式で与えられる四次元

複素空間C4中の実 6次元の coneを考える。

z21 + z22 + z23 + z24 = 0 (4.1.1)

ここで zi ∈ C (i = 1, 2, 3, 4)とした。この方程式は実 8次元のC4に対し実 2成分の

条件を与えているので、得られる曲面は実 6次元である。また、各 ziを実定数 λ倍;

zi → λ ziしたものによっても方程式 (4.1.1)は満たされる。この意味で、この式で定

義される曲面は coneと呼ばれる。

次にこの coneの動径方向を正の実数Rによって以下のように parametrizeする。

|z1|2 + |z2|2 + |z3|2 + |z4|2 = R2 (4.1.2)

R = 0が coneの原点に対応しており、R > 0とRを大きくしていくと原点から cone

に沿って広がっていく。この時、Rを固定して cone周りの多様体を考える。T1,1空

間はこの coneの周りの空間のうち性質の良い計量を持つ 5次元の Riemann多様体
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であり、佐々木-Einstein多様体と呼ばれるクラスに属する。

zi = xi + i yiとすると、式 (4.1.1)、(4.1.2)は以下のように書き換えられる。

4∑
i=1

x2i =
R2

2
,

4∑
i=1

y2i =
R2

2
,

4∑
i=1

xi yi = 0 (4.1.3)

ここで (4.1.3)の第一式は実 8次元空間中の半径R/
√
2の 3次元球面 S3を表す。次

に、第 2式と第 3式はこの S3を底空間とする、S2ファイバー束を表している。また、

S3上のファイバー束は自明束であることが知られており 1、この空間のトポロジー

は大域的に S3×S2 となっているとわかる。

次にこの空間上の計量を考える。まず以下のような行列 Z̃を導入する。

Z̃ ≡ 1√
2

4∑
i=1

ziσ
i =

1√
2

(
z3 + i z4 z1 − i z2

z1 + i z2 −z3 + i z4

)
(4.1.4)

ここでσi = (σ⃗ , 1l )とした。⃗σはPauli行列である。Z̃を用いると条件 (4.1.1)、(4.1.2)

はそれぞれ以下のように書ける。

det Z̃ = −1

2

4∑
i=1

z2i = 0 (4.1.5)

Tr(Z̃†Z̃) =
4∑
i=1

|zi|2 = R2 (4.1.6)

ここでZ ≡ Z̃/Rと規格化して、上の条件は

detZ = 0 , Tr(Z†Z) = 1 (4.1.7)

と書ける。これらの条件を満たす簡単な行列として、

Z0 ≡

(
0 1

0 0

)
(4.1.8)

がある。このZ0を用いて条件 4.1.7を満たす一般の行列を以下のようにして構成で

きる。

Z = LZ0R
† , (L ,R ∈ SU(2)) (4.1.9)

1詳しくは []を参照されたい。
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通常、行列の特異値分解定理から、二つのunitary行列を用意し、LZ0R
† with L ,R ∈

U(2)とすることで一般解を構成できるが、今の場合は以下の理由によりL ,R ∈ SU(2)

としてよい。U(2)=U(1)×SU(2)とした時、U(1)部分のZ0に対する作用は

ei θZ0 =

(
0 ei θ

0 0

)
=

(
ei θ 0

0 e−i θ

)(
0 1

0 0

)
(4.1.10)

のように SU(2)の元

(
ei θ 0

0 e−i θ

)
を使って書き直せる。よってZ0からZを (4.1.9)

のように作る際に、U(1)の自由度は必要がないことがわかる。次に SU(2)の元 L、

Rを以下のように parametrizeする。

L =

(
a − b̄

b ā

)
, R =

(
k − l̄

l k̄

)
(4.1.11)

ここで a , b , k , l は、|a|2 + |b|2 = 1 |k|2 + |l|2 = 1を満たす複素数であり、

a = cos
1

2
θ1 e

1
2
i(ψ1+ϕ1) , b = sin

1

2
θ1 e

1
2
i(ψ1−ϕ1) ,

k = cos
1

2
θ2 e

1
2
i(ψ2+ϕ2) , l = sin

1

2
θ2 e

1
2
i(ψ2−ϕ2) (4.1.12)

と parametrizeしておく。また、

L = Θ , R = Θ† , Θ ≡

(
eiθ 0

0 e−iθ

)
(4.1.13)

とした時、このL、Rの作用によってZ0は不変であり、Z0 = LZ0R
† を満たす。よっ

てこの表示にはまだ余分な自由度があり、L、Rの自由度からΘによるU(1)の自由

度を割る必要がある。そこで以下のような同一視をする 2。

(L ,R) ∼ (LΘ , RΘ†) (4.1.14)

以下では、Θをうまく選んで (4.1.12)において ψ1 = ψ2となるような代表元を取っ

てくることにする。上の議論から、L、Rは Zに対し推移的に作用し、また固定部

分群としてΘのU(1)自由度があることがわかる。よってこの空間は等質空間とし

2T1,1空間の “1,1”の由来はここにある。ここで (L ,R) ∼ (LΘq , RΘp †)と同一視したのもは Tp,q

と呼ばれ、T1,1 空間はこの特別な場合である。
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て以下のような表式を持つ。

T 1,1 =
SU(2)× SU(2)

U(1)
(4.1.15)

条件 (4.1.1)、(4.1.2)に対して SO(4)∼SU(2)×SU(2)が推移的に作用し、zi → eiθzi

なるU(1)変換で条件が不変であることからも、(4.1.15)は理解できる。次にT1,1空

間の計量について考える。計量のZを用いた表式で、実であること、ΘによるU(1)

の作用で不変であることから自然な形として

ds2 = C1Tr(dZ
† dZ) + C2|Tr(Z† dZ)|2 (4.1.16)

のようにかける。ここで C1、C2は実の定数とする。ここで計量が Einstein計量に

なることを課す。計量が Einsteinであるとは、

Ric(g)µν = k gµν , k = const. (4.1.17)

のように計量テンソルがその Ricciテンソルと比例する時のことを指す。この条件

下で非自明な 5次元のmetricとなるものはC1 =
2
3
、C2 = −2

9
の時である 3。そのと

きの計量を (4.1.12)を用いて、かつ ψ1 = ψ2 = ψとして書くと

ds2T 1,1 =
1

9
[dψ + cos θ1 dϕ1 + cos θ2 dϕ2]

2 +
1

6

2∑
i=1

[
dθ2i + sin2 θi dϕ

2
i

]
(4.1.18)

となる。これがT1,1空間の計量である。

次にT1,1空間が持つ性質について説明していく。まず、T1,1空間はEinstein多様

体であることを課したが、計量 (4.1.18)は特に

Ric(gT
1,1

)µν = 4 gT
1,1

µν (4.1.19)

を満たす。

ここで、ある n次元の coneの線素 ds2coneとその周りの空間の線素 ds2arroundを

ds2cone = dR2 +R2ds2arround (4.1.20)

3他に非自明なものとして C1 = 1、C2 = −1がある。この場合には四次元空間 S2×S2の計量とな
る。
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のように書く。このとき、元の n次元の coneの計量 gconeがRicci平坦であることと

cone周りの計量 garroundが Einstein計量で

Ric(garround)µν = (n− 2)garroundµν (4.1.21)

を満たすことは同値となる 4。また、(4.1.20)のような計量を持つ coneを、cone周

りの空間のmetric cone と呼ぶ。

T1,1空間についてのmetric coneを考えると、coneの計量 gconeは

ds2cone = gconeµν dxµdxν = dR2 +R2ds2T1,1 (4.1.22)

となる。上で述べたことから、T1,1 空間の計量が (4.1.20)を満たすことは coneの

Ricci平坦性を保証する。coneがRicci平坦であることは、次節でAdS/CFT対応を

考える際に重要となる。

次に、T1,1空間は佐々木多様体であることについて述べる。ある多様体が佐々木

であるとは、その多様体のmetric cone がKähler多様体であることを指す。以下で

は、6次元の cone でRicci平坦かつKählerである計量を求め、その coneをmetric

coneに持つ計量として、T1,1空間の計量を再導出する。

まず、実 6次元の cone のKähler計量について考える。Kähler多様体では、その

計量をKähler potential Kを用いて局所的に以下のように書くことができる。

ds2 = gµν̄ dz
µdz̄ν̄ = ∂µ∂µ̄K dzµdz̄ν̄ (4.1.23)

ここで、∂µ = ∂/∂zµ、∂µ̄ = ∂/∂z̄µ (µ , µ̄ = 1 , 2 , 3)とした 5。

計量が SU(2) × SU(2)の作用の元で不変であることを仮定し、Kは r2のみに依

存するとする。K = K(r2)とすると、上記の計量は

gµν̄ = K′(∂µ∂µ̄r
2) +K′′(∂µr

2∂µ̄r
2) (4.1.24)

と書ける。ここでプライム記号は r2についての微分を意味する。さらに r2 = TrZ̃† Z̃

4証明は付録 Aに与えた
5以下では、条件 (4.1.1)によって z4 方向の成分は消去して考える。
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を使って、

ds2 = gµν̄dz
µdz̄ν̄ = K′Tr dZ̃† dZ̃ +K′′|Tr Z̃† dZ̃|2 (4.1.25)

と書ける。

Kähler多様体のRicciテンソルは、一般に

Ric(g)µν̄ = ∂µ∂ν̄ logG (4.1.26)

と与えられる。ここでG ≡ det(gµν̄) =
√
gとした。そこで計量 (4.1.25)について、

条件 (4.1.1)によって z4方向の成分を消去し、gµν̄の determinantを計算すると、

G =
1

|z4|2
(r2K′3 + r4K′2K′′) =

(γ′)3

3r2|z4|2
(4.1.27)

となる。ここで γ = r2K′と置いた。このとき、∂µ∂ν̄ log |z4|2 = 0より、

(γ′)3 = α r2 (4.1.28)

がRicci平坦であるための条件であるとわかる。αは任意の定数であり、この選び方

は計量の overallの係数に関わるものとなる。そこで、以下では式が簡単になるよう

に α = 2と選ぶことにする。この式を積分して、

γ = (r4 + β)
1
3 (4.1.29)

となる。βは積分定数である。ここで、計量が homogeneous であること 6を要請す

ると、βは β = 0と決まる。よって、Kの微分が

K′ = r−
2
3 , K′′ = −1

3
r−

8
3 (4.1.30)

ときまる。これより計量 (4.1.25)は、parametrization (4.1.12)、Z̃ = r LZ0R
†を用

いて

ds2 = dρ2 + ρ2
(1
9
[dψ + cos θ1 dϕ1 + cos θ2 dϕ2]

2 +
1

6

2∑
i=1

[
dθ2i + sin2 θi dϕ

2
i

])

6計量が homogeneous であるとは、座標の scalingx → λxに対して g(x) → |λ|2g(x)となるとき
のことを指す。
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と求まる。ここで変数 rについて

r →
(
2

3

) 3
4

ρ
3
2 (4.1.31)

と rescaleした。

以上の議論より、T1,1空間のmetric coneはKähler多様体であること、つまりT1,1

空間が佐々木多様体であることがわかった。さらに上の導出から、metric coneが

homogenousかつRicci平坦であることまで要請すると一意的にT1,1空間が現れるこ

ともわかる。次節では、佐々木-Einstein多様体としてのT1,1空間とAdS/CFT対応

の関わりについて調べる。

4.2 AdS/CFT対応

ここでは、この理論に双対なゲージ理論について説明する。AdS5×T1,1空間上の

弦理論についてのAdS/CFT対応はKlebanovとWittenによって初めて考えられた

[4]。第 2章においてAdS/CFTの概略を説明したが、AdS5×S5空間とN = 4 超共

形ゲージ理論の対応は、10次元のMinkowski空間に置かれたD3-braneについての

考察から得られたものであった。ここで始めの空間を 10次元Minkowski空間でなく

別の空間で代用することを考える。そこで 4次元のMnkowski空間M4と前節で考

えた 6次元の cone C6を合わせた空間を考えてみる。このM4 × C6空間はRicci平

坦であり超重力理論の解であることが保証されている。

M4 ×C6空間において、C6空間の原点 (coneの先)にD3-braneを置くことを考え

る。このときD3-braneはM4方向に広がっているものとする。このような状況で 2.2

と同じような議論をしてみる。

gsN ≪ 1では、前と同様に brane上のゲージ理論と 10次元の自由な閉弦の理論

が現れる。一方で gsN ≫ 1の場合には時空の計量が

ds2 = f(r)−
1
2 (−dt2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2) + f(r)

1
2 (dr2 + r2gT

1,1

ij dxidxj)

f(r) = 1 +
R4

r4
(4.2.1)

と変形される。2.2と同様に r ≪ Rでの理論を調べるために、計量において r → 0の

極限をとってみると、AdS5×T1,1空間の計量が現れる。こうして、M4 × C6空間の
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coneの先にD3-braneを置いた系からはAdS5×T1,1空間上の弦理論と 4次元のゲー

ジ理論の対応が得られることがわかる。

次に対称性について考察する。AdS5×S5空間の対称性のうちAdS5空間の isometry

SO(2, 4)はゲージ理論側では共形対称性と対応していた。この対応は今回も変わら

ず存在し、対応するゲージ理論は共形場理論であると考えられる。

一方で AdS5×S5空間の対称性のうち S5 空間の isometry SO(6) はゲージ理論側

ではR-symmetryに対応していた。今回の内部多様体はT1,1 空間であり、この空間

は SU(2) × SU(2) × U(1)対称性を持っていた。また、T1,1空間は佐々木多様体で

あったが、この性質によってN = 1の超対称性があることが保証される [29]。

こうして、対応するゲージ理論はN = 1の超共形ゲージ理論であると予想される。

また内部対称性としてSU(2)×SU(2)×U(1)対称性を持つと考えられるが、この理

論には SU(2) doubletな二つの場Al , Blがあり、SU(2)× SU(2)部分はそれぞれこ

れらの対称性に対応する。また残ったU(1)部分がちょうどR-symmetryに対応する

と考えられる。以上がAdS5×T1,1空間と対応するゲージ理論の簡単な説明である。

4.3 AdS5×T1,1空間上の弦の運動

ここでは [5]に従い、AdS5×T1,1空間上の弦の T1,1空間のある方向への運動がカ

オスを示すことを確認する。T1,1 空間での弦の運動がカオスを示すということは

AdS5×T1,1上の弦理論が非可積分であることを示唆している。

AdS5×T1,1空間の計量は以下のように書ける。

ds2 = R2(ds2AdS5
+ ds2T 1,1) , (4.3.1)

ds2AdS5
= − cosh2 ρ dt2 + dρ2 + sinh2 ρ (dθ2 + sin2 θ dϕ2 + sin2 θ sin2 ϕ dζ2) ,(4.3.2)

ds2T 1,1 =
1

9
[dψ + cos θ1 dϕ1 + cos θ2 dϕ2]

2 +
1

6

2∑
i=1

[
dθ2i + sin2 θi dϕ

2
i

]
. (4.3.3)

AdS5空間あるいはT1,1の半径Rは以下の解析において重要ではないのでR = 1と

置くことにする。

弦理論としては bosonic 部分のみを扱うことにして、通常の Polyakov作用を考

える。

S = −1

2

∫
d2σγab gµν∂aX

µ∂bX
ν (4.3.4)
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ここで world sheet 計量 γabは conformal gaugeをとって γab = diag(−1, 1)とする。

Xµ(τ , σ)は target spaceの座標であり、Xµ = (t , ρ , θ , ϕ , ζ , θ1 , ϕ1 , θ2 , ϕ2 , ψ)をと

る。gµνは (4.3.1)の計量とする。作用 (4.3.4)のworld sheet 計量 γabの変分から次の

Virasoro拘束条件が得られる。

gµν(∂τX
µ∂τX

ν + ∂σX
µ∂σX

ν) = 0 , gµν∂τX
µ∂σX

ν = 0 (4.3.5)

ここで弦の運動を考えるにあたって、以下の ansatzを置くことにする。

t = t(τ) , θ1 = θ(τ) , θ2 = θ2(τ) ,

ϕ1 = α1σ , ϕ2 = α2σ , ψ = ψ(τ) (4.3.6)

ここで αi (i = 1, 2) は Φi 方向への巻きつきを表す整数である。この ansatzのもと

でXµについての運動方程式を考えると、t方向、ψ方向の運動方程式からそれぞれ

ṫ = E、ψ̇ = Jが得られる。ここでE、Jは定数であり、エネルギー、ψ方向の角運

動量に対応する。この ansatzのもとでの弦の運動のイメージ図を図 4.1に描いた。

弦はこの図のようにT1,1空間の二つの S2部分に巻きついて運動している。

S2

θiφi

τ
σ

図 4.1: (4.3.6)の下での弦の運動のイメージ図
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ansatz(4.3.6)の下で (4.3.5)の拘束条件は、以下のように書ける。

0 = −E2 +
1

9
J2 +

2∑
i=1

(
1

6
θ̇i

2
+

1

9
α2
i +

1

18
α2
i sin

2 θi

)
+

2

9
α1α2 cos θ1 cos θ2 ,

0 = J
2∑
i=1

αi cos θi (4.3.7)

(4.3.7)の第二式は J = 0であれば恒等的に満たされる。以下では J = 0として考

える。

以上の仮定の下で非自明な運動方程式は

θ̈1 +
1

3
α1 sin θ1(α1 cos θ1 − 2α2 cos θ2) = 0 ,

θ̈2 +
1

3
α2 sin θ2(α2 cos θ2 − 2α1 cos θ1) = 0 (4.3.8)

のみであり、残った拘束条件は (4.3.7)の第一式のエネルギー保存の式である。

E2 =
2∑
i=1

(
1

6
θ̇i

2
+

1

9
α2
i +

1

18
α2
i sin

2 θi

)
+

2

9
α1α2 cos θ1 cos θ2 (4.3.9)

これら (4.3.8)、(4.3.9)の 3つの式で決定される系の運動を数値計算によって解析す

る。

図. 4.2 (a)-(h)にE = 0.3 , 0.32 , 0.33 , 0.34 , 0.35 , 0.4 , 0.5 , 1 , 3 , 10の時の Poincaré

断面を載せた。数値計算において、各 parameterは α1 = α2 = 1とした。また断面

は [5]に従って、sin θ2 = 0、θ̇2 cos θ2 > 0にとった。

まず、エネルギーが低い図. 4.2 (a) ではカオス的な軌道は見られない。このとき

軌道は準周期運動をしており、KAMトーラスを輪切りにした絵が見てとれる。エ

ネルギーが上がるにつれて、トーラスが崩壊していく様子が (b)-(f)からわかる。ま

たさらにエネルギーを上げると再びトーラスが形成されている (g)-(j)。この系では、

あるエネルギー帯でしかカオスは現れない。これもまた、カオスが持つ一般的な特

徴の一つである。

最後に、今回は佐々木-Einstein多様体 T1,1を考えたが、他の佐々木-Einstein多様

体、例えばYp,qと呼ばれる多様体でも同様の解析が行える。AdS5×Yp,q上の弦理論

もまた非可積分であることが知られており [30]、この多様体上の弦理論にもカオス
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が存在することを示せると考えられる。

(a) E = 0.3での Poincaré断面 (b) E = 0.32

(c) E = 0.33 (d) E = 0.34

(e) E = 0.35 (f) E = 0.4
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(g) E = 0.5 (h) E = 1

(i) E = 3 (j) E = 10

図 4.2: 各エネルギーでの Poincaré断面
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第5章 near Penrose極限と弦の運動

ここでは near Penrose 極限をとったAdS5×T1,1空間とAdS5×S5空間上の弦の運

動について調べる。この章の内容は論文 [6]に基づいている。

5.1 near Penrose極限をとったAdS5×T1,1空間上の弦

の運動

5.1.1 一般の時空上の light-cone Hamiltonian

この章で行う解析の準備として、まず以下の条件

g+I = g−I = 0 (I = 1, . . . , 8) (5.1.1)

を満たす計量を持つ一般の時空上の弦理論の light-cone Hamiltonian を求めておく。

ここで計量 gの足は gµν (µ, ν = +,−, 1 . . . , 8) とする。なお、以下の議論は文献 [10]

を参考とした。

考えるべき bosonic部分の弦の作用は

SB =

∫
dτdσL =

1

2

∫
dτdσ hab∂aX

µ∂bX
νgµν (5.1.2)

と与えられる。ここでは、dilatonは一定であるとし、NS-NS 2-formは 0であると

した。world sheetは τと σで parametrizeされており、Xµ(τ, σ)が弦の dynamicsを

記述する力学変数である。hab (a, b = τ, σ)は次のように定義される量である。

hab ≡
√
−γ γab , γ ≡ det(γab)

ここで γabは world sheet の計量である。

作用 (5.1.2) の light-cone Hamiltonianを求めるために、正準運動量 pµ を以下の
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ように定義しておく。

pµ =
∂L

∂ (∂τxµ)
= hτa∂ax

νgµν (5.1.3)

式 (5.1.3)を ẋµについて解くことで pµと ẋµについて以下の関係式を得る。

ẋµ =
1

hττ
gµνpν −

hτσ

hττ
x′
µ

(5.1.4)

ここで

ẋµ ≡ ∂τx
µ , x′

µ ≡ ∂σx
µ

とした。

次にVirasoro拘束条件について考える。作用 (5.1.2)を habについて変分すること

で、以下のように、エネルギー運動量テンソルについての条件を得る。

T ab = hachbd∂cx
µ∂dx

νgµν −
1

2
habhcd∂cx

µ∂dx
νgµν = 0 (5.1.5)

式 (5.1.4)を用いて、ẋを式 (5.1.5)から消去する。こうして拘束条件は (5.1.5)は pµ

と x′µを用いて以下のように書き直される。

pµpνg
µν + x′

µ
x′
ν
gµν = 0 , (5.1.6)

pµx
′µ = 0 (5.1.7)

ここで light-cone gaugeをとる。

x+ = τ , p− = constant

このとき、light-cone Hamiltonian Hlcは以下のように定義される。

Hlc ≡ −p+ .

上記の拘束条件を用いて、light-cone Hamiltonian Hlcの一般的な表式を求めていく。

まず拘束条件 (5.1.7)を x−
′についてとくことで以下の式を得る。

x′
−
= −x

′IpI
p−

(5.1.8)

次に拘束条件 (5.1.6) を p+について解き、(5.1.8)を代入することでHlc について以
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下の表式を得ることができる。

Hlc = −p−g
+−

g++

− 1

g++

√√√√p−2g − g++

(
g−−

(
pIx′

I

p−2

)2

+ pIpJgIJ + x′Ix′JgIJ

)
(5.1.9)

ここで gは以下のように定義した。

g = (g+−)
2 − g++g−−

また注意として、上の導出では g−− ̸= 0であることを仮定した。pp-wave背景のよ

うに g−− = 0 となる時空については、上と同様の方法で light-cone Hamiltonian Hlc

を求めると以下のような表式になる。

Hlc = −p−g
−−

2g+− − 1

2g+−p−

(
pIpJg

IJ + x′
I
x′
J
gIJ

)
(5.1.10)

式 (5.1.9)、(5.1.10)を使えば、与えられたほぼ任意の計量について light-cone Hamil-

tonianを機械的に求められるようになるため、後の解析においてこれらの式は大変

便利である。

5.1.2 near Penrose極限と ansatz

次に near Penrose 極限をとったAdS5×T1,1空間の計量を導出する。さらに前節で

導いた公式を使って、その背景の上での light-cone Hamiltonianを求める。また、T1,1

方向の運動に着目するため ansatzをとり、ansatzによって簡単化された light-cone

Hamiltonianを求める。

まず、AdS5×T1,1空間の near Penrose極限を考える。AdS5×T1,1空間の計量は以

下の形であった。

ds2 = R2(ds2AdS5
+ ds2T 1,1) ,

ds2AdS5
= − cosh2 ρ dt2 + dρ2 + sinh2 ρ (dθ2 + sin2 θdϕ2 + sin2 θ sin2 ϕdζ2) ,

ds2T 1,1 =
1

9
[dψ + cos θ1 dϕ1 + cos θ2 dϕ2]

2 +
1

6

2∑
i=1

[
dθ2i + sin2 θi dϕ

2
i

]
(5.1.11)
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ここで次の座標変換を行う。

x̃+ ≡ t , x̃− ≡ −t+ 1

3
(ψ + ϕ1 + ϕ2) ,

Φ1 ≡ ϕ1 − t , Φ2 ≡ ϕ2 − t (5.1.12)

さらに、いくつかの座標について、次のようにスケール変換をしておく。

x̃+ = x+ , x̃− =
x−

R2
, ρ =

r

R
, θi =

√
6
ri
R

(5.1.13)

これらの変換によって元々のAdS5×T1,1空間の座標 (t , ρ ,Ω3 , θ1 , θ2 , ϕ1 , ϕ2 , ψ)は

(x+ , x− , r ,Ω3 , r1 , r2 ,Φ1 ,Φ2) で記述される。なお、座標変換の係数は文献 [31]を

参考にして、次にPenrose 極限をとる際に leading term に pp-wave 背景がうまく出

てくるように選んである。

この時にR → ∞なる極限を考えO(R−2)のオーダーの項まで残すことで、AdS5×T1,1

空間の near Penrose 極限が以下のように得られる。

ds2 = ds0
2 +

1

R2
ds2

2 +O
(

1

R4

)
,

ds0
2 = 2dx+dx− −

(
r2 + r1

2 + r2
2
) (
dx+

)2
+ dr2 + r2dΩ3

2

+dr1
2 + r1

2dΦ1
2 + dr2

2 + r2
2dΦ2

2 ,

ds2
2 =

(
−1

3
r4 + 2r1

2r2
2

)(
dx+

)2 − 2
(
r1

2 + r2
2
)
dx+dx− +

(
dx−

)2
+

1

3
r4dΩ3

2

+r1
2
(
−r12 + 2r2

2
)
dx+dΦ1 + r2

2
(
−r22 + 2r1

2
)
dx+dΦ2 − 2r1

2dx−dΦ1

−2r2
2dx−dΦ2 + 2r1

2r2
2dΦ1dΦ2 − r1

4dΦ1
2 − r2

4dΦ2
2 (5.1.14)

次に、得られた AdS5×T1,1の near Perose 極限をとった計量 (5.1.14) に対して、

light-cone Hamiltonianの公式 (5.1.9)を適用する 1。公式 (5.1.9)の中に出てくる各

項は、計量 (5.1.14)に対して次のようなRの冪展開を持つ。

−p−
g+−

g++
= R2 +O

(
1

R6

)
,

p2−g = 1 +
a2
R2

+
a4
R4

+O
(

1

R6

)
,

−g++g−−(
pIx

′I

p2−
)2 =

b4
R4

+O
(

1

R6

)
,

1light-cone Hamiltonianについて O(R−2)の項までを出すには、計量 (5.1.14)についてO(R−4)
の項までを知る必要がある。しかしここではその具体形は割愛する。
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−g++(pIpJg
IJ + x′Ix′JgIJ) =

c2
R2

+
c4
R4

+O
(

1

R6

)
,

− 1

g++
= R2 + d0 +

d2
R2

+
d4
R4

+O
(

1

R6

)
(5.1.15)

ここで、各係数は

a2 = −r2 + r21 + r22 , a4 =
2

3
r4 + r41 + r42 − r2(r21 + r22) ,

b4 = (prr
′ + pr1r

′
1 + pr2r

′
2 + pθθ

′ + pϕϕ
′ + pζζ

′ + pΦ1Φ
′
1 + pΦ2Φ

′
2)

2 ,

c2 = p2r + p2r1 + p2r2 +
p2θ
r2

+
p2Φ1

r21
+
p2Φ2

r22
+ r′2 + r′21 + r′22 + r2θ′2 + r21Φ

′2
1 + r22Φ

′2
2

+
1

r2
csc2 θ(p2ϕ + p2ζ csc

2 ϕ) + r2 sin2 θ(ϕ′2 + ζ ′2 sin2 ϕ) ,

c4 = −r2
(
p2r + p2r1 + p2r2 + r′2 + r′21 + r′22 +

p2Φ1

r21
+
p2Φ2

r22
+ r21Φ

′2
1 + r22Φ

′2
2

)
−4

3
p2θ −

2

3
r4θ′2 + (pΦ1 − pΦ2)

2 − (r21Φ
′
1 − r22Φ

′
2)

2

−4

3
csc2 θ(p2ϕ + p2ζ csc

2 ϕ)− 2

3
r4 sin2 θ(ϕ′2 + ζ ′2 sin2 ϕ) ,

d0 = r2 , d2 =
1

3
r4 , d4 =

2

45
r6 (5.1.16)

である。

これらの展開式を用いると Hlcは (5.1.16)の各係数を用いて

Hlc = R2 +

(
R2 + d0 +

d2
R2

+
d4
R4

+O
(

1

R6

))
×
(
1 +

1

R2
(a2 + c2) +

1

R4
(a4 + b4 + c4) +O

(
1

R6

)) 1
2

= 2R2 +
1

2
(a2 + c2) + d0

+
1

R2

(
d2 +

1

2
d0(a2 + c2) +

1

2
(a4 + b4 + c4)−

1

8
(a2 + c2)

2

)
+O

(
1

R4

)
と書ける。係数 (5.1.16)を代入することで、この背景の場合の Hlc が以下のように

得られる。

Hlc = H0 +
1

R2
Hint +O

(
1

R4

)
,

H0 =
1

2

(
pr

2 + pr1
2 + pr2

2 +
p2θ
r2

+
pΦ1

2

r12
+
pΦ2

2

r22
+

1

r2
csc2 θ(p2ϕ + p2ζ csc

2 ϕ) + r2 + r1
2 + r2

2
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+r′
2
+ r1

′2 + r2
′2 + r2θ′2 + r1

2Φ1
′2 + r2

2Φ2
′2 + r2 sin2 θ(ϕ′2 + ζ ′2 sin2 ϕ)

)
,

Hint = −1

8

(
pr

2 + pr1
2 + pr2

2 +
pθ
r2

+
pΦ1

2

r12
+
pΦ2

2

r22
+

1

r2
csc2 θ(p2ϕ + p2ζ csc

2 ϕ)− r2 + r1
2 + r2

2

+ r′
2
+ r1

′2 + r2
′2 + r2θ′2 + r1

2Φ1
′2 + r2

2Φ2
′2 + r2 sin2 θ(ϕ′2 + ζ ′2 sin2 ϕ)

)2
+
1

2
(pΦ1 − pΦ2)

2 − 1

2

(
r1

2Φ1
′ − r2

2Φ2
′)2 + 1

6
r4 +

1

2

(
r1

4 + r2
4
)

−1

6
(p2θ + csc2 θ(p2ϕ + p2ζ csc

2 ϕ)) +
1

6
r4(θ′2 + sin2 θ(ϕ′2 + ζ ′2 sin2 ϕ))

+
1

2
(prr

′ + pr1r1
′ + pr2r2

′ + pθθ
′ + pϕϕ

′ + pζζ
′ + pΦ1Φ1

′ + pΦ2Φ2
′)
2

(5.1.17)

ここで定数 p−は p− = 1とし、R2の項は定数であるので落とした。また、O(1/R4)

のオーダーも無視する。

得られたHamiltonian (5.1.17)の leading term H0 は調和振動子のHamiltonianで

あり、この項は計量の展開 (5.1.14)のpp-wave背景の部分の寄与から得られる。next

leading term Hint は、それ以外の背景の寄与から得られる、非線形な相互作用項と

なっている。この相互作用項は運動量 pの 4乗の項を含み、見慣れないものである。

以下では、数値計算によって、このHamiltonianにカオス的な運動が含まれること

を示す。

まず、以下の ansatzを置いて、Hamiltonian (5.1.17)を 2体のHamiltonianに簡略

化する。

r = 0 , θ = π , ϕ = π , ζ = 0 , r1 = r1(τ) , r2 = r2(τ) , Φ1 = α1 σ , Φ2 = α2 σ ,

pr = 0 , pθ = 0 , pϕ = 0 , pζ = 0 , pr1 = pr1(τ) , pr2 = pr2(τ) , pΦ1 = 0 , pΦ2 = 0

(5.1.18)

ここで αi (i = 1, 2) は Φi 方向への巻きつきを表す整数である。この ansatzは元の

Hamiltonian の解軌道のうち、T1,1空間のみを動く軌道に focusするためのものであ

り、残されている変数は pr1(τ)、pr2(τ)、r1(τ)、r2(τ)のみである。また、この ansatz

は運動方程式と矛盾しない。つまり、ansatzを置く前の Hamiltonian (5.1.17)から

得られるHamilton方程式に、この ansatz(5.1.18)を代入すると pr1、pr2、r1、r2方

向の運動方程式以外は自明に満たされる 2。これより、ansatzをおいて得られた解

は元の系の解の一部であることが保障されている。

2その詳細な計算については、ここでは立ち入らないことにする。
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ansatz (5.1.18) によってHamiltonian (5.1.17)は以下のように書きかわる。

H0 =
1

2

[
p2r1 + p2r2 + (1 + α2

1) r
2
1 + (1 + α2

2) r
2
2

]
,

Hint = −1

8

[
p2r1 + p2r2 + (1 + α2

1) r
2
1 + (1 + α2

2) r
2
2

]2
−1

2

(
α1 r

2
1 − α2 r

2
2

)2
+

1

2

(
r41 + r42

)
(5.1.19)

ここで ansatzによって力学変数は r1、r2だけとなり、τ のみに依存している。以下

ではこの系の運動を数値計算で解析する。そしてPoincaré断面を使ってカオス的な

振る舞いをすることを確認する。

5.1.3 Poincaré断面

前節で得た系 (5.1.19)のE = 1.0, 5.0 and 10でのPoincaré断面を図. 5.1 (a)-(c)に

書いた。断面は条件 r2 = 0、pr2 > 0の元で r1-p1平面に射影したものである。3。AdS

の半径 R と winding number α1 と α2 はそれぞれR = 5.0、 α1 = 2.0、α2 = 1.0と

した。図. 5.1 (a)-(c)より、各エネルギー帯にカオスが存在することがわかる。これ

は AdS5×T1,1空間の near Penrose limitもまた非可積分であることを意味している。

ここでPoincaré断面の定性的な振る舞いについて述べておく。図. 5.1 (d)-(f)に二

次元平面にに射影したHamiltonian(5.1.19)の振る舞いを書いた。図中の線はエネル

ギーの等高線である。いずれの変数についても、4次の項の係数は負であり、どの

図においても 4次の項の効果によって原点から十分離れるとエネルギーは負の値に

落ち込んでいく構造をしている。しかし、エネルギー保存から無限遠に飛んでいく

軌道は許されない。

原点周りではE ∼ 0であり、どの図においてもエネルギーの peakはE ∼ 12程度

である。原点周りは、どの方向にも等高線が円状になっており、低いエネルギーで原

点周りにある運動は調和振動子的に振る舞うことがわかる。一方で図. 5.1 (a)より、

低いエネルギーE = 1.0ではKAM(Kolmogorov-Arnold-Moser)トーラス [22, 23, 24]

を表す島とカオスが現れていることがわかる。確かに原点付近には原点を中心とし

た準周期運動を示す島が存在するが、原点付近にはカオス的な運動も同時に存在し

ている。これはPoincare断面上の点が相空間内の点と一対一対応していないためで

ある。
3今の場合、この取り方では、断面上の点は相空間内の点と一対一対応しない。この問題について

は後で詳しく述べる。
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(a) E = 1.0での Poincaré断面 (b) E = 5.0での Poincaré断面

(c) E = 10での Poincaré断面 (d) r1-pr1 平面での Hamiltonianの値

(c) r2-pr2 平面での Hamiltonianの値 (d) r1-r2 平面での Hamiltonianの値

図 5.1: 各エネルギーでの Poincaré断面と Hamiltonian(5.1.19) の振る舞い
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今の場合、運動量 p1,2の 4次の項が存在するため、断面を r2 = 0、pr2 > 0をとっ

ただけでは断面上の 1点から相空間内の 1点を決めることができない。この点で、今

の断面の取り方は幾らか不適切だが、カオスの存在を示すには十分である。

この節の最後に図. 5.1のPoincaré断面のより良い取り方について議論する。Hamil-

tonian (5.1.19) について、r2 = 0として p2について解くと、

E = H with r2 = 0

⇒ pr2 = ±
√

2R2 − p2r1 − (1 + α2
1)r

2
1 ± 2

√
R2(R2 − 2E) + (1− α2

1)r
4
1

(5.1.20)

となる (複合任意) 4。この式より、条件 pr2 > 0だけでは二つの解が含まれてしまう

ことがわかる。pr2 > 0に加えて、条件

pr2 ≷
√
2R2 − p2r1 − (1 + α2

1)r
2
1 (5.1.21)

まで課すと解を一つに絞ることができる。図 (5.2)に、E = 10の場合に、条件 r2 = 0

かつ 0 < pr2 <
√

2R2 − p2r1 − (1 + α2
1)r

2
1、r2 = 0 かつ

√
2R2 − p2r1 − (1 + α2

1)r
2
1 <

pr2 での Poincaré断面をそれぞれ書いた。その他の parameter R、α1、α2は前と同

じく、それぞれR = 5.0、 α1 = 2.0、α2 = 1.0とした。

(a) 0 < pr2 <
√
2R2 − p2r1 − (1 + α2

1)r
2
1 の場合 (b)

√
2R2 − p2r1 − (1 + α2

1)r
2
1 < pr2 の場合

図 5.2: 条件を変えた E = 10での Poincaré断面

図. 5.2と図. 5.1 (c) を比べると条件 (5.1.21)を課すことで、解を分離している様子

がよくわかる。図. 5.2 (a)、(b) にはそれぞれ軌道の重なりはなく、トーラスの中に

4今は Rを十分大きく取っているため二つ目の rootの中は正であることを仮定する。

54



カオス的な軌道が入り込んでいる様子も見られない。図. 5.2 (a)、(b)を重ねたもの

が図. 5.1 (c) に一致することもわかる。

5.2 AdS5×S5の場合

ここまでは AdS5×T1,1空間の場合について議論してきたが、ここでは AdS5×S5

空間の場合について議論する。AdS5×S5空間上の sigma modelはすでに可積分であ

ることが知られている [12]。しかし、near Penrose極限をとった際にも可積分であ

るかどうかは、自明ではない。ここではAdS5×S5空間の場合に near Penrose 極限

をとって、前節と同様の解析を行う。

5.2.1 near Penrose極限と ansatz

まず AdS5×S5空間において near Penrose極限を取り、 light-cone Hamiltonianを

求め、運動方程式と矛盾しない ansatzをおいて系を簡単化する。AdS5×S5空間の計

量は次のように与えられる。

ds2 = R2(ds2AdS5
+ ds2S5) ,

ds2AdS5
= − cosh2 ρ dt2 + dρ2 + sinh2 ρ dΩ2

3 ,

ds2S5 = cos2 θ dϕ2 + dθ2 + sin2θ dΩ′
3
2
. (5.2.1)

ここで、R はAdS5空間と S5空間の半径である。後の議論のために、以下の座標変

換を行って ρと θを z̃と ỹに書き換える。

cosh ρ =
1 + z̃2/4

1− z̃2/4
, cos θ =

1− ỹ2/4

1 + ỹ2/4
. (5.2.2)

この座標変換によって計量は次のように書き変わる。

ds2AdS5
= −

(
1 + z̃2/4

1− z̃2/4

)2

dt2 +

(
1− ỹ2/4

1 + ỹ2/4

)2

dϕ2 +
dz̃2 + z̃2dΩ2

3

(1− z̃2/4)2
+
dỹ2 + ỹ2dΩ′

3
2

(1 + ỹ2/4)2
.

(5.2.3)

この計量の表式 (5.2.3)では SO(4)× SO(4) isometry が明示的になる。
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次に、文献 [9]に従って light-cone coordinates を以下のように取る。

x̃+ = t , x̃− = −t+ ϕ . (5.2.4)

さらに以下の rescalingを行う。

x̃+ = x+ , x̃− =
x−

R2
, z̃ =

z

R
, ỹ =

y

R
, (5.2.5)

このとき、 R → ∞なる極限において計量のO(R−2)のオーダーまで取ると次の表

式を得る。

ds2 = ds0
2 +

1

R2
ds2

2 +O
(

1

R4

)
,

ds0
2 = 2dx+dx− − (z2 + y2)(dx+)2 + dz2 + z2dΩ3

2 + dy2 + y2dΩ′
3
2
,

ds2
2 = −2y2dx+dx− +

1

2
(y4 − z4)(dx+)2 + (dx−)2

+
1

2
z2
(
dz2 + z2dΩ3

2
)
− 1

2
y2
(
dy2 + y2dΩ′

3
2
)
. (5.2.6)

この計量の展開式は元々、文献 [9]で議論されている。

計量が得られたので、式 (5.1.9) を使って light-cone HamiltonianHlc を求めるこ

とができる。p− = 1 として、以下の HamiltonianHlcを得る。

Hlc = H0 +
1

R2
Hint +O

(
1

R4

)
, (5.2.7)

H0 =
1

2

(
(pA)

2 + (x′
A
)2 + (xA)2

)
, (5.2.8)

Hint =
1

4

(
z2(py

2 + y′
2
+ 2z′

2
)− y2(pz

2 + z′
2
+ 2y′

2
)
)

+
1

8

(
((xA)2)2 − ((pA)

2 + (x′
A
)2)2
)
+

1

2
(pAx

′A)2 , (5.2.9)

ここで xA = (z, y)、pA = (pz, py)とした。また、定数項は落とし、計量の dΩ3
2と

dΩ′
3
2に関わる部分の寄与も落とした。これは、AdS5と S5に含まれる S3の一点に

留まり続ける解を選ぶことに対応する。またオーダーO(1/R4)以上の項についても

無視した。

Hamiltonianが得られたので、この系 (5.2.7)の運動を数値計算によって解析する。

まず ansatzを置いて系を簡単化しておく。
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ここでは以下のような ansatzを考える。

y = y(τ) , py = py(τ) , z = z(τ) , pz = pz(τ) . (5.2.10)

この ansatzはAdS5、S5の動径方向の運動に着目するためのものである。この ansatz

の下で、Hamiltonian(5.2.7) は以下のように簡略化される。

Hlc = H0 +
1

R2
Hint +O

(
1

R4

)
, (5.2.11)

H0 =
1

2

(
(pA)

2 + (xA)2
)
, (5.2.12)

Hint =
1

4

(
z2py

2 − y2pz
2
)
+

1

8

((
(xA)2

)2 − ((pA)2)2) . (5.2.13)

次節では、Hamiltonian(5.2.13) の運動の様子を Poincaré断面をとって観察し、

AdS5×S5空間が near Penrose 極限をとっても可積分であることの傍証を与える。

5.2.2 Poincaré断面

Hamiltonian(5.2.13) についてのPoincare断面を図. 5.3 (a)に与えた。断面はE =

10 with R = 5.0の場合に、条件 z = 0 with pz > 0の下で y-py平面にとった。図. 5.3

(a)から ansatz(5.2.10) の下では E = 10でもカオスは現れていないことがわかる。

また図. 5.3 (b) に z = pz = 0とした時の、y-py平面上でのHamiltonianの振る舞い

を書いた。py方向には potential は bound されていないことがわかる。ここで初期

値によっては無限遠に飛んでいく軌道が現れるが、そのような軌道は 3章で述べた

ように、カオスとは無関係であるので取り除いた。

図. 5.3 (a)は一例であり、その他のエネルギーでもKAMトーラスは残り続ける。今

回計算をした限りでは、カオスの onsetは見られなかった。この結果は near Penrose

極限とったAdS5×S5空間上の弦理論が可積分であることを支持するものである。

near Penrose 極限とったAdS5×S5空間が、元々AdS5×S5空間が持っている可積

分構造 [12] を保持しているということは十分に考えられる。実際に可積分であるこ

とを示すには Lax対を構成するなどして、無限個の保存量を作る必要がある。しか

し、今回のHamiltonianは運動量 pの 4次の項を含むなど、複雑な形をしているた

め、保存量を見つける作業は困難であるように思われる。
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(a) E = 10での Poincaré断面 (b) y-py 平面でのエネルギーの値

図 5.3: ansatz (5.2.10)を置いたときの Poincaré断面
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第6章 結論

本修士論文では、AdS/CFT対応のレビューから始め、Berrenstein, Maldacena,

Nastase (BMN)により提唱された対応関係とその検証の一部を確認した。AdS/CFT

対応は strong/weak dualityであるため、対応の直接的な検証は難しいと考えられて

いた。しかし、Berensteinらは光速で重心運動する弦と、演算子を長く連らねて得

られる複合演算子 (BMN operator) に限った議論では両理論において λ′ = g2YMN/J
2

が摂動展開の parameterとなることを指摘し、直接的な対応の検証方法を提案した。

この際には

Elc = µ(∆− J) (6.0.1)

という関係式に基づいて対応関係を予想し、両辺の計算は確かに λ′による展開で得

られることがわかった。またこの両理論は可積分構造を持つことがのちに指摘され、

この性質を用いて非摂動的な対応の検証が行われている。

後半ではカオスに着目し、弦理論においてカオスが現れる例としてAdS5×T1,1空

間上の弦理論を調べた。AdS5×T1,1空間上弦理論は対応するゲージ理論がわかって

おり、非可積分な領域でAdS/CFT対応の具体的な検証が行えると考えられる。特に

第５章では、BMNらの議論よりゲージ理論側との対応が見易いと考えられる near

Penrose極限をとったAdS5×T1,1空間上の弦の運動を解析し、そこでもカオスが残っ

ていることがわかった。

第 2章で確認した BMN対応は AdS5×S5 空間上の弦理論と N = 4 超共形ゲー

ジ理論のAdS/CFT対応でのものであった。AdS5×T1,1空間を用いたAdS/CFT対

応でも同様のことが成り立つだろうか。AdS5×T1,1空間でもPenrose極限の leading

termは pp-waveとなるので、J → ∞では同様の議論ができると思われる。1/J の

補正を加えると、どうなるだろうか。AdS5×S5空間の場合には Schwartzらによっ

てR−2 ∼ J−1の補正を入れた light-cone Hamiltonianが対角化され、その固有状態

とゲージ理論側での演算子の対応が与えられた。このとき、Hamiltonianが対角化

59



できたことにはAdS5×S5空間上の弦理論が持つ可積分性が働いていると思われる。

素朴な予想として、今回 near Penrose 極限をとって見つかった弦のカオス的な運

動はゲージ理論側の何らかの “カオス的演算子”と対応していると思われる。第 5章

で見たように古典的な弦の運動は、その初期値によってカオス的軌道あるいは準周

期的軌道になっていた。もし演算子との対応がつくのであれば、弦のカオス的状態、

準周期的状態に応じて、“カオス的演算子”と “準周期的演算子”が存在するはずで

ある。しかし一見したところ、演算子側にはカオスと準周期のような顕著な違いは

現れないように思われる。

また、初期値で決まるエネルギーは演算子の scaling dimensionと対応していたが、

初期値そのものはどのように対応するのかはわからない。

さらに、演算子との対応は弦を量子化した際に与えられたものであった。よって

今回もカオスを量子化したものと対応していると考えられる。しかし量子カオスは

一般にその定義さえもよくわかっていないものである。以上のような問題を解決し

ていくのが今後の課題である。
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付 録A coneのRicci平坦性について

ここでは 4.1で述べた coneがRicci平坦であることと cone周りの計量が (4.1.21)

を満たすことが同値であることを示す。また coneの計量は (4.1.19)の形を仮定し、

その計量テンソル、Riemannテンソル、Ricciテンソルをそれぞれ g̃、R̃、R̃ic と書

く。一方、cone周りの計量については “～”なしのものを用いることにする。つまり

計量テンソル g̃µνと、その逆行列 g̃µνについては

g̃µν =

(
1 0

0 R2 gij

)
, g̃µν =

(
1 0

0 1
R2 g

ij

)
(A.0.1)

なる形をしており、その足 µ , ν , ...は µ = (r , 1 , 2 , ...n− 1)を走るとする。また gij

の足 i , j , ...は i = (1 , 2 , ...n− 1)を走るとする。

まず、g̃についての Levi-Chivita接続 Γ̃のうち non-zeroな成分は

Γ̃rij = −Rgij , Γ̃irj =
1

R
δij , Γ̃ijk = Γijk (A.0.2)

である。ここで gijについての Levi-Chivita接続を Γijkとした。このときRicciテン

ソル R̃icは

R̃icµν = R̃λ
µλν

= ∂λΓ̃
λ
µν − ∂νΓ̃

λ
λµ + Γ̃ρµνΓ̃

λ
λρ − Γ̃ρλµΓ̃

λ
ρν

= ∂rΓ̃
r
µν + ∂iΓ̃

i
µν − ∂rΓ̃

r
λµ − ∂iΓ̃

i
λµ + Γ̃rµνΓ̃

i
ir + Γ̃iµνΓ̃

j
ji − Γ̃rλµΓ̃

λ
rν − Γ̃iλµΓ̃

λ
iν

= (2− n)gµν + ∂iΓ̃
i
µν − ∂νΓ̃

i
iµ + Γ̃iµνΓ̃

j
ji − Γ̃ijµΓ̃

j
iν (A.0.3)

と書ける。ここで、

gµν =

(
0 0

0 gij

)
(A.0.4)
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とした。coneのRicciテンソル R̃icµνの (r , r)、(r , i)、(i , j)成分はそれぞれ、

(r , r) R̃icrr = −∂rΓ̃iir − Γ̃ijrΓ̃
j
ir

=
n− 1

R2
− n− 1

R2
= 0

(r , i) R̃icri = ∂jΓ̃
j
ri − ∂iΓ̃

j
jr + Γ̃jriΓ̃

k
kj − Γ̃jkrΓ̃

k
ji

= ∂j(
1

R
δij)− ∂i(

1

R
δjj ) +

δji
R
Γ̃kkj −

δjk
R
Γ̃kji = 0

(i , j) R̃icij = (2− n)gij + ∂kΓ̃
k
ij − ∂jΓ̃

k
ki + Γ̃kijΓ̃

l
lk − Γ̃kliΓ̃

l
kj

= (2− n)gij +Ricij (A.0.5)

これより coneが Ricci平坦であること R̃icµν = 0を要求すると、cone周りの計量

は Einstein計量でRicij = (n− 2)gijを満たす必要があることがわかる。また逆に、

cone周りの計量がRicij = (n − 2)gij を満たす場合には、元の coneは Ricci平坦と

なることがわかる。以上より、coneがRicci平坦であることと、cone周りの計量が

Ricij = (n− 2)gijを満たすことが同値であることが示された。
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